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Résumé :

Cette communication présente une méthode permettant d’identifier, a partir de mesures ultrasoniques
i vivo, le modéle probabiliste du tenseur d’élasticité de l'os cortical. La macrostructure méme de l’os
cortical est complexe et aléatoire en présence de pathologies telles que ['ostéoporose. De tels matériaux
sortent du cadre des hypothéses des théories classiques des matériaur poreux. La réponse transitoire
ultrasonique de l’os est simulée avec un modele simplifié pour lequel le tenseur d’élasticité est modélisé
par un champ stochastique construit en utilisant le principe du mazximum d’entropie.

Abstract :

This paper presents a method to identify, with in vivo ultrasonic measurements, the probabilistic model
for the elasticity tensor of cortical bone. The macrostructure of a cortical bone is complex and uncertain
in case of osteoporosis. Such materials are outside the scope of the classical theories of porous materials.
The transient response of ultrasonic bone is simulated with a simplified model for which the elasticity
tensor is modeled by a stochastic field constructed using the mazimum entropy principle.

Mots clefs : Probléeme inverse stochastique ; mesures expérimentales ; os cortical

1 Introduction

Les matériaux biomécaniques sont parmi les systemes mécaniques les plus complexes. La difficulté
principale pour la modélisation de ces milieux est due a 'importante complexité de leur microstruc-
ture. Tel est le cas de 'os cortical qui est le matériau sur lequel porte cette communication. Celui-ci
présente la particularité que sa micro-structure peut subir d’importantes altérations a proximité de
son interface avec la moelle (ostéoporose). On observe alors un gradient de porosité dans 1’épaisseur,
mais, dans ce cas, il est tel que les théories classiques des matériaux poreux ne peuvent s’y appliquer.
Pour ces raisons, il n’y a souvent pas d’autres alternatives que de modéliser ces systeémes en intro-
duisant un modeéle mécanique simplifié qui correspond a une approximation relativement grossiere du
systeme réel. Néanmoins, la prévision fournie par ces modeles simplifiés peut étre améliorée en tenant
compte des incertitudes dues aux erreurs de modélisation, conséquences des approximations intro-
duites. Ces incertitudes sont prises en compte en modélisant le tenseur d’élasticité du milieu ” poreux”
par un champ aléatoire non homogene. Le modele probabiliste proposé est adapté a l'identification
expérimentale de ses parametres.

2 Model simplifié

Un modele mécanique simplifié a été développé pour modéliser un systéme biomécanique constitué
d’un gel de couplage, de la peau, de l'os cortical et de la moelle [5]. Ce modele simplifié est composé
d’une couche semi-infinie d’un solide élastique comprise entre deux autres couches semi-infinies de
fluide acoustique (voir fig. 1). Soit R(O, ey, €2, e3) le référentiel Cartésien ou O est 'origine de I'espace
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FI1GURE 1 — Géométrie du systeme multicouche

et (e}, ez, e3) est une base orthonormée. Les coordonnées d’un point x de R? sont notées (1, x2, 2). Les
épaisseurs des différentes couches sont hy, h et ho. Un premier fluide acoustique occupe le domaine
1, un second fluide acoustique occupe le domaine 25 et un solide élastique occupe le domaine €. Soit
0 =T1UX, 00 =31 UXg et 00y = X9 UT'y (voir Fig. 1) les bords respectifs de ©;, € and Q9 ou
I'1, 34,39 et I'y sont les surfaces planes définies par

Flz{CBlE[R, .TQER,Z:Zl} s 21:{:111€|R, xQGIR,z:O}
So={r1 €R, 2eR,z=23} , To={z1 €R, z2€R,z=2}

avec z1 = hi, z3 = —h and zg = —(h+ ho). Par conséquence, les domaines 21, Q et {29 sont non bornés
dans la direction longitudinale et ils sont bornés dans la direction transverse selon es. Le domaine 2
est soumis a une impulsion acoustique le long d’une ligne telle que
agil(xvt) = p1 F(t)0o(z1 — 27)do(z — 2°)

avec F(t) = Fy sin(2n fot)e 2t fe=D% ot f. = 1 MHz est la fréquence centrale et F; = 100N ; p; la masse
volumique du domaine §21 ; dy est la fonction de Dirac a I'origine et, xls et 2% sont les coordonnées ol
I'impulsion est appliquée. A l'instant initiale ¢ = 0, le systéme mécanique est au repos. Soient p(z)
et [C(z)], la masse volumique équivalente et le tenseur d’élasticité équivalent de la couche élastique
au point z dans ;. Pour tout champ donné de matrice d’élasticité équivalente [C(-)], le champ de
déplacement u de la couche élastique 2 ainsi que les champs de pression p; and ps des deux domaines
Q4 et Qo respectivement, sont calculés en utilisant un solveur efficace, rapide et hybride présenté dans
[4].

3 Modele simplifié pour le matériau poreux

Il est établi que les os sont constitués de matériaux poreux. En ce qui concerne ’os cortical humain,
les tailles des pores ne sont pas négligeables par rapport a I’épaisseur de la couche d’os cortical. De
plus, on observe que les tailles des pores augmentent globalement le long de la direction transverse z.
En ce qui concerne l'ostéoporose, la couche d’os cortical comporte des gradients de porosité qui sont
tels que, proche de la surface Yo, 'os cortical est principalement rempli de fluide. La théorie classique
des matériaux poreux [1] n’est alors plus adaptée a la modélisation de tels milieux poreux. On propose
donc un modele de matrice d’élasticité équivalente [C(z)] permettant de prendre en compte de tels
gradients sur les propriétés mécaniques. Pour tout z dans [a, 0], le matériau de la couche cortical est
supposé étre localement isotrope transverse et pour z dans [z3,b], la loi de comportement du milieu
poreux est dégradée en une loi de comportement de fluide acoustique. Ainsi, (1) pour tout z dans
[0,a], on a [C(2)] = [C°] et p(2) = p°; (2) pour tout z dans [z,b] on a [C(2)] = [CT] et p(2) = p2;
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[C®] est une matrice d’élasticité équivalente représentant un milieu homogene transverse isotrope,
[CT] une matrice d’élasticité ”dégradée” dont le matériau est un fluide acoustique, p° est la masse
volumique de 1’os cortical en absence de porosité et ps est la masse volumique du domaine €2y. Toutes
les composantes de [C°] sont nulles, & I’exception des suivantes

e2(1—vr) [05]22 _ er(er — ervi)
(er —epvr —2ervi) ' (1+vr)(er — eLvr — 2ervi)
€TeLVL S eT(eLVT + GTV%)
O = C?lag =
7 (er, — ervy — 2epv?) 7] (1+vr)(er — eLvr — 2erv?)

CoNy=9gr , [C%lss=91 ,

avec [C%ae = [C®]33, [C7)12 = [C%T13 = [C%)a1 = [C®]31, [CF)2s = [C¥52 et [C¥]55 = [C]6 et
ou ey, et er sont les modules d’Young longitudinaux et transverses, gr, and gr sont les modules de
cisaillement longitudinaux et transverses et, vy, et vp sont les coefficients de Poisson longitudinaux et
transverses tels que gr = er/2(1 + vr). Toutes les composantes de [CF] sont nulles & I’exception de
[Cth [CF]lg, [CF]lg, [CF]Ql, [CF]QQ, [CF]23, [CF]317 [CF]gg,[CF]gg qui sont toutes égales a po C%. On
a

[C%n =

[C == fE)CT+ () CT] )= 1= f)p" +[(=)p2

ot f(2) = 1siz<b fl2) =0siz>acet f(2) =cotczt+cz?2+cgzdsib< 2z < aavec
co=a%(a—3b)/(a—1b)3 c1 =6ab/(a—1b)3 ca=—-3(a+b)/(a—0b)>et czg=2/(a—b)> Ce modele
est construit de sorte que, pour z = a ou z = b,

I[C(2)] Ip(2)

5 - 0 and 9, = 0 ,

p2¢y pacs pacs 0 0 0

p2c5 pacy pac; 0 0 0

[CF] _| P2 3 p2cs p2cs 00 0
0 0 0 00 0|’

0 0 0 0 00

0 0 0 0 00

4 Modele probabiliste de 1’épaisseur et du champ de matrice d’élas-
ticité équivalente de ’os cortical

La modélisation de ces systemes biomécaniques est rendue extrémement délicate a cause de la com-
plexité de sa micro-structure qui releve de la modélisation des milieux hétérogenes aléatoires. Dans les
deux paragraphes précédents, un modele simplifié a été présenté lequel introduit donc des incertitudes
due aux erreurs de modélisations. Néanmoins, la prévisibilité de ce modele peut-étre amélioré en pre-
nant en compte ces incertitudes. Dans ce paragraphes, un modele probabiliste du champ de matrice
d’élasticité équivalente est construit en remplagant z — [C(z)] par un champ stochastique de matrices
z +— [C(z)] dont le modele probabiliste a été développé dans [9, 10] en utilisant le principe du maximum
d’entropie [6, 7, 8] de sorte que (1) la matrice [C(z)] est une variable aléatoire du second ordre & valeur
dans l'ensemble des matrices définies-positives, symétriques réelles de taille (6 x 6); (2) la moyenne
de la matrice aléatoire [C(z)] est égale a la matrice d’élasticité équivalente [C(z)] du modele simplifié
déterministe ; (3) la norme de l'inverse de la matrice [C(z)] est une variable aléatoire du second-ordre.
Dans ces conditions, il a été montré que (voir [9, 10]), pour tout b < z < 0, [C(2)] = [L(2)]T[G(2)][L()]
et puisque pour z < b le milieu n’est plus aléatoire (les propriétés mécaniques y sont celles d’un fluide
déterministe) alors, pour tout z < b, C(z)] = [C(z)]. La matrice [L(z)] est une matrice (6 x 6) trian-
gulaire supérieure issue de la factorisation de Cholesky [C(z)] = [L(2)]T[L(z)]. Le modele probabiliste
du champ de matrices aléatoires z — [G(z)] est algébriquement défini par une transformation non-
linéaire de 21 champs stochastiques Uj j/(z) avec 1 < j < j < 6 lesquels sont Gaussiens, homogenes,
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centrés et du second ordre. Une expression explicite de cette transformation est donnée dans [2, 3.
Les fonctions d’autocorrélation Ry, ,(7) = E{Ujj (2 + 7)Uj;(2)} des germes aléatoires Uj j/(z) sont
Ry, (1) = (2¢/7 7)2sin?(7 7/2¢). La longueur de la corrélation spatiale £ est donc un parametre du
modele probabiliste du champ aléatoire z + [C(z)]. Le champ aléatoire z — [G(z)] dépend aussi d'un
parametre supplémentaire 0 < 6 < (7/ 11)1/ 2 qui est, dans notre cas, indépendant de z. Ce paramétre
controle les fluctuations statistiques de [G(z)] et [C(z)]. En Effet, on a

r . 2 1/2
BUIGEIR =60 +1) . do(e) = 52 (14 2 0

ot §c(2)? = E{||[C(2)] — [C()]IIZ}/I[C(2)]|% et ol || - || est la norme de Frobenius. Finalement, la
longeur de corrélation spatiale £~ du champ aléatoire z — [C(z)] s’écrit

L e E((CG+ 1)~ [CEDCE)] — [CED)
o= | Irenld o(7) BCE] - CER) ’

Ainsi, le champs de déplacement de la couche solide élastique et les champs de pressions des deux
fluides acoustiques doivent étre aussi modélisés par champs stochastiques notés U, P; and Ps.

5 Application

Dans un article récent [5], les composantes de la matrice [C°] ont été identifiées en utilisant une base de
données constituée de mesures expérimentales et construite en utilisant la méthode de la transmission
axiale ultrasonique [2, 3]. La configuration expérimentale est décrite sur Fig. 2. Une sonde faite de
npr = 11 récepteurs et 2 émetteurs a été spécialement concue. Un gel de couplage est appliqué entre
la peau d’un patient et la sonde. Chaque émetteur produit une impulsion acoustique ultrasonique
qui se propage dans le gel de couplage, la peau, les muscles, 1’os cortical et la moelle. La méthode de

Probe
N
. . itter

transmitter receiver Transmitt
’ ~ j\ Recelvers -

E S Transmittel m B

coupling gel = \/\
CTrmememmmm T T T T S0 tissue /
Cortical layer of along bone Bone

F1GURE 2 — Configuration expérimentale

transmission axiale consiste a enregistrer les signaux acoustiques recus par les ng = 11 récepteurs de la
sonde. La contribution sur le premier signal enregistré est due a une onde guidée le long de 'interface
entre la peau et 'os cortical. La vitesse de cette onde guidée dépend donc des propriétés mécaniques
dans un voisinage situé de part et d’autre de cette interface. Par traitement du signal, la vitesse de
cette onde est calculée expérimentalement. La base de données expérimentales ainsi construite permet
d’identifier les composantes de la matrice [C*°] (voir [5]) et il fut obtenu que p° = 1598.8 kg.m™3,
er = 17.717 GPa, vy, = 0.3816, g1, = 4.7950 GPa, e = 9.8254 GPa, vp= 0.4495 et 0c(0) = 0.1029. En
utilisant 'Eq. (1) on obtient 6 = 0.0575. Dans cette communication, on s’intéresse a la propagation
des incertitudes dans le domaine domaine ¢, qui est quantifiée en introduisant une variable aléatoire
@ définie par

T "R
Q:/ S (Pl ah) 2 dt
0 %
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ou T est la durée du signal expérimental et xlf ,avec k = 1,...,np sont les positions des récepteurs
selon la direction e;. Soit pg(a, b, ¢; q), la fonction de densité de probabilité de la variable aléatoire Q).
Sur Fig. 3, le graphe de z — ¢ (2), avec a = 0,b = —z3 (trait fin) et a = z3/2,b = —z3 (trait épais) et
a =0,b= z3/2 (tirets fins) montre que le coefficient de dispersion dc(z) de la matrice aléatoire [C(z)]
décroit lorsque la loi de comportement du matériau élastique de 2 progressivement est dégradée en
la loi de comportement du fluide contenu dans le domaine €25, laquelle est déterministe. Sur Fig. 4, le

0.12

0.02

-4 -35 -3 -25 -2 -15 -1 -0.5 0

FIGURE 3 — Graphe de z — d¢(z) avec a = 0,b = —z3 (trait fin) et a = 23/2,b = —z3 (trait épais) et
a=0,b=z3/2 (tirets)

graphe de ¢ — pg(a,b, f;q) en échelle logarithmique avec a = 0, b = 23, £ = h/10 (trait épais), avec
a = z3/2, b= z3, { = h/10 (trait fin), avec a = 0, b = 23, £ = h/20 (tirets épais), et avec a = z3/2,
b = 23, £ = h/20 (tirets fins) montre que ¢ — pg(a,b,¢;q) est sensible au parametre d’épaisseur a et
a la longueur de corrélation spatiale £.

6 Conclusion

Nous avons construit un modele simplifié pour simuler la réponse transitoire dynamique d’un systeme
multicouches soumis & une impulsion acoustique ultrasonique. Ce modele a été utilisé pour un matériau
biologique complexe : 'os cortical humain. Ce type de systéme biomécanique est réellement difficile
a modéliser en raison de sa micro-structure complexe et aléatoire. Pour un tel systeme, la micro-
structure peut elleeméme étre endommagée dans le voisinage de l'interface entre ’os cortical et la
moelle (ostéoporose). Un gradient de la porosité est alors observé dans 1’épaisseur, mais, dans ce cas,
aucune théorie classique des matériaux poreux ne peut étre appliquée. C’est la raison pour laquelle nous
avons proposé de modéliser les gradients des propriétés mécaniques en utilisant un modele de champ
de tenseur d’élasticité équivalent. A lintérieur de la couche solide élastique, le tenseur d’élasticité
correspondant a la loi de comportement d’un solide élastique tend vers un tenseur d’élasticité ”dégradé”
lequel correspond a la loi de comportement d’un fluide acoustique. Afin d’améliorer la prévisibilité
de ce modele, les incertitudes dues aux erreurs de modélisations introduites sont prises en compte
avec une approche probabiliste des incertitudes. Pour cela, le champ tenseur d’élasticité équivalent
du modele simplifié déterministe est remplacé par un champ de tenseur d’élasticité stochastique. Ce
modele probabiliste permet d’étudier la propagation des incertitudes concernant le champ de tenseur
d’élasticité de la couche cortical sur le champ de pression a l'intérieur du premier fluide acoustique (la
peau et le gel de couplage). Ce modele probabiliste montre que 1’énergie totale du champ de pression
aléatoire est tres sensible aux gradients sur la moyenne et sur la longueur de corrélation spatiale du
tenseur d’élasticité aléatoire de 1'os cortical. Par conséquent, des mesures expérimentales utilisant la
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FIGURE 4 — Graphe de ¢ — pg(a,b, f;q) en échelle logarithmique avec a = 0, b = 23, £ = h/10 (trait
épais), avec a = 23/2, b = z3, £ = h/10 (trait fin), avec a = 23/2, b = z3, £ = h/20 (tirets fins) et avec
a=z3/2,b=z3, £ =h (tirets épais).

technique de la transmission axiale ultrasonique peut étre utilisée afin d’identifier les parametres du
modele probabiliste proposé.
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