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Résumeé

La caractérisation d’'une entaille dans une struetumécanique nécessite la détermination des
parameétres asymptotiques de la singularité desraories. Ces paramétres sont l'ordre de la
singularité et le facteur d’intensité des contramtqui permettent de mieux décrire le champ de
contrainte réel engendré localement et par la saiteier les éventuels risques d’endommagements.
De nombreux travaux numériques ont été dévelopmés ptudier le caractére singulier des
contraintes engendré au voisinage des discontiaud formes géométriques ou de matériaux. Ces
travaux sont souvent difficiles a exploiter ou dlisdér dans le domaine de l'ingénierie et
particuliérement en conception ou on a besoin drojser la forme géomeétrique de notre structure
tout en assurant une meilleure durée de vie detifumzement.

Pour ce faire, nous avons développé une approchplsibasée sur la méthode classique des éléments
finis qui consiste a utiliser des conditions auwites suivant un processus itératif sans que |ldlagai

soit fin et couteux.

Mots clés: Discontinuité géométrique, Singularité de contrajrardre de la singularité, facteur
d’intensité de contrainte

Abstract

Characterization with a notch in a mechanical sture requires the determination of the asymptotic
parameters of the singularity of stresses. Thesameaters are the order of the singularity and the
stress intensity factor to better describe the rstaéss field generated locally and then study the
possible risks of damage. Many digital works hagerbdeveloped to study the singular character of
stresses generated in the vicinity of discontirgitf geometric shapes or materials. These stadees
often difficult to operate or use in the field ofgeneering design and especially where we need to
optimize the geometry of our structure while pringd a longer operating life.
To do this, we developed a simple approach basetherclassical finite element method of using
boundary conditions following an iterative procegghout the mesh is fine and expensive.

Keywords: geometric discontinuity, stress singularity, thel@rof singularity, stress intensity
factor.

1. INTRODUCTION

La singularité de contrainte est un phénoméne Uiémanque de régularité géométrique ; Il y a
singularité chaque fois qu'il y a discontinuitérn#urontiére. Cette situation se rencontre égalémen
dans des assemblages de matériaux présentantogei@rs physiques et chimiques tres différentes.
L'analyse des ces singularités des contraintesssiteda détermination des grandeurs asymptotiques
associées [1]. Nous rappelons que ces grandeurs Eofacteur d’'intensité des contraintes relié a
nature des matériaux et au type de chargementgagplle tenseur normalisé qui est une fonction
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spatiale permettant d'illustrer la distribution destraintes et enfin I'ordre de la singularitégraétre
reflétant la sévérité de la discontinuité en présen

La présente étude, nous I'avons développée en platdibes. A travers la premiére partie, nous avons
décrit la méthodologie de notre calcul itératif artp duquel nous avons calculé l'ordre de la
singularité pour une éprouvette comportant uneilentt soumise a la flexion trois points. Dans la
seconde partie, nous avons déterminé pour la méowse, le facteur d'intensité de contraintess Le
résultats obtenus ont été comparés a ceux déclatiire.

2. DETERMINATION DE L'ORDRE DE LA SINGULARITE DE
CONTRAINTE DANS UNE STRUCTURE HOMOGENE :

L'analyse du champ de contraintes au voisinages dingularité (bord, trou...) est rendue possihle p
des méthodes asymptotiques. En élasticité lingdénee (hypothése des déformations planes ou des
contraintes planes), le champ de déplacemegmut se décomposer en une partie singuliére et une
partie réguliere [2]. La partie singuliére, appelégalement singularité, contient en partie les
coefficients d’intensité de contraintd§ et K,. Les premieres analyses asymptotigues ont été
développées par Williams [3] ensuite par Bogy fd'autres par la suite [5,6]. Ces auteurs ontlietab
une formulation montrant le caractere singulierspite bord. Quand la distance du bprdst petite
comparée aux autres longueurs caractéristiquesé#éques, le champ de contrainte a la fornpg' K

A l'une des grandeurs asymptotiques, on I'appedbgpbsant qui exprime la singularité. Sa valeur est
dans l'intervalle 0 4 < 1, selon I'angle de 'ouverture. Le facteur timsitéK ne peut pas étre
déterminé par l'analyse asymptotique, mais paalese du champ numérique pour une géométrie un
matériau et un chargement spécifiques.

La géométrie que nous allons étudier est constitiéa matériau homogene représentant une
ouverture 2-2a (20 = oy + a, figure 1).

Figure 1 : Domaine homogéne avec une ouverture

Pour le domaine représenté par la figure 1, noppelans que les composantes du champ de
contrainte en un point M de coordonnés polaipe®) @u voisinage du point singulier, s’expriment a
partir de la relation suivante W.C. Carpenter [7] €. Slahle et C.E. Shih. [8]:

0;;(p, 8) = Kﬁ';‘(ﬁ)P_)‘ 1)

Avec 0 <X < 1 ce qui implique que la contrainte augmentendua rayonp diminue, cet
exposant dépend de la géométrie de domaine autoupotht singulier. Ce paramétre
caractérise la sévérité de la singularité.

K est le facteur d’intensité de contrainte, dépangaincipalement du mode et de l'intensité
de chargement, et des propriétés élastiques duienap#es de la singularite.

fij (0) est le tenseur normalisé qui traduit les variedides contraintes avec I'angle poldire
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Pour déterminer ces grandeurs asymptotiques, ritmrs alonc considérer une approche numeérique
basée sur une méthode des éléments finis itér&iv8, Barsoum [9,10] et, G. Loppin et A Rigolot
[11]. Le principe de cette méthode peut étre résaitnavers les étapes suivantes :

Dans un premier temps on construit un domaipewour du point singulier O (Figure 2), avec une
frontierelp et un maillage intérieur invariants dans une hogéti¢hde centre O et de rapport p (0 < p
<1). En suite, par des applications successivesette homothétie, le domaine Bst réduit en des
domaines Di de contourE; de plus en plus petits. A la premiére itératioss déplacements,
déformations et contraintes sont calculés dansughatément du maillage en appliqguant aux noeuds
du contourl g les valeurs numériques des déplacements issuse ghacédure antérieure indépendante
de calcul par éléments finis sur la structure dlaba l'itération i, les déplacements appliqués aoen
conditions aux limites sur le contollp sont pris égaux aux valeurs calculées sur le coriip a
I'itération i-1 par la relation suivante :

m@m=§mdmﬁ) )

Ou M, et M; sont deux points appartenant respectivement amtidéresl et al';.

Il en résulte que pour déterminer I'état de conteaen un point M€ T'; suffisamment proche du point
supposeé singulier O, il suffit d’approcher par lathode des éléments finis I'état de contrainteren u
point My € T’y en imposant sur la frontiefg le champ de déplacement suivant :

1
U; = =uUy (3)

M (p. 6)

singulier

a)- Domaine D b)- Domaine D,

Figure 2 : Schématisation d’'une structure avecaintgingulier.
a)- Domaine D de la structure avec O point singulie
b)- Domaine local Pinclus dans le domaine D, aydijtety, comme frontiere.

Nous supposons que le domaing @é&fini avant est réduit en n sous-domaines obtgrars
transformation homothétique de rapport p. Le catéuatif d’élément fini déterminera successivement
les déplacements et les contraintes pour ces demaduuits. En exprimant la relation (1) pour deux
itérations successives n-1 et n, on peut calcidrpbdsanf. par I'expression suivant :

1 [ 9.(00,8) (4)

= e "o e )

A chaque itération, on peut calculer la valeur 'dgposanti. Cette valeur est considérée comme
définitive, lorsqu’elle ne varie plus entre delrdéitions successives.

Pour la démarche exposée ci-dessus, nous avormsé&lai programme informatique principal en C++
permettant pour chaque itération d’exploiter lesultats en déplacements et en contraintes obtemus p
SAMCEF ou par ANSYS. Dans l'application de ce pesgme, hous avons considéré I'étude d’'une
éprouvette présentant une entaille d’ouvertyre) et soumise a une flexion trois points Figure 8. L
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matériau constituant cette éprouvette est un atet le module E= 2,3 GPa et le coefficient
Poissonv=0,36.

!

A
=
v

O A O

Figure 3: Eprouvette d’ouverturw soumise a la flexion 3 points (H=50mm, h=6mm et.&min’

Pour cette éprouvette, nous avons donc réalisé pbague cas d'ouverturo une premiére
modélisation tenant compte de la structure globale Figtae En suite nous avons développé
calculs itératifs dans un domaine local entourasigularité Figure <.
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Figure 4 : aMaillage de la structure globale pour le aesl5°
b) Maillage du dorrine local autour du point singulier O

Dans le tableau adessous nous avons regroupé les résultats queamons obtenus pour I'exposek
par cette approche numérique et ceux de la littéedd Leguillon etSanchezalencia | [12,13].

Exposant de la singularié
Leguillon et
QR Apprp phe Sanc%ez—Palencia
W Numérique (1992)
30° 0,540 0,502
45°¢ 0,550 0,506
60° 0,550 0,513
90°¢ 0,560 0,545
120¢ 0,650 0,616
150¢ 0,750 0,752
~0° Cas de la fissure, I'exposant
théorique est 0,5

Tableau 1: Comparaison des valeurs théoriques, numériques ket littérature de I'exposant de
singularitéx
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3. FACTEUR D’INTENSITE DE CONTRAINTE AU VOI SINAGE
D’'UNE ENTAILLE

Cette partie est consacréda déterminatic du facteur d’intensité de contrainpour cela une
description plus fine du champ de contrainte edé@acement est nécessaire au voisinac

point singulier. Mus avons choisi d’appligueune méthodebasée sur la variation d

déplacements sur les bords lis de I'entaille [14] qui consiste a chercliesous la forme :

K, = Clg, avec la constante @termine :

uy (6 =a) = Cp", et

0/(6)= (1+v)cC, siMb+AC, sif2- 2)8-(3-4)C, sin1 g

y E1G, (@)
avec E ev, respectivement Imodule de Young et leoefficient de poisson :
Ci=1-A\,Co=1+\, C3=1-2\, C4, =sin C, q,
Cs=sinC,a, Cg=cos L;a, C; =cos L;q,
Cg =c0s 20— cos Ad, Cg =C; C4— C, Cs

La deuxiéeme méthode elsasé sur la valeur de contra normaleagg pour® = 0° (dans le
repére locale cerérau point singuliek, =+/277lim p’c,,(r,6=0) [15], surune éprouvette
r-0

entaillée en Vaumise a une flexion trois poil (Figure 3).

Les propriétés du matériau cotuant I'éprouvette sont : E = 2,3GR&0,36, et les valeurs
dimensionnelles sont prisegates : H = 72,6 mm, h = .8 mm,a = 3,56 mm, et I'ouvertut
w prise gale [60°, 90°, 120°].

Pour cette éprouvette, nous avons doncisé pour chaque cas d’ouvertuwune
modélisation par élémertisis (figure 4).

Figure 4 : Exemple de maillage de la structureiétdens le caB=90° avec zoom autour du poi
singulier

Nous avons présenté dans kblleaul les résultats que nous avons obtenus pour le fadiietensité
de contrainte par la rttdode de déplacement, que nous avons regroupé cavecobtenus par
méthode de contrainte dans lableai 2 :
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Angle (w) Valeur de g@) Constante C Valeur de K|

En degré (m*™) (MPa. m')
60 0,001200463 0.000770059 0.641468917
90 0,00132739 0.001088683 0.820167999
120 0.001134457 0.001134457 1.08794815%3

Tableau 2: Valeur de par la méthode de déplacement

Valeur de K, (MPa.m'?)
é:)géi gxposant Analyse enIAnaIys_e erjLittérature
dearé A (littérature) Jdéplacemeny contrainte [14]
60 0.5122 0.641 0.567 0.573
90 0.5445 0.820 0.846 0.886
120 0.6157 1.088 1.903 1.908

Tableau 3: Comparaison de FIC selon notre étutielittiérature

A travers le tableau ci-dessus, nous pouvons densgéabonne concordance entre nos résultats gt ceu
de la littérature dans le cas ou la déterminatienfatteur d’intensité de contrainte considére les
contraintes. En revanche, pour les résultats elad&mpent un écart de 40% entre notre méthode et la
littérature a été constaté. Cet écart est d0 aék@rmiination de la constant€ qui dépend
principalement de la précision des déplacementawosituée sur la ligng=a.

4. Conclusion

A travers cette étude, nous avons développé uneocm numérique simple et précise nous
permettant de déterminer les grandeurs asymptatiqué caractérisent le comportement singulier
d'une structure présentant une ouverture d’anglet des levres sont libres de contraintes. Ces
grandeurs, sont I'ordre de la singularité et ledacd’intensité de contraintes.

Dans le cas d’'une éprouvette comportant une enttilsoumise a la flexion trois points, les réssilta
obtenus pour ces deux grandeurs ont été compasegsley travaux de D. Leguillon[12,13] pour
l'ordre de la singularité, et avec les travaux deniD et al. [14] pour le facteur d'intensité des
contraintes. Un bon accord a été constaté poualjyaa en contrainte. En revanche avec une analyse
en déplacement, un grand écart a été constatéispdor les grands angles d’entaille.

REFERENCES

[1] R. S. Barsoum, 1986. Int. J. Fracture, Vol. 3259-67.

[2]Naman Recho, 1995.Rupture par fissuration Edniés, Paris.

[3] Williams. M. L. 1952. J. appl. Mech. 74. 526

[4] D.B. Bogy , 1971. Journal of Applied Mechanigsans. ASME, p. 377

[5] Dempsey. J. P. and Sinclair. G. B., 1981 Jiditity. 11. 317

[6] Hills, D. A., 1992. as quoted by Barber, J.iR.Elasticity. Kluwer Académie. Dordrecht. p. 132

[7] William C. Carpenter 1984 A collocation proceedor determing fracture mechanics parameter at
a corner, International Journal of Fracture, 2267-278.

[8] J P. Slahle, C.E. Shih, (1992) Crack in thim§ and substrates, Mal. Res. Soc. Symp. Proc. 239,
567-572



20°™ Congrés Francais de Mécanique Besancon, 29 aolit au 2 septembre 2011

[9] R.S Barsoum, C.E. Freese, (1984) An iteratppraach for the evaluation of delamination stresses
in laminated composites, Int. J. Numer. Methodsrigngo0, 1415-1431

[10] R.S Barsoum, (1988) Application of the fingkement iterative method to the eigenvalue problem
of a crack between dissimilar media , Inter.J. Nurkkethods Engng. 26, 541-554

[11] G. Loppin, A Rigolot “A numerical approximatiofor the analysis of angular singularities in
plane classical elasticity” Eur.J.Mech. A/Solids,(B),(1992), p.305-321.

[12] D. Leguillon, Sanchez-Palencia E. (1987) Computatid singular solution in elliptic
problems and elasticity, J. Wiley, New-York and Blas, Paris

[13] D. Leguillon, Sanchez-Palencia E. (1992) Fraciureeterogeneous materials, weak and
strong singularities, in New advances in Computaftructural Mechanics, P. Ladevze and
O.C. Zienkiewicz eds., Studies in applied mechaB&Elsevier, Amsterdam, 423-434

[14] Dunn, M. L., Suwito, W. and Cunningham, S.1996 Stress intensities at notch singularities.

Engineering Fracture Mechanics.
[15] Gross.B and Mendelson. A 1991. Plane elasstiplanalysis of V notched plates. International
Journal oh Fracture. Vol .48, pp 79-83.



