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Un modéle de type Gurson pour les matériaux ductiles
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Résumé :

Le modéle de rupture ductile de Gurson (1977) est basé sur l’analyse limite d’une sphére creuse. Leblond
et Gologanu (1993,1994, 1997) ont ensuite développé des modéles pour des cavités sphéroidales allongées
ou aplaties. On étend ici ces modéles & des cavités ellipsoidales générales en s’appuyant sur la famille
de champs de vitesse proposée récemment par Leblond et Gologanu (2008). Le modéle analytique qui en
résulte est entierement validé & aide de calculs par éléments finis sur cellules.

Abstract :

Gurson’s model for porous ductile solids (1977) was derived from limit-analysis of a hollow sphere. It was
later extended by Gologanu and Leblond (1993,1994,1997) to spheroidal (both prolate and oblate) voids.
Our present aim is to further extend this model to general ellipsoidal voids by using the velocity fields
recently proposed by Leblond and Gologanu (2008). The approzimate analytical criterion is validated by
finite element simulations of cells.

Mots clefs : milieux poreux ductiles, cavités ellipsoidales, analyse limite

1 Introduction

La phase de croissance des cavités dans un matériau ductile poreux est bien décrite par le modéle de
Gurson [1]. Ce modele dérive de 'analyse limite d’une sphére creuse soumise a des conditions de taux
de déformation homogene aux bords. Cependant, les études numériques de Lee, Mear [11] et Hom,
McMeeking [12] montrent une influence non négligeable de la forme des cavités sur leur croissance. De
plus les cavités dans les matériaux réels sont souvent non sphériques. Gologanu et al [2, 3] ont déve-
loppé récemment un modéle applicable & des cavités sphéroidales allongées ou aplaties. Ils ont étendu
P’analyse limite de Gurson & des domaines sphéroidaux contenant des cavités sphéroidales confocales.
Le champ de vitesse test utilisé satisfait & des conditions de taux de déformation homogéne sur chaque
sphéroide confocal avec le vide et lellipsoide extérieur. Plus tard, Gologanu et al [4] ont raffiné leur
modeéle en considérant des champs de vitesses tests plus sophistiqués et en utilisant les bornes pour les
composites non linéaires developpées par Ponte Castaneda [5], Willis [6] et Michel-Suquet [7].

Ici nous allons considérer des ellipsoides généraux en nous inspirant de l'approche de Gologanu et
al. Dans la premiére partie nous allons exposer le champ de vitesse test incompressible proposé par
Leblond et Gologanu [10] qui décrit expansion d'une cavité ellipsoidale, puis l'utiliser dans une ana-
lyse limite d’un domaine ellipsoidal contenant un vide ellipsoidal confocal. Le critére approché qui en
résulte contient des coefficients qui ne sont pas totalement explicités a ce stade.

Dans la seconde partie, des calculs par éléments finis et la borne non linéaire de Willis [6] nous per-
mettent de déterminer ces coefficients.

La troisiéme partie consiste & valider le critére & l’aide de calculs par éléments finis sur diverses cellules.


https://core.ac.uk/display/15523518?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

20°™¢ Congres Francais de Mécanique Besangon, 29 aodt au 2 septembre 2011

2 Champ de vitesse test satisfaisant des conditions de taux de
déformation homogeéne sur des ellipsoides confocaux

Le champ de vitesse décrivant ['expansion d’une cavité ellipsoidale confocale avec I’ellipsoide extérieur
a récemment été proposé par Leblond et Gologanu [10]. Ce champ de vitesse est de la forme

v(r) =D(\)r (1)

ou D()) est un tenseur symétrique du second ordre dépendant de la premiére coordonnée ellipsoidale
A [9]. Ce champ satisfait des conditions de taux de déformation homogéne sur toute surface ellipsoidale
de constante \. L’incompressibité de ce champ permet de décomposer le tenseur D(A) sous la forme

D()\) = AD°(\) + A (2)

ot A est une constante arbitraire, A un tenseur symétrique déviatorique du second ordre arbitraire et
DO()) le tenseur symétrique du second-ordre dépendant de A défini par :

0 _ +oo d
ng@) \ T
Dy = I swtpn) 3)
DO ()\) +oo dp
Sz >\0 2(02+p)v0(p)
Dy, (A) Dy.(A) = Dz, (A) =0
ou
v(p) = /(@2 + p)(82 + p)(c2 + p) (4)

désigne & un facteur %“ pres le volume de D’ellipsoide de constante p.

2.1 Analyse limite d’une cellule ellipsoidale creuse

On considére maintenant un ellipsoide arbitraire de demi-axes A, B,C, de volume %Q = 4?”ABC’,

contenant un vide ellipsoidal confocal de demi-axes a,b, ¢, de volume %’rw = 4%abc, et de fraction
volumique f = £. Le matériau constitutif est rigide parfaitement plastique et obéit au critére de Von

Mises. On note og le seuil de plasticité en traction simple. Les coordonnées ellipsoidales A, u, v sont
associées & a,b,c. La valeur de \ est égale a 0 et & A respectivement sur les ellipsoides intérieur et
extérieur.

Cette cellule est soumise a un taux de déformation homogene D sur le bord extérieur. On va faire une
estimation par l’extérieur de la surface de charge macroscopique.

La dissipation plastique macroscopique It (D) est la moyenne sur le domaine ellipsoidal de la dissipa-
tion plastique locale ogdeq(r) oll deg(r) est la déformation équivalente. Elle est de la forme

A=A
D) = 25 [ (de(m)poydn 6
oll (deq(r))E(r) désigne une moyenne pondérée convenable de dey(r) sur la surface ellipsoidale de
constante A\ qu’on note ici E(A). L’utilisation de 'inégalité de Cauchy-Schwartz et d’autres approxima-
tions permettent d’avoir une formule explicite de cette dissipation. Par suite, la différentiation de cette
dissipation par rapport aux composantes du tenseur D et I’élimination de ses composantes conduit &
un critére approché de type Gurson de la cellule ellipsoidale qui s’écrit :

by by
L 21 +9)(f + gleosh (K22) = (1 9 = (F +9)? =0 )
0 0
avee K= 3 o= VOIUED o 5y = HS, + H S,y + HSs
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3 Détermination des coefficients F', H,, H,, H, et de la forme quadra-
tique Q(X)
Coefficient I’

La constante F est liée & une fonction F(w) obtenue par des simulations numériques effectuées avec le
code SYSTUS. Ces calculs par éléments finis sont effectués sur plusieurs cellules de formes différentes.

Zi:f; varie entre 0 et 1. En se basant sur ’allure des courbes de la

Le paramétre de forme k =
figure la, on a d’abord cherché les expressions Fproiate(W) €t Fopiate (W) dans les cas k = 0 et k = 1
respectivement et ensuite on a déduit 'expression de F(w) dans le cas d’un ellipsoide arbitraire en
faisant une interpolation linéaire a laquelle s’ajoute une fonction homographique. L’expression trouvée
est :

N _ 3 (1 —Fk)%k?
F = (1 — k) Fyrolate kFpiare (k2 - 7
(w) = ( ) Fprolate (W) + Kk Fopiate ( w)+5(8/5—k2u7) (7)
ol Fopiate(w) = 1 + 10w - %w et Fprolate( )=1- (\[ - 1)11;—1{)1/5'

L’écart observé sur la figure 1 entre 'approximation analytique et les points numériques est di a
I'influence de la porosité f qui n’est pas prise en compte dans notre formule.

: :
FkZoos T . L [F(e)]appro i 2| [F(e)lappro i
o 2 num (k=0.2) num (k=0.8)
b
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Fic. 1 — Fig (a) : Valeurs numériques de F' pour 0 < k£ < 1; Fig (b, ¢) : comparaison des résultats
numériques de F pour k = 0,2 (b) et 0,8 (c) en fonction de e* ou e désigne 'excentricité dans le
plan (O, z, z) des ellipsoides compris entre le vide et le bord extérieur : les points numériques (avec
f =0.005) sont en vert et la formule analytique en rouge

Finalement, & partir de la relation fw" o f F{g}) i, il vient
F = 1 [180F - () ’
+Hn(gr/g1)]™ [%(gf - 91) K9y —g)) —2(1—k)’In @ji:g)}

o 1 = g4 <t 97 = 74

Coefficients H,, H,, H.

. Do DY, DO , ., .
Les coefficients H, = EODE H, = Do) H, = (Do) sont déterminés en imposant un chargement

hydrostatique a la cellule. Les calculs par éléments finis sont faits sur plusieurs cellules en prenant
une porosité f = 0.02 et 0 < k& < 1. A partir des résultats numériques (figure 2), on propose les
approximations suivantes :

. E32(B—F
H, = (1—k)HY + K2H®;, Hy=(1—k)H" + kH + O‘Q(ﬁE;; H.=1-H,— H, (9)
72+ (8- E)
. _ 1,1 154, bl _ 11=TE?/245E%/2 _ : bl bl .
ol H5T—§+§E2—6E ; Hg = 5T _7E*245E" H£T—1_2H5T7 H? Ho
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F1G. 2 — Valeurs numériques de H,, H, et H, en fonction de l'excentricité £ de l'ellipsoide extérieur
dans le plan (O, z, z) pour f =0.02 et £ =0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.6,0.8, 1

_ L45k? _ 3k . _ Ll _ 2B
B = o> = T30R2 0 AT 5(1—Fk) i3 - o
Il y a une bonne corrélation entre les calculs numériques et les approximations comme le montre la
figure 3.
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F1G. 3 — Les valeurs numériques de H, (a), Hy, (b) et H, (c) en points discrets et les approximations
en ligne continue

Forme quadratique Q(X)

Le critére est ajusté sur la borne non linéaire de Willis pour de faibles valeurs de 3. La convexité de
notre critére résulte alors de celle de la borne de Willis. La forme quadratique Q(X) est définie par

Q(E) = QWM () — (1+ g)(f + 9)K*%], (10)

ot QWilis correspond & la borne non linéaire de Willis [6].

4 Validation du critére

Le critére est validé grace a des calculs numériques éffectués sur des ellipsoides allongés, aplatis et
arbitraires. Les surfaces de charge tracées sont les coupures de la surface & 5 dimensions par les plans
(X:zw = Eyy§ EZZ)7 (Ezz =Y.z Eyy) et (Eyy =Y.z Ezax)
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a) =m/z0 - b)

FiG. 4 — Surfaces de charge dans les plans (X, = X..;X.2) (a) et (Xzz = Eyy; 222) (b) d'une cellule
sphéroidale allongée contenant une cavité de demi-axes a =5; b= 1; ¢ =1, de porosité f = 0.01

critere

num
num gologanu
critere gologanu - - -+

critere
num

(Zzz-Zxx)/Z0
(2zz-Zyy)/20

F1G. 5 — Surfaces de charge dans les plans (X, = Xy, 2..) (a) et (Bze = X223 3yy) (b) d'une cellule

sphéroidale aplatie contenant une cavité de demi-axes a =5;b=25; c=1 et de porosité f = 0.01

(2zz-3xx)/Z0
(£zz-Zyy)/s0
(2zz-Zxx)/IZ0

b)

FiG. 6 — Surfaces de charge dans les plans (X0 = 3y 222) (2), (Bae = 222 8yy) (b) et (Byy =
Y.z Xzz) (¢) d’une cellule ellipsoidale contenant une cavité de demi-axes a = 10; b =5; ¢ =1 et de
porosité f = 0.01

Dans les cas des sphéroides allongé ou aplati (figures 4, 5), le critére analytique s’accorde bien avec les
points numeériques et le critére de Gologanu [2, 3]. Dans les cas des ellipsoides généraux, les figures 6,
7 indiquent de légers coins sur les surfaces numériques pres du point hydrostatique. Notre critére ne
capte pas ce phénomeéne & cause de la régularité de la fonction de charge.
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FiG. 7 — Surfaces de charge dans les plans (X,, = Xyy;X22) (2), (Zga = X225 8yy) (b) et (Xyy =
3.2 Xze) (¢) d'une cellule ellipsoidale contenant une cavité de demi-axes a = 10; b =2; ¢ =1 et de
porosité f = 0.01

5 Conclusion

Dans cette étude, on a fait usage du champ de vitesse proposé par Leblond et Gologanu [10] pour
aboutir & un critére analytique approché pour les matériaux ductiles poreux contenant des cavités
ellipsoidales arbitraires. Les simulations numériques ont joué un role essentiel dans la détermination
des coefficients et la validation du critére. A part les quatre cas présentés, cette validation est aussi
effectuée sur des fissures circulaire et elliptique ainsi que sur des cylindres & base circulaire et elliptique.
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