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Plasticité anisotrope non-associée couplée a un
endommagement anisotrope en transformations finies
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Résumé :

Ce papier traite d’'une formulation théorique d'unodele de comportement élastoplastique anisotrope
couplé a un endommagement anisotrope. Ce modetiéesioppé dans le cadre de la thermodynamique des
processus irréversibles avec variables d’état eflad®mécanique de 'endommagement continu. L’ anigér
plastique est prise en compte a travers une théwieassociée pour laquelle un critére de plagtigt un
potentiel plastique sont séparément définis. L'atnapie de d’endommagement est définie par I'atln

d’'un tenseur d’endommagement du second d’ordrédfdt’de 'endommagement sur les champs mécaniques
(contraintes de Cauchy, contraintes d’écrouissatgormation plastique, etc....) est introduit parbiais

d'un opérateur effet d’endommagement du quatriemtgeoqui est défini dans le cadre de I'hypothese
d’équivalence en énergie totale. Un formalisme é&iénentiel tournant est utilisé pour assurer I'otfjeité

du modele en transformations finies. Enfin, polustrer les potentialités prédictives du modeéleg étude
paramétrique avec un chargement de traction estqmtée.

Abstract :

This paper presents the formulation of a mechanicadel describing a wide class of anisotropic
elastoplastic constitutive equations accounting tfee strong coupling with the anisotropic damaghisT
model is developed within the framework of thermadyics of irreversible processes with state vagabl
and the continuum damage mechanics. The plaste&otaopy is accounted for through a non-associative
theory for which a plasticity yield criterion antig plastic potential are defined separately. Thendge
anisotropy is defined by using a second rank tenddre effect of damage on the mechanical fieltless,
hardening, plastic strain, etc...) is described bfparth rank damage effect operator that is defiiredhe
context of the hypothesis of total energy equivaeihe formalism of a rotating frame is used tsuea the
objectivity of the model in finite transformatidfinally, in order to illustrate the predictive capifities of
the model, a parametric study with simple tensaading case is investigated and the results distlies
the light of the anisotropic character of the dleedlamage.

Mots clefs :élastoplasticité, endommagement, anisotropie.

1 Introduction

L'anisotropie de I'endommagement a été largememitée dans la littérature pour décrire aussi b&n |
rupture fragile des matériaux tels que les béttass,composites,... que la rupture ductile des mabéria
meétalliques. Pour ces derniers, les premiers medaéleposant un couplage plasticité ou viscoplastici
endommagement datent des années 80 [2-10, 13].nRudéliser cette anisotropie deux cas distincig so
souvent utilisées : (i) le cas le plus simple cgpond a une anisotropie structurale initiale (eXenges
composites) pour lequel l'aspect directionnel dmdbmmagement est complétement piloté par la
microstructure des matériaux. En effet, pour lemmusites les micros-fissures sont orientées péeaiEnt
ou perpendiculairement aux fibres et cette oriemagst préservée durant le chargement. (ii) lelegdus
complexe correspond a un matériau initialement rop& pour lequel l'aspect directionnel de
lendommagement est défini par lhistoire de chaeyg. Dans le cadre de la Mécanique de
'Endommagement Continu (CDM) plusieurs choix devdaiable d'endommagement ont été proposés et
examinés [2-10] (ensemble de scalaires, vecteersetirs ordre deux ou tenseurs ordre quatre) avec
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également diverses méthodes de couplage (défidadieffet d'endommagement).

Dans ce travail nous proposons une formulationsdancadre de la thermodynamique des processus
irréversibles et de la mécanique de I'endommagenmstinu, d'un modéle de comportement élastoplastiq
anisotrope couplé a I'endommagent anisotrope @sfoanations finies. Dans ce modele I'anisotropge d
lendommagement est décrite par une variable tmfisordu second ordre symétrique. L'effet de
'endommagement sur les champs mécaniques est gdéfie biais des variables effectives baséedasur
notion d'équivalence en énergie. Un opérateur dffgtdommagement du type proposeé initialement ggns
est utilisé aprés modification pour réaliser unptage séparément sur la partie sphérique et laepart
déviatrice des variables [7]. L'anisotropie plasticest décrite par une théorie de plasticité ncocse
permettant de définir séparément les anisotropiesriére de plasticité et du potentiel plastiqlig La
généralisation aux transformations finies est @&ssyar une formulation en référentiel tournant awee
cinématique élastoplastique fondée sur une décatigromultiplicative de la transformation totale partie
élastique et partie plastique [1, 12]. Un écrogssmixte (cinématique et isotrope) non linéairdeiment
couplé a I'endommagement est pris en compte. Laulation théorique du modeéle est discutée dans la
premiére section. Dans la deuxiéme section soseptées brievement les étapes d'intégration nuaeedg
modéle. En fin dans la troisieme et derniére sectiont analysés les résultats issus d’'un essaadgon
uni-axiale.

2 Formulation théoriqgue du modéle

Une cinématique élastoplastique basée sur décotigposiultiplicative de la transformation totale gartie
élastique et partie plastique est utilisée [1, ¥RJec cette cinématique une formulation en réfiéeen
tournant (FRT) permet de garantir I'objectivité éegsiations du modeéle en transportant toutes lestitgsm
tensorielles de la configuration actuelle vers ¢mfiguration tournee par la rotatiap permettant ainsi
d'avoir des variables ayant des valeurs propre&rienhes et une orientation lagrangienne. Ces hlaga
tournées sont notées:=Q".T.Q pour un tenseur d’ordre deux Q' 0Q:T:QUQ" pour un tenseur
d’ordre quatre. Dans [1, 12] sont proposés divaixcde référentiels tournants basés exclusivermgnta
cinématique.

Dans le cadre de la thermodynamique des processvgrsibles nous retenons les couples de variables
d'état suivants:(g,c.) pour l'élasticité,(«,X) pour I'écrouissage cinématiqug,R) pour I'écrouissage

isotrope et enfin 'endommagement anisotrope ¢stsenté par le couple de variables tensori@e}).

Pour définir I'effet de I'endommagement sur leeafts variables, nous utilisons le concept desbias
effectives basées sur I'hypothése de I'équivalemcénergie totale, ce qui permet de donner lpesgions
suivantes des variables effectives écrites somd@dditive de parties sphérique et déviatrice:

_ X
F T ) R FASS  F e ) s S FRY
ST S
X=M X eta=M:x (2)
R=—R _ etr=\/i-|d' 3)

ou E est I'opérateur effet de I'endommagement décompas#eux parties (sphérique et déviatrice) [7] :
o AAviatrieagD — L 112 2 1 .2
*  La partie déviatricev®, —E(hikhu +hyhy, ) —g(hnSkl +hi3;) +5 (b )ByBy

* La partie sphériquer;, =%Jl ~[ld]" 88

ol : |d| est une norme du tenseur de 'endommagement que clnisissongd|=1t(d), h est une
fonction tensorielle du second ordre décroissanté que nous choisissons comme étant la racffié kle

2



20°™ Congrés Francais de Mécanique Besang29 aolt au 2 septembre 2011

1-d (h= (;—E)“k ). Il est a noter que le choix de la forme dedrapeunt donnée dans [4, 7] est obtenue

en prenant =2. Les coefficients, et y permettent d’ajuster I'effet de 'endommagemergpetivement
sur la contrainte hydrostatique et I'écrouissagarépe. Le cas de I'endommagent isotrope est olean

prenant 1=[a]1, 5 =(1-a)) " 1 etii=(1-Ja))" 1

Tout calcul fait, nous aboutissons aux relatiogsatl'suivantes en remplagant les expressions diebies
effectives dans le potentiel d'état classique dalams [6, 11] :

o=A:d = MR @
X=Ciz=1c[M M (5)
R=ér=Q[l—||§||Y ' (6)
et —.c o - r -e aM ~ - aM = ‘Y _\,—‘1
Y=Y +Y ' +Y = :a—é:g—gzizzugllgll Q.1 (7)

ou A est 'opérateur des propriétés d'élasticité desérimux saints (sans endommagement) qui se réduit

dans le cas isotrope §:2951D+(2W+3f)151 avecu® et x® sont les coefficients de Lamé), est le

module d'écrouissage isotrope, C est le moduleall&ssage cinématiqué est l'opérateur d'élasticité du
matériau endommagé. Il est a remarquer d'aprésrdigions (5) et (6) que lanisotropie de

I'endommagement induit une anisotropie des modtlestique Qz@ A:M) et d'écrouissage cinématique

(§ =CM:M). Pour retrouver le modele couplé a 'endommageisetrope développé dans [6, 11], il suffit

de prendrek=4et£4=(1—||§||)1/4; ce qui donney = (Y +Y° +Y) 6(: EHE X+ ||§||Y_1ER)1

m

Dans le cadre d’'une théorie de plasticité non &samn suppose qu'il existe un critére de plaétiettun
potentiel plastique, tous deux fonctions convexe$eenées des variables forces. Dans ce travaik nou

adoptons les mémes expressions du potentiel plastigdu critére de plasticité développés dans1p,Ces
derniers sont caractérisés par les contraintesvaiguatess, (critere ) ets, (potentiel) anisotropes et

guadratiques de type (Hill 1948) :

=D =~ =D =~ —; =D = D — =i —p — . =D —\D —p
o6 ~X=\@ ~X)H 6 -X) =y -XH @ -%) izepota =[N) o €)
ou E(i:c,p) sont les opérateurs d'anisotropie initiale di ¢ii matériau non endommageé caracterises

chacun par six constantes F, G, H, L, M et Nze(tl =c,p) sont les opérateurs d'anisotropie du matériau

endommageé.

Les relations d'évolution des phénoménes dissipal#frivent du potentiel des dissipations donnast le
expressions suivantes :

:H i (o —X)_EPI(ED‘X)

D' = i 9 m avec la normale au potentlelj =5 = =T 5 = ©)
Oo o,(a —X) o,(c —X)
o o - L
g - E - D —akg (lo)
6X
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O
E:—AD"—F=L[1—1>I) (11)
R 1=
Joper 9 1 F-v\ ¥ (12)
ooy a-fdpt\ s Ix|

O , _ S R
ot est le multiplicateur plastique obtenu par la tieta de consistande=0 et [Y]|=3Y:Y . Il est a

remarquer que l'expression (9) montre clairemeffet dans ce modéle de I'anisotrope de I'endommege
sur I'évolution de l'anisotropie de I'écoulemeragstiue. Quant a la relation (12), qui décrit ll@tion de
I'endommagement, elle permet de rendre compteefietite I'état des contraintes ainsi que I'higtoi du
chargement sur le développement de I'endommagerigetds différents termes (€lastique et d'écrogissa

de I'énergie’ .

3 Intégration numérique du modéle

Les relations (9-12) sont des équations difféeréateordinaires (EDO) définissant un probléme dlétion
non linéaire. Ces relations sont discrétisées pachéma d'intégration implicite utilisée avec ktimode de

prédiction élastique —correction plastique conditisa un systeme algébrique aya{i@;H,XnH,EﬂH,Rnﬂ}

comme inconnues. Les aspects relatifs aux grangfesntations tels que la détermination de l'incrétrim
chargemenge et la rotation du référentiel tournaqt sont traités en utilisant un algorithme d'intégrati

basé sur la cinématique incrémentale de Hughesregaty Un systeme réduit est obtenu fonctions dws t
variable réduites: lincrément du multiplicateumgtlqueAr , la normale au potentiel plastiqué,, et
I'endommagement ,,. Ce systeme réduit est résolu par la méthodediitérde Newton-Raphson.

4 Application
Dans cette section nous illustrons quelques résutta modéle avec un chargement de traction uailexi
defini par un tenseur de déformation isochore derae :=c¢ O¢ -1, 0¢, +¢, 0E;). Les parametres
matériaux utilisés sont ceux d'un matériau isotetsont données dans la TABLE 1.

TABLE 1 - Parametres matériau.

E[GPa] v o[MPa] C[MPag] a Q[MPa] b S[MPa] s B X Y k

210 0.3 400 10000 100 1000 50 0.9 1 1 1 1 4
Y J[MPa] D FeF, G=G, H=H, Ng&=H, M~M, L=L,
0 0.99 0.5 0.5 0.5 15 15 15

Pour le chargement considéré, toutes les quamtits®rielles ont les mémes directions principates ().
Particulierement, la contrainte de Cauchy et laredmte d'écrouissage cinématique ont la méme famuee

le chargementd=o.¢, 0¢ -10(E, 0, +¢ 0&,;)). En ce qui concerne la force motrice de 'endommueeaye

Y , elle est fortement dépendante de I'opérateﬁe'ddéendommagemenil comme l'illustre la relation (7).
Pour le modéele d'endommagement isotrope, les 3urmlepropres de I'endommagement sont égales
(di=d,=ds=d) et de méme pour la force d’'endommagementY¥=Y3;=Y= 1l(‘c+aX)+LrR ) comme
l'llustre les FIGURES 1.a et 1.c. Dans ce casufaure de I'élément de matiere survient lorsquéetoles
valeurs propres du tenseur de lI'endommagemengradtai la valeur critique (D=0.99) ou toutes les

contraintes sont annulées (comme le montre la FIBWR). Pour le cas de 'endommagement anisotlepe,
plan (¢,,¢,) est un plan propre des tenseurs d'endommagetaatsa force associée. Sur la FIGURE 1.a on

observe que I'évolution maximale de I'endommagsinpertée par la direction du chargement maxienagt
on note un rapport 1/8 entre cet endommagemem@tdans le pland,,¢,). Par conséquent, la rupture de
I'éelément de matiére survient dans la directjoan premier. On observe également sur la FIGUREUea
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cette valeur maximale de I'endommagement anisotegpesupérieure a la valeur de I'endommagement
isotrope dés qu'au début jusqu'a atteindre la vateique (i.e. rupture de I'élément de matiérear
conséquence, la rupture pour le cas du modélesoig =0.32) survient plus tardivement que le anisotrope
modéle € =0.24). En comparant les contraintes obtenues pourdes thodéles (FIGURE 1.b), on remarque
gue l'adoucissement dans le cas anisotrope esihmeit moins important que dans le cas isotropéeset
contraintes ne sont pas annulées lorsque I'endoemey d atteint la valeur critique.

1091 Endommagement anisotrope 500
|| —o—dl \.\1
o | \B\D't-\
08| —v— a3 400 ~

\-\
—o— dh=tr(d)/3 ) Endommagement anisotrope ‘D\ \'\
g Endommagement isotrope ‘ g 1 | ——32(0) \\ \\
—e—(l
£ 06 2 / ‘ ‘ =, 300 J92(X)
=] o : : Q ——R
] —v—d3 £ 4 | Endommagement isotrope
£ 3 ul
£ = —=—J2(0)
8 g 200 J2(X) ‘
5 S —v—R
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Chargemente Chargement ¢
(b) Contraintes: deuxiéme invariant de la conteint
de Cauchy o) et de la contrainte d'écrouissage

cinématique zJ(X) et contrainte d'écrouissage

(a) Endommagement;,dd, , &; les valeurs propres
de 'endommagement et ld norme de

'endommagement. .
isotrope R .
10 8
9 _ | Endommagement anisotrope Endommagement anisotrope
Il J|7= 2
8- Yani Yani
. ] ——Y&1 : 64| ——Y®2
© v ] Y92 _
'$ 64| Endommagement isotrope 2 Endommagement isotrope i
= 1/-m--Y g - Y )
8 54 Yani = 4 Yani
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2 1 o
2 ] o / ) i Y
w 3
/) 1
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e v
§ - T T - T T T
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(c) Energies restituées dans la direction 1 : Haerg
totale Y, énergie élastique’,¥energie d'écrouissage (d) Energies restituées dans les directions 2 et 3.
cinématique Y et énergie d'écrouissage isotrope Y

FIGURE 1 — Comparaisons des résultats des mod@&edainmagement isotrope et anisotrope pour un etreegt de
traction uni-axiale.

5 Conclusion

Dans ce travail, nous avons formulé un modéle dmpootement élastoplastique anisotrope couplé a
'endommagement anisotrope en transformationsdiriébjectivité du modele est assurée par I'wtiisn
de la formulation en référentiel tournant. L'anispie de 'endommagement est décrite par une Mariab
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d’endommagement tensorielle du second ordre. Ceelmdint compte d’'une anisotropie plastique ifdtia
avec une théorie de plasticité non associée avesurface unique avec un écrouissage mixte noaiteé
Ce modele permet de décrire une évolution de kdropie plastique en fonction de I'évolution de
'endommagement anisotrope. Dans ce modele I'éarude la variable d’endommagement, vu le couplage
basé sur I'équivalence en énergie totale, estseotement piloté par I'état de contrainte mais iquassles
écrouissages isotrope et cinématique. Des étudesnptiques restent a faire pour balayer les dégers
potentialités du modéle ainsi que des études dieartation calcul-expérience avec des chargendiness

et variés.
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