-

View metadata, citation and similar papers at core.ac.uk brought to you byﬁ CORE

provided by I-Revues

20°"¢ Congrés Francais de Mécanique Besancgon, 29 aotut au 2 septembre 2011

Inversion d’un modele de dispersion avec effets de
mémoire

M. Ouloin?, M.C.Néel?, M. Joelson?, A. CartaladeP

a. Université d’Avignon et des Pays de Vaucluse, UMR 1114 EMMAH, F-84018 Avignon, FRANCE
b. DEN-DM2S-SFME-LSET, CEA/Saclay, bat. 454, 91191 Gif sur Yvette Cedex, FRANCE

Résumé :

Dans les milieux poreux non saturés, on observe des courbes de percée décroissant comme des puis-
sances du temps. Ceci est incompatible avec les lois de Fourier et Fick, mais correspond aux solutions
du, modele MIM fractal, qui inclut des opérateurs intégro-différentiels d’ordre fractionnaire. Face a des
courbes de percée expérimentales, la méthode de [’état adjoint permet de déterminer les parametres
d’une équation d’advection-dispersion. Cette méthode s’adapte au modele MIM fractal, qui fait inter-
venir un opérateur fractionnaire, dont l’ordre doit étre déterminé.

Abstract :

Heavy-tailed breakthrough curves, showing power-law decrease, were observed in non-saturated porous
media. This is not compatible with Fick’s and Fourier’s laws, but the fractal MIM (a p.d.e involving
a non-local operator of fractional order) is more appropriate. The adjoint state method helps finding
the parameters of the advection-dispersion equation, by fitting on experimental data. We present the
principles, allowing us adapting this method to the fractal MIM, a p.d.e with a fractional operator.

Mots clefs : dispersion, milieux poreux, effets de mémoire

1 Introduction

Les lois de Fourier et Fick, en général utilisées pour représenter la dispersion, sont insuffisantes pour
décrire certaines données recueillies dans des milieux poreux présentant des effets de mémoire. En effet,
dans des milieux insaturés, pas forcément tres hétérogenes (du sable) avec un traceur passif, des courbes
de percée décroissant tres lentement, comme une puissance du temps ont en effet été observées [1]. Dans
la mesure ou ce phénomene représente réellement un comportement asymptotique, c’est a dire persiste
lorsqu’on augmente la durée de ’expérience, il est incompatible avec les lois de Fourier et Fick, associées
au contraire a une décroissance exponentielle. Cependant, en augmentant la durée d’une expérience de
tragage, on finit par recueillir des concentrations trop faibles. On a donc besoin d’analyser des courbes
de percée a partir d’'un modele capable de traiter d’éventuels effets non Fickiens, sans se fonder sur
un comportement asymptotique qu’on ne sera jamais sur d’avoir atteint, afin de déterminer avec
précision la nature de ces effets. Des équations aux dérivées partielles (e.d.p) suffisamment générales
pour englober a la fois les lois de Fourier et Fick, et des comportements asymptotiques non Fickiens,
sont disponibles dans le cadre des opérateurs intégro-différentiels fractionaires [8] [4].

Le modele MIM (Mobile/Immobile Model), utilisé depuis une trentaine d’années [12] pour représenter
les arrivées tardives, reste tres voisin de la loi de Fourier et ne capture pas les comportements asymp-
totiques en puissance du temps, contrairement & sa version ”fractale” [10]. Cette derniére, le MIM
fractal, est une équation aux dérivées partielles (e.d.p) comportant un opérateur intégral en temps.
Ses solutions peuvent décroitre comme une puissance du temps ou au contraire exponentiellement,
selon la valeur d’'un parametre, qui est I'ordre de cet opérateur intégral. Ce parameétre quantifie en
quelque sorte les effets de mémoire et les écarts a la loi de Fick. Il y a donc lieu de pouvoir déterminer
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sa valeur, a partir de données recueillies sur une durée finie. Nous présentons une méthode avec cet
objectif. Il s’agit d’'une adaptation au MIM fractal, de la méthode de I’état adjoint. Elle utilise des
outils de simulation numérique adaptés au MIM fractal, et déja disponibles [5].

Apres un rappel du modele étudié, et des principes de cette méthode, nous allons préciser ce qu’on en-
tend par ”état adjoint” pour le MIM fractal, puis voir comment I'utiliser pour déterminer le parametre
qui mesure la mémoire d’un milieu.

2 Le modéele MIM fractal

Soit la densité de probabilité P(z,t) de trouver une particule de traceur en un point donné x a un
instant donné ¢. Dans un milieu poreux, ce n’est pas exactement la concentration, mais on peut relier
ces deux grandeurs en utilisant la porosité et la teneur en eau. Le modele MIM fractal décrit ’évolution
de P en tenant éventuellement compte de la possibilité, pour le traceur, d’étre immobilisé pendant
des durées alétoires. C’est 'hétérogénité plus ou moins grande de ces durées, qui génere des effets de
mémoire.

2.1 La version originale
L’équation aux dérivées partielles [3][9]

efwt

Oy P(x,t) + AOy(P * )Nz, t) = 0, (DI P —vP)(x,t) + r(x,t) (1)
permet de tenir compte d’effets de retard dans ’arrivée d’un traceur en aval d’un puits d’injection, ou
d’une colonne poreuse. Elle équivaut a une équation d’advection-dispersion couplée avec une équation
d’échange d’ordre 1. Ici, v représente la vitesse moyenne ressentie localement par les particules de
traceur. Pour simplifier on considére un probleme unidimensionnel, x représente une section d’une
colonne, qui varie dans © = [0,1]. De plus, r représente un terme source. Lorsque w — oo, la convo-

. ’ 67
lution (notée ) de noyau “

wt

tend vers l'identité, ce qui donne
O P(x,t) + Aoy P(x,t) = 0x(DOy P — vP)(z,t) + r(z,t) (2)

L’équation (1) a eu un grand succes en milieux poreux, mais il faut recourir & sa version ”fractale”
pour simuler des effets de mémoire tres marqués, avec des courbes de percée en puissance de ¢ [1].

2.2 La version fractale du MIM

Il s’agit de ’équation aux dérivées partielles
OpP(x,t) = 0,(OD(Id + AI§7*) "' P — v(Id + A7) ' P)(a,t) + r(a,t), (3)

introduite par [10] sous une forme légérement différente. Avec « entre 0 and 1, elle contient l'intégrale
fractionnelle d’ordre 1 — a, notée Iol;ra. De maniere générale, lorsque § est un réel strictement positif,

B—1
lopérateur Ig+ représente la convolution par %, c’est a dire Ingf(t) = ﬁ JHE — )P F(dt

[8]. Ici (t)4 désigne la partie positive de t, égale a t lorsque ce dernier est positif, et & 0 sinon.
Nous aurons aussi besoin d’appliquer l'intégrale fractionnelle & une mesure u, selon (If, L)) =
ﬁ JH(t —")P=1u(dt"). Plus loin nous utiliserons l'intégrale fractionnelle d’ordre 8, calculée sur [t, al,
B—1
qui représente la convolution par %, (t)— désignant la partie négative de t, ce qui équivaut a
1 —

T f(1) = w5 S =) f (1)

L’intégrale d’ordre 1 est tout simplement une primitive, alors que le cas limite (mais singulier) o = 1
donne I"équation (2), car lintégrale d’ordre 0 est l'identité. Ce parametre a un effet visible sur le
comportement asymptotique (aux grands temps) des solutions : quand ¢ est grand, pour a < 1
P(z,t) est proportionnel & ¢t~®~!, comme l'indique la figure 1. La gauche de la figure 1 reproduit
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FIGURE 1 — Simulation numérique de solutions de (3) dans le domaine [0, 1], & partir d’une injection
initiale tout pres de x = 0. A gauche, est représentée une courbe de percée pres de la sortie x = 1,
en coordonnées logarithmiques, les parametres étant o« = 0,8, A = 0,1, et v = 5. A droite, une série
de courbes de percée en coordonnées (t, P(z,t)) montre effet du parametre o : avec o = 0,9 (en
pointillés) on remarque une trainée, absente dans le cas a = 1 (traits pleins).

qualitativement les courbes de percée obtenues par [1] avec un traceur passif en sortie de colonnes
remplies de sable insaturé.

L’équation (3) est une loi de conservation [5], ou le flux de traceur est donné en fonction de la fraction
mobile de traceur, de densité P,, par

F(z,t) = 0DP,, — vP,,
la densité de la fraction immobile étant
Py(x,t) = A" P (2, 1), (4)

ce qui implique

P(x,t) = (Id + A5 %) Py (2, 1). (5)

Si on rapporte I'équation (3) & B, elle s’écrit
(0 + AOIY ) Prn (1) = 05 (0D Py — v Py (w,t) + 7(, ), (6)
ou intervient ’opérateur 3#&10‘, appellé dérivée de Riemann-Liouville d’ordre a.

2.3 Interprétation stochastique

La loi de Fourier représente la densité d’'un mouvement Brownien, combiné ici avec la vitesse wv.
Ce mouvement est lui méme la limite, quand 1’échelle (microscopique) de temps 7 tend vers 0, de
déplacements convectifs v7 combinés avec des sauts aléatoires instantanés d’amplitude v2D7N,,, ou
N,, est une variable aléatoire normale centrée réduite. L’équation ( 3) régit 1'évolution de la densité
de la limite (quand 7 tend vers 0) d’une marche au hasard tres similaire, obtenue en faisant suivre
chaque étape par une immobilisation de durée 7V/W,,, la variable aléatoire W,, suivant une loi de
Lévy positive, d’exposant de stabilité a et de facteur d’échelle A [13][7]. C’est & dire qu’aux grands
temps la densité des W, est At~179/|T'(—a)|.

Face & des données, par exemple des courbes de percée indiquant la densité de traceur en divers points
au cours du temps, on souhaite déterminer le jeu de parametres de (3) qui convient : pour D et v, on
dispose de méthodes bien connues pour la loi de Fourier, et A qui apparait linéairement ne pose pas
de difficulté théorique particuliere. Il en va tout autrement pour «, sur lequel nous allons concentrer
notre effort.
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3 Principe de la méthode de I’état adjoint

Supposons disposer de courbes de percée indiquant la concentration en traceur PZ-OZS en différents points
notés iAx, au cours du temps nAt. Nous souhaitons déterminer les valeurs des parametres a, D, v, A
telles que 1’écart entre la solution de (3) et les données P2* soit minimal. Ceci revient & chercher le

minimum de la fonctionnelle E = [ [, f(z, t)dzdt, avec
f(z,t) = % ndi n(P(iAx, nAt) — PiO,ZS)Q(S(:U —iAz)o(t — nAt), (7)

et P= P, + AI&;O‘Pm, ¢ désignant la mesure de Dirac. Pour simplifier I’écriture nous utiliserons la
notation plus légere u a la place de Py,.

Pour minimiser E, on peut utiliser une méthode de tir reposant sur des essais successifs. Apres chaque
essai, le choix de la nouvelle valeur a donner aux parametres est décidé sur la base de la valeur du
gradient de E, qu’il faut donc déterminer. S’agissant des composantes de ce gradient le long de D et
v, on a affaire & un probleme classique [11], et pour celle qui correspond & A c’est treés peu différent, a
cause de la place occupée par ce parametre dans (6) et dans la définition de la fonctionnelle E. Nous
concentrons donc l'attention sur la composante de ce gradient le long de «. La partie innovante de la
méthode repose donc sur la possibilité d’établir le lien entre un accroissement infinitésimal de dav et
l'accroissement §F qui en résulte pour E. Formellement, I’accroissement de E s’écrit

_ T _ _
5E — / / (5000 f + Do fSu)ddt,
0 Q

Il est confortable de se débarasser des termes en du dans cette relation. La méthode de 'état adjoint
[11] consiste & utiliser dans ce but une fonction ¢ de x et t, I'état adjoint.

Remarquons pour cela que I'équation (6) se met sous la forme Au = 7. De cette relation, on peut
déduire facilement ’équation vérifiée par du, qui s’écrit

Adu + daABu = 0.

Les opérateurs A et B sont fixés par la forme de (6). Par définition, I’état adjoint 1 est une fonction
de x et t, vérifiant les conditions initiales et aux limites associées & l'opérateur A*, adjoint de A dans
X = L%([0,1] x [0,7]), et vérifiant

A%+ 0y f = 0.

L’intérét de cette procédure est que ceci implique fOT Jo 0u(Ouf + daABu)dzdt = 0, dont on déduit

OF = éa / ! /Q (Oaf + WABu)dzdt (8)
0

qui relie la variation §E souhaitée pour E, & I'incrément da qui la provoque, pourvu que ce dernier
reste assez petit, comme dans toute méthode de Newton.

En d’autres termes, le gradient de £ dans I'espace des parametres admet

T
OuF — /O /Q (Ouf + bABu)dwdt )

pour composante le long de «.. Pour utiliser ceci, il faut déterminer B, 0, f et 1.

4 Mise en oeuvre de la recherche de «

A cause du produit scalaire intervenant dans la définition de E, l'adjoint de [&jro‘ dans L2[0,T] va
intervenir.
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4.1 L’adjoint de ;"

L’adjoint dans L?[0, T], donc dans X, de I&jro‘ n’est autre que (I&jro‘)* = Ijlﬂ,_f‘ [8]. Il va intervenir dans

des expressions de la forme de Ijlff‘(g(t)é(t —nAt)). Or on a

I (9()(t — nAt)) = . ) /tT(y =) g(y)d(dy —nAt)) = g(nAD)(t — nAL)~,

1
Nl —a«a (1—-a)
Seules les valeurs de ¢ inférieures & nAt interviennent dans (¢ — nAt)”“.

4.2 Determination de 0, f

La fonctionnelle f est définie par (7), qui représente un produit scalaire dans X, avec
P =u+ Ay u.

Donc la variation infinitésimale du de u implique pour E, la variation

T _
/ / 0, foudadt =
0 Q

T
9 / / 5l (B + AIL080) (2, ) ((u + AL %) (2, 8) — PO9)6(z — iAz)d(t — nAt)dudt,
0 JQ ’ ’ ’

qui est un produit scalaire dans X. En utilisant 1’adjoint (I&:LO‘)* de I&:LO‘ dans X, ceci s’écrit

T T
/ / 0, fSudadt = —25; nd; / / Su(Td+A(IE)) (8(t—nAb) (ut ALY 0w) (, £)— P)6(2—iAx) ddt.
0 JQ 0 JQ ’ ’ ’

Compte tenu du paragraphe 4.1, on en déduit

T - T
/ / O, fSudzdt = —25; di p / / ((u+ AL Cu)(z,t) — P)6(x — iAx)8(t — nAt)ddt
0 JQ 0 JQ ’ '

r A
~2indin T1—a) )+ AL " u(z, t) — PO%)(t — nA)"6(x — iAz)dxdt.
i, /0 /Qr(l—a)(u(x’ )+ ALy Mu(w,t) — P27)(t — nAt)”%5(z — iAx)dx

L’état adjoint 1) devra donc vérifier
AR — 25 i ((u + AT u) (2, 8) — PO)S(w — iAx)6(t — nAt)

(t — nAt)—“ .
——(x —iAx) =0,
'l —a) ( )
ou interviennent deux sommes. La premiere représente des termes ponctuels en espace et en temps, la
seconde est faite de puissances du temps aux points d’observation.

—2A%; ndi o ((u + AI(},jrau)(x, t) — P (x,1)

Reste a déterminer A*.
4.3 Probleme variationnel et opérateur adjoint
L’opérateur A est de la forme

Au = Oyu + A0 (u — 0, (DOyu) + 0z (vu),

et les conditions initiales et aux limites associées sont u(z,t) = 0, DOyu—vu = (0,t) = 0 et du(l,t) =
0. Donc, quand « varie de da, la solution de (6) varie de du qui vérifie le probleme variationnel

Aéu + daABu = 0,
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et les conditions initiales et aux limites du(z,t) = 0, (D9y0u — véu)(0,t) = 0 et 0u(1,t) = 0 avec
Bu = 0a(—AOL IS u).

Compte tenu de la définition de l'intégrale fractionnelle, 'opérateur B est la somme de deux termes :
I'un correspond & la dérivation du coeflicient ﬁ, Iautre a la dérivation de la puissance dans le
noyau de convolution. On obtient

Bu = Adig(1 — )0y 1§ yu + O (t™Lin(t) xu),

A
I'l—a)
ou la fonction digamma est définie par dig(3) = I'(8)/T'(8), avec dig(z +1) = —y + D)oY s o) [6]
(v étant la constante d’Euler). De plus, en dérivant t~% par rapport a «, on obtient la convolution de
noyau t~*Ln(t). La convolution se dicrétise au moyen de la méthode des trapezes [2].

L’adjoint dans L2([0,1] x [0,T]) de atfol;a est =0y _ = —1711;0‘(915, donc pour celui de A on a
Ap = =0pp — Ao I — 02(Dyip) — D (v9))
avec Y(z,T) =0, (DO — vip)(1,t) = 0 et 09(0,t) = 0.

5 Conclusions

Adapter a des données les valeurs des parameétres d’'une e.d.p. utilise le gradient d’une fonctionnelle
de la solution de cette derniere, dans l’espace de ces parametres. La méthode de ’état adjoint, qui
permet de calculer ce gradient, a été adaptée au cas d’une e.d.p. fractionnelle, en vue de la diffusion
anormale et d’éventuels effets de mémoire.
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