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|dentification a partir de mesures de champs
Application de 'erreur en relation de comportement modifiée
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Résumé :

Ce travail aborde lidentification des propriétés élastxpuhétérogenes d’'un matériau composite par une
approche inverse basée sur I'erreur en relation de compoetet modifiée, en exploitant les mesures de champs
obtenues par corrélation d’images numériques. La démacdmesiste dans un premier temps a déterminer,
pour un jeu de parametres fixé, les champs cinématiquemstattefuement admissibles minimisant un critére
permettant un compromis entre relation de comportememégaation aux mesures. Dans un deuxiéme temps,
on minimise une fonction colt définie a partir des champs ik trouvés pour identifier les propriétés
matériau recherchées. La robustesse de la méthode vis-@egiperturbations de mesure est étudiée.

Abstract :

The aim of this paper is to present an inverse approach déelicto the exploitation of full-field measure-
ments, to identify elastic properties of heterogenous risse such as composites. This method is based on
the modified constitutive relation error principle and cae $plit in two steps. The first one consists in defi-
ning mechanical fields, for a fixed set of mechanical pararaeby the minimisation of a criterion allowing

a compromise between constitutive equation and measutsrméequacy. The second step takes the form of
minimising a cost function defined by using these fields,dntify the sought material properties. Moreover,
the robustness of the method is tested on a numerical exavhgele white Gaussian perturbations were added
to displacement values to simulate an experimental errors.

Mots clefs : Erreur en relation de comportement modifiée ; Identification; Mesures de champs

1 Introduction

Les essais mécaniques s'appuient de plus en plus sur leseseichamps de déplacements par corrélation
d'images numériques [1]. Ces mesures permettent d’erstidagploitation d’essais hétérogénes, du fait du
chargement et/ou du matériau, difficiles a exploiter avecrdesures classiques (jauges extensomeétriques). |l
est alors nécessaire de développer des méthodes d'idatiifi@daptées a la richesse des mesures et s'ap-
puyant sur des approches inverses. Dans [2] sont préséeségandes familles de méthodes (le recalage par
Eléments Finis, la méthode des champs virtuels, I'écaéquilibre, I'écart a la réciprocité et I'erreur en rela-
tion de comportement) déja utilisées pour les mesures daghd.es perturbations de mesure constituent un
probléme commun a toutes ces méthodes et subsistent malgrégres des dispositifs expérimentaux et des
moyens de mesure. |l est donc important de les prendre enteomp

Parmi les stratégies d’identificationefreur en relation de comportement modifgéavere étre une approche
robuste vis-a-vis des perturbations de mesure [3]. Daredeede la validation, &rreur en relation de compor-
tement modifiéa tout d’abord été appliquée au cas de la dynamique vibegji5]. Par la suite, la méthode

a été adaptée aux mesures de champs dans [6, 7], et plus rénédans [8].

On présente dans ce papier une formulation du problementdifibation utilisant cette approche. Il conduit a
la minimisation d’une fonction codt qui se décompose en uméaelatif a la relation de comportement et un
terme exprimant I'écart quadratique entre valeurs cadceténesurée du déplacement. La formulation permet,
si elles ne sont pas disponibles, de ne pas tenir compte aeltions aux limites sur le bord du domaine
d’étude.

La premiére partie de I'article introduit le cadre de l'idiénation et présente les étapes principales de I'ap-
proche proposée. La deuxiéme partie décrit la mise en ceuvnénique de la méthode et l'algorithme de
résolution adopté. Enfin, on présente les résultats diiiigation avec I'approche proposée, illustrée sur un
exemple numérique d’une traction uniaxiale d’'un matériambgéne isotrope, ou I'on étudie la sensibilité de
la méthode aux perturbations de mesure.
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2 Lerreur en relation de comportement modifiée

2.1 Cadre de l'identification

On considére une structure soumise a un chargement méeangguésentée par un domaiQeégi par les
équations de la mécanique des milieux continus, et on chérathentifier ses propriétés élastiq@Dans la
suite, on fait I'hypothése que les conditions aux limitesart pas connues, et les déplacements sont mesurés
sur une partie du domaine, comme schématisé dans Figure 1.

Ainsi, les équations dont on dispose sont :

Equilibre diva=0 dansQ (1a)
Compatibilité cinématique g = é(vg+ vu) dansQ (1b)
Relation de comportementg = Kg dansQ (1c)
Mesures u=>a dansQn, (ad)
ouu est le vecteur des déplacementg é# tenseur des contraintes.
CL,
Q
0>
m 010
L

FiG. 1 — Probléme direct associé au probleme d’identification

Qm est un sous-domaine de mesure non nul tel@ue- Q. Le vecteuutontient les mesures de déplacements
issus de la mesure de champs sur le dom@ipetel queu'c R", avecn le nombre de points de mesure.

La formulation du probleme d’identification par I'approcbasée sur €rreur en relation de comportement
modifiéese fait en deux étapes, détaillées ci-dessous. Dans unguremips, pour un jeu de paramet&gxé,

des champs mécaniques de contraintes et de déplacemeintessinuits a partir de 'ensemble des données
théoriques et expérimentales dont on dispose. Cette é&djpét ¢ probléme de base. Puis une fonction codt
des paramétres matériau est construite & partir de ces sh&apminimisation méne a l'identification des
parameétres mécaniques.

2.2 Le probleme de base
Cette premiere étape consiste a construire des champs tlaiotinet de déplacement qui tiennent compte de
'ensemble de 'information théorique et expérimentaleulPdéfinir ces champs, il est nécessaire de relacher
certaines des équations redondantes (1a) a (1d). Un despesrde lerreur en relation de comportemesst
de séparer les équations en équations fiables et équatinrf@htes, et de relacher les équations non fiables
pour simplement les vérifier au mieux. Dans le cas étudi&pamation se fait comme suit :
1. Les équations fiabled’équilibre mécanique et la compatibilité cinématique.
2. Les équations non fiables
— Larelation de comportement, puisque on cherche justednielentifier le comportement.
— Les mesures, car elles contiennent des perturbations.
Les équations fiables sont vérifiées de fagcon exacte tandikegéquations non fiables sont vérifiées au mieux
par la minimisation d’une fonctionnelle.
Cela conduit a la formulation suivante, définissant le protd de base a paramet@$ixés :
Trouver(u,v) en minimisant :

J(u,y)—%/g(\_f—u):g(\_f—g)de%/ (u—0)*dQp, 2)

m

J1 J2

sous les contraintes des équations fiables (1a) et (1b).
La solution du probléme est notée :

{ (u(©),¥(®)) = argminy (u,v)
sous les contraint(eiéi(la) et (1b)

2
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Remarque Le probléme (2) est écrit ici en déplacement. En effet, etapade la formulation naturelle en
contrainte, on peut montrer, tout comme dans le cadre denardigue vibratoire [4], qu’il existe un champ

tel queo = Kg(v), ouK est 'opérateur de Hooke.

La fonctionnelles comporte un premier termg relatif & I'erreur en relation de comportement proprement
dite, et un second termg qui correspond a I'erreur de mesure. Sa minimisation cdradia résolution d’'un
systeme linéaire permettant d’obtenir les champs mécasimgcherchés (voir section 3.1).

Le paramétrex, dit hyper-parameétre, permet d’adimensionner les deurderde la fonctionnelle et permet
également de pondérer I'importance relativesdet 7,. En effet, comme les deux termes représentent respec-
tivement une énergie et le carré d’'une distance, il est ségesde les adimensionner par I'ordre de grandeur
des termes qu'ils font intervenir. Concrétement, dans sedmal'application numérique présentée en section
4.1, le terme de distance aux mesures est divisé par le casréndsures, et le terme d’erreur en relation de
comportement par une estimation de I'énergie élastiquerdblgme de référence, calculée grace a une ap-
proximation des parameétres matériau dans le cas d'un matéomogene, ou d’'une moyenne de ces mémes
parametres dans le cas hétérogéne. Le paraméseédonc la fraction de ces deux ordres de grandeur.

2.3 Le probleme d’identification

Une fois les champs mécaniques solution détérminés, on Hiéewtification des parametre® grace a la
minimisation d’une fonction colg qui utilise les champs déterminés précédemment.

L'estimation deg suppose donc la résolution du probleme (2). Le problémeedtitication s’écrit alors
comme :

]

arg rg/ing )
avec G(©) = 7(u(®),v(0))

3 Mise en ceuvre numérique

3.1 Probleme discret

L'implantation numérique de cette méthode d’identificatiwécessite la discrétisation du probléme (2). On
utilise une formulation Eléments Finis pour ce faire, learaps de déplacement seront alors décrits par les
vecteurs de degrés de liberté aux noeuds du maillhge)/. On introduitU le vecteur colonne contenant la
valeur du déplacement mesuré sur la grille de mesuk€ J&matrice de rigidité. Le probléme (2) s'écrit alors
sous la forme :

Trouver(U,V) minimisant :

](U,V):%(U ~V)TK(U —V)+0(%(I'IU—U)T(I'IU—U) (4a)

N

J1 J2
sous la contrainte K;V =0 (4b)

Oui est 'ensemble des indices des nceuds intérieurs du donidirest 'ensemble des indices de tous les
nceuds eb sera celui des nceuds du bord. Ainsi, on remarque que la euetdu probléme porte uniguement
sur les nceuds internes au niveau des lignes de la matricgidigéri Par ailleurs[1 est un opérateur discret
d’extraction-projection. Dans le cadre des mesures exyéiiales, la grille de mesure et le maillage Eléments
Finis peuvent étre différents. L'opératdirpermet alors de projeter les champs mécaniques du mailkrge v
la grille de mesure, d’'une part puisque les deux grilles fiegdent pas, et d’autre part puisqQg peut n'étre
gu’un sous-domaine d@. On fera I'hypoyhése peu restrictive que I'opératBune s’applique qu’aux nceuds
intérieurs du maillage Eléments Finis.

La fonctionnelles sera minimisée sous la contrainte (4b). Un Lagrangien est iitroduit :

£(UV,A) =3 (U V) =N (KiV)

L'expression de sa stationnarité nous donne trois équatéprion décompose sur les degrés de liberté internes
et ceux du bord. On obtient alors le systéeme d’équationsstiv

(Kii +an™mu; + KypUp = aN'U (5a)
KoiUi + KopUp — KpiVi — KppVp = 0 (5b)
KiiUi + KinUp = Kif A\ (5¢)
Kpi (Ui = Vi) + Kpp(Up — Vo) = Kpi/\i (5d)
KiiVi +KipVp = 0 (5e)

3
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3.2 Algorithme de résolution

3.2.1 Reésolution du probleme de base

A partir des équations (5¢) et (5d), on peut montrer (ug—\Vy) correspond aux degrés de liberté d'un
mouvement de corps rigide sur le bord. Par ailleurs, on peutrer que la fonctionnelle est insensible a ce
mouvement de corps rigide. On le choisit donc iy £ ).

Ainsi, a partir des équations (5b) et (5e), on aboultit & utesys uniquement dd :

[Kii+aI'ITI'I Kib ] [ Ui ]

an™J
Kpi KpiK; *Kip | | Up

0

En substituant;, on obtient le vecteud, comme solution du systéme linéaire suivant :

Kp, [(Kn con™n) - Kii—l} Kib U = Kpi(Kii + ) *an™d )

M F
La matriceM n’est pas inversible. On opte alors pour une décomposRiRrou R est une matrice triangulaire
telle que :

M=QR=[Q: Q] [Ff; Féﬂ

La solution de (6) se décompose en une solution particuditue terme relatif au noyau qui est choisi nul, la
valeur de la fonctionnelle au minimum étant indifférenteeaboix. Finalement, la solution est :

Up =R 'QIF )

Les autres inconnues se déduisent alondgle
Ainsi, on a résolu le probleme de base et obtenu les chamipsaaptU etV. On passe ensuite a I'identification
des propriétés matériau par la minimisation de la fonctwit g (©').

3.2.2 Calcul exact du gradient

Un intérét de l'utilisation de la méme fonctionnelle poufidi le probléme de base et le probleme d’identifica-
tion est 'accés immédiat au gradient de la fonction epfite qui permet de le fournir lors de la minimisation

de cette derniere. D’'une maniére classique, la méthodecti Bdjoint permet d’obtenir une expression ex-
plicite du gradient. Dans notre formulation, le problemeedi et I'état adjoint sont couplés dés le départ et
résolus donc en méme temps. La fonction co(t et sa dériv&praigent en fonction du Lagrangien comme

suit :

G(@) = L(U(O).V(®)A(9)0)

oG _ 9c 000U 0c OV 0r 0N
00, 00, 09U 00, OV 00, oA 00,
=0 =0 -0

Les dérivées partielles du Lagrangien par rapport aux cekamp et au multipicateur de Lagrangeg sont
nulles car ces derniers sont solution du probléme de bas¢4dpn etO]( est lek®paramétre matériau recherché.
Ainsi, il suffit de calculer la dérivée partielle du Lagra@gipar rapport aux paramétres matériau, soit :

o 1 T 0K 1 0K;.
—==U-V) —U-V)-A\ —
00, 2( ) aek( =N 00,
L'expression du multiplicateur de Lagrange est directentemnée par I'équation (5c¢). Il suffit ensuite de
calculer la dérivée de la matrice de rigidité par rapportgarameétres matériaé@g. On représente dans Figure

k
2 le gradient calculé a chaque point d’évalution de la famctodt, dans le cas de I'application humérique
présentée en section 4.1. Le gradient est représenté psegi@ents et correspond bien a la pente de la courbe
en chaque point d’évaluation, ce qui confine sa bonne estimat

v (8)
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FiG. 2 — Evaluation de la fonction codt et son gradient

4 Reésultats

4.1 Application a un exemple numérique

La méthode est illustrée sur I'exemple numérique d’'une y#aélastique en contraintes planes, maillée en
élémentQ4 sous MatlalR). Le chargement appliqué correpond a une charge de traéjartie homogéene
sur le bord supérieur de la plaque. Dans un premier temp®rsidere la plague comme homogéne. Un calcul
direct permet de construire artificiellement les mesuretggdacement aux nceuds du maillage. On utilise pour
ce calcul des propriétés matériau de référeigg,et s, qui sont les ceefficients de Lamé. Ensuite, on fait
le choix d’identifier le paramétrg, car le champ de déplacement de I'exemple traité est plusitdera ce
parametre.

4.2 Fonction codt et identification

Pour tester la robustesse de la méthode, on évalue la farami@t pour des mesures perturbées a différents
niveaux. Dans les Figure 3(a) et Figure 3(b) la fonction esiteprésentée sur un intervalle de val@ugse,
respectivement sans perturbations et pour un niveau derpation de 5%. Le terma,, relatif a I'écart
quadratique entre calcul et mesure du déplacement, a umaedsrandeur ¥(plus élevé que le termg. Ceci
implique que l'identification s’appuie principalement $gaminimisation des,.

Le parametrei,,; est identifié grace a un algorithme de dichotomie. La Fig@ce i@présente I'histogramme
du parametre identifié pour différents niveaux de pertisbatariant de 0% a 10%. Pour chaque amplitude de
perturbation rajoutée, on effectue des tirages de Monti&e@aec une répartition aléatoire des perturbations
a chaque fois différente, afin de calculer la moyenne etitégae. Ici, les perturbations ne sont pas couplées
et suivent une distribution gaussienne. L'écart-type ieiitificationoy, , est représenté Figure 3(d) et atteint
27% pour un niveau de perturbation de 5%.

Par ailleurs, on a comparé cette fonction colt avec cellenuta avec une formulation par moindres carrés.
Cette derniére postule la connaissance du chargemenis e 'approche basée suetteur en relation de
comportement modifigeeut se passer de cette information, comme c’est le cas @xasiple étudié. Cette
comparaison a été rapportée dans [9].

5 Conclusion

On a considéré dans cet article un probléme d’identificagioélasticité linéaire a partir de mesures de champs
de déplacement. On a proposé de le résoudre en s’appuydrdrsenr en relation de comportement modifiée
et on a décrit les deux étapes fondamentales pour utiliser @approche. Elles concernent respectivement la
construction de champs etV obtenus comme un compromis entre relation de comportenhaiéguation
aux mesures, et I'identification des propriétés élastigluematériau par la minimisation d’'une fonction co(t.
L'approche est formulée en déplacement et un algorithmé sasune décompositidDR a été proposé pour
une résolution numérique efficace. La méthode est illusttgaun exemple numérique ou les mesures sont
créées artificiellement, et sa sensibilité vis-a-vis desipeations de mesures a été étudiée.

Les résultats confirment le succes de I'approche d'ideatifio basée surdrreur en relation de comportement
modifiée

En outre, on atraité un probléme de contrdle optimal ou ltoerche le paramétre matériau optimal en terme de
minimisation de la seule composanale la fonction codt. Ces résultats seront discutés lors pleéentation.
L'application numérique au cas des matériaux hétérogéstextuellement en cours.

Les perspectives du travail sont :
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(a) Evolution de la fonction codt sans perturbations (b) Amplitude de perturbation de 5%
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(c) Histogramme de distribution des modules identifiés (d) Ecart-type en fonction du niveau de perturbation

FiG. 3 — Identification avec des perturbations de mesure

— L'étude de la robustesse vis-a-vis de la taille de la zomaekure par rapport a la taille de la zone de calcul.

— La prise en compte d’'informations complémentaires de &ffoet, pour les bords libres dans le groupe des
équations fiables ou la résultante de I'effort mesuré a eédfi mieux.

— L'application a I'exploitation de mesures de champs e&ll|
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