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Réduction de modéles dynamiques non-linéaires en grands
déplacements - Application aux plaques minces
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Résumé :

Cet article présente une méthode de réduction adaptée aux probléemes de dynamique non-linéaire. La
non-linéarité étudiée est de type géométrique en grands déplacements. La réduction est basée sur la
méthode des approximations combinées qui consiste & construire une base de série binomiale actualisée.
Cette base est issue du comportement non-linéaire considéré comme une modification du modéle linéaire.
La simulation numérique de la réponse temporelle d’une plaque mince modélisée en éléments finis
(MEF') montre l'intérét de la méthode proposée.

Abstract :

This paper presents a reduced order method adapted to a nonlinear dynamic problem. Geometrical non-
linearity with large displacements behaviour is considered. The reduction tool is based on the combined
approximation method that consists in expansing a binomial series. This basis is issued from the nonli-
near behaviour considered as a modification of the linear model. The numerical simulation of the time
response of a thin plate modeled by the finite element method (FEM) shows the applicability of the
proposed method.

Mots clefs : vibration non-linéaire ; réduction de modéle ; intégration temporelle

1 Introduction

La formulation et la résolution numérique d’un probléme de dynamique non-linéaire est un probléme
complexe. Il dépend du type de non-linéarité étudié ; dans notre cas, on s’intéresse aux non-linéarités
géométriques de type grands déplacements. Un des problémes majeurs est le cotit de calcul qui, comparé
& un probléme linéaire, peut s’avérer prohibitif. La réduction de modéle est un outil envisageable pour
tenter de réduire ce temps de calcul. Des outils bien spécifiques, 3] [7] basés sur des méthodes dédiées a
la dynamique non-linéaire comme les modes normaux non-linéaire (NNM) ou la décomposition propre
orthogonale (POD) sont proposés dans la littérature. Réduire le modéle avec une base de Ritz est
une solution concevable a condition de prendre en compte le comportement non-linéaire du modéle
qui nécessite une actualisation de la base de réduction suivant I’évolution de la non-linéarité. Dans ce
papier le comportement non-linéaire est considéré comme une modification du comportement linéaire
et selon cette modification, une base de réduction est construite. Aprés un rappel de la formulation du
probléme non-linéaire en grands déplacements, la méthode de réduction est présentée. La simulation de
la réponse temporelle d’une plaque encastrée illustre les avantages et les inconvénients de la méthode.

2 Formulation du probléme non-linéaire - Application aux plaques
minces

Dans ce paragraphe, on rappelle la formulation d’'un probléme de dynamique non-linéaire dans le cas
de structures minces. On peut trouver la formulation détaillée dans plusieurs ouvrages notamment
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On considére une plaque de surface moyenne I';, et d’épaisseur h dans le repére R (x,y, z). On se place
dans ’hypothése de contraintes planes et on utilise le modéle de Love-Kirchoff dédié aux plaques minces.
Les déplacements sont ainsi déterminés par la connaissance du mouvement de la surface moyenne dont
les composantes sont notées (u, v, w).

Le champ de déplacements dans le repére global s’écrit sous la forme :

u(w,y,t) W, ($7y7t)
E(SC,?J,ZJ) = U(%y,t) — 2§ Wy (l’,y,t) . (1)
w(z,y,t) 0

Le tenseur du 2" ordre des déformations de Green-Lagrange est lié au champ de déplacements par la
relation suivante :

1 1
Eu) =5 (Vu+t vu') + §v@Tvg. (2)

L’hypothése des petites déformations et des rotations modérées permet d’écrire le tenseur des défor-
mations de Green-Lagrange sous forme vectorielle :

By U,y %(wul’ )2 W,y
E={ E, ;= Vyy + 5wy )2 P —Z < Wy o, (3)
2Eyy Uy +V g Wy Wy 2W, 5y
E‘Zl K

ou E™ représente les déformations dues a leffet membrane et Ef = ZK/ les déformations dues a
I’effet flexion.

Soient U I’énergie potentielle totale égale a la somme de I’énergie de déformation du corps et de I’énergie
potentielle des forces exercées et T' I’énergie cinétique, d’aprés le principe des travaux virtuels on a :

s [ Wy a=o. (4)

ty

Le développement de I’équation en introduisant S, 2"? tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff,
ainsi que D™ et DY, matrices de raideur associées respectivement aux effets de membrane et de flexion
s’écrit :

/ (6E™ D™ E™dS + / (6K DI KT dS + 6Minertie — 6Tlewr = 0, (5)
T L
ou
1 v 0
“Y o oo (6)
2
Df = —_pm

12

avec

0L pertic = / plidudS) puissance virtuelle associée aux effets inertiels,

(7)

0y = / Foéud) puissance virtuelle associée aux efforts extérieurs.
Q

Discrétisation par la méthode des éléments finis : le probléme est discrétisé par éléments finis
en introduisant le développement suivant :

u N 0 0 0 0
vey=10 N 0 0 0 , (8)
w 0 0 Nv N% N
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ot N, N*, N% et N% désignent les fonctions d’interpolation.

La discrétisation du tenseur des déformations de Green-Lagrange conduit & :

H(w) a
/_Aﬁ A ~
N, O - w 0 0 0 w
) 1 T w " y -
Er=| 0 N[ {8l | [N N Nt g L (9)
Y D 2 Y N©v N 0, N 0y I~
N’y N,z ~—~ W,y W,y Y Y Y 9y
—_— ———
B™ “ B (w) w
N No% Nl (@
3 -
K/ =|N2 NS Ngy| < s (10)
Nalxuy N,g@ N7Z§/ 02/
BY
Le développement de la puissance virtuelle de déformation conduit & :
BmTDmBm leTDmBnl (w)
= e a = o7 2 ~
5Hd6f éa” Ka oa /l"m |:Ban(w)DmBm %Ban(’w)DmBnl (w) 4 BfTDfo ads. (11)

Finalement, la discrétisation de la formulation variationnelle conduit a 1’équation générale suivante :

Ma+ K (@)a—F (t) = 0. (12)
For

L’équation est I’équation d’équilibre dynamique du systéme conservatif avec M matrice de masse
et K matrice de rigidité non-linéaire. La méthode de résolution d’un tel systéme dépend de la nature
de F(t). S’il s’agit d’une excitation harmonique, la résolution peut alors étre effectuée par la méthode
de la balance harmonique. S’il s’agit d’'une excitation quelconque, la résolution de se fait par
intégration temporelle.

Dans les deux cas, cette résolution s’avére lourde et cofiteuse, en particulier pour les MEF de grande
taille. La réduction de modéle adaptée aux problémes non-linéaires permet de réduire le temps de calcul.
Ce modéle réduit peut par la suite étre utilisé pour des procédures itératives de type optimisation,
analyse de robustesse et fiabilité.

3 Reéduction de modéle par une variante de la méthode des approxi-
mations combinées

La méthode des approximations combinées a été développée a l'origine par Kirsch [4] pour des stratégies
de réanalyse nécessaires en études d’optimisation et de robustesse. Elle consiste & exprimer chaque
vecteur propre du probléme initial sous la forme d’une série binomiale fonction de la modification
apportée au probléme. Les sous-bases développées sont ensuite réunies afin de construire une base de
réduction globale. Pour les analyses non-linéaires, le comportement non-linéaire est considéré comme
une modification du comportement linéaire, ce qui permet de construire la base de réduction [2], [5].
D’autre part, le comportement non-linéaire étant évolutif, la base de réduction doit I’étre aussi. La
méthode des approximations combinées est présentée dans la suite.

Soit une structure quelconque modélisée par les matrices masse et raideur, notées respectivement My
et K. Le probléme aux valeurs propres linéaire de cette structure vérifie I’équation suivante :

K()?"g = )\SM()T‘S, (13)

ieme

ou ry et A\ sont respectivement le vecteur propre et la valeur propre du v mode.



20°™¢ Congres Francgais de Mécanique Besancon, 29 aodt au 2 septembre 2011

On apporte une modification & cette structure donnant lieu & des variations de masse AM et de raideur
AK. Le nouveau probléme aux valeurs propres s’écrit sous la forme :

(Ko + AK) " = N\ (Mo + AM) 1. (14)

r¥ peut étre approximé par un développement en série binomiale qui dépend de la structure initiale et
de la modification apportée. Soit n le nombre de modes de la base modale tronquée, soit s l'ordre du
développement souhaité dans la série binomiale ; pour un mode v donné, la construction de la sous-base
de réduction se présente comme suit :

TT:K()_l (Mo—i—AM)Tg (15)
ri =—Br{_, avec (i=2,3,...,8)
avec
B =K, 'AK. (16)

Pour les analyses non-linéaires, AK est la variation de la raideur non-linéaire par rapport & la raideur
linéaire. On peut ’écrire sous la forme :

AK = K (a) — Ko. (17)

On construit ainsi une sous-base r% a partir de chaque vecteur ry tel que :

rp=r{ ry .1 ..Th]. (18)

On assemble ensuite toutes les sous-bases pour former une base globale :

rg=[rgry .. 1h .. TH]. (19)

La propriété d’orthogonalité entre les vecteurs n’est pas prise en compte dans la construction de
la base, ceci peut engendrer un mauvais conditionnement des matrices réduites qui peut fausser le
modéle prédictif. Pour assurer le bon conditionnement du modéle, on effectue une normalisation de
ces vecteurs par rapport a la matrice de masse ; une décomposition en valeurs singuliéres (SV D) de la
base de réduction est aussi nécessaire si le rang de cette base est inférieur & sa taille.

Le probléme réduit s’écrit alors sous la forme :

Mg+ fr (a) = F (t) (20)
avec : i =1 TMra
Fat (@) = 13t (@) (21)

F(t)=rLF(1).

4 Application

On s’intéresse a la réponse temporelle d'une plaque encastrée sur les bords et excitée en son centre
par une force harmonique. La résolution s’effectue par intégration implicite en utilisant le schéma de
prédiction-correction de Newmark [I]. Un pas de temps adaptatif est utilisé pour optimiser le temps
de calcul [g].

L’exemple académique proposé permet d’illustrer I'intérét de la méthode. Il s’agit d’une plaque rectan-
gulaire, de dimensions 0.654 * 0.527 * 0.003m3. La taille de ce modéle est de 3000 ddls environ valable
dans la bande fréquentielle [0 —300H z|. La structure est excitée au centre par une force harmonique de
pulsation w = 135rad/s, d’amplitude 100N. La dissipation est introduite sous forme d’amortissement
visqueux proportionnel a la raideur linéaire Ky avec un coefficient o = 0.01 et B = oK. La méthode de
réduction proposée avec un choix de 10 vecteurs propres et un développement a I’ordre 5 est comparée
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au résultat donné par le modéle complet. La taille du modéle réduit varie selon la SV D itérative mais
reste aux alentours de 30 & 40 vecteurs ; ce qui représente une réduction de taille de 99%. Les résultats
sont également comparés a un modéle prédictif utilisant une base modale actualisée & chaque pas de
temps comme méthode de réduction. Les figures (1] et [2| montrent respectivement la variation du ratio
entre le déplacement transversal et ’épaisseur de la plaque en fonction du temps ainsi que la vitesse
en fonction du temps au point d’excitation.

2.5 T
Modéle complet
’ A — — — CA(10*5)

\ /% i L coocoos BMA

0.5

w/h
o

0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
temps(s)

F1G. 1 —w/h en fonction du temps : Modéle complet, Approximations Combinées (CA), Base Modale
Actualisée (BMA)

0.6

Modele complet
b 1 — — — CA(10*5)
0.4 f A : Lo BMA

e

0.2

vitesse(m/s)
o

0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
temps(s)

F1Ga. 2 — Vitesse en fonction du temps : Modeéle complet, Approximations Combinées (CA), Base
Modale Actualisée (BMA)
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En visualisant les deux figures, on constate que les méthodes de réduction prédisent correctement la
réponse du modéle complet. L’avantage de la méthode des approximations combinées par rapport a la
base modale actualisée est essentiellement au niveau du cotit, puisque la résolution du probléme aux
valeurs propres & chaque itération est nécessaire.

Concernant le temps de calcul CPU de chaque modélisation, le modéle complet est le plus rapide en
terme de convergence. En effet, ce modéle présente une meilleure prédiction dans le schéma d’intégra-
tion. Le nombre d’itérations de correction étant inférieur aux autres, le pas de temps adaptatif est plus
grand. En effet, pour une période de calcul T" donnée, le pas de temps est discrétisé en n itérations pour
le modéle complet alors qu’avec la CA on a 2.5 % n itérations environ. La procédure la plus cotliteuse
étant I’évaluation de la force non-linéaire a chaque instant, elle occupe 99% du temps de calcul pour les
différents modéles. Cette contrainte empéche la comparaison en terme de cotit des différents modéles.
Des travaux sont en cours pour corriger ce probléme.

5 Conclusion

Une méthode de réduction de modéle a été présentée. Elle est basée sur la méthode des approximations
combinées ou il s’agit de développer les vecteurs propres du systéme linéaire sous forme d’une série
binomiale en fonction de la non-linéarité.

Cette méthode conduit & des résultats comparables a ceux obtenus avec le modéle complet, ce qui
valide sa mise en oeuvre. Le temps CPU de cette méthode reste & optimiser en comparaison avec le
calcul complet. Toutefois, cette méthode avec son bon niveau de prédictivité demeure incontournable
pour mener des études d’optimisation ou de robustesse sur des modéles non linéaires couplés ou non
de grande taille ou le calcul complet peut devenir impraticable ou tout simplement incompatible avec
des délais de conception raisonnables. Elle a été appliquée dans le domaine temporel avec une méthode
d’intégration implicite. Les travaux & venir visent a adapter cette méthode au domaine fréquentiel en
utilisant la balance harmonique (BH) comme outil de résolution. L’application a un probléme vibro-
acoustique non-linéaire est aussi envisagée; les phénoménes de couplage devront étre pris en compte
dans la base de réduction.
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