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Résumé :

Ce papier traite de l'analyse du comportement dygaendes systemes non linéaires frottants sujetesa
incertitudes probabilistes au niveau des lois dtément. Le chaos polynomial généralisé multiélém
(CPG-ME) est proposé pour traiter de ce problemebjectif principal est d'estimer la loi de probéitd
régissant I'amplitude des cycles limites pour uispetsion donnée du coefficient de frottement. Ethode
proposée affiche des performances notables en sedefficacité et de précision. Ce résultat décalilme
comparaison effectuée entre les performances du-MIEGavec celles offertes par la méthode du chaos
polynomial généralisé(CPG) et la technique réféidiet de Monte Carlo (MC).

Abstract :

This paper deals with the analysis of the dynaneicalvior of nonlinear friction systems with probéaiit
uncertainties in the friction laws. The multi-elethgeneralized polynomial chaos (ME-GPC) formalism
proposed to treat this problem. The main objeciweto estimate the density function governing the
amplitude of the limit cycles corresponding to &em dispersion of the friction coefficient. The gwsed
method is shown to give interesting performancesrims of efficiency and accuracy. This result cofnem

a comparison carried out between the performandeth® ME-GPC method with the ones given by the
generalized polynomial chaos (GPC) method and é¢fierential Monte Carlo (MC) technique.

Mots clefs : Systémes dynamiques non linéaires frottants, cycléimites, incertitudes, Chaos
polynomial généralisé multiélément, schémas non intsifs

1 Introduction

Les systemes frottants occupent une place prépam#édans beaucoup de domaines industriels tels que
l'automobile, I'aéronautique et le ferroviaire. t€@mportance a motivé beaucoup de recherchesgogit a

la fois les industriels et les scientifiques ettaor en particulier sur les systemes de freinagssdyage et
d'embrayage [1]. La prédiction du comportement dyigae, en particulier des vibrations induites par |
frottement, dans cette classe particuliere degsyest non linéaires est un axe trés prisé. Plusiudes ont

mis en exergue la grande sensibilité de leurs compents dynamiques aux lois de frottement [2]. Par
ailleurs, il a été montré que le coefficient ddtfment admet des dispersions liées en générghragrssus

de fabrication. Il est donc nécessaire de tenica@npte ces dispersions pour prédire de fagon relest
comportement dynamique et par le méme les niveduateires, en mesure d'aider a une conceptionstebu
des systéemes frottants.

Nombreuses sont les techniques de prise en cong®endertitudes dans la prédiction et I'analyse du
comportement dynamique des systemes non linéhiseséthode de Monte Carlo (MC) est la plus connue
[3]. C'est une méthode probabiliste qui permet etmstruire la loi de probabilité de n'importe tpiel
variable aléatoire. Par contre, elle est confrorstédes difficultés considérables liées a la lentdeirsa
convergence impliquant un cout exorbitant pour gtlisation. Dans ce contexte, la méthode du chaos
polynomial généralisé, développée ces vingt dezsi@nnées, peut étre vue comme une alternative trés
intéressante [4]. Basée sur une caractérisatiobapiliste des incertitudes, elle formalise la poifigd
d'exprimer un processus stochastique a variande fsar un développement en série de fonctions
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polynomiales. Ces dernieres sont orthogonalesgmuort a une mesure de probabilité définie parodpp
certaines variables aléatoires indépendantes nsadélies incertitudes.

La méthode a été récemment utilisée pour prédistalglité des systemes dynamiques non linéaiotsiits

[5] ainsi que pour l'analyse robuste de leurs comguoents dynamiques [6]. La méthode a offert des
performances notables. Dans d’autres études mawnéesurs de cette derniére décennie [7], des ke
I'approche par le chaos polynomial généralisé tétilistrées. L'outil s’est avéré inapproprié adsélser

les comportements oscillatoires s’étalant sur umbre de période suffisamment grand. Cette limite es
justifiée par I'incapacité du CPG a bien modélisr fonctions fortement non linéaires et rapidessda
dimension stochastique. Des solutions palliargtanconvénient sont discutées dans 'étude a Lir#E/].

Le chaos polynomial généralisé multiélément estautee approche proposée pour surpasser les lihites
chaos polynomial généralisé [8]. L'idée dans ceitghode est basée sur la décomposition de l'interva
d’incertitude en plusieurs segments de probabdpgelés éléments. Dans chacun de ces derniers, une
variable aléatoire locale est définie. Par rappachaque variable locale, une approximation vieR& est
construite localement pour le processus aléatbine. approximation globale du processus stochastgtie
enfin générée en recombinant les approximatioreddsc

L'originalité de ce papier réside en la prise empte des incertitudes dans I'analyse du comportemen
dynamique des systémes non linéaires frottantanéthode du CPG-ME est proposée pour traiter de ce
probleme. L’objectif est d’estimer la loi de prolaé gouvernant 'amplitude des vibrations indgitear le
frottement dont le coefficient est sujet a une elispn probabiliste. Dans cette optique, un systardeux
degrés de liberté décrivant un systeme de freieageonsidéré dans ce papier organisé de la fafeanse.

Les formalismes mathématiques du CPG et du CPG-dME@mésentés dans les sections 2 et 3. L'apport de
la méthode du CPG-ME est montré a travers la comgiar de sa performance a celle du CPG sur le
probleme d’analyse du comportement dynamique diésyesde freinage dont le coefficient de frottenesit
supposé étre régi par une loi de probabilité umfarTous les résultats sont présentés et analysésld
section 4.

2 Chaos polynomial généralisé

Considérons la classe des systemes dynamiquesnéaiirés décrits dans I'espace de phase par I'éguat
différentielle suivante :

x(t) = £(x(t), ) (1)
ou f désigne un champs de vecteurs non linéairgsuatparameétre aléatoire régi par une loi uniforme su
un intervalle[a, b] et modélisé par une variable aléatditmiformément distribuée sur l'intervallel, 1]
telle que = fi, + i€ ou i, =(a+b)/2etzs = (b-a)/2.x(t) DR"désigne le vecteur de variables d’état
qui définissent, de part I'incertitude du paramgtredes processus aléatoiveét,f) aved =1,..n.

La théorie du chaos polynomial généralisé formdéisgossibilité d’exprimer tout processus stoclugstidu
second ordre (a variance finie) par un développeéntamvergent, en séries de fonctions polynomidkes
variables aléatoires indépendantes. Le schéma diAglétabli un schéma de correspondance optimaie en

des familles de loi de probabilité et des familliespolynédmes [9]. Suivant ce schéma, les polynodees
Legendre sont les plus appropriés a traiter desrtinedes régies par des lois uniformes. Par care@des

processusx (t, E) peuvent étre approximés comme suit :

P
X (66)=2.%, (1)1 (¢) 2
ou lesx désignent les modes stochastiques et représeetesbbrdonnées du processus dans la base du
chaos polynomial générée par les polynérhje\‘aérifiant la propriété d’orthogonalité sjf, 1] telle que :

0 i # ]

Lok =lL (W= |y ©
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ou W(E) représente la densité de probabilité de la variéhﬂe([ﬂ désigne 'opérateur du produit interne.
Le nombreP est déterminé dans le cas général en fonctionochbrer de variable aléatoire et du degté
maximal fixé pour les fonctionk; tel queP = ((r + d)!/r! d!)—l. Le cas traité dans ce papierestl par
conséquen® =d.

Plusieurs techniques non intrusives sont introduite littératures telles que la méthode de régnessti la
technique de projection non intrusive [10]. La t@ge de projection spectrale non intrusive expldét
propriété d’orthogonalité des polyndmes de chaos prprimer les modes stochastiques comme suit :

% (1) = (Y5 () [ x(9 4 () (&) d )

Des méthodes d'intégration numériques sont utkiggaur approximer (4) telles que la méthode de ®lont
Carlo et la méthode de Gauss-Legendre.

3 Chaos polynomial généralisé multiélément

La méthode du chaos polynomial généralisé multiélérmest basée sur la décomposition de I'Bl¢dans le
cas traité dans ce papid, = [-1, 1]) en plusieurs segments de probabilité appelésedltam8]. Cette
décompositiorD est formellement exprimée comme suit :

D= B={J& )

k=1
B.nB =0 j#£k
A base de la décomposition précédente, une variadieatriceZ, aléatoire est définie.
1if 0B
A ©
0 ailleurs
De nouvelles variables aléatoirgs :Z;l(1)|—> B,, munies de densité de probabilité conditionnelles
f,. =]/(2d Pz, = :I)) avec Pr(Z, =1)=(b - a,)/ 2, est définie pour modéliser l'aléa dans chaque

élément. En pratique, le développement en chaom@uaiial généralisé multiélément est implémenté en
utilisant un vecteur de variablgs uniformes suf-1, 1] pour exploiter les avantages de la base de cleos d

Legendre. Les variable§* sont ainsi exprimés pac; =((b —a,)/2)& +((b+ a)/2) .Le chaos

polynomial généralisé est, par la suite, utilie®,que présenté dans la section précédente, ppunxamer
localement (dans chaque élément) les processutiedéa Les processus sont reconstruits a base des
approximations locales comme suit :

X(LE) =33 %, (0L, (£)2 )

4 Application

Dans cette section, un modéle a deux degrés deélidécrivant un systeme de freinage, représenmé da
FIG.1, est considéré pour évaluer la capacité dedthode du chaos polynomial multiélément a traiter
probleme de l'analyse du comportement dynamique sletémes non linéaires frottants incertains.
L’objectif est d’estimer la loi de probabilité gaemant 'amplitude des cycles limites pour une éisfn
donnée du coefficient de frottement. Celui-ci agippsé étre régi par une loi de probabilité unifarie
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systéme a été utilisé par Hultén dans son étude gmalyser les vibrations dans les systemes deafyei
[11]. On refére donc a cette étude pour plus daildétur la description du modeéle et I'équatioriédéntielle
gouvernant la dynamique du systeme. Cette équasibdonnée par le systeme (8).

(ke k™)

—>

FIG. 1 — Systeme d’Hultén
L (%) 0 Mxnag uwz}(XJ( PR
01 Xz 0 17,0, Xz uag,l wg,z xz - 1Nfo_¢'2\‘LX§

ours = q/./ MK et ay, =k /M, k et k" désignent respectivement les facteurs d’amortissereéatifs,
les pulsations propres, les raideurs linéairesoatliméaires du systéeme tandis W'\% = KNL/M (i=1,2

avec M =1Kg, @) =27rx100 rad/s, @, =27r%x 75 rad/s, 1), =1, =0.02, ¢1NL =a1f and ¢2NL =0. Par

ailleurs le coefficient de frottemeptest considéré uniformément distribué dans l'intéevi®.3, 0.33] Le
systeme (10) y est soumis a des instabilités deftggtement.

Le systeme est réécrit dans I'espace d’état sdiasrize (1) en posang=X;, x,=dX,/dt, Xs=X, etx4=dX2/dt

4.1 Application du chaos polynomial de Legendre

Le modeéle (2) est utilisé pour prédire le compodrimdynamique du systéme (8) en tenant compte de
l'incertitude du coefficient de frottemept L’objectif est de proposer une démarche qui peiéviter la
solution des équations différentielles (8), unehéadifficile et couteuse dans le cas des systemes n
linéaires a grand nombre de degré de liberté. @lusiordre® sont considérés pour analyser l'influence de
'ordre du chaos sur la précision du modéle (2).rhedele (2) est calculé en utilisant la méthode de
collocation de Gauss-Legendre. Un exemple de etmlis du déplacemend; reconstruite par (2) et par la
solution de (8) via ODE 45 de Matlab est illusteds FIG.2.

+ Solution déterministe + CPG collocation ( P = 10 ) CPG collocation { P =20) = CPG collocation (P =30)
T T T T T T T T T

L L I I L I I I I
4.69 4.7 471 a7z 473 474 475 476 477
Zoom sur le déplacement X1

FIG. 2 — Réalisation du déplaceme@torrespondant p = 0.33par le CPG de Legendre.

Dans FIG.2, il peut étre observé que I’ordPinécessaire pour une prédiction précise de I'éxalut
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de X; dépend du temps. L'ordife = 10 qui est suffisant pour prédire I'évolution suml@miere seconde ne
I'est plus sur la deuxieme seconde. De méene, 20 devient insuffisant également a partir de la téoe
seconde tandis que les limites Be= 30 apparaissent a partir de la cinquiéme secondee Qeitte de
précision s’explique par I'incapacité du modéleddjien approximer I'évolution d& qui devient fortement
non linéaire dans la dimension stochastique magklfsar I'intervalle d’orthogonalitf1, 1]. Ce fait est
illustré dans FIG.3. L’évolution d&; dans la dimension stochastique y est représeBtte estimée en
utilisant le modele (2) et la méthode de MC.

MC (N = 10000 ) CPG collocation ( P = 10 ) CPG collocation (P = 20) < CPG collocation ( P = 30 )
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FIG. 3 — Evolution du déplacemexy dans la dimension stochastique.

4.2 Application du chaos polynomial de Legendre multi@ment

Le modéle (7) est utilisé pour pallier aux insuffises du modéle (2). Deux éléments puis quatree@ism
(m = 2 et m = 4 sont considérés. La méthode de collocation des§hagendre est aussi utilisée pour
calculer les modes stochastiques dans (7) pouruehatgment. La méme réalisation ®e considérée
précédemment est reconstruite par le modeéle (@yraparée a celle obtenue par la solution détertaiuis
(8). Elle est illustrée dans FIG.4. Il peut y ébteservé la bonne précision de la prédiction deoligion
temporelle deX; sur tout I'intervalld0, 10] contrairement au résultat offert par le modéle (2)

Solution déterministe CPG-ME collocation ( P =30, m=2) CPG-ME collocation ( P =30, m=4)
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FIG. 4 — Réalisation du déplaceme@torrespondant g = 0.33par le CPG-ME.

Visiblement, la précision de la prédiction avac= 4 est similaire & celle obtenue avec= 2 Le modéle
multiélément (7) a permis effectivement de surpadiseonveénient illustré du modele par chaos paolgial
de Legendre (2). Il est utilisé pour estimer las e probabilité gouvernant les amplitudes du atggrhent
X; et de la vitesse correspondadbg/dt. Un jeu de valeurs est tout d’abord généré enréitloanant la
distribution du coefficient de frottement pui§ et dX;/dt sont reconstruits en évaluant leurs modéles
multiéléments en chaque point du jeu obtenu. Lehatt est moins couteuse que la méthode classique de
MC qui nécessite la solution du systéme (8) poaqak tirage. Cette opération engage un cout erothdn
particulier dans le cas des systemes non linéaoagplexes. 10.000 tirages sont utilisés dans leecdd
probléme traité. Les résultats de I'estimationalddnsité de probabilité sont illustrés dans FIGre bonne
estimation est obtenue avec le modéle multiélénemtparticulier avean = 4. Les caractéristiques
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statistigues de I'amplitude des cycles limites egpondant a la dispersion considérée du coeffident
frottement sont relevées dans TAB.1. La précisianntbdele (7) est trés intéressante. L'erreur redati
d’estimation sur I'enveloppe des cycles limitesdépasse pas 0.5% avec=4.

—MC (N = 10000 ) — CPG-ME collocation (P = 30, m =2 ) — CPG-ME collocation (P =30, m=4)

o)} [0} ~
T T

Densité de probakilité estimée
(‘A) 8-
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o o
Q 0
s} o}
B &

0.002

-
T

8,1 0.2 0.3 0.4 0.5 o] 100 150 20
Amplitude du déplacement X1 (métre) Amplitude de la vitesse dX1/dt ( métre/seconde )
FIG. 5 — Densité de probabilité de 'amplitude deeXde dX/dt.
Movenne Ecarttype | Minimum | Maximum
MC (X4) 0.2571+0.0012 0.0465 -0.3309 0.3309
CPG-ME (X4) 0.2574+0.0012 0.0467 -0.3330 0.3330
©MC (dX,/dt) 138.6277+0.7457 | 28.9007 -181.0107 181.0107
CPG-ME (pr‘dt!) 141.3615+0.6713 | 26.0196 -183 4838 183.4761

TAB. 1 — Estimation des statistiques de I'amplitudedéplacemerX; et de la vitessdX,/dt.
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