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Résumé :

Cet article traite de la diagonalisation des Modeles liréaiStructurés en Second Ordre (MSSO). La méthode
traditionnelle de diagonalisation des MSSO par décomfmsihodale n’est possible que sile modele respecte
les conditions de Rayleigh-Caughey. Afin de s’affranchiceteconditions, une nouvelle méthode est proposée.
Elle se base sur la résolution du probleme aux valeurs pwpreadratique inverse et sur la transformation
des MSSO en représentation d’état. Cette méthode perméagiendliser 'ensemble des modéles structurés
en second ordre simple-entrée si la matrice d’état corresiamt au MSSO est diagonalisable.

Abstract :

The main purpose of this article is about the diagonaligatid Second Order Form Model (SOFM). Under

Rayleigh-Caughey conditions, diagonalisation is done bgahdecomposition. However, in the general case,
diagonalisation is not allowed and a new method has to beigeal The proposed approach is based on a
solution of the quadratic inverse eigenvalue problem anthertransformation of the SOFM into a state-space
realisation. This method allows the diagonalisation ofsatigle-input SOFM if the state matrix corresponding

to the SOFM is diagonalisable.

Mots clefs : Modéle linéaire structuré en second ordre ; Diagonalisatin ; Conditions structurelles.

Notations

XT est la transposée de la matrike

X estla pseudo-inverse de Moore-Penrose de la maXrice

X et|X| sont respectivement le conjugué et le module de la matricgtExeX .

X > 0 (resp.X > 0) estune matric& définie positive (resp. semi-definie positive).

diag(x1, ze, . .., z,,) €St une matrice diagonale dont les coefficients sonts, . .., x,.

Re(z) est la partie réelle du nombre complexe

O etI sont respectivement la matrice nulle et la matrice idedttéimensions définies par le contexte.
1 est un vecteur colonne dont tous les coefficients sont égaux a

1 Introduction

Les Modéles linéaires Structurés en Second Ordre (MSSQ)usitisés dans différents domaines tels que la
mécanique, la conception de circuit électrique, la dynamites fluides, les processus thermiques ou I'analyse
de structure. Les paramétres de ces modéles sont des &énegtiels, des éléments dissipatifs et des éléments
capacitifs liés aux paramétres physigues du systéme g/aindpitre 2 de [2]). Lorsque le systéme est déduit
des lois physiques, les matrices du modeéle respectentmelitioms structurelles.

La diagonalisation des MSSO permet d’identifier les modegpnas du systéeme. Lorsque la matrice des élé-
ments capacitifs respecte une structure particuliere odibditions de Rayleigh-Caughey, alors la diagonalisa-
tion peut étre effectuée par décomposition modale. En ochardans le cas générale, la diagonalisation n’est
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pas réalisable. Il existe des méthodes d’approximatioa degltrice des éléments capacitifs pour que cette der-
niére respecte les conditions de Rayleigh-Caughey, teBeperposition modale [3], mais le MSSO initial est
alors approximé. Basée sur la résolution du probleme awuwgpropres quadratique inverse et sur la repré-
sentation d’état d'un MSSO, nous proposons une nouvelleadétpour diagonaliser les MSSO simple-entrée
respectant les conditions structurelles.

Ce papier est organisé de la maniére suivante : la deuxiect®@®Séormule la problématique ; la troisiéme
Section présente le probléme aux valeurs propres quagieatige lien entre les conditions structurelles et les
valeurs propres du modéle ; la quatriéme Section est calsada détermination d’une solution du probleme
aux valeurs propres quadratique inverse ; la cinquiemed®gatésente la reconstruction d'un MSSO diagonal
a partir de la représentation d’état du MSSO initial ; laéime Section permet de retrouver les résultats de
la décomposition modale lorsque le modéle respecte lestammalde Rayleigh-Caughey ; la derniére Section
propose un exemple numérique pour illustrer I'efficacitéadméthode, avant la conclusion.

2 Formulation de la problématique
La formulation générale d'un MSSO définit par les matrices,C, K, F, G,, G,, G,) est donnée par

5. § M) +C(t) + Kq(t) = Fu(t)  q(0) =
N y(t) = Gpa(t) + Gud(t) + Gaii(t)  4(0)

oliu(t) € R™*! est le vecteur des entrées du systénie), € RP*! e vecteur des sortieg(t) € R"*! est

le vecteur des coordonnées généralisées du systéme @yeat G(¢) respectivement sa premiére et seconde
dérivée temporelley, o € R"*! sont les conditions initiales. La matri¢de c R™«*™ est la matrice de com-
mande, les matrice$1, C, K € R™*" sont respectivement les matrices des éléments inertedsgldments
dissipatifs et des éléments capacitifs généralis€s gt,, G, € RP*" sont respectivement les matrices d’ob-
servation des positions, des vitesses et des accélérdtmmssde la modélisation d’'un systéme par un MSSO,
les conditions suivantes, appelées conditions strutdstedssurent que le systéme est stable et que le systeme
a une cohérence avec les lois mécaniques :

(1)

0
qo

M = MT >0 éléments inertiels généralisés
K = KT'>0 éléments capacitifs généralisés @)
C = Ci+Cy avec C = Cf >0 éléments dissipatifs généralisés

et Cy=-CI éléments conservatifs généralisés

L'objectif de la diagonalisation est de trouver un nouveag®d® (M, C, K, F, G,, G, G,) avec des matrices
M, C et K diagonales dont la fonction de transfert égalise la fonatie transfert du modéle initial. Pour cela,
nous utilisons une solution du probléme aux valeurs proguesiratique.

3 Probleme aux valeurs propres quadratique

Le probléme aux valeurs propres quadratique (QEP Qauadratic Eingenvalue Problenpermet de lier les
valeurs propres du triplet matricieM{, C, K) aux conditions structurelles.

Définition 3.1 Les valeurs propres du triplet matricigll, C, K € R™*"« sont 'ensemblé\ des scalaires\
tels queQ (\i)¢; = 0 avec@()\;) = MA? +C\; + K et¢; # O . La quantitép; est appelée vecteur propre a
droite de@(\;).

Parmi 'ensemble des méthodes permettant de résoudre Id&@QBEthode par linéarisation est considérée [6].
CommeM est inversible (assurée par les conditions structurekesiéécrivan€)(\;) on obtient un probléeme
aux valeurs propres classique (CEP pGlassic Eigenvalue Problenécrit sous la forme matricielle suivante :

0) I o, Dy A T Ay O 3)
-M7IK —M~I¢ d1A] Doy o DA Doy O Ao
ouA; =diag)\;), ®1; = z; pouri = 1,...,n, €t oUAy = diag(\;), ®o; = x; pouri =n, +1,...,2n,. La

linéarisation du probléme aux valeurs propres quadratgti€quivalent & la transformation d’'un MSSO en
réalisation d’état.
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Proposition 3.2 A un systéme du second ordre de la forfhg avec.M non singuliére, en posant(t) =
T T \T i P . y 2
(g™ )T )" on peutassocier la représentation d’état

I'(t) - < _M—IIC _M—IC )w(t) + ( M—lF )u(t) Z’(O) = To = ( q.o ) (4)

u(t) = ( Gy~ GaMTIK Gy = GuMTIC ) (t) + GuM " Pu(t)
oux(t) estle vecteur d'état et les conditions initiales.

Ainsi, le spectre d'un MSSO coincide avec le spectre de laioead'état donnée par I'équation (4). Comme
la procédure de diagonalisation se base sur la solution d® @&ls supposerons que la matrice d'état de
I'équation (4) est diagonalisable. Une condition nécesset suffisante est que la matrice d’état de dimen-
sion2n, x 2n, possed&n, valeurs propres différentes. Dans [6], un état de l'art detrgur le QEP et ses
applications est donné avec, en particulier, les proigtévantes :

— siM, C et sont réelles, alors les valeurs propres sont réelles ouisgsganjuguées;

— siM est hermitienne, définie positive@et K sont hermitiennes semi-définie positive, alors 8€(0;

— siM etk sont réelles, symétriques et définie positiv€ et —C”', alors Ref)= 0.

Nous venons de voir I'ensemble des propriétés du spaatien MSSO respectant les conditions structurelles.
La prochaine étape consiste a reconstruire, & partir durspecun triplet matriciel (1, C, K) diagonal avec

le probléeme aux valeurs propres quadratique inverse.

4 Probleme aux valeurs propres quadratique inverse

Le probléme aux valeurs propres quadratique inverse (QP Quadratic Inverse Eingenvalue Problgm
consiste & construire un triplet de matrices (C, K) tel que les valeurs propres de ce triplet égalisent un
jeu prédéfini de valeur proprk. Différents auteurs ont étudié la solvabilité du QIEP [4511 lIs recherchent
'ensemble des matrices solutions du QIEP sans pour autanmed une solution particuliere permettant de
respecter les conditions structurelles. Dans le cas otplettmatriciel (M, C, K) respecte les conditions
structurelles, nous allons montrer que I'on peut déterminetriplet matriciel(M, C, K) diagonal, respectant
les conditions structurelles et possédant les mémes gateapres que le triplet matriciel initial. Comme le
spectre d’une matrice est invariant par transformationy pésoudre le QIEP nous proposons une matrice de
transformationl” qui, appliquée a la matrice spectrale permet de retrouver la structure d’'un MSSO sous
forme de réalisation d’état défini par I'équation (4). Lagmn proposée est résumée par le théoreme suivant :

Ay O
O A
ciel (M, C, K) respectant les conditions structurelles telle que

A. O (A O
Al - < 0 Arl > 5 A2 - < 0 AT2 ) (5)
ou:

— A, A. € R™*" sont les matrices diagonales d&s. valeurs propres complexes ;

— Ap1, Apg € R(a—ne)x(ng—ne) sont deux matrices diagonales des valeurs propres réelles ;

— A ne posséde pas de valeurs propres multiples.

Alors M =1,C = —A; — Ay et K = A1 A, est un triplet matriciel qui respecte les conditions struetles et
qui a pour valeurs proprea.

Théoreme 4.1 SoitA = € C?"a*21q |a matrice diagonale des valeurs propres du triplet matri-

Démonstration

— La matrice( = /‘{)2) étant diagonale de dimensi@n, x 2n,, sa décomposition en deux matriceset A,
de dimensiom, x n, est toujours possible. De plus, les conditions structesedissurent que ses valeurs
propres sont réelles ou en paires complexes conjuguées, Aiest toujours possible de décomposeret
A5 suivant I'équation (5).
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— On posel’ = (“; 7'). CommeA n'a pas de valeur propre multiplej; — A;)~! existe et la matrice

T peut étre inversée par blod*~! = (( X:i A?)l)l A X:i Ajl\)l)l A2>. Par la transformatiofi’ la matriceA
devient:

e (O I
AT = < “AtAy Ap Ay ) ©

Cette matrice a pour valeurs propregt par identification avec I'équation (4), en posart= I sans perte
de généralité, on obtieGt= —A; — Ay et = AjAs.
— Le triplet matriciel respecte les conditions struct@sltar

(AP O o —A— A, O
AlAZ‘( 0 Auh )0 M= oy g, )20

En effet, comme les valeurs propres sont a partie réelletwégau nulle, |A.|?, Ay1A2, —A. — A, et

—A;1 — Ao sont des matrices diagonales a coefficients positifs oudwis semi-définies positives. De

plus, comme\,., A, etA,, sont diagonales, les matricad, C et K sont diagonales et donc symétriques.
]

Le QEP et le QIEP permettent de définir les conditions né@esset suffisantes pour pouvoir transformer la
matrice spectrald en un triplet matriciel (M, C, K) diagonal respectant les conditions structurelles. péta
suivante consiste a déterminer la matrice de commande etdéices d’observation du MSSO diagonal en
utilisant la projection dans la base modale de la repréSentd'état défini par I'équation (4) :

Ag=d'AD = A B;=®"'B Cy=CP Dg=D (7)

ou ® est la matrice des vecteurs propresAdedeEn appliquant la matrice de transformati@rsur cette repré-
sentation d’état, le théoreme 4.1 permet de reconstrugamatrice d’état dont la structure par bloc respecte
'équation (4). En revanche, la matrigene permet pas de reconstruire la matrice de commande erctaspe

la structure car, dans le cas générdle!B, # ( O7 FT )T. Une étape supplémentaire de transformation
est donc nécessaire pour pouvoir extraire le MSSO diaganial ceprésentation d’état.

5 Extraction d’'un MSSO diagonal

La décomposition par bloc de 'ensemble des matrices del&sentation d’état projetée dans la base modale
permet d’écrire sa fonction de transfeits) sous la forme :

- sT— A o \ '/ diB
His) = ( € C‘I’2)< o s]I—A2> <<§i;B>+D

avec® et ®~! partitionnées par blocs telles qée= ( ®; &, ) et®~! = ( &l &if )T. Appliquer la
matrice de transformatiofi—! sur la matrice d’entrée donne :

g _ (Ay — Ay)~H(Piy + Pin)B
7B = ( (Az —2A1)‘11(A1<i>z‘1 +A;fz'2)B > (8)

Ainsi, il est nécessaire de trouver une nouvelle reprétienta’état de la base modale telle qu&; —
A1)~ (Piy + ®iy)B = O tout en conservant la structure de la matiee' AT

Une solution a cette problématique peut étre trouvée daseslees systemes simple-entriée B € R2nax1),

En posant®i;B = —X;1 et $i,B = X,1; en posantX; = —diag( b1, by, ..., by, ) etX, =
diag( bp,4+1, bn,+2, --., bon, ) OUb; estlai®™composante du vected !B alors la fonction de trans-
fert s’écrit :
-1
= = S]I—Al O -1
H(S) = ( C(I)le C(I)QXQ ) ( 0 S]I—Ag ) ( 1 > +D (9)
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puisque les matrice$;, Ao, X; et X, sont diagonales.
En appliquant la transformatichi sur la fonction de transfert (9), on a

e _ O I _lp
Ap =T AdT_<_A1A2 oA By — T~ !B, = (10)

Cr=CiT =C( ®1X1As — P2 XoA; —P1X; + Py X5 ) Dy = Dy (11)

= O

Le théoreme 4.1 assure que la matrice est a coefficients réels et il est clair que le vectBurest aussi

a coefficients réels. Pour montrer qGe vérifie également cette propriété, il est nécessaire dencigaser
par blocs les matrice®;, X; et A; (i = 1,2) en partie réelle et partie complexe conjuguée. Basé ste cet
décomposition, on montre que la matrice est aussi a coefficients réels.

Afin d’extraire de la réalisation d’état (11) les matricessggond ordre, nous devons extraire de la mabige
la matriceG, selon quuatlorG F = Dy. CommeF est un vecteur colonne, en utlllsant la pseudo inverse
F* = (FTF)7'FT de F on a directement:, = DrF*. CommeF = 1, alors(FTF)~! = L est donc

G, = nquaM‘lFFT. Au final, le MSSO diagonal est donné par

F=1

q (AQ — Al)_l(Xl_li)i1~+ X{lém)xg

Lj (A2 — Al)_l(Ale_l(I)il + AQXz_l(IDig)wo
(12)

M=1 Gp = C(P1X1Ay — D2 X5M1) + GaK
q =—-A1 — Ay CS” = C(—q)le + (?QXQ) + G,C
= ANy G nquaM—lFFT

e

On peut constater qu'il n'est pas nécessaire d'écrire garide des transformations permettant d’obtenir
I'équation (12). En effet, il suffit de résoudre le CEP (édquai(3)) pour déterminer les matricds, X; et

A; (1 = 1,2). Ensuite, les autres étapes sont constituées de tris eutliplinations de matrices. Ainsi, la
méthode échoue seulement si le calcul des valeurs et vegimpres échoue.

6 Conditions de Rayleigh-Caughey

La méthode de diagonalisation d'un MSSO fait habituellemamel aux conditions de Rayleigh-Caughey
qui imposent une matricé de la forme :C = M > 1/ al(./\/l_llC)i ou lesa; sont des coefficients réels
convenablement choisis pour gqderespecte les conditions structurelles. Sous les condititnRayleigh-
Caughey, un MSSO est diagonalisable par les équaidns &> M®,,,C = &1 Cd,, etk = L K, ol
®,, est la matrice des vecteurs propres (ou matrice modalej@oliu CEP :M~1K®,,, = ®,,A. Ce résultat
est déduit des conditions d’orthogonalité des modes psagiten MSSO. Un mode propre est défini par deux
valeurs propres associées et leurs vecteurs propreséairis.

La méthode de diagonalisation proposée dans cet articltreuicune hypothése sur la structure de la matrice
C. Mais si cette derniere respecte les conditions de Raylemighey, elle permet de retrouver les résultats
de la diagonalisation traditionnelle & condition d’associorrectement les valeurs propres. En effet, dans le
théoréme 4.1, les valeurs propres sont associées par paineses matriced; et A,. Or, si I'association
est clairement définie dans le cas des valeurs propres coespkucune condition d’association n’est donnée
dans le cas des valeurs propres réelles. Pour obtenir ulbatésguivalent & la méthode traditionnelle, il faut
donc associer les valeurs propres réelles définissant urem#de propre. Pour cela, il suffit de déterminer
les paires de vecteurs propres co-linéaires et d’assoaiex\d et A, les valeurs propres correspondantes.

Les conditions de Rayleigh-Caughey assurent I'absenceudlage entre les coordonnées au travers de la
matriceC. Or la méthode proposée permet de découpler les coordoguékgies soient la structure de cette
matrice. Ainsi, les couplages ne sont plus dans les équatiette dynamique et et il est possible de constater
gu’ils se retrouvent dans les matrices d’'observation. {€3edire que pour un MSSO ne respectant pas les
conditions de Rayleigh-Caughey, dont seules les positonsobservées.é. G, = G, = 0), alors le MSSO
diagonal correspondant n'aura pas, dans le cas génerahatriee d’observation des vitesses nulles, autrement
ditG, =0+ G, =0.
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7 Exemple numérique

Afin de montrer I'efficacité de la méthode, nous I'appliqusns un exemple de systeme mécanique constitué
de trois masses, liées en série par des ressorts et/ou dasaews, représenté a ladurE 1.

k1 - ks ky
2
Fe] ™ ms ]
‘OO © 1 © O[O ¢
a1 g g3

FIGURE 1 — Systeme pris en exemple

Les paramétres du systéme sont :

my | m2 | m3 c1 C2 c4 k1 k3 ka4
1kg|4kg| 1kg| 0.02N.ntt.s| 0.08N.nTT.s| 0.04N.nTls| 4Nm ! |[6Nm'|3Nm!

L'entrée du modéle est une force appliquée sur la secondeeneda$a sortie est le déplacement de cette méme
masse. Le MSSO obtenu est donné par

100 0.02 0 0 10 —6 0
M=|0 4 0 c=| o 008 -008 K= -6 6 0 (13)
00 1 0 —0.08 0.12 0 0 3

F=(0 1 0)" Gy=(0 1 0) Gy=G,=0

Ce modele ne respecte pas les conditions de Rayleigh-Caogh@ n’est pas diagonalisable par la matrice
®,, de la base modale. L'utilisation de la méthode de diagoaiadis sur le modéle (13) permet d’obtenir le
modele suivant

) 10 0 (002 0 0 i 1095 0 0 ) .
M=[010] C=| 0 002 o0 K= 0 05 0] F=(111) (14)
00 1 0 0 012 0o 0 3

Gp=(229%10"2 022 -154x107*) G, =(-116x10"7 —6.85x10"° 697x107°%) G,=0

Le modéle obtenu est effectivement diagonal, et la matreceanmande a I'ensemble de ses coefficients
€gaux al. On constate que si la matrice d’observation des vitessesodigle initial est nulle, ce n’est plus le
cas pour le modele diagonalisé.

8 Conclusion

Dans cet article, la problématique de la diagonalisation dhodéle structuré en second ordre a été explorée. La
méthode de diagonalisation traditionnelle impose au neodélrespecter les conditions de Rayleigh-Caughey.
En utilisant le probleme aux valeurs propres quadratiquerge ainsi que la transformation d'un MSSO en
réalisation d’état, une nouvelle méthode de diagonatinati été proposée. Cette méthode est effective pour
'ensemble des MSSO simple-entrée et préserve les conslisimucturelles.

Références

[1] Y.-F. CAl Y.-C. KUO, W.-W. LIN, and S.-F. XU. Solutionsota quadratic inverse eigenvalue problem.
Linear Algebra and its Applicationg30 :1590-1606, 2009.

[2] R. C. DORF and R. H. BISHORodern Control Systems, Eleventh Editid®earson, 2008.

[3] M. GERADIN and D. RIXEN. Mechanical Vibrations, Theory and Application to StruetiuDynamics
Wiley Editorial Offices, 1994.

[4] P. LANCASTER. Isospectral vibrating systems. part 1 e #pectral method Linear Algebra and its
Applications 409 :51-69, 2005.

[5] M. M. LIN, B. DONG, and M. T. CHU. Semi-definite programngriechniques for structured quadratic
inverse eigenvalue problemNumerical Algorithms53(4) :419-437, 2009.

[6] F. TISSEUR and K. MEERBERGEN. The quadratic eigenvalugbfgm. Society for Industrial and
Applied Mathematics (SIAM) Revig$h8(2) :235-286, 2001.



