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Résuḿe :
Ce travail s’int́eresse au ph́enom̀ene de pompagéenerǵetique dans un système comportant un grand nombre de degrés
de libert́e. Deux absorbeurs̀a non-lińearités cubiques essentielles sont couplésà un mod̀ele éléments finis de véhicule
pour contr̂oler un mode de torsion excité par la tŕepidation issue du contact des pneumatiques sur la chaussée. Le
comportement du système, ŕeduit en base modale par une condensation de Craig-Bampton,puis au seul mode de torsion,
est ensuitéetudíe analytiquement en régime libre puis en ŕegime forće. Une ḿethode nuḿerique de dimensionnement est
établie, suivie d’essais nuḿeriques meńes afin de v́erifier la performance de l’absorbeur

Abstract :
This paper study Targeted Energy Transfer in a multi degree-of-freedom system. A finite element model is coupled with
two essentially cubic Nonlinear Energy Sinks (NESs) in order to attenuate the vibration of a torsional mode, excited by the
car displacement on the road. The system behaviour, reducedto a Craig-Bampton modal basis and to the torsional mode,
is analyticaly studied in the free and forced damped cases. Anumerical design is performed for the NESs and numerical
simulations are used to asses the NES efficiency

Mots clefs : Contr ôle passif de vibrations, absorbeurs non lińeaires, bifurcations, mod̀ele éléments
finis de véhicule,échelles multiples, complexification

1 Introduction
De nombreux travaux ontét́e consacŕesà l’étude du ph́enom̀ene de pompagéenerǵetique et ont mis eńevidence
l’int ér̂et du ph́enom̀ene pour des applications en contrôle vibratoire. Le ph́enom̀ene de pompagéenerǵetique
permet le transfert et la localisation d’énergie vibratoire d’un système mâıtre vers un système auxiliaire couplé
via un couplage essentiellement non-linéaire, lors de bifurcations du système [1]. Desétudes th́eoriques et
exṕerimentales ont permis de mieux comprendre et d’envisager de manìere plus claire le ph́enom̀ene via des
exṕerimentations [2],[3]. Ceśetudes ont pu d́egager des avantages certains des absorbeurs non linéaires comme
une couverture de gamme fréquentielle plus large, ainsi qu’une action sur le régime transitoire, ce qui en fait
un concurrent des systèmes d’absorption lińeaires de type TMD(TunedMassDamper).

Dans le domaine automobile les problématiques vibratoires induites par la trépidation des pneumatiques sur la
chausśee influencent directement le ressenti et le confort de l’usager. La garantie permanente d’un bon ressenti
fait fréquemment appelà des absorbeurs TMDs.
C’est ce dernier système quíequipe ǵeńeralement les v́ehicules de type cabriolet, comportant des faiblesses de
rigidité intrins̀eques̀a leur architecture, pour aḿeliorer leur confort vibratoire. Bien qu’efficace il présente des
inconv́enients non ńegligeables : une forte masse ajoutée, ainsi qu’une amplification localisée des vibrations̀a
des fŕequences voisines du mode.

L’objectif de l’étude meńee ici est d’́etudier la ŕealisation d’un contr̂ole vibratoire passif utilisant des absor-
beurs non lińeaires de type NES. Pour cetteétude les NES seront substitués aux actuels batteurs linéaires par
un assemblage similaire au système actuel en utilisant de faibles masses ajoutées et des raideurs purement cu-
biques. La garantie du confort vibratoire de l’usager se ferapar la mesure de la réponse du système aux niveaux
de points de conforts du véhicule.
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2 Etude de faisabilit́e sur un mod̀ele de v́ehicule automobile
L’ étude est basée sur un mod̀eleéléments finis du v́ehiculeà 12055 degŕes de libert́e. La prise en compte des
efforts de tŕepidation exerćes par les roues du véhicule est ŕealiśee par une technique de réduction de Craig-
Bampton. Le mod̀ele de Craig-Bampton est construit en introduisant la transformation suivante :
X = [Xbr, Xb] = [Xbr, Φ q + K

s
Xbr], leséquations du mouvement s’écrivent alors :
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En vue du dimensionnement du système d’absorption le comportement du véhicule est ŕeduit au seul mode
préjudiciableà contr̂oler, le mode de torsioǹa 15,41Hz du v́ehicule, en faisant l’hypoth̀ese que celui-ci n’est
pas modifíe par l’ajout des NESs. Leśequations (1) et (2) deviennent alors scalaires :
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ǫÿa + λaǫ(ẏa − φaq̇t) + ǫω2
a(ya − φaqt)

3 = 0
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Le syst̀eme est ensuite ramené aux d́eplacements internes des NES et au centre de masse du système par les
changements de variables :

u(t) = qt(t) + ǫφav(t) + αφbǫw(t), v(t) = φaqt(t) − ya(t), w(t) = φbqt(t) − yb(t) (4)

Après un d́eveloppement de Taylor d’ordre 2, le changement de variablecomplexe suivant est introduit [4] :

ϕ1e
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iω0t = v̇ + iω0v ϕ3e
iω0t = ẇ + iω0w (5)

Une analyse eńechelles multiples est réaliśee selon les d́eveloppements suivants :
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En éliminant les termes résonants les d́eveloppements de Taylorà l’ordreǫ0 de (1) et (2) donnent :
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D’après l’équation (6) la variableϕ10 ne d́epend pas deT0, ainsi dans l’hypoth̀ese d’une ŕesonance 1 :1 les
équations (7) et (8) d́ecrivent l’́evolution des variablesϕ20 et ϕ30 par rapport̀a l’échelle de tempsT0. Il est
possible de d́emontrer [1] que les variablesϕ20 etϕ30 évoluent vers uńetat d’́equilibre tel que :
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Afin d’observer l’́evolution du syst̀eme les variables sont décompośees sous forme polaire :ϕk0 = Rk0e
iγk

Aprés diverses manipulations algébriques les relations suivantes sur les amplitudes sont obtenues :
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L’ équation (13) permet d’obtenir une relation entre les variablesR2
20

et R2
30

, cependant dans le cas géńeral
cette relation est complexe et ne permet pas d’accéder simplement au comportement du système. Dans une
optique de design du système d’absorption nous allons lier les paramètres afin de simplifier cette relation.
Les conditions de design imposées sont les suivantes :
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où C est une constante détermińee par les conditions initiales.
La figure 1 repŕesente l’int́egration de l’́equation (15) pour diff́erentes conditions initiales.
Le dénominateur de (15) ne possède de racines réelles que pour la conditiona ≤

1√
3
, cette condition est une

valeur seuil de l’amortissement des NES. Au delà de ce seuil il y a impossibilité d’apparition de solutions
multiples et donc de bifurcations, dont le passage est caractéristique du ph́enom̀ene de pompagéenerǵetique
[1]. Il est donc primordial de maintenir un faible amortissement des NES.
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FIG. 1 – Evolution de Z10 et Z20 pour différentes conditions initiales, a=0.1,ζ0=0.03

2.1 Essais nuḿeriques en ŕegime libre
Nous allons maintenant observer l’effet des variations desdiff érents param̀etres de masse ajoutée ma, de
raideurka et d’amortissementca sur le comportement en régime libre ŕeduit au seul mode de torsion. Pour
obtenir la condition initiale en vitesse représentative de la trépidation le syst̀eme est excit́e en ŕegime sinusöıdal
à la pulsation du mode de torsion jusqu’a obtention d’un régime ṕeriodique, le jeu de conditions initiales
souhait́e est alors extrait puis projeté sur le mode de torsion pour obtenirqt(0) et q̇t(0).
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FIG. 2 – Déplacements ǵeńeraliśes du mode de torsionqt avec variation de (a) :ka, (b) :ma, et (c) :ca pour le
syst̀eme ŕeduit au seul mode de torsion. Paramètres fix́es :ka = 107.5N.m−3, ca = 10N.s.m−1, ma = 2kgs

Les ŕesultats pŕesent́es en figure 2 permettent une approche qualitative du comportement du syst̀eme en fonc-
tion des diff́erents param̀etres. L’influence du système d’absorption est nette sur deux points : la diminution
rapide des amplitudes d’oscillation et la cassure du premier pic de d́eplacement induit par la condition initiale
en vitesse.
On remarque que le paramètre d́eterminant pour l’efficacit́e du syst̀eme est la raideur des NESs, l’amortisse-
ment joue cependant lui aussi un rôle important, enfin la variation de la masse a un rôle limité, l’efficacit́e étant
déjà importante pourma=2kgs.
Cependant il faut garder en mémoire que l’influence de ces paramètres est aussi transversale, et que ces com-
portements sont directement dépendants des niveaux d’énergie appliqúes au syst̀eme, et donc dans ce cas de
l’amplitude de la sollicitation en trépidation.
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FIG. 3 – Déplacements ǵeńeraliśes du mode de torsionqt en fonction de la raideur nonlinéaireka ; param̀etres :
ma = 2 kgs,mb = 2 kgs,ca = cb = 10N.s.m−1 , base de40 modes.

L’observation de l’influence de la variation de la raideur nonlinéaire pour le mod̀ele complet̀a 40 modes de
vibrations, repŕesent́ee figure 3, permet d’observer la même tendance. Cependant la présence des autres modes
de vibration vient amoindrir l’efficacité du NES, qui reste importante.

2.2 Un critère de dimensionnement
Le critère de dimensionnement utilise l’énergie ḿecanique du système mâıtre ŕeduit au seul mode de torsion :
Em = 1

2
mtq̇

2
t + 1

2
ktq

2
t . Il est ŕealiśe par le calcul de l’aire sous la courbe de l’énergie ḿecanique du système

contr̂olé par les NESs̀a t=15 ṕeriodes, not́eA15T . L’ évolution de cette surface dépend́etroitement des diff́erentes
valeurs des param̀etresq̇t(0), qt(0), ma, ca etka.
Dans le cadre du dimensionnement les paramètresE0

m = 1

2
mtq̇t(0)2+ 1

2
ktqt(0)2 etma, mb, valeurs des masses

ajout́ees seront fix́es. Nous allons donc tout d’abordétudier l’aireA15T par rapport aux caractéristiques de rai-
deur et d’amortissement des NESs.

Les conditions initialeśequivalentes au forcing de trépidation, qui d́eterminent la valeur du paramètreE0
m

sont :qt(0) = −4.828783.10−5 m, q̇t(0) = 0.2332 m.s−1.
Les masse ajoutées sont syḿetriques telles quema = mb = 2kgs. L’évolution de la variableA15T en fonction
deca et ka est alorśetudíee afin de d́eterminer le couplet(ca, ka) optimal, la condition de design permettant
ensuite de dimensionner la totalité du syst̀eme.
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Une ḿethode de type goutte d’eau est utilisée pour la recherche du minimum, c’està dire une recherche en
croix de proche en proche de la pente du domaine. Cette méthode est illustŕee en figure 4.

2.3 Application
Pour mieux aborder le problème la notion d’efficacit́e du syst̀eme est d́efinieà l’aide de la valeur deA15T du
banc d́epourvu de tout système de contr̂ole vibratoire not́ee Ã15T . Le syst̀emeétant lińeaire cette valeur ne
dépend pas de l’énergie initiale apportée au syst̀eme. L’efficacit́e du syst̀eme par rapport̀a Ã15T est not́eee, et
définie par la relation suivante :

e = (Ã15T − A15T )/Ã15T

L’ évolution dee est illustŕee en figure 4. Pour dimensionner correctement le système il reste alors̀a choisir
l’efficacité minimale souhaitée du syst̀eme d’absorption. Il est aussi possible de recouper les bassins pour
diff érenteśenergies initiales afin de vérifier la robustesse du design. On trouve une valeur de dimensionnement
optimale proche deka = 108N.m−3 ce qui concorde avec les graphes présent́es figure 3.
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3 Etude analytique du mod̀ele condenśe en ŕegime forće
En incluant les param̀etres de forcing, tels queXbr= E0sin(ωf t), leséquations (3) prennent la forme suivante :
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av

3 + φaq̈t = ǫFa(t)
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bw
3 + αφbq̈t = ǫFb(t)

(17)

v(t) = ya(t) − φaqt(t) − ks
aE0sin(ωf )t , w(t) = yb(t) − φbqt(t) − ks

bE0sin(ωf )t

u(t) = (1 + ǫφ2
a + αφ2

b)qt(t) + ǫφav(t) + αǫφbw(t) , LT
br,ia

K
s

= ks
a , LT

br,ib
K

s
= ks

b

En appliquant une d́emarche identique au cas du régime libre, en posantωf = ω + ǫσ, et en utilisant la condi-
tion de design (14), l’́equation diff́erentielle en amplitude obtenue est la suivante :
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2
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b)

2K
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2
20

− 4ω2
0
)cos(σT1 − γ20) + 4ω0asin(σT1 − γ20))

2K
∂γ20

∂T1

=
−24ω2

0
aΩaR

3
20

2KR20

ζ0 +
−ω0(φ

2
a + αφ2

b)R20(16ω2
0
a2 + 12ω0ΩaR

2
20

+ 27Ω2
aR

4
20

)

2KR20

(19)

+
−4ω0φaF (4ω2

0
− 9ΩaR

2
20

)sin(σT1 − γ20) + 4ω0acos(σT1 − γ20))

2KR20

Dans ceśequations la condition sur l’amortissement pour l’annulation du d́enominateur observée pour l’́equation
(15) est encore présente. Ce système d’́equations pŕesente diff́erents points fixes dont la stabilité d́epend
entre autre du param̀etre de forcing. Ceci met eńevidence la possibilité d’apparition de ŕegimes de natures
diff érentes, avec possibilité de ŕegimes quasi-ṕeriodiques[3]. La sensibilité de ces ŕegimes̀a l’intensit́e du for-
cing nous ram̀eneà la notion de seuil de déclenchement eńenergie mise eńevidence dans le cas du régime
libre.
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3.1 Essais nuḿeriques sous sollicitation harmonique
Des essais nuḿeriques sous sollicitation harmonique sont ensuite réaliśes. Le syst̀eme est excit́e par un forçage
de tŕepidation du v́ehiculeà une fŕequence voisine du mode de torsion. L’excitation en trépidation consiste
ici à bloquer les degrés de libert́e des roues avant du véhicule età imposer en base des roues arrières une
sollicitation harmonique en déplacement. La condensation de Craig-Bampton permet de définir un vecteur de
forces modales ǵeńeraliśeesà appliquer au mod̀ele condenśe de v́ehicule, une continuation utilisant un schéma
de Runge-Kutta RK45 nous permet ensuite de tracer les courbes de ŕeponse en fŕequence (Frf). La Frf est
consid́eŕee au point de conforttsb pour les diff́erents syst̀eme : libre,TMD, et NESs.
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FIG. 5 – FrF au pointtsb (m) TMD, syst̀eme libre et (a) diff́erentes raideur non-linéaireska = 106−9N.m−3

pour le seul mode de torsion ; (b) pourka = 106N.m−3, 108N.m−3 base de 40 modes ; (c) vue rapprochée du
mode de torsion issue de (b) ; paramètres :ma = 2 kgs,mb = 2 kgs,ca = cb = 10N.s.m−1

L’essai repŕesent́e figure 5(a) ŕealiśe pour le seul mode de torsion au voisinage du dimensionnement optimal
montre une efficacité satisfaisante du NES au niveau de la résonance, on contaste que le TMD amplifie une
zone base fŕequence entre 1 et 4 Hz, au délà de la courbe d’amplification lińeaire, ce qui semble pouvoirêtre
évité pour la solution NESs. Pour le modèleà 40 modes représent́e figure 5 (b), (c) le NES reste efficace, mais
produit lui aussi une amplificatioǹa basse fŕequence et demeure peu sensible au dimensionnement.

4 Conclusions et perspectives
Les ŕesultats pŕesent́es ici ont permis̀a partir d’un mod̀ele éléments finis de v́ehicule, condenśe sur une base
de Craig-Bampton, et via une approche analytique puis numérique de mettre eńevidence l’apparition de bifur-
cations dans le système obtenu. A partir de ces résultats un dimensionnement aét́e établi par la ŕeduction du
mod̀ele au seul mode de torsion, puis vérifié par des simulations numériques incorporant les principaux modes
actifs.
L’efficacité du syst̀eme d’absorption áet́e d́emontŕee, le syst̀eme apporte un gain au niveau du poids important,
et contrairement au TMD agit sur le régime transitoire tout en montrant de bonnes performances en régime
forcé. Cependant des problèmes d̂us à la gravit́e doivent aussîetre pris en compte, le dimensionnement doit
aussiévoluer et s’adapter au régime forće. Enfin une phase de validation expérimentale doit̂etre meńee.
Tous ces points font actuellement l’objet d’approfondissements, avec mise en oeuvre d’un prototype sur un
banc d’essai, dans la poursuite du partenariat avec Peugeot Citroën Automobiles (PCA).
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