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Resune :
Par des approches #oriques et nugriques, nous gréralisons aux vortex non uniformes la relatiétablie par Moore

& Saffman entre I'ellipticié d’'une tache de vortiditet le champ de&formation exé@rieure qu'il subit. Nous en montrons
les implications dans le cadre des mobtgs et celui des dides.

Abstract :

Using both theoretical and numerical approaches, we gdimrahe Moore—Saffman relation between the ellipticita of
vortex patch and the external strain field, to vortices witmaniform vorticity. Applications to monopoles and dipole
are given.

Mots clefs : tourbillon, champ de déformation, elliptisation

1 Introduction

Un champ turbulent 2D enéttlin, a nombre de Reynolds suffisammeétae, est compdsde structures bien
sepagees les unes des autres, les vortex, qui&gatent dans un fond diffus de vort&igui joue un dle
guasi-passif. l&volution peut alor&tre interpette comme une dynamique de vortex. Chacun de ces vortex,
soumis au champ defbrmation induit par les vortex distants, est dan&tat proche de &quilibre [1]. Cette
évolution quasi-statique ("adiabatic steadiness”) serqpgtisous I'effet de l'induction mutuelle des vortex
jusqua ce que le quagiquilibre stable cesse d'exister. Il se produit alors urmeadyique instationnaire rapide
(filamentation, fusion) quigorganise la ou les structures et cona@uiine nouvelle phase @/olution quasi-
statique. Durant ces phases quasi-statiques, deux typésidires gardent leur ider&itors de leuévolution :
les monoples dont la vorticié a un signe dorin et les diples. Dans les deux cas, les vortex sont erecal
elliptigues, comme comisjuence de la psence d’'un champ deefbrmation engenér par I'environnement
externe dans le cas des mootgs, ou par le vortex compagnon dans le cas dasalpDe plus, la distribution
de vortici€e dans les tourbillons est non uniforme, or la seule relagikploitable pour gdire I'ellipticité et
I'inclinaison des vortex concerne des taches de vogticihiforme), relation @senge er2.1. Nous proposons
une nethode heuristique mais quantitative éstutile pour letendre au cas des vortex non uniforme§2a.
Des applications sont finalemenggenges dans le cas des moibtgs soumisx un champ deé&formation en
§3.1 et des diples erévolution libre erg3.2.

2 Monopole dans un champ de éformation plan

2.1 Solution 2D stationnaire de Moore—Saffman

On consi@re un vortex 2D dans le plai, =), de circulationl’,, soumisa un champ de &ormation de la
forme (—vy,vz). On peut trouver des solutions pour lesquelles la vogtioiiformew, est locali€e sous
forme d’'une tache de vorti@t(dite “patch”) elliptique, de petit ax@Y et de grand ax®Z, inclinés d’'un
anglef par rapport aux axeQy et Oz, de demi-petit axey et de demi-grand axe; (voir figure 1). En effet,
ces grandeurseérifient leseéquations dynamiques [2, 3]

Sz 7y cos(26) , (1)
Ty rz
et ) )
. wpTyryz ry +ry .
9 = (v +72)° T% — 7‘% sin 20, 2)

ou le point surmontant une variabléglgne la @érivation temporelle. Ces delequations montrent qu’une
solution stationnaire pedtre obtenue sous la forme d'un patch elliptique ireliled = /4 ou 3w /4. Pour
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FiG. 1 — Definitions pour le patch elliptique.

0 = /4, I'équation (2) implique

v ryrz(rz —Ty) E(E-1)

wp (ry +rz)(ry +ry)  (E+1)(E2+1)

ou aété introduite I'ellipticitt E = r /ry > 1. L'expression du membre de droiéant positive, cette solution
est valable siy etw, sont de f@me signe, sinon il faut congcer le cag = 37 /4. On peut regrouper les cas
0 = 7/4 et3w /4 enécrivant
E(E-1)

= 5 3

(E+1)(E%2+1)
et en introduisant laggle suivante : I'inclinaison du grand axe de I'ellipse déstake par rappora la direction
principale détirementd’un angler /4 compé dans le sens de la rotation du vortex.
La relation (3) limite I'existence de solutions stationeai des taux de&ormationy tels quey/w, < 0.15,

valeur au-dessus de laquelle elle n'a plus de solutfonne valeur fie dey/w, < 0.15 correspond une
ellipse stable d’elliptick £ < 2.9 (et une telle quéZ > 2.9 mais qui est instable [4]).

e
Wp

2.2 Solutions approclees de vorticie non uniforme — Patchequivalent

En piesence de viscositla vorticie cesse d@tre uniforme sous I'effet de la diffusion visqueuse ; on eatp
strictement parlant trouver de solution stationnaire qugsence dtirement axial, qui concentre la vortieit
et, de ce fait, contrecarregfalement visqueux comme dans le vortex de Burgers. Des tatlieitions onéte
déetermirees analytiquement sous la forme daveloppements haut Reynolds [5]. Toutefois, en I'absence
d’étirement axial, un vortex non uniforme souraiseformation pland—~y, vz) a, sur des temps courts par
rapporta I'évolution visqueuse, un comportement analoguzlui du patch inviscide pour ce qui concerne
l'inclinaison et I'ellipticiteé. Nous proposons ici une integpation de cette profé en faisant correspondae
un vortex non uniforme un patdguivalent dont le comportement analytique est connu.

Le vortex elliptique non uniforme est caragse par sa circulation

I'= /w(y, z)dydz,

la position de son centide (y., z.)

1 1
Ve =T /yw(y, z)dydz , z. = F/ZW(% z)dydz

et son rayon de dispersiartel que

2 1

@ = ¢ 1= 30+ (= 2Pl 2)dyds.

Dans la suite, on suppose par simpéoijuey. = z. = 0. Ce tourbillon, soumis un champ deé&formation
plan d’intensié v impos de I'exérieur, s’elliptise selon des axeg, (Z) et on peut éfinir son ellipticié par
E= az/ay ou

1 1
a2 = T / Y2w(Y,Z)dYdZ , a% = T / Z?w(Y, Z)dY dZ.

Notons quei?. + a% = a?, et que, pour un vortex circulairey = az = a/v/2.
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Pour sa part, le patch supgopla@ a I'origine, elliptique d’axesY, Z), de demi-axesy etr; pos&de une
circulation
Iy =wpmryrz

et une ellipticie £ = rz/ry. Pour un tel patch, on a un acanalytique direc des propBtes comme la
vitesse induite, le champ dé&fbrmation induit, I'ellipticié sous I'effet d’'une dformation exérieure donae
par la relation (3). En particulier, la vitesse induite ledaiu petit axea une distancé du centre est dorae
par
in I
V(L) = L @)

W<L+,/L2+r§—r§)’

et le champ deé&formation aux directions principales in@ies der/4 est d'intensié

T
7T<L+\/L2+7“§ —ig) \/LQ—I—Tg—rZ'

Afin de pouvoir utiliser ces propieségalement dans le cas d’'un vortex non uniforme, on intrdduibtion

de patchéquivalent, qui repose sur l'identification de trois cagastiques essentielles : I'intensitles vortex
(circulation), leuretendue (surface) et leur forme (elliptiEiet orientation). Pour la circulation et I'orientation,
la correspondance entre patch et vortex non uniforme esétiate. Pour ce qui est de leetendue, la corres-
pondance est moins triviale. On choisit &gte suivante : pour la vitesse induitd’extérieur du tourbillon, les
corrections elliptiques au cas axisgtrique songegales (au premier ordre) pour le patch et pour le vortex non
uniforme. Ceci rene aux relations de correspondance

6ind(L) —

(®)

Ty:2ay, T'Z:2az. (6)
La figure 2 donne la comparaison entre la vitesse induite pabdaxwnon uniforme et son patéguivalent

le long du petit axe de I'ellipse. L'accord est excelleesdjuer/a > 2. De ce point de vue, les deux vortex
auront un comportement identique \sris de I'exérieur.
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FiG. 2 — Comparaison entre la vitesse indiitene distancé le long de son petit axe par un vortex elliptique
non uniforme (DNS, traits pleins), par le patch elliptiqeguivalent (formule 4, traits discontinus) et par un
vortex axisynétriqgue de rdme circulationll /27 L, pointillés).

3 Applications
3.1 Monopdle soumisa un champ de ceformation plan

On realise alors I'exprience nurarique suivante [6] : on place un vortex gaussien dans un glusnefor-
mation plan d’intensé~ que I'on augmente lentemeatpartir de 2ro, de marére quasi-statique. Pendant ce
processus, on reve l'ellipticité £, de néme que les demi-axes de I'ellipge, a et la circulationl’, cette
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dernire nétant pas constanéecause de la diffusion visqueuse. Utilisant la correspocelé6), on peut tracer
la fonctionE = g(v/w)) ou la vorticite du patctequivalent est dorée par

r

“r drayay

La figure 3a montre que la courbe obtenue (traits pleins) &sipiroche de la loi de Moore & Saffman valable
pour le patch (traits discontinus). De plus, on perd la smufquasi-)stationnaire peu avant le seuil inviscide
v/wp = 0.15, ce quiindique que la filamentatibdu vortex non uniforme se produit quand le patch statioenair
équivalent cesse d'exister.

Mariotti, Legras & Dritschel [7] donnent un ceite analogue, bassur le rapport entre etw,.. Leur étude
est baée sur une simulation de vortex souraisin cisaillement augmentdiabatiquement, une situatioagr
proche de la @tre, avec un fond de vortiétsuppémentaire. Leur conclusion diffe Egerement : ils montrent
gue le nécanisme de destruction du vortex par filamentation estestiscide, mais leur seuil esés inerieur

a celui de Moore et Saffman. L'utilisation dg en lieu et place dey,.x devrait permettre deesorber cegcart.

On peut aussi montrer que letats elliptiques ainsi obtenus sont attracteurs péwolution des vortex soumis
a un champ de&formation impo8é de I'exérieur. Comme l'illustre la figure 3b, des conditions inigglquel-
conquesvoluent, apes quelques oscillations vers la courbe de géasitibre. Ce comportement est dailleurs
propre aux vortex non uniformes, car dans ledtie des fluides parfaits, des patches de vogtiagcilleraient
indéefiniment [2, 8].
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Fic. 3 — (a) Ellipticit du monople en fonction dey/w, détermiree par DNS (trait plein) ou par le patch
elliptique équivalent (trait discontinu). (b) Trajectoire dans ceme plan de paradtres pour deukvolutions
temporelles issues de conditions initiales axigymgues ¢, = 1 at = 0), correspondana deux valeurs
différentes dey imposes constanteg\(: v = 0.1; o : v = 0.17). On observe que les trajectoires qui partent
de I'etat axisynetriqueE = 1 rejoignent la courbe de quasguilibre (traits discontinus), et qu’elles la suivent
jusqu’a filamentationd droite sur le graphe).

3.2 Application a la dynamique du dipdle 2D

Le patchéquivalent s’applique &s bien au cas du dife enévolution libre. On sait d’'une part que la vitesse
maximale d’'un diple constit@ de deux vortex de circulatiofl’ dont les centriles sont espés d’une dis-
tanceb est obtenue pour des vortex ponctuels= I'/(27b). Cette solution degquations d’Euler est une
translation rectiligne uniforme du dipe. En pésence de viscosit les coeurs des vortex croissent en taille,
en neéme temps qu'ils s’elliptisent sous I'effet des champs @ination mutuels (qu'ils induisent I'un sur
l'autre). Cette elliptisation est le premier facteur quindiue la vitesse du dide, avant que les vortex ne
viennent en contact et que la circulation des vortex ne came& decliner significativement. De masrie
concommitante, une queue de vorctommence se former I'aval du dile. Elle n’a a priori aucunale
dynamique, mais elle complique létrmination des profiries gonétriques des vortex du dife. Il convient
alors en pratique de supprimer la vorticgitlee a I'extérieur d’'une bande pour ne conserver quetta tu

'On ne parle pas ici de la filamentation dugérosion du vortex par la viscosita priori plus faible.
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dipole.

On peut tester la préclure en utilisant les relations (4) et (5). On y injecte Briquement. = b(¢) 'espace-
ment entre les vortex;, = I'(¢) leur circulation, ainsi que, = 2a,(t) etr, = 2a.(t) leur taille, toutes ces
variablesétant obtenues par la simulation namgue directe (DNS?. On peut alorénifier sur la figure 4 que
cette néthode permet de retrouver, de n&mgi semi-analytique, la vitesse du @lip et le taux de gformation
mutuel des deux vortex, en incluant I'effet de leur elligtien.

0.2 w w w w 0.5

0.4 |
0.15F :

I
03}
011
0.2

0.05+

FIG. 4 — (a) Comparaison entre vitesge du dipdle visqueux étermiree par DNS (traits pleins) et vitesse
semi-analytiquey$® (traits discontinus) obtenug partir de (4) aved. = b(t) espacement entre les vortex et
I', = I'(t) circulation, deux grandeurs obtenues par la DNS. (b) : idem pour ledaukformatione induit
sur le vortex compagnon (les deux courbes sont quasiment indisteshadistegalement re@seng le taux de
déformation totak*! (induit + autoinduit), nettement sageur.

Sortant maintenant du cadre semi-analytique, il est pasdiblériver, pour le diple, une relation entr& et
a/b. En effet, I'ellipticitt de chacun des vortex est due au champélerthation mutuel, impdspar I'autre
vortex. On suppose que ce champ est uniforme, d’intensit ¢™(L = b(t)) donrée par (5). D’autre part,
on utilise la correspondance :

r
Wy = .
P draya,
La loi de Moore & Saffman (3) pour le pat@yuivalent, si I'on utilise les relations
a aF

Ay = —F/——=, 0y = —F——,
YUVIFE2 T V14 E?
s’écrit
E—-1 4ray
E+1 T °
Specifiant maintenant en introduisant (5) dans cette dere équation, aveey = <"4(b), on obtient une
relation treorique approdde entref eta/b :

£-1 1+\/1+46L2E2_1 \/1+4a2E2_1—4a2 (7)
E+1 v E2+1 v E2+1 b2
qui est une sorte équation détat que @rifie le diple tout au long de soevolution. L'existence d’une relation

de cette nature avaiégh et postuke [9], nous en donnons ici une forme analytique. La figure 5 raante
I’ évolution lors d’'une DNS suit de mare assez proche cette logthrique (en traits discontinus).

4 Conclusion

Moore et Saffman ont&mnonté une relation entre I'elliptict d’'un vortex et le champ extieur de @éformation
plan valable pour une distribution de vortieniforme. On montre ici par des approchasottiques et nug
riques directes comment cette loi pétite également utilise, quoique de madie approcke, dans le cas de

5
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FIG. 5 — L'évolution deE en fonction dez/b pour un diple visqueux par DNS (traits pleins, dates indigs
le long de la courbe) suit approximativement la I@adhique (equation (7), traits discontinus).

vortex non uniformes : dans le cas des mdilep, nous trouvons que cétats de quastquilibre entre vorti-
cité et ceformation sont attractifs pour la dynamique d’un vorterglan champ egtrieur impog ; dans le cas
des difles, cette approche permet dariger une formule semi-empirique pour la vitesse de tediwsi, ainsi
gu’'une "loi d'état” liant I'ellipticité des deux vortex et le rapport taille du coegp@ration, valable pour tout
dipdle.

Les simulations nui&riques directes de cetttude ontte pour la plupart effecies sur un supercalculateur
NEC-SX8a I'IDRIS-CNRS, dans le cadre du projet CP2-0137. Ce travisti &n partie finarepar le projet
ANR no. 06-BLAN-0363-01 “HiSpeedPIV”.
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