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Résune :
La stabilité tri-dimensionnelle d'un jet plan de Bickley éstidée sous I'’hypothse de Boussinesq en faisant varier I'angle
formé par le plan de cisaillement et la stratification. Nous asalys dans quelle mesure le mode de Kelvin-Helmholtz

peut avoir une structure rayonnante et pliEngralement comment des ondes internes (ou ondes de&ragdod@esa
des modes rayonnants instables, peugmst gerérées spontaement.

Abstract :

The three-dimensional stability of a two-dimensional gld@ickley jet is studied under the Boussinesq approximation
when the angle between the basic flow and the vertical dieatif stratification is varied. We analyse under which
conditions the Kelvin-Helmholtz mode exhibits an oséilpistructure and more generally, how internal gravity wave
can be spontaneously generated by the jet.
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1 Introduction

Les sources d’ondes internes peuvent étre multiples Brdts et al. (1)) et I'instabilité de cisaillement (ou de
Kelvin-Helmholtz) en fait partie. Les études de stabilifune couche cisaillée dans un fluide stratifié stable
se sont souvent limitées aux cas ou I'écoulement moyeargf®rme dans un plan horizontal mais varie avec
I'altitude (voir Miles (2) et Howard[(3)). Delonclet al. (4) ont recemment étudié la stabilité 3D d’un jet
de Bickley dont le plan de cisaillement est horizontal mEse se sont intéressés qu'au mode de Kelvin-
Helmholtz.

Un lien entre les deux types d’étude va étre obtenu en dérait un jet plan de Bickley dont le plan de cisaille-
ment possede une orientation arbitraire par rapport &idatibn de stratification. Nous nous intéresserons plus
particulierement aux propriétés de stabilité des nsagdgonnants, c’'est a dire a ceux possédant une structure
transverse oscillante a l'infini. De tels modes ont dégrmentionnés par Satomura (5) dans un modele en eau
peu profonde. lls sont également semblables@amodes acoustiquesdécrits par Tam and Hul(&; 7) que I'on
trouve dans les jets supersoniques.

2 Formulation du probleme

En l'absence de perturbation, le fluide est stratifié avedi@guence de Brunt-Vaisal = \/—g/po - dp/dz*
constante, aveg* vertical ascendanp, une densité de référence constantelatdensité moyenne, et possede
une vitessdJ. On considere comme &coulement un jet de Bickley plan

1
U= U(z)ex = mex, (l)

tel que le plan de cisaillementz forme un angle avec la verticale (voir figurgl 1(a)). Toutes les variables
sont adimensionnées en utilisant la vitesse maximalardgeur du jet et la densité de référence. Le nombre de
Froude est ainsi défini pdfr = 1/N. Les propriétés de stabilité sont obtenues en cormidés perturbations
linéaires de vitessa = (u, v, w), de pressiom et de densite, de la forme :

f(x,y,2,t) = f(2) exp(iwt — ikyx — ikyy). (2)
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FIG. 1: (a)EcouIement de base : définition de I'anglé) Taux de croissance temporel du mode de Kelvin-Helmtaltz
du premier mode rayonnant pokiy = 0.9021 etf = 7/2. — : résultats numériques; - - - : analyse WKBJ pour
kyFr > 1;¢:résultats de Delonclet al. (4).

Dans le cadre des hypothéses non-visqueuse et de Bougdeméquations linéarisées pour la perturbation
deviennent :

(w—k,U)u — i%w = kD, (3a)

(w — kU)v +isin(0)N?p = kyp, (3b)
(w— ke U)w —icos()N?p = i%, (3¢)
(w—kzU)p —isin(f)v + icos(f)w = 0, (3d)
ikyu + ikyv — ((11—1;) =0. (3e)

Les équationd]3) sont mises sous la forng = wB f ou A etB sont les opérateurs discrétisés. Le probleme
aux valeurs propres généralisécerst alors résolu par une méthode de collocation speclefeartie imagi-
naire dew, notéew;, représentant I'opposé du taux de croissance temporetddtour d'intégration dans le
plan complexe est utilisé afin d’appliquer correctememidadition de rayonnement a l'infini (voir Riedinger
et al. (€)). Des conditions de parité sont également applig@a&ecentre du jet afin de sélectionner les modes
sinueux (impair en pression) et variqueux (pair en pregsibans la suite, seuls les modes sinueux seront
considéres.

3 Reésultats

3.1 Cisaillement vertical

Pour le cisaillement vertical,e. quandd = 0, Miles (2) et Howardl(3) ont trouvé une condition suffisante
2

d’instabilite en terme de nombre de Richarddon = :Si Ri < 1/4 alors I'écoulement est in-

(dU/dz)?
stable. Dans le cas du jet de Bickley, le nombre de Richardsbminimal au point d’inflexiory; ot on a
4| = 147‘/5. Ainsi, la condition d'instabilite s’écrit doncE'r > 3—‘2/3 Comme on peut le voir sur la figure

[3, cette condition est vérifiee, mais elle n'a de sens que fpe- 0. En effet, des que I'anglé est different de
zéro, I'ecoulement est instable quel que soit le nombrRideardson.
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FIG. 2: Taux de croissance temporel (a2) du mode de Kelvin-Helinfw = 0) et (b) du premier mode rayonnamt £ 1)
pourf = w/2 et Fr = 1 dans le plark,-k,. Le mode présente une structure rayonnante entre les|&pesses
définies par les inégalitég (5).

3.2 Cisaillement horizontal

Le cas ou le cisaillement est orthogonal & la stratificatiorrespond a I'anglé = 7/2 et a été traité par
Deloncleet al. (4). Le taux de croissance temporel maximal du mode de Kéhélmholtz correspond a une
perturbation bi-dimensionnelle pokg = 0.9021 ; il est tracé en fonction du nombre d’'onde normalkgé™r

sur la figurddL(b). Les résultats sont en accord avec ceuxeltenble et al. mais d’autres modes amplifiés,
appelés par la suite modes rayonnants, peuvent étreusbgeaice a I'intégration dans le plan complexe.
Dans le contexte des tourbillons stratifies, Le Dizes &adit (9) ont montré qu’une bonne description des
modes amplifiés pouvaient étre obtenue en effectuantnalgse WKBJ (voir Bender & Orszafy (10)) dans la
limite £, F'r > 1. Une telle analyse conduit ici a la relation de dispersiguante pour les modes sinueux :

Ze _ ka 2 1
k:yFr/ \/ s —nn 2 In2, 4)
0

1—Fr3(w—k,U)? 4 4

oun est un entier et. = arcosh(,/k,/w). Le taux de croissance obtenu & partir de cette relatidd a@&cé
sur la figurédl(b) pour. = 0 andn = 1. Le bon accord avec les résultats numériques pghr- > 5 montre
gue l'analyse capture I'essentiel du mécanisme physigukrétabilite. Ce résultat montre également que
le mode de Kelvin-Helmholtz, qui correspond au mede- 0 dans [%), est en réalité pour des grakgde
premier mode d’'une famille infinie de modes instables. M&ains, il se distingue des autres modes par son
comportement instable pour des petifs
Le comportement rayonnant des modes s’obtient en analgsasmlutions des équations des perturbatigns (3)
au voisinage de l'infini. On trouve que les modes rayonnensdadirection: des que la partie réelle de leur
fréequence vérifie

Ky

Notez en particulier que la deuxieme inégalité correspa la valeur limite d’'existence des ondes internes
dans un milieu au repas < N (1). Ces conditions ont été appliquées aux deux premigdes sur la fi-
gurel2. On peut ainsi remarquer que les deux types de modasn@yt pour une large gamme de parametres.
En particulier, le mode. = 1 est quasiment toujours rayonnant. Dans les deux cas, oregalgment souli-
gner en comparant les figudds 1(b]ket 2 que le désaccordlenttenérique et I'analyse WKBJ est important
uniquement lorsque le mode n’est plus rayonnant.

<wpFr<1. (5)
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FiG. 3: Evolution du mode 2DK, = 0) le plus amplifie ((a), et (b) «w;) en fonction des parametrést F'r.

3.3 Anglef quelconque

Faire varier I'angled permet de voir comment sont reliées les situations pi&rénent décrites. Sur les fi-
gures[B, nous avons tracé le taux d’amplification maximdadtéquence associée d’'une perturbation 2D
(k, = 0) en fonction de I'angle et du nombre de Froude. Comme on lidigee précédemment, la valeur
1/4 du nombre de Richardson est clairement visible, mais efiespond a une limite de stabilité uniguement
lorsquef = 0.

Sur la figurd®, nous avons tracé, dans le cas fortemeniffisti@r < 1), les caractéristiques du mode de
Kelvin-Helmholtz et du premier mode rayonnant en fonctiamdmbre d’'onde normalisg F'r lorsque I'angle

0 varie et pour la valeur dk, correspondant au taux d’amplification maximal & /2. On remarque que
les modes sont moins instables et que leur frequence audghoesgue I'angle diminue. Le premier effet peut
étre relié a un effet stabilisant de la composante ddifitedion projetée dans le plan de cisaillement. L'autre
effet visible est la disparition du caractére bi-dimensiel du mode de Kelvin-Helmholtz (dés qéle~ «/8,
voir figure[4(b)). De plus, pour de petits angles, il estiessant de remarquer que le taux d’amplification du
mode de Kelvin-Helmholtz devient du méme ordre de grandearcelui du premier mode rayonnant.

4 Conclusion

Nous avons montré comment les propriétés de stabilité j¢t plan de Bicklet variaient lorsque I'angle de la
stratification vis-a-vis du plan de cisaillement étaitdiii@. Ainsi, on a pu faire le lien entre les résultats obien
dans les deux cas limites d’'un cisaillement parallele ehdisaillement perpendiculaire. Parmi les résultats
intéressants, nous avons montré que le critere d’ilséabasé sur le nombre de Richardsadi (< 1/4)
n'était utile que pour le cas d’'un cisaillement parfaitengarallele a la stratification. Dés que cisaillement et
stratification ne sont plus paralleles, nous avons déraajpte le mode de Kelvin-Helmholtz était instable quel
gue soit le nombre de Richardson.

En utilisant une astuce numeérique, nous avons égalenemtgitre en évidence la présence d’autres modes
gue celui de Kelvin-Helmholtz. Ces modes sont de type ragohoar ils possedent une structure transverse
oscillante loin du jet. lls ont un taux de croissance comiplera celui du mode de Kelvin-Helmholtz dans
le cas fortement stratifi&f{r < 1) et lorsque cisaillement et stratification sont presquelfides (faibled).
Nous avons aussi montré qu’ils pouvaient etre décritsipa analyse WKBJ dans la limite des grands nombre
d’'onde transversaux.
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FIG. 4: Comportement du mode de Kelvin-Helmholtz ((a) et (b))dat premier mode rayonnant ((c) et (d)) pour
k. = 0.9021, Fr = 10~* et dew/2 aw/12 par palier der/36.
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