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Résuḿe :
Nous pŕesentons les structures convectives obtenues dans une couche fluide confinée dans une cavité cylindrique, chauff́ee
par le bas et avec une surface supérieure libre. Au d́eclenchement de la convection, les structures convectives corres-
pondentà des modes de Fourier, et les seuils critiques dépendent du rapport de forme de la cavité, et des nombres de
Biot et de Marangoni qui caractérisent la surface libre. Lorsque la convection se déclenche sous la forme d’un mode
axi-syḿetriquem = 0, l’ évolution non-lińeaire montre la coexistence de différentes structures convectives, des structures
axi-syḿetriques avećecoulement montant ou descendant au centre de la cavité et des structures correspondantà des
combinaisons de modes qui apparaissent sur des branches sous-critiques.

Abstract :
We show the convective structures obtained in a cylindrically confined fluid layer heated from below and with an upper
free surface. At onset, the convective structures correspond to Fourier modes, and the critical thresholds are found to
vary with the aspect ratio of the cavity, and the Biot and Marangoni numbers which characterize the free surface. When
an axi-symmetricm = 0 Fourier mode is obtained at onset, the non-linear evolution shows the coexistence of different
convective structures, the axi-symmetric structures with up-flow or down-flow at the center and mixed-modes structures
which appear on subcritical branches.

Mots clefs : Convection de Rayleigh-B́enard, ǵeométrie cylindrique, surface libre

1 Introduction
La compŕehension de la naissance et de l’évolution des structures convectives dans les systèmes fluides chauffés
présente un int́er̂et à la fois fondamental et appliqué. L’évolution dynamique de cesécoulements chauffés est
très riche, et cette situation est aussi typique de situations industrielles, croissance cristalline (semi-conducteurs,
mat́eriaux pour l’optique), d́ep̂ots chimiques en phase vapeur, ou encore pompage du sodium utilisé dans les
réacteurs nucléaires. Dans le cas particulier de la croissance cristalline, le comportement oscillatoire du bain
fondu est responsable de la présence de striations dans le cristal obtenu, affectant ainsi la qualité de la structure
finale.
L’ étude ici pŕesent́ee consid̀ere une couche fluide chauffée, confińee dans une cavité cylindrique verticale. Le
chauffage est imposé par le bas, si bien que la mise en mouvement du fluide ne se fera qu’au delà d’un certain
seuil critique. La surface supérieure de la cavité est libre :à cette surface, nous tenons compte du transfert
thermiquèa travers une condition aux limites faisant intervenir un nombre de Biot, ainsi que de l’équilibre des
forces de tension superficielle qui fait intervenir un nombre de Marangoni. La recherche desétats stationnaires
en fonction du nombre de Rayleigh est assurée par une ḿethode de continuation et lesétats oscillatoires sont
obtenus par int́egration temporelle. Nous savons aussi déterminer les points de transition, ce qui nous permet
d’obtenir l’ensemble des solutions convectives de notre système.
Leséquations auxquelles obéit notre fluide sont leśequations de Navier-Stokes sous l’approximation de Bous-
sinesq. Le fluide, de nombre de Prandtl unité (Pr = 1), est soumis,̀a travers les variations de température,̀a
des forces volumiques de flottaison en lien avec la gravité età des forces de tension superficielle au niveau de la
surface libre. La mod́elisation suppose que l’ensemble des mouvements géńeŕes ne d́eforme pas la surface libre
qui reste plane. Les nombres de Rayleigh et de Marangoni sont définisà partir de la diff́erence de temṕerature
effective existant entre le bas et le haut du fluide en situation diffusive, conformément aux travaux de Dauby
[1].
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2 Méthodes nuḿeriques d’intégration
Le code tridimensionnel permettant de simuler les mouvements convectifs est basé sur une discŕetisation spec-
trale multi-́eléments, dite ḿethode deśeléments spectraux [2]. Cinq́eléments sont utiliśes pour paver la sec-
tion circulaire du cylindre et une ḿethode isoparaḿetrique permet la prise en compte de la forme courbe des
éléments de bord. Le code de base est un code avecévolution temporelle qui résoud les parties lińeaires et
non linéaires par une ḿethode splitting [2]. Les parties non-linéaires sont approxiḿees explicitement par une
méthode de Adams-Bashforth tandis que les termes linéaires sont ŕesolus par un schéma implicite de Adams-
Moulton à l’aide d’une formulation variationnelle. La contrainte d’incompressibilité n’étant pas naturellement
assuŕee, unéetape supplémentaire de résolution de la pression avec conditions aux limites appropriées ferme
le probl̀eme. Ce sch́ema temporel est programmé à l’ordre 3 pour les calculs transitoires. Ce même sch́emaà
l’ordre 1 sertégalement̀a rechercher par continuation lesétats stationnaires. Notre méthode de continuation
est une ḿethode de type prédiction/correction òu une pŕediction obtenue par interpolation linéaire (voire qua-
dratique)à partir de solutions préćedentes est aḿeliorée par it́erations de Newton jusqu’à convergence de la
solution.
La méthode de continuation que nous avons programmée utilise la matrice Jacobienne sans toutefois que
celle-ci soit calcuĺee explicitement. Le produit matrice-vecteur est connuà un pŕeconditionnement près ; il
correspond̀a une it́eration en temps du problème lińeariśe [3]. La ŕesolution des systèmes lińeaires va donc
se faireà l’aide de ḿethodes it́eratives du type gradient conjugué. Nous pouvons ainsi suivre les branches de
solutions stationnaires, qu’elles soient stables ou instables, de manière śequentielle. En un point de rebrousse-
ment (franchissement d’un noeud-col) ou de bifurcation, la stratégie pour obtenir les nouvelles branches est de
maintenir constante l’une des composantes de vitesse (celleà plus forte variation par exemple) et de résoudre
le param̀etre de continuation (le nombre de Rayleigh) [4]. Nous pouvons ainsi, de proche en proche, obtenir
l’ensemble des branches de solutions quiémergent dans notre système.
Nous pouvons aussi déterminer de façon précise les points de bifurcation par un calcul direct, pour lequel
une solution proche du point critique munie du vecteur propre critique doiventêtre fournis. Une proćedure
de Newton permet alors de converger vers le point critique par résolution de systèmes lińeaires se ramenant
à des appels successifs d’étapes en temps classiques ou adaptées. Enfin, pour chaque branche de solutions, le
spectre des principales valeurs propres permettant de déterminer la nature stable ou instable de ces branches est
obtenu par une procédure d’Arnoldi. Cette ḿethode qui se ram̀ene en final̀a la diagonalisation d’une matrice
de petite taille, la matrice de Hessenberg, nécessite de faire agir un grand nombre de fois la matrice Jaco-
bienne sur un vecteur, ce qui consiste encore une foisà ŕealiser de nombreusesétapes en temps du système
linéariśe. L’ensemble de ces ḿethodes nous permet de décrire de façon précise le comportement dynamique
desécoulements auxquels nous nous intéressons lorsque le nombre de Rayleigh est augmenté. Nous pouvons
également suivre les principaux points de bifurcation en fonction des autres paramètres (rapport de forme,
nombres de Marangoni, de Prandtl et de Biot).

3 Analyse des seuils primaires
Dans notre cavit́e cylindrique chauff́ee par le bas, un mouvement global de fluide ne peut apparaı̂tre qu’au del̀a
d’un seuil critique, caractériśe par exemple par le nombre de Rayleigh critique. Ces seuils de déclenchement
du mouvement sont en géńeral obtenus par analyse de stabilité linéaire de la solution de base diffusive qui
consistèa calculer les valeurs propres du système aux perturbations linéariśe autour de cette solution de base.
Dans notre cas, nous n’écrirons pas et ne résoudrons pas ce système, mais nous utiliserons la procédure de suivi
des points de bifurcation, en prenant soin de ne pas calculer la solution mais de l’introduire commeétant la so-
lution diffusive. En raison des propriét́es d’axi-syḿetrie de notre problème et de la solution de base, les modes
propres qui vont initier la convection (modes primaires) sont des modes de Fourier. Nous nous intéresserons
aux trois modes principaux qui sont les modesm = 0, 1 et 2 (pour une variation azimutale exprimée en
exp(imθ)).
Comme le montre la figure 1(a) pourBi = 100 et Ma = 0, le rapport de formeA(=rayon/hauteur) de la
géoḿetrie d’́etude agit de façon significative sur l’émergence des modes primaires. PourA = 0.5, soit une
cavit́e assez compacte (hauteur=diamètre), nous observons que le mode critique (celui dont le seuil d’appari-
tion Rac est le plus bas) est un mode asymétriqueà un rouleaum = 1. Ce mode reste critique jusqu’à des
géoḿetries de rapport de formeA ≈ 1, puis c’est le mode axi-syḿetriquem = 0 qui s’impose jusqu’̀aA ≈ 2.8,
puisà nouveau le modem = 1. Nous voyons que l’effet de confinement latéral (diminution deA) contr̂ole les
structures convectives,à savoir que la structure spatiale de ces modes est contrainte (il ne peut se former qu’un
nombre limit́e de rouleaux, et pourA faible le modem = 1 à un rouleau est dominant) et les seuils d’instabi-
lit é de ces modes sont de plus en plus sépaŕes les uns des autres. Pour des cavités plus aplaties (accroissement
deA), les modes ont des seuils proches les uns des autres, car tous les modes peuvent s’adapterà ce type de
géoḿetrie en rajoutant des rouleaux vers la périph́erie, et le mode critique change donc régulìerement. Cet effet
du confinement est très ǵeńeral et se retrouve quelles que soient les valeurs des autres paramètresBi et Ma
avec seulement des décalages dans la transition entre les modes (figure 1(b)).
L’influence des nombres de BiotBi et de MarangoniMa (li ésà la surface libre) sur les seuils primaires est

présent́ee sur la figure 2. Quel que soitMa, le nombre de Rayleigh critiqueRac tend pour les fortes valeurs du
nombre de Biot vers une valeur asymptotiqueRac ≈ 1200. Cela est d̂u au fait qu’̀a fortBi (commeBi = 100)
la temṕeratureà la surface libre peut̂etre consid́eŕee comme approximativement constante ce qui empêche
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FIG. 1 – Evolution des seuilsRac des trois principaux modes primaires (m = 0, m = 1 etm = 2) en fonction
du rapport de formeA pour (a) un nombre de BiotBi = 100 et un nombre de MarangoniMa = 0 et (b)
Bi = 1 etMa = 100 (Pr = 1).

la cŕeation des gradients de température ńecessaires au développement des forces de tension de surface. Au
contraire l’influence du nombre de MarangoniMa est la plus forte pourBi = 0 où les gradients de température
à la surface libre peuvent le plus facilement se développer : cette influence est stabilisante pourMa > 50 et
déstabilisante pourMa < 50.
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FIG. 2 – Evolution du seuilRac du mode critiquem = 1 en fonction du nombre de BiotBi pour différentes
valeurs du nombre de MarangoniMa dans le cas d’une cavité de rapport de formeA = 1.5 ( Pr = 1).

4 Dynamique non-linéaire
L’ évolution des structures convectives qui se développent au delà des seuils primaires peutêtre repŕesent́ee
sous la forme d’un diagramme de bifurcation traçant par exemple la composante verticale de vitesse au centre
de la cavit́e, w0, en fonction du nombre de Rayleigh. Nous présentons ainsi sur la figure 3 le diagramme de
bifurcation obtenu pour une géoḿetrie de rapport de formeA = 1.5, un nombre de BiotBi = 100 et un
nombre de MarangoniMa = 0 (tensions de surface négligeables). La première bifurcatioǹa partir de l’́etat de
repos correspond̀a un modem = 0 : deux solutions convectives axi-symétriques sont donc obtenues, l’une où
le fluide monte au centre de la cavité (vitessew0 positive) et l’autre òu le fluide descend (vitessew0 négative).
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Notons que, contrairement au cas de la cavité ferḿee (surface rigide en haut), notre système ne poss̀ede pas
la syḿetrie haut/bas. Il n’y a donc pas de symétries briśees lors de l’apparition de la solution axi-symétrique
et la bifurcation est donc transcritique. La transcriticité est ńeanmoins tr̀es faible et ne peut̂etre observ́ee sur
le diagramme. Les solutions axi-symétriques sont observables sur une large gamme de valeurs deRa, jusqu’̀a
Ra = 12512 pour la branche supérieure (w0 positive) et jusqu’̀a Ra = 10112 pour la branche inf́erieure.
Les nouvelles branches de solutions qui apparaissent en ces points de bifurcation sont sous-critiques. Dans le
quadrant suṕerieur, la branche est géńeŕee par un modem = 2 et les solutions sont dénot́eesm = 0/2. Ces
solutions sont instables jusqu’au franchissement d’un noeud-col où la branche est stabilisée. Cette branche
reste ensuite stable jusqu’à l’apparition d’une bifurcation de Hopf. Dans le quadrant inférieur, la premìere
branche bifurquant de la solution axi-symétrique est ǵeńeŕee par un modem = 1 et les solutions sont dénot́ees
m = 0/1. Cette branche sous-critique rebrousse aussi cheminà un noeud-col, mais elle n’y est pas stabilisée
et n’est donc pas observable. Par contre, une branche de solutionsm = 0/2, née de la branche axi-symétrique
en un point de bifurcation au-delà deRa = 20000, se comporte de façon assez similaireà la branche obtenue
dans le quadrant supérieur et se stabilise en un noeud-col. La branche reste stable jusqu’à un nouveau point de
bifurcation stationnaire.
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FIG. 3 – Diagramme de bifurcation donnant la vitesse au centre de la cavité w0 en fonction deRa pour une
cavit́e de rapport de formeA = 1.5, un nombre de BiotBi = 100 et un nombre de MarangoniMa = 0
(Pr = 1). Les lignes continues représentent leśetats stables et les lignes discontinues lesétats instables. Les
points de bifurcation stationnaire sont représent́es par des points noirs et les points de bifurcation oscillatoire
par des points blancs. Les tracés donnent les iso-lignes de la vitesse verticale dans le plan horizontal central.

5 Conclusion
Les situations convectives en cylindre chauffé par le bas avec surface supérieure libre se ŕevèlent assez diff́eren-
tes de leurs homologues en cylindre fermé. Si les ŕesultats de stabilité linéaire montrent le m̂eme type d’in-
fluence du rapport de forme sur les seuils primaires, nous voyons que les nombres de Biot et de Marangoni qui
caract́erisent la surface libre ont une influence importante sur ces seuils. Mais, c’est particulièrement la dyna-
mique non-lińeaire qui est modifíee. En effet, m̂eme dans un cas où le rôle de la surface libre áet́e largement
contraint (fort nombre de Biot, nombre de Marangoni nul), nous observons une complexification du diagramme
de bifurcation avec en particulier la présence de branches sous-critiques avec une très forte sous-criticit́e, ce
qui induit l’existence de plusieurs types de solutions sur de larges gammes de paramètres. La diminution du
nombre de Biot, par la modification des transferts thermiques qu’elle entraı̂ne ainsi que la plus libre expression
des effets de tension de surface, devrait encore modifier la dynamique de nos systèmes.
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