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Résune :

Nous pésentons les structures convectives obtenues dans une couche fluideeoderfis une catcylindrique, chauéfe

par le bas et avec une surface éungure libre. Au @clenchement de la convection, les structures convectives corres-
pondenta des modes de Fourier, et les seuils critiquépehdent du rapport de forme de la céyiet des nombres de
Biot et de Marangoni qui caraétisent la surface libre. Lorsque la convection slénche sous la forme d’'un mode
axi-synétriquem = 0, I' évolution non-ligaire montre la coexistence de éintes structures convectives, des structures

axi-synétriqgues ave@coulement montant ou descendant au centre de laéavitles structures correspondanties
combinaisons de modes qui apparaissent sur des branches sous-critiques.

Abstract :

We show the convective structures obtained in a cylindrically confined fluid layer heated from below and with an upper
free surface. At onset, the convective structures correspond to Fourier modes, and the critical thresholds are found to
vary with the aspect ratio of the cavity, and the Biot and Marangoni numbers which characterize the free surface. When
an axi-symmetrien = 0 Fourier mode is obtained at onset, the non-linear evolution shows the coexistence of different
convective structures, the axi-symmetric structures with up-flow or down-flow at the center and mixed-modes structures
which appear on subcritical branches.

Mots clefs : Convection de Rayleigh-Enard, geonétrie cylindrique, surface libre

1 Introduction

La compghension de la naissance et ds/blution des structures convectives dans leesyss fluides chaudb
présente un ir@rét a la fois fondamental et appliqulL’'évolution dynamique de c&coulements chawb est
treés riche, et cette situation est aussi typique de situations industrielles, croissance cristalline (semi-conducteurs,
matriaux pour I'optique), @pdts chimiques en phase vapeur, ou encore pompage du sodiura délhs les
réacteurs nuéaires. Dans le cas particulier de la croissance cristalline, le comportement oscillatoire du bain
fondu est responsable de l&&pence de striations dans le cristal obtenu, affectant ainsi la@dalia structure
finale.

L' étude ici pesenée considre une couche fluide cha&é#, confi@e dans une caetcylindrique verticale. Le
chauffage est imp@spar le bas, si bien que la mise en mouvement du fluide ne se fera queadiwekertain
seuil critique. La surface sépeure de la cavit est libre :a cette surface, nous tenons compte du transfert
thermiquea travers une condition aux limites faisant intervenir un nombre de Biot, ainsi queqiglibre des
forces de tension superficielle qui fait intervenir un nombre de Marangoni. La recherobiadestationnaires
en fonction du nombre de Rayleigh est agsupar une ithode de continuation et |é€sats oscillatoires sont
obtenus par irggration temporelle. Nous savons aussiedminer les points de transition, ce qui nous permet
d’obtenir 'ensemble des solutions convectives de notreeayst

Leséquations auxquelles éh notre fluide sont leéquations de Navier-Stokes sous I'approximation de Bous-
sinesq. Le fluide, de nombre de Prandtl ani®r = 1), est soumisa travers les variations de teématurea

des forces volumiques de flottaison en lien avec la ggatd des forces de tension superficielle au niveau de la
surface libre. La moglisation suppose que I'ensemble des mouvemdnisgs ne éforme pas la surface libre
qui reste plane. Les nombres de Rayleigh et de Marangoni &fintsh partir de la diference de tengrature
effective existant entre le bas et le haut du fluide en situation diffusive, coafoemt aux travaux de Dauby

[].
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2 Meéthodes nungriques d’intégration

Le code tridimensionnel permettant de simuler les mouvements convectifs estiame dis@tisation spec-
trale multi-€léments, dite rathode de€léments spectraukl[2]. Cinglements sont utiliss pour paver la sec-
tion circulaire du cylindre et une @hode isoparagtrique permet la prise en compte de la forme courbe des
éléments de bord. Le code de base est un code @éw@ation temporelle quiasoud les parties lgaires et
non linéaires par une athode splitting([2]. Les parties non-fnires sont approxiges explicitement par une
méthode de Adams-Bashforth tandis que les termésiirs sont@solus par un sé@ma implicite de Adams-
Moulton a I'aide d’une formulation variationnelle. La contrainte d'incompressébilietant pas naturellement
assuee, unettape sup@mentaire deasolution de la pression avec conditions aux limites appeeprferme

le probEme. Ce sobma temporel est prograngma I'ordre 3 pour les calculs transitoires. C&mme scbmaa
I'ordre 1 sertégalement rechercher par continuation leétats stationnaires. Notreathode de continuation
est une rethode de type gdiction/correction 0 une pédiction obtenue par interpolation &aire (voire qua-
dratique)a partir de solutions piedentes est agfioree par ierations de Newton jusga’convergence de la
solution.

La méthode de continuation que nous avons programmtilise la matrice Jacobienne sans toutefois que
celle-ci soit calcude explicitement. Le produit matrice-vecteur est coanun peconditionnement ps; il
corresponda une iération en temps du pradghe lireari€ [3]. La ésolution des sysmes lirgaires va donc

se fairea I'aide de neéthodes iratives du type gradient conjuguNous pouvons ainsi suivre les branches de
solutions stationnaires, qu’elles soient stables ou instables, demaguentielle. En un point de rebrousse-
ment (franchissement d’'un noeud-col) ou de bifurcation, laégjratpour obtenir les nouvelles branches est de
maintenir constante I'une des composantes de vitesse &plies forte variation par exemple) et desoudre

le parangtre de continuation (le nombre de Rayleigh) [4]. Nous pouvons ainsi, de proche en proche, obtenir
I'ensemble des branches de solutions@miergent dans notre sggte.

Nous pouvons aussieterminer de facon prise les points de bifurcation par un calcul direct, pour lequel
une solution proche du point critique munie du vecteur propre critique doatemtfournis. Une prdedure

de Newton permet alors de converger vers le point critique geolution de sysimes lirgaires se ramenant

a des appels successifetipes en temps classiques ou agegt Enfin, pour chaque branche de solutions, le
spectre des principales valeurs propres permettariétderdiner la nature stable ou instable de ces branches est
obtenu par une précdure d’Arnoldi. Cette i@thode qui se ragne en finah la diagonalisation d’'une matrice
de petite taille, la matrice de Hessenbergcessite de faire agir un grand nombre de fois la matrice Jaco-
bienne sur un vecteur, ce qui consiste encore uneafeégsliser de nombreusésapes en temps du sgste
linéari¢. L'ensemble de ceséa&thodes nous permet dédtire de fagcon fcise le comportement dynamique
desécoulements auxquels nous nougiessons lorsque le nombre de Rayleigh est augmBloius pouvons
également suivre les principaux points de bifurcation en fonction des autresgiaartrapport de forme,
nombres de Marangoni, de Prandtl et de Biot).

3 Analyse des seuils primaires

Dans notre cavit cylindrique chaufe par le bas, un mouvement global de fluide ne peut ajpyEaga’au dei
d’un seuil critique, caraérise par exemple par le nombre de Rayleigh critiqgue. Ces seuil€derthement
du mouvement sont enégéral obtenus par analyse de stabiliinéaire de la solution de base diffusive qui
consistea calculer les valeurs propres du st aux perturbations Eari€ autour de cette solution de base.
Dans notre cas, housétrirons pas et n&soudrons pas ce sgafie, mais nous utiliserons la péature de suivi
des points de bifurcation, en prenant soin de ne pas calculer la solution mais de I'introduire etamtie so-
lution diffusive. En raison des pro@tes d’axi-synétrie de notre proime et de la solution de base, les modes
propres qui vont initier la convection (modes primaires) sont des modes de Fourier. Nous amssarons
aux(trois) modes principaux qui sont les modes= 0, 1 et 2 (pour une variation azimutale expéeen
exp(im#h)).

Comme le montre la fiQU|1fé_] 1(a) pod: = 100 et Ma = 0, le rapport de formed(=rayon/hauteur) de la
geonttrie détude agit de facon significative suéthergence des modes primaires. Pdue 0.5, soit une
cavite assez compacte (hauteur=dé&ra), nous observons que le mode critique (celui dont le seuil d’appari-
tion Ra. est le plus bas) est un mode a®tnguea un rouleaun = 1. Ce mode reste critique jusgudes
géonttries de rapport de formé ~ 1, puis c’est le mode axi-sy@triquern = 0 qui S'impose jJusqii A ~ 2.8,
puisa nouveau le moder = 1. Nous voyons que l'effet de confinementéed! (diminution ded) contdle les
structures convectivea,savoir que la structure spatiale de ces modes est contrainte (il ne peut se former qu’un
nombre limié de rouleaux, et pout faible le moden = 1 a un rouleau est dominant) et les seuils d’instabi-
lité de ces modes sont de plus en plegags les uns des autres. Pour des ésvitlus aplaties (accroissement
de A), les modes ont des seuils proches les uns des autres, car tous les modes peuvent &'agapber de
géontetrie en rajoutant des rouleaux vers &iphérie, et le mode critique change doggulierement. Cet effet
du confinement estds geréral et se retrouve quelles que soient les valeurs des autresgiaaBy et Ma
avec seulement de&dalages dans la transition entre les modes (figure 1(b)).

Linfluence des nombres de Bid@: et de Marangoni\/a (liésa la surface libre) sur les seuils primaires est
présenge sur la figurg]2. Quel que sdifa, le nombre de Rayleigh critiquBa. tend pour les fortes valeurs du
nombre de Biot vers une valeur asymptotiqie. ~ 1200. Cela est @ au fait qua fort Bi (commeBi = 100)
la temperaturea la surface libre pelwdtre consiéree comme approximativement constante ce quiéahe
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FIG. 1 — Evolution des seuilRa. des trois principaux modes primaires & 0, m = 1 etm = 2) en fonction
du rapport de formed pour (a) un nombre de BiaB: = 100 et un nombre de Marangoiifa = 0 et (b)
Bi=1etMa =100 (Pr=1).

la création des gradients de tearpture @cessaires autsteloppement des forces de tension de surface. Au
contraire I'influence du nombre de Marangdiii: est la plus forte pouBi = 0 ou les gradients de terépature

a la surface libre peuvent le plus facilement sealopper : cette influence est stabilisante pblur > 50 et
déstabilisante pouk/a < 50.
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FIG. 2 — Evolution du seuiRa. du mode critiquen = 1 en fonction du nombre de Bidg: pour differentes
valeurs du nombre de Marangahia dans le cas d’'une ca@ide rapport de formd = 1.5 ( Pr = 1).

4 Dynamigue non-linéaire

L’ évolution des structures convectives qui &valoppent au daldes seuils primaires peétre repesenée

sous la forme d’'un diagramme de bifurcation tragant par exemple la composante verticale de vitesse au centre
de la cavié, wo, en fonction du nombre de Rayleigh. Nouggentons ainsi sur la figuré 3 le diagramme de
bifurcation obtenu pour uneégnétrie de rapport de formd = 1.5, un nombre de BioBBi = 100 et un

nombre de Marangoni/a = 0 (tensions de surfaceegligeables). La prerare bifurcatiora partir de létat de

repos correspond un moden = 0 : deux solutions convectives axi-sgtniques sont donc obtenues, I'ung o

le fluide monte au centre de la cav{vitessau, positive) et I'autre @ le fluide descend (vitessa) négative).
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Notons que, contrairement au cas de la @fatrnee (surface rigide en haut), notre st ne possle pas
la synetrie haut/bas. Il n'y a donc pas de s¥tmies briges lors de I'apparition de la solution axi-s§tmque
et la bifurcation est donc transcritique. La transcrifi@st anmoins &s faible et ne pelétre obserge sur
le diagramme. Les solutions axi-s@trniques sont observables sur une large gamme de valelits,dasqua
Ra = 12512 pour la branche su@sieure vy positive) et jusqud Ra = 10112 pour la branche ir@rieure.
Les nouvelles branches de solutions qui apparaissent en ces points de bifurcation sont sous-critiques. Dans le
quadrant sugrieur, la branche esggérée par un mode: = 2 et les solutions sontahogesm = 0/2. Ces
solutions sont instables jusqu’au franchissement d’un noeudtctd branche est stabiég. Cette branche
reste ensuite stable jus@ul’apparition d’'une bifurcation de Hopf. Dans le quadrang&iidur, la prengre
branche bifurquant de la solution axi-sgtrique est §réree par un mode: = 1 et les solutions sontahoees
m = 0/1. Cette branche sous-critique rebrousse aussi chamimnoeud-col, mais elle n’y est pas stabiis
et n’est donc pas observable. Par contre, une branche de solutien8/2, née de la branche axi-sytrique
en un point de bifurcation au-detle Ra = 20000, se comporte de facon assez simildra branche obtenue
dans le quadrant ségeur et se stabilise en un noeud-col. La branche reste stablejusynouveau point de

bifurcation stationnaire.
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Fic. 3 — Diagramme de bifurcation donnant la vitesse au centre de l&eayin fonction deRa pour une
cavite de rapport de formél = 1.5, un nombre de Biof3i = 100 et un nombre de Marangodifa = 0

(Pr = 1). Les lignes continues repgentent legtats stables et les lignes discontinuestliads instables. Les
points de bifurcation stationnaire sont repengs par des points noirs et les points de bifurcation oscillatoire
par des points blancs. Les temcdonnent les iso-lignes de la vitesse verticale dans le plan horizontal central.

5 Conclusion

Les situations convectives en cylindre chaudar le bas avec surface gueure libre seé\elent assez diffren-

tes de leurs homologues en cylindre férnsi les esultats de stabiBtlineaire montrent le @me type d'in-

fluence du rapport de forme sur les seuils primaires, nous voyons que les nombres de Biot et de Marangoni qui
caracérisent la surface libre ont une influence importante sur ces seuils. Mais, c’est pendicidint la dyna-

mique non-lirtaire qui est modiéie. En effet, lame dans un cadide dle de la surface libre &t largement
contraint (fort nombre de Biot, nombre de Marangoni nul), nous observons une complexification du diagramme
de bifurcation avec en particulier lagsence de branches sous-critiques avec w@seftirte sous-criticet, ce

qui induit I'existence de plusieurs types de solutions sur de larges gammes depasaria diminution du
nombre de Biot, par la modification des transferts thermiques qu’elleeatmansi que la plus libre expression

des effets de tension de surface, devrait encore modifier la dynamique de @ogesyst
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