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Résune :

Le mocle du cylindre de Krogh, quiétrit de facon simpliée le transfert d’oxy@ne entre un capillaire unique et le tissu
environnant, esh la base des mades compartimentaux utis en Tomographi Emission de Positrons pour la mesure
du cébit sanguin. Cependant, ce née ne prend pas en compte les variations longitudinale€deanges et ne peut pas

etre utilisea I'échelle du tissu. C’est pourquoi, nous proposons unateplus complet obterau partir d’'une néthode
de changement dthelle.

Abstract :

The "Krogh cylinder” model, which describes in a simplifiedythe oxygen transfer between a single capillary and its
surrounding tissue, is the basis of compartmental modedd us Positron Emission Tomography when measuring blood
flow rate. However, this model does not take into account it diffusion and it can not be used at the tissue scale.
Therefore, we propose a more complete model obtained fronpacaling methode.

MO'[S clefs : TEP, cylindre de Krogh, diffusion axiale, changement déchelle, prise de moyenne volu-
mique

1 Contexte.

Dans le corps humain, les organes oxydent des nutrimentsgoduire I'énergie assurant leur fonction-
nement. La fonction premiéere de la circulation sanguirtedesfournir ces nutriments ainsi que I'oxygéne
nécessaire a cette oxydation, puis d’évacuer les déghmeduits. Vis a vis des autres organes, le cerveau se
distingue par son incapacité a faire des réserves dj@ndl est donc totalement dépendant de I'apport vas-
culaire. C’est pourquoi il est doté d’'un mécanisme deul&ipn en temps réel, qui lui permet de faire varier
localement le débit sanguin en fonction de son activiienRBjue ce mécanisme ne soit pas encore parfaite-
ment expliqué, il est bien établi que les artériolesairttorticales y jouent un réle majeur en adaptant leur
diametre (vaso-motricite). Il existe donc un couplageesle débit sanguin local et I'activite cérébrale aGe”

a ce couplage, les techniques d’imagerie fonctionnetimme la Tomographie Bmission de Positron (TEP),
permettent de détecter et de cartographier cette actiit'effet, lors d’'un examen TEP, un traceur radioactif
(H2015) est injecté en intraveineuse dans le systeme vascuGer&aceur est transporté par convection dans
le reseau macro-vasculaire, puis diffuse des capillaiees les tissus au niveau de la micro-circulation. Ainsi,
lorsque une aire cérébrale s’active, le débit sanguiallaugmente, entrainant une hausse de la concentration
en traceur et donc de l'activité radioactive. C’est ce agrparametre qui est mesuré par les caméras TEP.
Ainsi, si I'on est capable de trouver une relation entre t&etique de I'activité radioactive et le débit local,

il est possible de quantifier ce débit. Une telle relatimmmunément appelée “modele cinétique”, peut étre
obtenue par I'étude du transport et des échanges entrdiéel wasculaire et le milieu tissulaire. La plupart
des modeles cinétiques utilisés pour la quantificatiordébit en TEP sont des modeles compartimentaux.
Ces modeles, définis a I'échelle microscopique (dehdln vaisseau capillaire), reposent sur la description
théorique de Renkine-Crone [1, 2, 3, 4]. Cette descripti@mpose une cinétique d’échange du premier ordre
entre un unique capillaire (le compartiment vasculairejogt tissu environnant (le compartiment tissulaire),
les deux compartiments étant modélisés par deux c@mdoaxiaux conformément a la géométrie du modele
de Krogh [5]. Dans ce cadre la concentration en traceur datisdu, notée”, est décrite par une simple
convolution de la concentration inject&e, et d’'une fonction exponentielle :

Ct) = k- Cy(t) ® e FY), 1)
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et ouQ représente le débify (m/s) représente un coefficient de transfert (abusivementlampefficient de
perméabilité par Renkine et Croné){m?) représente la surface d’échangégt (m?) représente le volume
total de mesure.

Cette écriture repose sur des hypotheéses extréememepiifgiatrices comme par exemple I'absence de diffu-
sion axiale ou encore I'hypothese d’'une cinétique d&uaje du premier ordre entre les deux compartiments.
Par ailleurs, bien que la résolution spatiale des can®E&s(10 mm?) ne permette pas de distinguer la micro-
circulation et le tissu, ce modele est utilisé directetetnsans précaution particuliere a I'echelle du voxel
(ie. échelle macroscopique, qui content un grand nhombreagélaires). Ces limitations ont été identifiees
pour expliquer certains résultats aberrants obtenus p& [6, 7]. Dans ce contexte, notre premier objectif
est de proposer un modele cinétique, valide a I'echdill&oxel, basé sur les équations de transport utilisees
en mécanique des fluides. Plus précisément, nous sounbaitiliser une technique de changement d’'echelle
[8], pour définir un compartiment homogene fictif décrivées échanges entre la micro-circulation et le tissu
(cf. Fig. 1). Dans un premier temps, afin de s’affranchir dedmplexité géomeétrique de la miro-circulation

Echelle macro. Echelle de Darcy. Echelle micro.

P Changement
Image TEP d'échelle par prise
de moyenne

Compartiment volumique
homogénéisé fictif

FiG. 1 — Les differentes échelles du probléme.

[9], nous étudierons un probleme simplifie basé surdangétrie de Krogh, sur laquelle reposent les modeles
compartimentaux. Cette géométrie permet en effet delerles codes numériques développés par compa-
raison avec des résultats analytiques. Elle permet égaieune comparaison directe des résultats avec ceux
du modele compartimental, a I'échelle microscopiquan®ce cadre simplifié, notre second objectif est de
tester la capacité de ce modele cinétigue homogeééiketerminer le débit a partir de la cinétique de Ratét
radioactive, par comparaison avec le modele compartiahent

2 Methode.

Le changement d’échelle est effectué par la méthodeide ge moyenne volumique [8], qui permet de décrire
le systeme par deux équations macroscopiques unidioramelies couplées, I'une représentative de la zone
vasculaire, 'autre de la zone tissulaire. Cette repriadiem fait intervenir des parametres effectifs (coeffi-
cients de diffusion effectifs, vitesses effectives, ca#dfit d’échange,...) qui sont déterminés par la régoiu
d’un probleme de fermeture. En parallele, le problemmalet (2D axi-symétrique) est résolu par simulation
numérique directe (DNS) a I'aide d’un logiciel commet¢aomsol).

2.1 Mise enéquation desechanges I’ échelle microscopique.

La géométrie considérée est schématisée sur la fRyubBans toute la suite, la phase liquide (capillaire) sera
identifiée par I'indices et la phase solide (tissu) par I'indiee

2.1.1 Equations.

Pour la mise en équation, le sang est considéré commeuwiddi newtonien, dont 'ecoulement est régi par la
loi de Poiseuille, et le tissu comme un solide qui nautogge la diffusion. Dans ces conditions, I'équation
de conservation de la masse, prenant en compte la décrogssadioactive, pour la phages'écrit :

% +V-VCs =V (DgVCs) — \Cj, @3)
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FiG. 2 — Modele a I'échelle microscopique : géométrie dations.

ou Cj est la concentration en tracei,est la vitesse locale))s est le coefficient de diffusion et est le
coefficient d’extinction.
Une équation similaire est écrite pour la phasen tenant compte de I'abscence d’écoulement=(0)

2.1.2 Conditions aux limites.
A l'interface entre la phase liquide et la phase solide; enro (frontiére 4) :
Cs = C,, 4
Ngo - DgVC3 =Ngg - DoV, (5)

ol Dg et D,, (m?/s) sont les coefficients de diffusion dans chacune des dewsegha
A l'entrée du tube, en = z; = 0 (frontiére 3), un créneau de concentration est imposeé :

0 vt € [0 2s]
Cpg = Co(t) =14 0.02mM Vtec[2s 17s]. (6)
0 Vt €]17s oof
A la sortie du tube, en = L (frontiere 2), le gradient de la concentration est impets&gal a 0 :
0C3
—£ =0 7
0z |,_; (7)

2.1.3 Resolution.

Le probleme microscopique (Eqgs. 3 a 7) est résolu niquément a I'aide de Comsol. La concentration
moyenne de 'ensemble du systeme, natée), est obtenue par post-traitement des résultats de la DNS.
2.2 Changement déchelle.

2.2.1 [efinitions et outils necessaires au changementéchelle.

Le volumed est défini comme la somme des volumes de chaque phigset ¢,). La moyenne superficielle

(1) et la moyenne intrinséqu(ebmﬁ sont reliées par la porositg (fixee a 0.025 dans le présent travail)
suivant la relation :

1 U
<T/Jﬁ> = 9 /V,a YgdV = g <¢5>5 — ‘6/_2 v g dV avec eg = § (8)

2.2.2 Mocklea deuxéquations pour le compartiment homognei<e.

Les équations microscopiques de conservation de la massmeyennées en volume puis réécrites en faisant
apparaitre la déviation spatiale (notgdes difféerentes grandeurs par rapport a leur moyenrniasegue

Cy = (Cp)” + Cp, V=)’ 4V, €)
pour obtenir I'équation macroscopique suivante pour kasgf :

9(Cg)”

€3 ot (Z’t) + €3 <V>6 Vv <Cﬁ>6 (Z7t) — Ugg - \ <Cﬁ>6 (Z7t) — Ugo - \ <Ca>a (Z’t)

3
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= V- (Kag V(0 (28) + Ko - V(Co)7 (211))
—auh ((C3)° (2:8) = (C)° (2,)) = esA(Ci) (2,1). (10)

Ugg, Ugs, Kgg, K, eta,h sont les coefficients effectifs lies a la phaseCes coefficients sont obtenus par
la résolution numérique (analytique lorsque cela essipts) de problemes de fermeture et dépendent des
parametres microscopiques caractérisant les deux pltese D), du débit () et de la géomeétrie. Une
equation similaire peut &tre obtenue pour la phase

Le probleme macroscopique comprenant ces deux équaiandées est résolu sur une géométrie unidimen-

sionnelle de longueut a I'aide de Comsol. La concentration moyenne définigpar= eg- <Cg>5+eg (Cy,)°
ainsi obtenue est comparée a la concentration moyeneawbpar DNS qui constitue dans toute la suite la
cinétique de référence.

2.3 ldentification du débit.

Cette cinétique de réféerence est utilisée afin de coemgarcapacité a determiner le débit du modele cintiq
homogénéisé présenté ci-dessus avec celle du moadelpartimental (Eq. 1).

Dans les deux cas, on cherche la valeur de débit qui minimidiégérence (en terme des moindres carrés) entre
la cinétique de référence et les cinétiques préditgchacun des modeles. Dans le cas du modele comparti-
mental, une régression non-linéaire (Eq. 1) permet danmsemier temps de déterminkerLa connaisance de

k permet alors de déterminer le débit si le coefficent desfexhP est connu (Eq. 2).

Dans le cas du modele homogénéisé, le probleme inpetsiettre résolu a la condition qu’une relation simple
lie les coefficients effectifs introduits ci-dessus auitdéb

3 Résultats.
3.1 Cinétigues de concentration.

La figure 3 compare les cinétiques de concentration obtepailes deux modeles aux cinétiques de réference
obtenues par DNS, pour differents débits et differegametries. Il faut noter que le modele compartimental
comporte un parametre ajustablg, @lors que le modele homogénéisé n’en contient augans cette figure,

les courbes correspondant au modeéle compartimental sbes pour lesquelles I'ajustement avec la cinétique
de réference est le meilleur. Cet ajustement permet éfobtine superposition presque parfaite dans la limite
des petits débits, c’est a dire tant qu'aucun plateau deatration n'apparait. Lorsque le débit augmente, ce
modele prédit mal la valeur du plateau de concentratiancéntraire, les courbes correspondant au modele
homogénéisé, qui sont obtenues sans parametre dgjst&crivent mieux la cinétique de concentration en
dehors de la gamme des petits débits.
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FiGc. 3 — Cinétiques de concentration obtenues par DNSp@ar le modéle homogénéisé (symboles ouverts) et
par le modele compartimental (symboles fermés) pourdes débits limites étudiés et deux géométries.
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3.2 Identification du debit

Comme indiqué section 2.3, le modéle compartimental mmeel'identification du débit a partir de que

si I'on connait le coefficient de transfeR. Dans un premier temps, nous étudions donc les variatians d
parametrek, obtenu par ajustement avec la cinétique de réferemcérection du débit et de la géométrie.
Pour chaque débit, on en déduit la valeur du coefficientatestertP lorsque I'équation 2 est inversible (i.e.

Iorsque% < 1, voir figure 4). Les résultats illustrent une premierdidifité liee au model compartimental :

en effet, dans ce modele, le coefficient de transfert sgpie un parametre physiologique qui devrait étre
indépendant du débit. Dans la suite, pour l'identificatizi débit par le modele compartimental, on fixera donc
arbitrairement le coefficient de transféttegal a la valeur médiane des resultats représentés figualroite.

X 107

—%—ro: 2um
—0—ro: 3um
—¥—ro: 4um

Q (nL/min) Q (nL/min)
FIG. 4 — Détermination dé& = —k“got et deP par ajustement.

Pour l'identification du débit par le modele homogégéisn préalable est de déterminer une relation simple
entre le débit et les parametres effectifs. La figure Sgmée I'évolution des parametres effectifs en fonction
du débit pour une géomeétrie fixée. Pour tous les pamrameffectifs, excepté le coefficient de diffusion effecti
K35 pour lequel la relation est quadratique, cette dépendesicknéaire. Ces relations linéaires ou quadra-
tique sont ré-injectées dans les équations macrosgegpigour la résolution ultérieure du probleme inverge (c

section 2.3);
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FiGc. 5 — Parametres effectifs en fonction du débit, pour usenggtrie fixée ro = 2um. NB : la résolution
analytique du probléme de fermeture payh donne des résultats identiques.

La figure 6 présente les débits identifies par les deuxatesden fonction du débit imposé dans le capillaire.
On remarque d’une part que le débit identifié par le modéhapartimental ne varie pas linéairement avec le
débit imposé. D’autre part, les résultats sont plusatisgs (plus sensibles aux variations de géomeétrie). Le
comportement linéaire du modele homogénéisé, méirsmas-estime systématiquement les résultats, devrai
permettre d’envisager une calibration.

4 Conclusion et perspectives.

Dans le contexte de la mesure du débit par Tomographie &dtoni de Positrons, les modeles cinétiques
reliant I'activité au débit sont utilisés a I'echellier voxel bien qu’ils soient définis a I'echelle d’un céaite.

5
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6 — Débit identifié Q) en fonction du débit impos&)), pour differentes géométries. A gauche : modele

compartimental ; a droite : modele homogénéisé. Laelidentité est représentée en trait plein.

Dans ce contexte, le modele homogénéisé proposé d@amawail est le premier qui prenne en compte cette
séparation d’échelle. Ce modele a été obtenu par gagsaoyenne volumique sur une géométrie modele tres
simple, permettant, en parallele, une validation de laaehe et de la mise en oeuvre des codes numériques.
Nous avons montré que ce modele permet d'évaluer let dégtartir de la seule connaissance de I'évolution
temporelle de la concentration moyenne dans le domaines Bgrésent travail, cette cinétique a été calculée
par DNS, mais nous souhaitons appliquer cette méthode adadgiisitions expérimentales ([10]). Par ailleurs,
les résultats ont été comparés avec les résultataadigar un modele cinétique compartimental reposant sur
cette méme géométrie. Méme si pour le moment le d&biiu@ reste sous-estimé, les résultats linéaires de la
derniére figure sont encourageants, d’autant plus que naddele peut encore étre amélioré par la prise en
compte des termes de couplage lors de la résolution de&epreb de fermeture qui permettent de déterminer
les parametres effectifs. Enfin, il nous semble importaatetidre le présent travail a des géométries plus
complexes (réseaux de capillaires), pour lesquelleskdtats obtenus, contraints par I'axisymétrie, ne sont
probablement pas toujours transposables.
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