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Influence de l’anisotropie sur le comportement des ondes
ultrasonores dans l’os trab́eculaire
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Résuḿe :
L’objectif de cettéetude est de contribuerà l’analyse des ŕesultats exṕerimentaux obtenus in vitro en utilisant la technique
de transmission transverse (utilisée en clinique) sur deśechantillons d’os trab́eculaire. Le système est d́ecrit par une
couche de milieu poreux́elastique anisotrope entre deux fluides. La réponse transitoire du système en hautes fréquences
est étudíee, montrant l’influence de l’anisotropie sur la propagation des ondes lorsque le système est sollicit́e par une
onde plane.

Abstract :
This study is a contribution to the analysis of the experimental results obtained from in vitro ultrasound tests on trabecular
bone by using transversal transmission technique. The problem is modeled as a anisotropic poroelastic layer immersed
between two fluids. The transient reponse of the system in high frequency domain is numerically studied that shows
influences of the anisotropy of bone to the reflection and transmission of plane waves through a trabecular bone specimen.

Mots clefs : ultrasons, os trab́eculaire, propagation d’ondes, poróelastique anisotrope,́eléments finis

1 Introduction
La technique de quantification par ultrasons (QUS) est une technique de mesure non-destructive intéressante
pour l’exploration des caractéristiques ḿecaniques et/ou géoḿetriques de l’osin vivo ou in vitro. En principe,
la mesure est basée sur l’estimation des vitesses et des atténuations des ondesà travers l’os. Cependant, l’in-
terpŕetation des ŕesultats est difficilèa cause de la complexité du “mat́eriau os” qui est un matériau poreux,
anisotrope et h́et́erog̀ene.À l’ échelle macroscopique, on peut distinguer l’os cortical (dont la porosit́e est de
5%à 10%) et l’os trab́eculaire (dont la porosité est de 50%̀a 90%). Celui-ci peut̂etre d́ecrit comme un matériau
biphasique et anisotrope composé d’une phase solide saturée par un fluide visqueux (la moelle osseuse). Du
fait de sa structure complexe, les mesures et la modélisation des ondes dans l’os trabéculaire sont difficiles.

Pour leśetudesin vitro de la propagation d’ultrasons dans l’os trabéculaire, la plupart des appareils utilisent la
technique detransmission transversepour d́eterminer l’att́enuation des ultrasons (BUA) et la célérité des ondes
(SOS) [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]. De nombreux modèles th́eoriques ont́et́e également proposés, baśes sur le mod̀ele de
Biot [1, 2, 8, 5, 3, 6, 9], ou de type multi-couche fluide-solide[4] ou encore baśes surµ-CT (Computed Tomo-
graphy) [10, 7]. Leśetudes ont montré que les propriét́es ḿecaniques et la configuration structurelle de l’os ont
de fortes influences sur les caractéristiques des ondes. Par exemple dans [2], deux comportements différents
d’ondes transmissions ontét́e observ́esà travers deśechantillons d’os bovin lorsque les signauxémis sont dans
la direction (1) parall̀ele ou (2) perpendiculairèa la direction principale d’alignement des trabécules. Dans le
cas (1), il aét́e observ́e deux types d’ondes bien sépaŕees : uneonde rapideet uneonde lente. Dans le cas (2),
un seul type d’ondes áet́e observ́e. Desétudes th́eoriques et exṕerimentales ont montré que le comportement
des ondes d́epend fortement de l’angle entre la direction d’émission des ondes et l’orientation des trabéculaires
[4, 11].

Quand deśetudesin vitro sont ŕealiśees sur l’os trab́eculaire en utilisant la technique de transmission transverse,
l’on suppose que l’os trabéculaire est un matériau orthotrope dont les axes principaux sont définis par l’orien-
tation des trab́ecules. Leśechantillons d’os sont alors coupés suivant ces axes et les mesures sont réaliśees
pour chaque direction principale. Cependant, il est difficile en pratique de d́eterminer correctement ces axes
et les directions d’́emission des ondes peuvent ne pasêtre parfaitement aligńees avec les axes principaux du
mat́eriau. Dans ce travail nousétudions les effets de ces erreurs d’alignement sur les caractéristiques des ondes.
À cette fin, nous d́eveloppons un mod̀ele auxéléments finis pouŕetudier la propagation des ondes transitoires
dans un système coupĺe constitúe d’un milieu poreux anisotrope saturé (dont le comportement est décrit par le
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mod̀ele de Biot) immerǵe dans un fluide acoustique.

2 Description du problème

2.1 Configuration ǵeométrique
La Fig. 1 (̀a gauche) pŕesente un sch́ema du test de transmission transversein vitro qui est constitúe par : un
échantillon rectangulaire d’os immergé dans un fluide, uńemetteur et un récepteur ultrasonores placés de part
et d’autre de l’́echantillon. Les signaux ultrasonores sontémis dans la direction perpendiculaireà la surface de
l’ échantillon. L’analyse des ondes réfléchies et transmises permet de quantifier certains paramètres ḿecaniques
de l’os. Par la suite, on fera les hypothèses que l’́emetteur est suffisamment grand et est positionné suffisamment
loin de l’échantillon pour que l’onde incidente sur la surface de l’échantillon puissêetre consid́eŕee comme
une onde plane (Fig. 1̀a droite). En outre, on fera l’hypothèse que la bôıte contenant le systèmeétudíe est
suffisamment grande pour que les ondes réfléchies par les bords puissentêtre ńegligées.
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FIGURE 1 – Sch́ema du test de transmission transversein vitro (à gauche). Configuration retenue pour la
présentéetude (̀a droite)

Le syst̀eme est d́ecrit dans un trìedre orthonorḿe directR(O; x1, x2, x3). Dans cettéetude, comme on s’intéresse
uniquement aux ondes planes, on considérera le domaine limité par le rectangle ABCD (Fig. 1). Les domaines
occuṕes par les fluides et l’os sont désigńes respectivementΩf

1 , Ωf
2 etΩb. Les interfaces entre l’os et les fluides

sont respectivement notéesΓbf
1 etΓbf

2 .

2.2 Équations du problème
On pŕesente dans cette section leséquations du mouvementétablies pour chaque domaine ainsi que les condi-
tions aux interface et aux limites. Dans la suite, on désigne par “.” superpośe la d́erivée temporelle, par∇ et
∇· les oṕerateurs gradient et divergence respectivement, par “ :” soit le produit scalaire entre deux tenseurs du
second ordre soit l’application d’un tenseur du quatrième ordre sur un tenseur du second ordre.

Équations des ondes dans les fluides.Le fluide occupant les deux domainesΩf
1 etΩf

2 est consid́eŕe comme
un fluide acoustique dont la masse volumique au repos estρf et le module de compressibilité estKf . En notant
parp1 et p2 les champs de pression dansΩf

1 et Ωf
2 , leséquations des ondes dans ces deux domaines peuvent

s’écrire :

1

Kf

p̈i −
1

ρf

∇ · ∇pi = 0 dansΩf
i pouri = 1, 2. (1)

Équations de propagation d’ondes dans l’os (milieu poróelastique anisotrope). La couche d’os est modélisée
comme un milieu biphasique dont la phase solide (de masse volumiqueρs) est satuŕee par le m̂eme fluide oc-
cupant les domainesΩf

1 et Ωf
2 . Le mod̀ele est baśe sur les travaux de Biot [12] lorsque le comportement du

milieu poróelastique est anisotrope. En négligeant la force volumique duèa la gravit́e, le syst̀eme d’́equations
dans la couche d’os s’écrit :

∇ · σ = ρ ü
s + ρf ẅ , (2)

−∇p = ρf ü
s + k

−1
ẇ + b ẅ , (3)
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oùρ = φρf +(1−φ) ρs est la masse volumique du mélange,φ la porosit́e,σ(x, t) le tenseur des contraintes to-
tales etp(x, t) la pression interstitielle dans les pores ; les vecteurs déplacement du squelette solide et du fluide
sont not́es respectivement parus(x, t) etuf (x, t) qui permettent́egalement de d́efinir le vecteur d́eplacement
de filtrationw = φ(uf − us) ; k et b sont deux tenseurs symétriques du second ordre et sont détermińes
comme d́ecrit ci-dessous :
- Le tenseurk est le tenseur de perméabilit́e qui est d́etermińe à partir de la viscosité dynamique du fluideη et

de la perḿeabilit́e intrins̀equeκ :

k =
κ

η Fr(ω)
, (4)

où Fr(ω) est un coefficient prenant en compte la résistance visqueuse de l’écoulement du fluide en hautes
fréquences [12]. Pour le milieu orthotrope, le tenseurκ est suppośe diagonal :κ = Diag(κ11, κ22, κ33).

- Le tenseurb est d́efini à partir du tenseur de tortuositéa par la relation :

b =
ρf

φ
a. (5)

Le tenseur de tortuosité a du milieu orthotrope est aussi supposé diagonal :a = Diag(a11, a22, a33). Dans
cetteétude, les coefficients de tortuosité dans les trois directions principales sont estimés en utilisant la
relation de Berryman :

ai = 1 + ri(1 + 1/φ) , (6)

où ri est un param̀etre líe aux caract́eristiques de la microstructure de l’os dans la directioni.
La loi de comportement d’un matériau poróelastique lińeaire anisotrope s’exprime par les relations :

σ = C : ǫ − α p , (7)

−
1

M
p = ∇ · w + α : ǫ , (8)

où C est le tenseur (du 4e ordre) d’́elasticit́e du milieu poreux draińe ; α est le tenseur (syḿetrique du second
ordre) de Biot qui est aussi diagonal pour le milieu orthotrope ; le scalaireM est le module de Biot. Le tenseur
des d́eformationsǫ est líe au d́eplacement de la phase solide par la relation :ǫ = 1

2(∇us + (∇us)T ) , où “T ”
désigne l’oṕerateur de transposition.

Conditions aux interfaces et aux limites
- Conditions aux interfaces entre le milieu poreux et le fluide: sur les deux interfacesΓbf

1 etΓbf
2 , les conditions

de continuit́e de la pression et des contraintes normales imposent :

p = pi

σn
bf
i = −pin

bf
i

}

surΓbf
i aveci = 1, 2 . (9)

En faisant l’hypoth̀ese que le mouvement du fluide dans les pores de l’os sis aux interfaces est libre, la
condition de continuit́e des vitesses du fluide dans la direction normale aux interfaces s’́ecrit [13] :

(

1

ρf

∇pi + ẅ + ü
s

)

· nbf
i = 0 surΓbf

i aveci = 1, 2 . (10)

- Conditions sur les bords extérieurs :Du fait que dans cettéetude on ne s’int́eresse qu’au problème des ondes
planes se propageant suivant la directionx1, les ondeśemises de l’́emetteur peuvent̂etre mod́elisées comme
une pression uniforme surΓf

scr (ligne AD dans la Fig. 1) :

p1 = p0(t) surΓf
src . (11)

De la m̂eme façon, les conditions imposées sur les deux lignes AB et CD (Fig. 1) expriment le fait que les
ondes restent toujours planes dans le domaine ABCD :

∂p1

∂x2
= 0 surΓf

1 , (12)

∂us

∂x2
= 0 ,

∂w

∂x2
= 0 surΓb , (13)

∂p2

∂x2
= 0 surΓf

2 . (14)

La frontièreΓf∞
2 (ligne BC dans la Fig. 1) est placée suffisamment loin (pour la durée des ph́enom̀eneśetudíes)

pour pouvoiréviter les ondes réfléchies et, de ce fait, on peut y imposer une condition de pression nulle :

p2 = 0 surΓf∞
2 . (15)
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2.3 Formulations faibles
La proćedure classique est appliquée pourétablir les formulations faibles du problème d́ecrit dans la section
préćedente. On ne présente ici que les expressions obtenues après calcul. Ces formulations faibles ontét́e
implément́ees dans le code de calcul auxéléments finisCOMSOL Multiphysics.

Fluides. La formulation faible pour les deux domainesΩf
1 etΩf

2 occuṕes par le fluide est :
∫

Ωf

i

1

Kf

(δpi) p̈i dV +

∫

Ωf

i

1

ρf

∇(δpi) · ∇pi dV −

∫

Γbf

i

(δpi) (ẅ + ü
s ) · nbf

i dS = 0, (16)

∀ δpi ∈ Cad
i aveci = 1, 2

où δpi est une fonction test (associée à pi) définie dans l’espace des pressions admissiblesCad
i ; n

bf
i est le

vecteur normal̀aΓbf
i orient́e vers l’intérieur du domaine de fluideΩf

i (voir Fig. 1).

Milieu poreux. Les formulations faibles obtenues dans le domaineΩb sont :
∫

Ωb

δu
s · ρü

s dV +

∫

Ωb

δu
s · ρf ẅ dV +

∫

Ωb

(∇δu
s) : [(C + M α ⊗ α) : ǫ + M α (∇ · w)] dV

+

∫

Γbf

1

δu
s ·

(

p1 nΓbf

1

)

dS +

∫

Γ02

δu
s · (p2 nΓ02

) dS = 0 , (17)

∫

Ωb

δw · bẅ dV +

∫

Ωb

δw · ρf ü
s dV +

∫

Ωb

δw ·
(

k
−1

ẇ
)

dV +

∫

Ωb

(∇ · δw) [M (α : ǫ + ∇ · w)] dV

+

∫

Γbf

1

δw ·
(

p1 nΓbf

1

)

dS +

∫

Γbf

2

δw ·
(

p2 nΓbf

2

)

dS = 0, (18)

∀ (δu, δw) ∈ Cad
uw

oùδu etδw sont deux fonctions tests (associées respectivementàu etw) définies dans l’espace des déplacements
admissiblesCad

uw. En outre, le symbole⊗ désigne le produit tensoriel.

3 Résultats nuḿeriques
Données nuḿeriques. On va consid́erer un testin vitro d’un échantillon d’os trab́eculaire humain immerǵe
dans l’eau. Les caractéristiques physiques de l’eau sont données par le module de compressibilité Kf = 2.25
GPa et la masse volumiqueρf = 1000 kg.m−3. L’ échantillon d’os a une porositéφ = 0.8 et est d́ecrit comme
un mat́eriau orthotrope dont les axes principaux sont notés (x′

1, x
′

2, x
′

3). En particulier, l’axex′

1 indique la
direction principale d’alignement des trabécules.

Afin de simplifier le probl̀eme, on suppose quex′

2 ≡ x3 et on consid̀ere l’échantillon dans le plan(x′

1, x
′

3). En
conśequence, le problème peut̂etre ŕesolu dans un plan. Dans le repèreR

′(O; x′

1, x
′

3), la loi de comportement
(7) peut se ŕeécrire en utilisant la notation de Voigt comme :

{σ} = [C̃]{ǫ} − {α}p , (19)

où {σ} = (σ11, σ33, σ13)
T , {ǫ} = (ǫ11, ǫ33, ǫ13)

T et {α} = (α11, α33, α13)
T . Pour cet exemple, les compo-

santes de[C̃] sont d́etermińees en utilisant les formules empiriques données par Yanget al [14] qui fournissent
les constantes d’élasticit́e orthotrope d’os humain en fonction de la porosité et des constantesélastiques de la
phase solide. Les paramètres poróelastiques peuvent ensuiteêtre calcuĺes sans difficult́es [15].

En supposant que la phase solide de l’os estélastique isotrope dont le module d’Young et le coefficient de
Poisson sont respectivementEs = 20 GPa etνs = 0.3, les valeurs nuḿeriques des param̀etres poróelastiques
utilisés pour ce calcul sont :

C̃ =

[

1.5783 0.2881 0
0.2881 0.559 0

0 0 0.5317

]

(GPa), {α} =

{

0.956
0.979

0

}

, M = 2.735 (GPa). (20)

Les coefficients de tortuosité ontét́e suppośes identiques dans les deux directionsx′

1 et x′

3 : r1 = r3 = 0.25
(voir Eq. 6). Quant au tenseur de perméabilit́e, les valeursκ11 = 10−8 m2, κ33 = 10−9 m2, η = 10−3 Pa.s [6]
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ont ét́e utliśees. On note que les valeurs de ces paramètres sont donńes dans le rep̀ereR
′ et que leurs valeurs

dansR doiventêtre calcuĺees en fonction de l’angleθ entre les deux axesx′

1 etx1.
L’ épaisseur de l’échantillon estL = 0.01 m. La pression impośee enΓf

src (qui se trouvèa x1 = −0.01m) est
définie par :

p0(t) = P0 e−4(f0t−1)2 sin (2πf0t) (21)

où f0 est la fŕequence centrale etP0 est une constante. Pour cet exemple,f0 = 1 MHz (valeur couramment
utilisée dans les expériences QUSin vitro) etP0 = 1 Pa.

Résultats et discussions. On pŕesente dans la suite des résultats concernant les ondes transmisesà travers
l’ échantillon d’os et mesurées au pointx1 = 0.012 m (se trouvant̀a une distance de2 mm à droite de
l’ échantillon). On s’int́eresse aux deux cas suivant où la direction de l’ondéemise est : (1) (presque) parallèle ;
(2) (presque) perpendiculaireà la direction principale d’alignement des trabécules.
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FIGURE 2 – Cas 1 : comparaison des ondes transmises quand la direction d’émission des ondes est (presque)
parall̀eleà l’alignement principal des trabécules (x′

1 ∼ x1).
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FIGURE 3 – Cas 2 : comparaison des ondes transmises quand la direction d’émission des ondes est (presque)
perpendiculairèa l’alignement principal des trabécules (x′

3 ∼ x1).

La Fig. 2 pŕesente les signaux des ondes transmises quand la direction d’ émission est presque parallèleà celle
d’alignement principal des trabécules, l’angle entre ces deux directions pouvant varier entre0˚ et15˚. On peut
constater premièrement que quandθ = 0˚, l’onde transmise se compose de deux ondes sépaŕees : une onde
rapide et une onde lente qui sont bien connues comme les deux ondes de Biot correspondant respectivement
aux mouvements relatifsen phaseouhors phaseentre les phases solide et fluide du milieu poreux. L’amplitude
de l’onde rapide est nettement inférieureà celle de l’onde lente. Ces résultats correspondent bien aux obser-
vations exṕerimentales [2]. Le comportement des ondes transmises change notablement quandθ augmente. Si
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les signaux des ondes pourθ = 0˚ etθ = 5˚ sont presque identiques, les différences entre ces deux cas et ceux
correspondant̀aθ = 10˚ etθ = 15˚ deviennent significatives. On constate aussi que plusθ est grand, moins les
écarts entre les amplitudes des ondes rapide et lente sont importants.

On pŕesente dans la Fig. 3 une comparaison des ondes transmises pour les cas òu la direction d’́emission
des ondes est presque perpendiculaireà l’alignement principal des trabécules. Une seule onde transmise est
observ́ee dans ce cas, ce qui correspond encore aux observations expérimentales [2]. Contrairement au cas
préćedent, les signaux des ondes transmises pour les différents anglesθ (75˚, 80˚, 85˚, 90˚) sont quasiment
identiques. On peut en conclure qu’une petite erreur dans ladétermination des axes principaux n’a pas d’effets
importants dans ce cas.

4 Conclusions
Dans le cadre de la modélisation des essais ultrasonores sur l’os trabéculaire par la technique de transmission
transverse, nous présentons ici unéetude nuḿerique montrant le comportement des ondes transmises lorsque
la direction d’́emission d’ondes ultrasonores ne coı̈ncide pas exactement avec une des directions principales
d’orthotropie de l’́echantillon d’os. Nos ŕesultats montrent que les erreurs d’alignement ont des effets impor-
tants quand les ondes sontémises en direction (presque) parallèle à la direction principale des trabécules. Par
contre, ces effets sont négligeables si les onde sontémises en direction (presque) perpendiculairesà la direction
principale des trab́ecules.

Un mod̀ele auxéléments finis pour la propagation d’ondes ultrasonores dans unsyst̀eme coupĺe compośe d’un
échantillon d’os immerǵe dans un fluide áet́e d́evelopṕe. La mod́elisation de l’os se base sur le modèle de Biot
appliqúe aux mat́eriaux poreux anisotropes. En utilisant ce modèle, on peut envisager de prendre en compte
d’autres aspects comme l’influence des hét́eroǵeńeités et peut̂etre étendu au cas non linéaire. En outre, ce
mod̀ele peut̂etre directement appliqué pour la simulation nuḿerique du QUS par la technique de transmission
axialein vivo.
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