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Résuḿe :
Les propríet́es ḿecaniques du tissu osseux sont duesà sa structure híerarchique.À l’ échelle de quelques micromètres,
la structure que l’on peut observer est la fibrille de collagène mińeralisée. Dans ce travail, nous présentons un
mod̀ele ḿecanique multi-́echelle de la fibrille baśe sur une technique d’homogéńeisation variationnelle. Des simula-
tions nuḿeriques montrent la d́ependance des propriét́es élastiques de la fibrille vis-à-vis de sa structurèa l’ échelle
nanoḿetrique.

Abstract :
Mechanical properties of bone tissue result from its hierarchical structure. At the scale of several micrometers, the relevant
structure is the mineralized collagen fibril. We present here a multiscale mechanical model of the bone fibril based on a
variational homogenization technique. Numerical simulations show the dependency of the elastic properties of the fibril
on its nanoscale structure.

Mots clefs : os, fibrille, propri étés élastiques, multi-́echelle, homoǵenéisation variationnelle,
modélisation, simulation numérique

1 Introduction
Le tissu osseux présente une structure hiérarchiśee s’́etalant de ce qui est visiblèa la moĺecule.À chaque
échelle, la caractérisation ḿecanique de chacune des sous-structures passe par une description précise de l’ar-
rangement ǵeoḿetrique de ses constituants et de leurs propriét́es ḿecaniques. Une modélisation coh́erente et
précise du comportement mécanique de l’os̀a l’échelle macroscopique demande ainsi une compréhension de
son comportement ḿecaniquèa toutes leśechelles inf́erieures [1]. Cette ńecessit́e est de plus en plus reconnue
dans la communauté bioḿecanique s’int́eressant̀a l’os, comme en témoignent de nombreux et récents travaux
de recherche. Certains auteurs se sont focalisés sur leśechelles les plus petites de l’os, notamment celles du
nanom̀etre au micron [2, 3, 4, 5, 6]. D’autres, par ailleurs, ont pris en compte un plus grand nombre d’échelles
en utilisant des ḿethodes d’homoǵeńeisationà plusieurs niveaux de type Eshelby [7, 8] ou asymptotique [9].
Dans ce papier nous exposons uneétude visant̀a caract́eriser les propríet́esélastiques de l’os̀a l’échelle du mi-
cromètre.À cetteéchelle, la structure représentative est la fibrille de collagène mińeraliśee. La fibrille est prin-
cipalement composée de collag̀ene, de mińeral et d’eau. Les propriét́es ḿecaniques de la fibrille sont décrites
en prenant en compte l’arrangement et la nature des constituants auxéchelles inf́erieures. Une technique d’ho-
moǵeńeisation variationnelle basée sur unéequivalencéenerǵetique est utiliśee pour mettre en relation les
diff érenteśechelles en jeu. Cette procédure nous a permis de montrer la dépendance des propriét́esélastiques
de la fibrille vis-̀a-vis de certains param̀etres significatifs̀a l’échelle sous-fibrillaire, notamment la géoḿetrie
du mińeral et les proportions de collagène et mińeral,élargissant les premiers résultats montŕes en [10].
Cet article est d́evelopṕe comme d́ecrit ci-dessous. Dans la section 2 nous traçons le cadre biophysique du
probl̀eme. La ḿethode d’homoǵeńeisation variationnelle est esquissée dans la section 3 ainsi que son applica-
tion à la fibrille osseuse. Dans la section 4 nous montrons et discutons les résultats des simulations numériques
que nous avons conduites. Enfin, les conclusions et les perspectives de ce travail sont présent́ees dans la section
5.

2 Biophysique de l’osà la micro- et nano-́echelle
Le tissu osseux montre une organisation hiérarchiśee. En se situantà l’échelle du microm̀etre, la structure prin-
cipale que l’on peut distinguer est la fibrille de collagène mińeraliśee. Les principaux constituants de la fibrille
osseuse sont une phase organique (principalement du collagène de type I et des protéines non-collaǵeneuses)
et une phase mińerale (hydroxyapatite). Les proportions et l’organisation géoḿetrique de ces phases varient
en fonction de nombreux facteurs tels que l’espèce animale, l’̂age, l’histoire clinique,etc. La formation du
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tissu osseux̀a cetteéchelle peut̂etre d́ecrite comme une mińeralisation progressive de la matrice organique.
Premìerement, les molécules (ou micro-fibrilles) de collagène d́epośees par les ostéoblastes forment une ma-
trice appeĺeeost́eöıde riche en eau. L’arrangement en zones degap-overlappropośe par [11] montre un che-
vauchement partiel des molécules de collag̀ene qui se succèdent ṕeriodiquement après cinq ranǵees. Ce motif
typique guide vraisemblablement le processus de minéralisation dont les d́etails sont ńeanmoins ḿeconnus.
D’après l’hypoth̀ese la plus acceptée, la mińeralisation commencerait dans les zones degappour ensuite pro-
gresser tout au long des fibres. Il est probable que les protéines non-collaǵeneuses jouent un rôle important,
surtout dans la formation et stabilisation des liaisons (cross-links) entre le collag̀ene et le mińeral. Ce dernier
va progressivement remplacer l’eau présente dans l’ostéöıde et,à maturit́e du tissu, se présente souvent sous
forme de petites plaques intercalées entre les rangées de collag̀ene.
La description de la ǵeoḿetrie et des propriét́es ḿecaniques du collagène et du mińeral rel̀eve du domaine de
la science des matériaux et les outils appropriés sont la dynamique moléculaire ou l’exṕerimentation directe
à l’échelle moĺeculaire. Cependant, les ressources disponibles aujourd’hui pour mener de telles expériences,
fussent-elles de types numérique ou exṕerimentale, ne sont pas suffisantes pour garantir une complète fia-
bilit é des ŕesultats. Les données disponibles dans la littérature reposent sur une interprétation des ŕesultats
d’expériences qui ne fournissent pas directement les informations cherchées mais qui, ńeanmoins, permettent
d’en donner une plus ou moins précise estimation. Par ailleurs, il faut préciser que certaines des propriét́es
mécaniques dont on parlera par la suite (par exemple, le module de Young), doiventêtre interpŕet́ees comme
des propríet́es efficaces, tiŕees d’un mod̀ele atomique et transposées dans un contexte de milieu continu.
Collagène. Le collag̀ene compose 90% environ de la masse organique. Les molécules de collag̀ene sont des

triples h́elices de châınes deα-peptides. La longueur d’une molécule est de 290 nm environ, tandis que le
diamètre est normalement estimé à 1.5 nm environ. Dans le sens longitudinal, deux molécules contigües
sont śepaŕees par un espace de 40 nm environ (la zone degap), tandis que le d́ecalage longitudinal entre
deux ranǵees moĺeculaires contigües est de 67 nm. Cela amèneà la susdite ṕeriodicit́e apr̀es cinq ranǵees
moléculaires. Quant̀a l’arrangement spatial des rangées moĺeculaires, certains auteurs parlent d’une
disposition en couches [12, 1] tandis que d’autres proposent plutôt un arrangement pseudo-hélicöıdal
[13, 4]. Les propríet́esélastiques du collag̀ene sont matièreà de vifs d́ebats et les valeurs issues de la
litt érature de son module de Young axial varient entre plusieurs centaines de MPa et quelques dizaines de
GPa (voir [14] pour une revue). Il faut noter que les valeurs estimées du module de Young sont souvent
biaiśees par des hypothèses faites sur la structure et la taille “efficace” de la molécule de collag̀ene.

Min éral. Le minéral est presque entièrement de l’hydroxyapatite cristalline Ca10(PO4)6(OH)2 impure. Ceci
se pŕesente,̀a maturit́e, sous forme d’aiguilles ou de feuillets, ces dernières semblant̂etre le motif domi-
nant. La taille des feuillets est de plusieurs dizaines, voire quelques centaines, de nm dans leur plan, et de
quelques nm dans l’épaisseur. Ceci correspondà une dizaine de plans moléculaires, ce qui rend les effets
de surfaces très importants. Les propriét́es ḿecaniques du mińeral sont vraisemblablement fortement
influenćees par cela et il est difficile d’en donner des estimations fiablesà partir de valeurs moyennes
mesuŕees sur des polycristaux. En tout cas, les valeurs proposées dans la litt́erature pour les modules
d’élasticit́e sont souvent de l’ordre de plusieurs dizaines, voire de la centaine, de GPa [15, 16].

3 Modélisation multi-échelle par homoǵenéisation variationnelle
Nous esquissons ci-dessous une stratégie d’homoǵeńeisation variationnelle visant̀a caract́eriser le module
d’élasticit́e axial de la fibrille osseusèa partir de la connaissance de la nature et de l’organisation géoḿetrique
de ses constituants. Cette technique, basée sur unéequivalencéenerǵetique entre les diff́erenteśechelles en
jeu, a d́ejà ét́e appliqúee avec succ̀esà l’étude de matériaux composites [17, 18], et plus récemment,̀a l’os
[10]. Il est important de noter que la procédure de changement d’échelle ne d́epend que des hypothèses faites
à la petiteéchelle (ici, l’́echelle des constituants de la fibrille) et permet ainsi d’en amender aisément la des-
cription. Si le ŕesultat de l’homoǵeńeisation d́epend des ingrédients microscopiques, le passage d’uneéchelle
à l’autre s’en affranchit. Cet aspect est particulièrement important lorsque les informationsà la (aux) petite(s)
échelle(s) sont incomplètes, comme c’est le cas dans ce problème. En fait, les informations̀a l’échelle des
constituantśelémentaires sont aujourd’hui presque inaccessiblesà l’expérience directe et́evolueront vraisem-
blablement dans les annéesà venir. Alors, lorsque de nouvelles informations seront disponibles, la procédure
d’homoǵeńeisation que nous proposons permettra de les prendre en compte facilement sans que le cadre formel
d’ensemble ne soit trop modifié. Les d́etails du mod̀ele et de la proćedure d’homoǵeńeisation ont́et́e d́ecrits
dans [10] et nous en rappelons ici seulement les points principaux.

3.1 Descriptionà chaqueéchelle
Par la suite, on distingue troiśechelles de description (voir Fig. 1), pour lesquelles on précisera l’expression
de l’énergie de d́eformation qui sera ensuite utilisée dans la proćedure d’homoǵeńeisation. Les formules ci-
dessous se réfèrentà une cińematique lińeariśee età un comportement́elastique lińeaire des matériaux.

Échelle de la fibrille [M ]. La fibrille est d́ecrite comme un milieu continu. Du fait de sa structure hét́erog̀ene,
le mod̀ele appropríe est le milieu continu de Cosserat. Toutefois, la fibrilleétant surtout sollicit́ee dans
la direction de son axe, nous allons considérer par la suite uniquement ce type de chargement en ca-
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FIG. 1 – Sch́ema deśechelles de description.À gauche : sch́emas physiques ;à droite : mod̀eles. En haut :[M ]
fibrille de collag̀ene mińeraliśee→milieu continu ; au milieu :[µ] constituantśelémentaires→mod̀ele de type
treillis ; en bas :[ν] structure atomique→ FEM.

ract́erisant sa raideur axialeEf . On peut remarquer que, pour ce cas spécifique de chargement, on peut
utiliser un mod̀ele de milieu continu de Cauchy au lieu de celui de Cosserat [17]. La densité d’énergie
de d́eformation s’́ecrit alors :

φ[M ] =
1
2

S[M ] · sym (gradu[M ]) , (1)

où S[M ] est le tenseur des contraintes,u[M ] est le d́eplacement,grad est l’oṕerateur gradient,sym est
l’opérateur śelectionnant la partie syḿetrique d’un tenseur.

Échelle des constituantśelémentaires[µ]. Reprenant la structure sous-fibrillaire décrite dans [12, 19], le
minéral dans la fibrille est représent́e par des fibres courtes et rigides (les feuillets d’hydroxyapatite),
entouŕees par une matrice plus déformable tenant comptèa la fois du collag̀ene et de la nano-porosité.
En faisant les hypoth̀eses que le comportement de la matrice estélastique lińeaire et que son adhérence
avec les fibres est parfaite, la matrice peutêtre repŕesent́ee par des ressorts et le modèle qui s’en suit
est de type treillis. La disposition et la forme géoḿetrique du mińeral n’́etant pas connues exactement,
nous allons consid́erer par la suite une géoḿetrie simplifíee òu les fibres de mińeral sont dispośees en
quinconce. Cela nous permet de déterminer un module ṕeriodique en forme de losange dont la moyenne
volumique de l’́energie de d́eformation s’́ecrit :

φ[µ] =
1

2V[µ]

∑

ab

(
tab
[µ] · uab

[µ]

)
, (2)

où V[µ] est le volume du module[µ], tab est la forceéchanǵee entre deux pointsa et b (appartenant̀a
deux fibres diff́erentes),uab

[µ]
:=ub

[µ] − ua
[µ] est la diff́erence de d́eplacement entre ces deux points et la

somme est faite sur toutes les pairs de fibres du module.

Échelle atomique[ν]. Les mod̀eles appropríesà cetteéchelle sont ceux de la physique des matériaux. Une
estimation pŕecise de l’́energieà l’échelle nanoḿetrique ne peut̂etre obtenue que par des méthodes de
dynamique moĺeculaire ou de ḿecanique statistique. Toutefois, les résultats de ces types disponibles
aujourd’hui ne sont pas suffisants et nous avons donc décid́e d’utiliser un mod̀ele auxéléments finis
(FEM) pour les obtenir, sachant qu’au moment où de meilleurs ŕesultats seront disponibles, on pourra
facilement les int́egrer dans notre modèle. La moyenne volumique de l’énergie de d́eformation s’́ecrit
alors :

φ[ν] =
1

V[ν]
ΦFEM =

1
2V[ν]

∑
e

∫

V e
[ν]

(
Se

[ν] · ue
[ν]

)
, (3)

où V[ν] est le volume du module[ν] etΦFEM est l’énergie totale de d́eformation du module[ν] calcuĺee
par la ḿethode deśeléments finis en sommant sur tous leséléments du maillage les contributions lo-
cales, donńees par l’int́egrale (sur le volumeV e

[ν] de l’élémente) du produit scalaire du champ local des
contraintesSe

[ν] pour le correspondant champ local de déplacementue
[ν].
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3.2 Localisation et homoǵenéisation
Les d́eplacements aux troiśechelles sont líes par l’assignation d’une loi de localisation. En supposant le champ
de d́eplacementu[M ] affineà l’échelle de la fibrille[M ] on peut obtenir les vecteurs déplacements des fibres
ua

[µ] à l’échelle des constituants[µ]. Ensuite, ceux-ci sont utilisés pour calculer le champ de déplacement

u[ν]|∂V[ν] défini sur la frontìere∂V[ν] du module[ν]. À cetteéchelle, la solution par la ḿethode deśeléments finis
du probl̀emeélastique avec des conditions de Dirichlet données paru[ν]|∂V[ν] conduità l’évaluation des champs
de contraintesS[ν]. À partir de ceux-ci et en imposant l’égalit́e de l’́energie sṕecifique aux troiśechelles, nous
sommes alors en mesure d’identifier les forcestab

[µ] échanǵees par les ressortsà l’échelle[µ] et, à partir de
celles-l̀a, le champ des contraintesS[M ] à l’échelle[M ]. Cette proćedure est sch́ematiśee dans le diagramme
suivant :

u[M ] S[M ]

repŕesentation affine ↓ ↑ φ[M ] = φ[µ]

ua
[µ] tab

[µ]

conditions de Dirichlet ↓ ↑ φ[µ] = φ[ν]

u[ν]|∂V[ν] → Solution du probl̀emeélastique → S[ν]

La raideur axialeEf de la fibrille est calcuĺee en appliquant une déformation uniaxialèa la fibrille :gradu[M ] =
E11 e1⊗e1, où E11 est la d́eformation dans la direction de l’axe de la fibrille donnée pare1, évaluant le champ
des contraintes qui s’en suit :S[M ] = S11 e1 ⊗ e1 + S22 (e2 ⊗ e2 + e3 ⊗ e3), et enfin, en calculant le rapport
Ef :=S11/E11.

4 Résultats nuḿeriques
La valeur de la raideur axiale de la fibrille dépend de la proportion des constituants (collagène, mińeral, nano-
porosit́e), de leurs propriét́esélastiques et de la morphologie des fibres. Dans notre procédure, ces informations
sont pŕeciśees̀a l’échelle[ν] dans le mod̀ele aux́eléments finis. Le mińeral et le collag̀ene ont́et́e d́ecrits comme
des mat́eriauxà comportement́elastique lińeaire isotrope, dont les propriét́esélastiques sont reportées dans la
Tab. 1. La nano-porosité est suppośee vide et les propriét́esélastiques de la matrice (collagèneet nano-pores
vides) ontét́e évalúees par la loi des ḿelanges [10]. Un sch́ema illustratif de la ǵeoḿetrie utiliśee est montŕe
en bas̀a droite de la Fig. 1. Dans nos calculs, la taille de ce domaine estL×H = 134 nm× 7.5 nm.

Em 120 GPa [∗] Module axial du mińeral
Gm 47 GPa Module de cisaillement du minéral
νm 0.27 [∗] Coefficient de Poisson du minéral
Ec 2.7 GPa Module axial du collag̀ene
Gc 1 GPa [∗] Module de cisaillement du collagène
νc 0.35 [∗] Coefficient de Poisson du collagène

TAB . 1 – Propríet́esélastiques du mińeral et du collag̀ene.[∗] : donńees adaptées de [20].

Par la suite, nous avonsétudíe la d́ependance de la raideur axiale de la fibrilleEf vis-à-vis de la forme des fibres
de mińeral et des fractions volumiques du collagènefc et du mińeral fm en ǵeńeralisant les premiers résultats
montŕes dans [10]. Le param̀etre principal reste la teneur minéralefm du fait qu’une augmentation defm décrit
le processus de minéralisation de la fibrille, un aspect fondamental du modelage et remodelage osseux. Dans la
Fig. 2 nous montrons la variation du rapportEf/Em (raideur axiale de la fibrille rapportée au module de Young
du mińeral) en fonction defm pour différentes morphologies des fibres et teneurs en collagène.
La fraction volumique du collag̀ene fc n’étant pas connue exactement, nous avons considéŕe trois valeurs
repŕesentatives :fc ∈ {0.24, 0.32, 0.40}. La quantit́e fp :=1 − fc − fm repŕesente alors la fraction volumique
des nano-pores. On peut observer que, pour une morphologie donnée, les ŕesultats ne diff̀erent pas de façon
significative dans toute la gamme de teneurs minérales consid́eŕee. Prenant pour référence le casfc = 0.32, on
peut voir que pour une variation defc de±25%, lesécarts observ́es dans les résultats ne varient que de moins
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de10%. Cela nous permet de conclure que la teneur en collagène ne semble pasêtre un param̀etre important
quantà la d́etermination des propriét́esélastiques de la fibrille, ce qui permettrait de s’affranchir de la nécessit́e
de mesures précises̀a sonégard.
La morphologie des fibres de minéral n’est pas connue non plus avec précision. Nous avons considéŕe deux
cas qui d́ecrivent vraisemblablement deux conditions extrêmes : (A) les fibres croissent homothétiquement en
maintenant constant le rapport longueur surépaisseurlm/hm = 80 ; (B) les fibres croissent uniquement dans
la direction de l’axe de la fibrille maintenant constant leurépaisseurhm = 2.5 nm. Il est possible de voir que,
quelle que soit la morphologie des fibres (cas (A) et (B)), on peut distinguer deux types de comportement :
une premìere phase non lińeaire, correspondanteà de faibles teneurs minérales, et une deuxième phase presque
linéaire, correspondanteà de fortes teneurs minérales. La transition se situe autour defm = 0.25 ∼ 0.30 pour
la morphologie (A) et autour defm = 0.35 ∼ 0.40 pour la morphologie (B). Les résultats correspondants aux
deux morphologies sont assez différents pour de faibles teneurs minérales (ce qui correspondà une fibrille jeune
dans le processus de remodelage) mais les résultats sont presque identiques quand la fibrille arrive a maturité
(fm > 0.40). Ce mod̀ele est donc tr̀es peu sensible aux détails morphologiques̀a l’échelle nanoḿetrique, au
moins en ŕegime de forte mińeralisation. Cela est particulièrement int́eressant du fait que ces détails ne sont
pas connus avec précisionà l’heure actuelle (et probablement pas avant de longues années) ; en outre, le peu
d’effet observ́e dans les ŕesultats vis-̀a-vis de ces informations rend notre modèle particulìerement fiable en ce
qui est de la description du comportement des fibrilles fortement minéraliśees. Par contre, pour des fibrilles
relativement jeunes, et donc faiblement minéraliśees, leśecarts observ́es dans les résultats relatifs aux deux
morphologies consid́eŕees ne rendent pas suffisamment fiable le modèle. Des informations morphologiques
plus d́etaillées sont ńecessaires pour réduire ceśecarts.

FIG. 2 – Raideur axiale de la fibrille en fonction de la teneur de minéral.Ef : raideur axiale de la fibrille ;Em :
module de Young du mińeral ; fc et fm : fractions volumiques de collagène et de mińeral ; (A) et (B) : types de
morphologies des fibres de minéral (voir texte).

5 Conclusions et perspectives
Du fait de sa structure complexe, la caractérisation du tissu osseux est compliquée et un mod̀ele de compor-
tement compl̀etement exhaustif n’est pas encore disponible. Si d’un côté de nombreuses formules empiriques
ont ét́e propośees et se révèlent tr̀es utiles pour des cas spécifiques, aucune d’entre elles n’est complètement
géńeralisable. De plus, du fait m̂eme de leur nature, de telles formules ne sont pas capables d’expliquer ration-
nellement la grande variét́e et la dispersion des observations disponibles, ce qui reste indispensable si l’on veut
arriver vraiment̀a comprendre le fonctionnement du “matériau os”. Une mod́elisation multi-́echelle semblêetre
une d́emarche appropriée pour appŕehender la complexité du tissu osseux. Un des enjeux majeurs est l’identi-
fication deśeléments fondamentaux qui régissent le comportement du tissu. Pour cela, on a intér̂et à parcourir
la hiérarchie des structures du tissu osseux jusqu’à l’échelle moĺeculaire. Cependant, il faut aussi considérer
que, principalement̀a cettéechelle mais aussi aux autres, les informations expérimentales dont on dispose sont
souvent limit́ees et impŕecises, surtout lorsqu’il s’agit d’observationsin vivo.
Ce travail de recherche se veut une contribution dans le cadre de la modélisation de la caractérisation du com-
portement ḿecanique du tissu osseux. Le modèle multi-́echelle que nous avons proposé est particulìerement
intéressant du fait de sa faible dépendance vis-à-vis des hypoth̀eses faites aux différenteśechelles, hypoth̀eses
qui peuvent̂etre amend́ees (lorsque des informations plus précises surviendront) sans que la procédure de tran-
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sition d’échelles ne soit chamboulée. Nous nous sommes placéà l’échelle de la fibrille de collag̀ene mińeraliśee
enétudiant la ŕeponséelastique vis-̀a-vis de la morphologie et de la nature de ses constituants. En particulier,
nous avonśetudíe la d́ependance de la raideur axiale de la fibrilleEf vis-à-vis de la forme des cristaux de
minéral et des teneurs en collagène et mińeral. Nos ŕesultats ont montré : (i) une certaine insensibilité deEf par
rapportà la teneur en collag̀enefc ; (ii ) une d́ependance marquée deEf par rapport̀a la teneur mińerale, respec-
tivement de types non lińeaire et lińeaire pour de faibles et de fortes teneurs minérales ; (iii ) une presque totale
insensibilit́e deEf par rapport̀a la forme des cristaux pour de fortes teneurs minérales et,̀a l’inverse, une forte
sensibilit́e pour de faibles teneurs minérales. Cela confirme que le facteur principal déterminant la raideur de la
fibrille est la teneur mińerale. Uniquement en régime de faible mińeralisation, la forme des inclusions minérales
entre aussi en jeu. Dans un tissu osseux mature, cela correspond aux fibrilles jeunes récemment forḿees dans
le processus de remodelage osseux qui ne sont qu’une moindre proportion de la totalité des fibrilles du tissu,
et donc, n’interviennent pas de manière importante pour d́eterminer le comportement d’ensemble.
Avant de continuer̀a remonter leśechelles jusqu’̀a atteindre celle du tissu, ce qui resteà terme l’objectif, il
faudra encore approfondir ces résultats eńetudiant les effets liés aux caractéristiques ḿecaniques des consti-
tuants, qui ont́et́e jusqu’̀a maintenant supposées connues préciśement et mod́elisées de façon simpliste comme
élastiques lińeaires.
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