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Résumé :

On présente une méthode numérique de calcul des vibrations non linéaires de poutre sandwich a cceur
viscoélastique. Le modele d’Euler Bernoulli est appliqué aux faces tandis que le modele de Timoshenko est
appliqué au cceur viscoélastique. Les non-linéarités géométriques sont considérées selon les hypothéses de
Von Karman. La réponse forcée est approchée par le mode propre de vibrations linaires discrétisé en
éléments finis en couplant la technique d’équilibrage harmonique a la méthode de Galerkin a un mode.
L’amplitude de la réponse est alors solution d’une équation dépendant de la fréquence d’excitation dont les
coefficients sont fonction du mode propre de vibrations linéaires. Le choix de la base de Galerkin et son
influence sur la réponse sont discutés.

Abstract :

A numerical method for nonlinear vibration analysis of viscoelastically damped sandwich beam is presented.
The kinematic models are considered based on the classical Euler Bernoulli’s beam theory for the face
layers and Timoshenko’s beam theory for the viscoelastic core. Geometrical nonlinearities are introduced in
the Von Karman’s theory framework. Using the harmonic balance method and the Galerkin’s technique, the
forced response of the sandwich beam is approximated using the linear eigenmode. This eigenmode is
determined by finite element method. The result is an amplitude equation whose coefficients depend on the
linear eigenmode. The Galerkin base choice and its influence on the beam response are discussed.

Mots clés: viscoélastique, sandwich, vibration non linéaire, équilibrage harmonique, méthode de
Galerkin, facteur de perte, amplitude

1. Introduction

Les structures sandwich & cceur viscoélastique trouvent leurs applications dans tous les domaines
d’ingénierie et des systemes mécaniques notamment dans I’électroménager, 1’aérospatial, I’aéronautique, la
construction navale, I’automobile ou le génie civil. Outre leur masse légere, elles permettent d’atténuer les
vibrations assurant ainsi une isolation acoustique. Une structure sandwich a cceur viscoélastique est
constituée de deux couches d’aciers intercalées en leur milieu par une couche viscoélastique (FIG. 1). La
fonction amortissante se traduit par un cisaillement dans la couche viscoélastique di a une différence entre
les déplacements longitudinaux dans les parements d’aciers. Face a I’insuffisance des modéles analytiques
quant a la modélisation des structures a géométrie complexe, des approches reposant sur I’analyse par
éléments finis ont été développées par de nombreux auteurs [1-3]. L étude des structures sandwich a cceur
viscoélastique a été étendue dans le cadre des non-linéarités géométriques ou le facteur de perte, le mode et
la fréquence propre dépendent de I’amplitude des vibrations [4]. Récemment, une méthode analytique pour
I’étude des vibrations non linéaires des structures sandwich a cceur viscoélastique a été développée par Daya
et al. [5] et Boutyour et al. [6]. Cette méthode est basée sur la technique d’équilibrage harmonique couplé a
la méthode de Galerkin & un mode. Dans ces travaux, la base de Galerkin choisie est constituée du mode
propre du sandwich non amorti, dit mode réel ou seule I’élasticité retardée du cceur est prise en compte. Le
but de ce travail est de développer une méthode numérique utilisant les mémes techniques que la méthode
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analytique. Mais la base de Galerkin sera constituée du mode propre du sandwich amorti dit mode complexe
puisqu’il est solution d’un probleme aux valeurs propres complexes [1]. Une étude comparative des deux
choix de la base de Galerkin est présentée et discutée.

2. Formulation cinématique et lois de comportement

On effectue I’analyse de la poutre sandwich dans les hypothéses cinématiques classiques. En appliquant la
theorie d’Euler-Bernoulli aux faces élastiques et la théorie de Timoshenko au cceur viscoélastique et en
tenant compte des non-linéarités géometriques, le champ de déplacement et de déformation s’écrit :

A

-"Elastic layer
Viscoslasticlayer X
Elastic layer

v

FIG. 1- poutre Sandwich

i ) U,(x,z,t) =u,(x,t) - (z - Z)aw(x )
pour les faces élastiques i=1,3 (8]
W, (X, z,t) = w(x,t)

au, (x,t) +1[aw(x,t)j2 -2 2w(x,t)

(X,2Z,t) =
a2l ==2 =+ T o

U,(x,z,t) =u(x,t) + 28(x,t)
W, (X, z,t) = w(X,t)
au(xt) 1 (aw(x,t)jz L, 0B
oX 2 oX OX
Ow(X, t)}

pour le ceeur viscoélastique =2

(2)

&(x,2,t) =

Vz(X,Z,t)—*[ﬂ(X )+

u, fetw sont respectivement le déplacement axial, la rotation et la fleche commune aux trois couches. L’état

d’équilibre de la poutre sandwich est décrit par le principe des puissances virtuelles appliqué a I’ensemble
des trois couches constitutives :

—o0P,, =0P,, — 5P,

int acc*

®)

O ey

{NSU'+ NWSW + M 58+ M, oW +T (W + 53) jdx = jFawdx (2p,S, +p.S. jw&wdx

N, T et F sont respectivement I’effort normal, I’effort tranchant résultant dans la poutre et I’effort extérieur,
M, et M,, les moments de flexion résultant dans la poutre.

3. Formulation éléments finis et mode de vibrations linéaires

On s’intéresse ici au mode de flexion en vibrations linéaires. Celui-ci est déterminé par résolution du
probleme de flexion issu de (3) en ignorant les termes de non-linéarité et d’excitation extérieure:

Oty

L
{M B+ M OW +T (5W + 9)}dx = (2, S, + p,S,) | Wowax 4)
0

On cherche alors la solution sous forme harmonlque{W(X t)} {W(X)}empr ou @, désigne la fréquence propre
Bx.t)]  [B(X)

des vibrations linéaires et est complexe. Une discrétisation éléments finis appliquée a I’équation (4) permet

de ramener le probléme a I’étude d’un élément 1-D a deux nceuds, chaque nceud possédant trois degrés de

liberté. Ainsi pour chaque élément délimité par les nceuds i et j, les variables nodales se réduisent a :
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{qe}:{qi}:T[Wi W' B W, W B] ®)

En utilisant une transformation géométrique linéaire avec interpolation linéaire pour les rotations et une
interpolation cubique pour les déplacements transverses, on a :

fa}-|ac)e ©

[N,] désigne la matrice des fonctions d’interpolation cubique de type Hermite et [N, ] la matrice des

fonctions d’interpolation linéaire [7]. Cet élément a été validé par Hu [8] pour une poutre sandwich
encastrée-libre par comparaison aux résultats fournis dans la référence [9] sur le déplacement transversal et
la contrainte de cisaillement. En introduisant la relation (6) dans (4), le probléeme discrétisé s’écrit :

([<*@)]-o M)} =0 )
Les matrices élémentaires sont données en posant J = L°:

[M®]=(2p;S; +p.5.)[m*],
]:%{(2|CEC(a)p)+ ES¢h?)[ Kk |- ESihih [k |+ E (41, +8,h?)[Ks ]+25.G(o,)[ ki ]}, ®)
]—Jl;JT[NW][NW]df, [kf}—.tJ‘lT[N/’,][N;]df, [k;]_jla-z(T[N,;][N;;]J[N;][N;])dg,

1

GJ=[orieIalae k= J(o TTIN  J+ N J T TON,

-1

Ke
me

[
[
[

La dépendance en fréquence de la matrice de rigidité est introduite par le module d’Young ou de cisaillement
du matériau viscoélastique qui varie en fonction de la fréquence [10]. Aprés assemblage des matrices
élémentaires résulte le probléme aux valeurs propres complexes non linéaire :

([K(@,)]-o,2[M]){a} =0 ©)

Ce probléme est largement connu dans I’étude des structures viscoélastiques et il existe différentes méthodes
de résolution [1]. Mais ici ce probléme aux valeurs propres est résolu en deux étapes en utilisant le logiciel
Matlab2006. En premier lieu, le probleme aux valeurs propres réels correspondant au sandwich non amorti
est résolu en ne considérant que I’élasticité retardée pour le matériau viscoélastique du ceeur:

([K(O)]_a’oz[M]){qo}:O (10)

ou la fréquence non amortie ,et le mode non amorti ¢,sont des quantites réelles. En second lieu, pour
prendre en compte la dépendance en fréguence, la matrice de rigidité [K(wp)}est approximée au voisinage de

la fréquence réelle @,. Ce qui conduit a la résolution du probleme aux valeurs propres complexes
correspondant au sandwich amorti :

([K(@)]-o, [M]){a} =0 (11)

ou la frequence amortie @, et le mode amorti g sont des quantités complexes et ne sont déterminés que pour

un mode donné c’est-a-dire @, = @,;et q = (@,)ou j désigne le rang du mode.

4. Solution approchée du probleme de vibrations non linéaires

Dans ce travail, I’analyse est limitée a des réponses périodiques en temps de la poutre soumise a une
excitation transversale harmonique de la forme F = f (x)cos(wt). Ainsi, le probléme (3) est décompose en

deux équations :
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Nsu'dx =0. (12)

Ot~ O —

L L
{NW’5w’+ M B+ M oW" +T (oW +5ﬂ)}dx = I Fowdx—(2p,S; +pcSc)IW5wdx
0 0

En utilisant la méthode de Galerkin a un mode, on cherche la réponse sous la forme approchée suivante:

{W(x,t)}: A{W(X)} st L CC (13)
B(x,t) B(x)

ou A est une amplitude complexe inconnue dépendant de la fréquence d’excitation @, {W, B} est le mode

propre de vibration linéaire du sandwich et CC désigne le complexe conjugué. Dans ce cas, I’effort normal
peut s’écrire en fonction des harmoniques O et 2w comme dans [5]:

N(x,t) = | A" Ny(x) +{ AN, (x)e"** +CC} (14)

Nous considérons ici le cas d’une poutre immobilisée axialement a ses extrémités et les composantes de
I’effort normal sont respectivement :

2E,S, +S,E,(0) & )
———|W'(s)|"d
C Wl (15)
_ 2Efsf + ScEc(Zw) Ij'WIZ(S)ds
2L !

No(X) =

N,, (¥)

En utilisant un équilibrage harmonique {5W(x,t)}= W (x) oot dans (12) et en ne retenant que les termes
SP(x,1) B(X)
indépendants du temps, I’analyse de la réponse forcée est ramenée a une équation d’amplitude complexe :

~0*MA+ KA+ K, AA?=Q (16)
Lo L , _ L
avec M =(2p,S, +pcSc)£M‘ dx, K :{(NO’W'\ +N,, W?)dx, Q:-!.‘ fWasx, a7

K:lJL.{Ef (41, +5,h2)w" B'
0

2

*—E,S,h/h, (WB'+W'B')+(2IE,(w) +E,S,?)

* 428G (@)W’ + B\Z}d :

On effectue I’analyse autour de la résonance et on admettra que la fréquence d’excitation est proche de la
fréquence non amortie @, c’est-a-dire K ~ K(w,) et K, ~K, (@,). Dans le cas de vibrations libres

linéaires, I’équation (16) permet de definir la pulsation amortie €2, et le facteur de perte 7, :

K o op

v rim) (18)
KR K'

B KR

En vibrations libres non linéaires, I’équation (16) permet de traduire la dépendance en amplitude a = |A| de
la pulsation amortie et du facteur de perte :
of, =0} (1+a’C)
1+a*C'

TIne =77Lm

(19)

l Yo - 7 - 7 7
KNIL caractérisent les effets non linéaires. Les résultats sont comparés

ou les coefficients = _ Ku et ¢! =
KR

pour ces parametres modaux estimes d’une part a I’aide d’une base de Galerkin a mode réel g = q, et d’autre
part & I’aide d’une base de Galerkin @ mode complexe g = q(a@,) .
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5. Résultats et discussion

L’ analyse est menée sur la poutre sandwich étudiée dans [5] mais ici le cceur est en ISD112. Le module de
cisaillement dépend de la température et est donné par le modele de Maxwell généralisé [10] :

G, (w) =G, [1+i

@

o0 ] (20)
—iz']Tl
Les résultats sont présentés dans le tableau 1 pour les deux premiers modes de vibration. On voit qu’a la
température 38°C les valeurs de I’amortissement sont trés faibles et les paramétres modaux obtenus avec le
mode réel et le mode complexe sont les mémes. A la température 0°C, I’approche en mode réel surestime

I’amortissement. A cette température, les paramétres modaux sont différents selon que I’on utilise le mode

réel ou le mode complexe. Les valeurs du paramétre C'en mode réel et mode complexe dans le cas de
I’appui simple sont presque dans un rapport double & cette température.

Q. (Hz) 1, x10" c” C'x10°
complexe  réel complexe réel complexe réel complexe reel
Appui simple
38°C 17.72 17.72 0.78 0.80 221.58 218.83 4.03 3.92
56.61 56.60 0.77 0.78 78.54 77.90 3.27 322
0°C 28.14 27.00 5.33 10.25 112.34 94.24 9.20 4.01
90.18 87 .05 6.45 9.72 39.06 32.93 543 3.04
Bi-encastrée
38°C 31.74 31.74 0.50 0.1 76.98 76.68 3.30 3.27
83.10 83.08 0.55 0.56 42.80 42.49 319 3.14
0°C 44.62 43.35 6.08 8.35 43.29 41.10 447 3.11
118.23 116.71 570 8.01 23.82 21.53 477 3.09

TAB. 1- Parametres modaux en mode complexe et mode réel

Le tableau 2 presente les facteurs de perte du cceur viscoélastique estimés autour de la fréquence reelle o,

aux différentes températures et correspondant aux deux premiers modes de vibration. A la température 0°C,
le cceur est fortement amorti et les résultats révelent que I’utilisation d’une base de Galerkin & mode réel
n’est pas réaliste. Par contre lorsque le cceur est faiblement amorti comme le cas a 38°C, une base de
Galerkin a mode réel donne des résultats satisfaisant comme celle du mode complexe.
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FIG. 2- Réponse en amplitude pour le premier mode, force par unité de longueur f =20N.m™

La figure 2 montre la réponse en amplitude du premier mode pour une excitation f constante. L’amplitude

maximale est faible a 0°C d0 au fait que le sandwich est fortement amorti a cette température. A cet effet,
I’approximation en mode réel sous estime les pics de résonance. Par contre, a la température 38°C, le
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sandwich est faiblement amorti et la réponse de la poutre est la méme en mode réel qu’en mode complexe.
Ceci montre qu’une base de Galerkin & mode réel serait valide que pour des structures faiblement amorties.

Appui simple  Bi-encastrée

38°C 0.168 0.236
0.335 0.417
0°C 1.324 1.441
1.438 1.427

TAB. 2 -Facteur de perte du ceeur 7, (w,,T)

6. Conclusion

Dans travail, une méthode numérique pour le calcul des vibrations non linéaires de poutre sandwich a été
présentée. La réponse forcée est approchée a partir du mode propre de vibrations linéaires en utilisant la
technique d’équilibrage harmonique couplée a la méthode de Galerkin a un mode. Une équation d’amplitude
complexe est alors établie dont les coefficients dépendent du mode propre de vibrations linéaires formant la
base de Galerkin. En utilisant un élément fini de type poutre, le mode propre est issu de la résolution
approchée d’un probléme aux valeurs propres complexes non linéaire. La présente méthode est similaire a la
méthode analytique développée dans [5], cependant elle améliore la prise en compte de la dépendance en
fréquence du comportement viscoélastique et des conditions aux limites dans I’analyse des vibrations non
linéaires.
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