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Résuḿe :
Dans ce travail on consid̀ere quelques problèmes quasi-statiques de contact avec frottement local enélasticit́e linéariśee,
concernant le contact unilatéral et une condition de contact modifiée. On d́ecrit le cadre fonctionnel et des formulations
variationnelles, associées au probl̀eme initial mais aussi aux problèmes incŕementaux obtenus par une semi-discrétisation
temporelle. Pour les solutions incrémentales on d́emontre des ŕesultats d’existence et d’approximation, qui permettent
d’obtenir l’existence d’une solution du problème d’́evolution. On pŕesentéegalement quelques propriét́es remarquables
des solutions variationnelles qui vérifient la condition de contact modifiée. Ces ŕesultats peuvent̂etre étendus̀a des cas
plus ǵeńeraux comme, par exemple, le contact entre deux corps (visco)élastiques ou le couplage adhésion-frottement.

Abstract :
The aim of this work is to study some quasistatic contact problems with local friction in linear elasticity, when the
contact conditions are unilateral or of a modified type. Functional framework and variational formulations of continuous
and incremental problems, obtained by a temporally semi-discrete approximation, are described. For the incremental
solutions, one proves some existence and approximation results which enable to obtain the existence of a solution to
the evolution problem. Some interesting properties of variational solutions verifying the modified contact conditions are
presented. These results can be extended to more general cases, as, for example, the contact between two (visco)elastic
bodies or the coupling between adhesion and friction.

Mots clefs : probl ème quasi-statique, conditions de contact unilatéral et modifiées, frottement local

1 Introduction
Les conditions classiques de contact unilatéral enélasticit́e linéariśee, dans le cas statique sans frottement, ont
ét́e formuĺees par A. Signorini en 1933 et les formulations variationnelles correspondantes ontét́e analyśees
par G. Fichera, J.L. Lions et G. Stampacchia dans les années 1970.

Les mod̀eles qui utilisent ces conditions de contact unilatéral (ou de Signorini) avec une loi de frottement
local de Coulomb pŕesentent quelques difficultés et probl̀emes math́ematiques ou physiques sérieux, voir par
exemple [1], [2]. Pour surmonter certaines de ces difficultés on a propośe soit une ŕegularisation de la loi de
frottement, ce qui conduit̀a une loi de frottement non local (G. Duvaut), en préservant le caractère multivoque
des conditions de contact unilatéral et de frottement, soit une régularisation des conditions de contact de Si-
gnorini en utilisant une loi de compliance normale (J.T. Oden et J.A.C. Martins) et en préservant le caractère
local et multivoque de la loi de frottement.

Le probl̀eme statique de contact unilatéral avec frottement local de Coulombà ét́e ŕesolu par J. Něcas, J.
Jarǔsek, J. Haslinger dans les années 1980 et, m̂eme s’il s’agit d’un mod̀ele non ŕealiste de frottement car
toutes les conditions sont formulées en d́eplacements, ce résultat classique a permis néanmoins de commencer
l’ étude de formulations incrémentales d́erivées des problèmes d’́evolution, plus complexes.

Le probl̀eme quasi-statique correspondant, qui est un modèle ŕealiste car la loi de frottement estécrite en
vitesses, áet́e ŕesolu par L.E. Andersson [3] et R. Rocca, M. Cocou [4]. L’analyse nuḿerique de ce problème,
à partir d’une formulation variationnelle et d’une méthode d’́eléments finis mixtes, áet́e faite dans [5] et
l’extension de ce mod̀ele au couplage entre le frottement local de Coulomb et l’adhésion aét́e consid́eŕee par
M. Cocou, R. Rocca [6].

Comme pour le contact unilatéral avec frottement local la composante normale du vecteurcontrainte sur la
frontière de contact n’est pas suffisamment régulìere, donc ne peut pasêtre d́efinie ponctuellement, l’analyse
math́ematique ainsi que l’analyse numérique des problèmes de contact de ce type reposent sur uneétude assez
fine et technique, qui utilise des espaces de trace en dualité, une formulation incŕementale ŕegulariśee, une
méthode de translation et un résultat d’existence d’un point fixe.
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Dans le cas statique, un modèle interḿediaire áet́e propośe par P.J. Rabier et O.V. Savin [7], dans lequel la
condition de contact unilatéral est relax́ee d’une manìere particulìere. M̂eme si le mod̀ele consid́eŕe n’est pas
analyśe comme une approximation du modèle statique de contact unilatéral avec frottement de Coulomb, cette
contribution est int́eressante car les auteurs proposent une méthode de ŕesolution qui permet non seulement de
montrer l’existence de solutions géńeraliśees v́erifiant les conditions de frottement local en déplacements mais
également un certain« contr̂ole» de la zone de contact unilatéral.

La principale contribution de ce travail consisteà étendre le mod̀ele de P.J. Rabier et O.V. Savin, afin de
caract́eriser le contact avec frottement local de Coulomb dans le cas quasi-statique, en obtenant ainsi un modèle
réaliste du point de vue ḿecanique. Nous considérons tout d’abord la formulation classique et une formulation
variationnelle mixte du problème quasi-statique avec conditions de contact modifiées et frottement local et du
probl̀eme quasi-statique« limite », de contact unilatéral avec frotement local.

Pour ŕesoudre le premier problème, nous nous intéressons̀a une formulation incŕementale obtenue par
une semi-discŕetisation temporelle et, en utilisant un résultat d’existence pour une inéquation variationnelle
implicite abstraite, nous montrons l’existence de solutions incŕementales borńees ind́ependamment du pas de
temps. Cette approche nous permet de trouver une sous-suitede solutions incŕementales qui converge vers
une solution du problème quasi-statique. De plus, on démontre que la zone où il y a une ṕeńetration peut
être consid́eŕee arbitrairement petite, ce qui, par les géńeralisations et les applications possibles, constitue une
propríet́e int́eressante de ce modèle.

En tenant compte du cadre disponible, nous allons nous limiter aux cas particuliers des problèmes de contact
évoqúes ci-dessus et nous allons présenter seulement leurs formulations précises ainsi que quelques résultats
et propríet́es math́ematiques remarquables concernant ce modèle. Les ŕesultats et les d́emonstrations complets
seront pŕesent́es dans un article en préparation.

Pour simplifier la pŕesentation, nous nous intéressons dans la suite au contact entre un solideélastique et
un support mais bien d’autres cas, plus géńeraux, peuvent̂etre consid́eŕes comme, par exemple, le contact avec
frottement local entre deux corps (visco)élastiques ou le couplage entre adhésion et frottement.

2 Problèmes quasi-statiques de contact avec frottement local
Consid́erons un milieúelastique lińeaire enévolution quasi-statique occupant dans sonétat non d́eformé le
domaine borńe Ω ⊂ R

d, d = 2, 3, de frontìere Γ = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3, où Γ1, Γ2, Γ3 sont trois parties disjointes
suffisamment ŕegulìeres deΓ et mes(Γ1) > 0. Supposons que le corps est fixé sur Γ1 et notons parϕ la
densit́e volumique des forces données dansΩ et parψ la densit́e surfacique des forces données surΓ2.

Désignons parσ le tenseur des contraintes, de composantes cartésiennes orthonorḿeesσ = (σij), par ε le
tenseur des d́eformations lińeariśe, de composantesε = (εij), par u le vecteur d́eplacement, de composantes
u = (ui) et parE le tenseur des coefficients d’élasticit́e, de composantesE = (aijkl), vérifiant les conditions
classiques de syḿetrie et d’ellipticit́e.

On introduit les d́ecompositions en composantes normales et tangentielles suivantes :u = uNn + uT
avec uN = u · n, σn = σNn + σT avec σN = (σn) · n, où n est la normale extérieure unitairèa Γ, de
composantesn = (ni).

On fait les hypoth̀eses suivantes :

ϕ ∈ W 1,2(0, T ; [L2(Ω)]d), ψ ∈ W 1,2(0, T ; [L2(Γ)]d), suppψ(t) ⊂ Γ0
2 ⊂ Γ2 pour toutt ∈ [0, T ],

aijkl ∈ L∞(Ω) et est de classeC0,1/2+ι dans un voisinage deΓ3, 0 < ι ≤ 1/2, i, j, k, l = 1, ..., d,

µ ∈ L∞(Γ) et est un multiplicateur surH1/2(Γ) de norme‖µ‖M, µ ≥ 0 p.p. surΓ.

On d́efinit
V = {v ∈ [H1(Ω)]d ; v = 0 p.p. surΓ1},

K = {v ∈ V ; vN ≤ 0 p.p. surΓ3},

C∗− = {π ∈ H−1/2(Γ); supp(π) ⊂ Γ3, π ≤ 0},

(L,v) = (ϕ,v)[L2(Ω)]d + (ψ,v)[L2(Γ)]d ∀v ∈ V ,

a(v,w) =

∫

Ω
aijklεij(v)εkl(w)dx ∀v, w ∈ V ,

j1(λ,v) = −〈µλ, |vT |〉 ∀λ ∈ C∗−, ∀v ∈ V ,

j2(λ,v) =

∫

Γ3

µ|λ||vT |ds ∀λ ∈ L2(Γ3), ∀v ∈ V ,

où (·, ·) est le produit scalaire sur[H1(Ω)]d, 〈 , 〉 désigne le produit de dualité sur [H1/2(Γ)]d, [H−1/2(Γ)]d

et surH1/2(Γ), H−1/2(Γ).
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Soient u0 ∈ K et λ0 ∈ L∞(Γ3) vérifiant λ0 = σN (u0) ≤ 0 p.p. sur Γ3 ainsi que la condition de
compatibilit́e suivante :

a(u0,w − u0) + j2(λ0,w) − j2(λ0,u0) ≥ (L(0),w − u0) ∀w ∈K.

Sur Γ3 on va consid́erer deux types de conditions de contact avec frottement local entre le corps et son
support.

2.1 Conditions de Signorini avec frottement local
Le premier probl̀eme concerne l’évolution quasi-statique du solidéelastique en contact unilatéral sur Γ3,
consid́eŕee comme zone de contact initial et maximum, avec un support rigide fixé et v́erifiant la loi de frotte-
ment local de Coulomb.
ProblèmePc

1
: Trouveru = u(x, t) vérifiant la condition initialeu(0) = u0 dansΩ et, pour toutt ∈]0, T [,

les equations et conditions suivantes :

(P c
1 )











































div σ(u) = −ϕ dans Ω, σ(u) = E ε(u) dans Ω,

u = 0 sur Γ1, σn = ψ sur Γ2,

uN ≤ 0, σN ≤ 0, uNσN = 0 sur Γ3,

|σT | ≤ µ|σN | sur Γ3

et

{

|σT | < µ|σN | ⇒ u̇T = 0,

|σT | = µ|σN | ⇒ ∃λ ≥ 0, u̇T = −λσT ,

où µ est le coefficient de frottement.
On consid̀ere la formulation variationnelle mixte du ProblèmeP c

1 suivante [5] :
ProblèmePv

1
: Trouveru ∈ W 1,2(0, T ;V ) et λ ∈ W 1,2(0, T ; H−1/2(Γ)) vérifiant u(0) = u0, λ(0) = λ0,

pour presque toutt ∈]0, T [ λ(t) ∈ C∗− et

(P v
1 )

{

a(u,v − u̇) + j1(λ,v) − j1(λ, u̇) ≥ (L,v − u̇) + 〈λ, vN − u̇N 〉 ∀v ∈ V ,

〈π − λ, uN 〉 ≥ 0 ∀π ∈ C∗−.

On peut d́emontrer que le multiplicateur de Lagrangeλ vérifie la relationλ = σN (u) sur Γ3.
L’analyse math́ematique, faite dans [3], [4], [6] (pour le cas avec adhésion) et l’analyse nuḿerique, faite

dans [5], montrent que sous les hypothèses pŕećedentes, pour des valeurs suffisamment petites de‖µ‖L∞(Γ) et
‖µ‖M, il existe une solution du problèmeP v

1 qui peutêtre calcuĺee par une ḿethode mixte d’́eléments finis.

2.2 Conditions de contact modifíees avec frottement local
Consid́erons maintenant l’évolution quasi-statique du corpsélastique avec une loi de contact différente des
conditions de Signorini mais en gardant la loi de frottement local de Coulomb. Ce modèle aét́e propośe dans
le cas statique dans [7].
ProblèmePc

2
: Trouveru = u(x, t) vérifiant la condition initialeu(0) = u0 dansΩ et, pour toutt ∈]0, T [,

les equations et conditions suivantes :

(P c
2 )











































div σ(u) = −ϕ dans Ω, σ(u) = E ε(u) dans Ω,

u = 0 sur Γ1, σn = ψ sur Γ2,

β(uN ) ≤ σN ≤ β(uN ) sur Γ3,

|σT | ≤ µ|σN | sur Γ3

et

{

|σT | < µ|σN | ⇒ u̇T = 0,

|σT | = µ|σN | ⇒ ∃λ ≥ 0, u̇T = −λσT ,

où β, β sont deux fonctions d́efinies parβ(r) = 0 si r < 0, β(r) = −M si r ≥ 0 et β(r) = 0 si r ≤ 0,
β(r) = −M si r > 0, avecM > 0 donńee, etβ(u0N ) ≤ σN (u0) ≤ β(u0N ) sur Γ3.

On note que les conditions de Signorini correspondentà la valeur limiteM = +∞.
On suppose queu0, λ0 vérifient, en plus des conditions préćedentes, la relationβ(u0N ) ≤ λ0 ≤ β(u0N )

p.p. surΓ3 et on consid̀ere le probl̀eme variationnel suivant :
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ProblèmePv
2

: Trouveru ∈ W 1,2(0, T ;V ) et λ ∈ W 1,2(0, T ; H−1/2(Γ)) vérifiant u(0) = u0, λ(0) = λ0,
et pour presque toutt ∈]0, T [

(P v
2 )

{

a(u,v − u̇) + j2(λ,v) − j2(λ, u̇) ≥ (L,v − u̇) + 〈λ, vN − u̇N 〉 ∀v ∈ V ,

β(uN ) ≤ λ ≤ β(uN ) p.p. sur Γ3.

Une formulatiońequivalente peut̂etre donńee en utilisant la notion de dérivée ǵeńeraliśee (F. Clarke [8]).
On a le ŕesultat suivant.

Proposition 2.1 Le probl̀eme P v
2 est une formulation variationnelle mixte du problème P c

2 , où le multipli-
cateur de Lagrangeλ ∈ L∞(Γ3) a l’interprétation ḿecaniqueλ = σN (u) ≤ 0 p.p. sur Γ3 et pour tout
t ∈]0, T [.

2.3 Formulations incrémentales
Pour ŕesoudre le problèmeP v

2 , on utilise les formulations incrémentales obtenues par une semi-discrétisation
temporelle implicite qui sera décrite dans la suite.

Si n ∈ N
∗, on pose∆t := T/n, ti := i∆t, i = 0, 1, ..., n, si θ est une fonction continue det ∈ [0, T ]

à valeurs dans un espace vectoriel normé on introduit les notationsθi := θ(ti) sauf pourθ = u, θ = λ, et si
ηi, ∀ i ∈ {0, 1, ..., n}, sont deśeléments d’un espace vectoriel normé on pose

∂ηi :=
ηi+1 − ηi

∆t
, ∆ηi := ηi+1 − ηi ∀ i ∈ {0, 1, ..., n − 1}.

On consid̀ere la suite suivante de problèmes incŕementaux(P i
2,n)i=0,1,...,n−1.

ProblèmePi
2,n : Trouverui+1 ∈ V et λi+1 ∈ L2(Γ3) solutions du système

(P i
2,n)















a(ui+1,v − ∂ui) + j2(λ
i+1,v) − j2(λ

i+1, ∂ui)

≥ (Li+1,v − ∂ui) + 〈λi+1, vN − ∂ui
N 〉 ∀v ∈ V ,

β(ui+1
N ) ≤ λi+1 ≤ β(ui+1

N ) p.p. sur Γ3.

Le probl̀eme incŕementalP i
2,n estéquivalent au problèmeQi

2,n suivant, pouri = 0, 1, ..., n − 1.
ProblèmeQi

2,n : Trouverui+1 ∈ V et λi+1 ∈ L2(Γ3) vérifiant

(Qi
2,n)















a(ui+1,v − ui+1) + j2(λ
i+1,v − ui) − j2(λ

i+1,ui+1 − ui)

≥ (Li+1,v − ui+1) + 〈λi+1, vN − ui+1
N 〉 ∀v ∈ V ,

β(ui+1
N ) ≤ λi+1 ≤ β(ui+1

N ) p.p. sur Γ3.

3 Existence et propríetés des solutions
Un premier ŕesultat d’existence concerne les solutions incrémentales.

Theorem 3.1 Pour toutM avec 0 < M < +∞ il existe (ui+1, λi+1) ∈ V × L2(Γ3) solution du probl̀eme
Qi

2,n, ∀ i ∈ {0, 1, ..., n − 1}.

La démonstration de ce théor̀eme consistèa d́emontrer et appliquer un résultat plus ǵeńeral, d’existence d’une
solution pour une ińequation variationnelle implicite considéŕee dans l’espace produitH × Ξ, où H est un
espace de Hilbert et(Ξ, s) est un espace mesuré avecs une mesure complète et finie. Ce ŕesultat abstrait est
obtenu en introduisant une classe convenable d’applications multivoques śequentiellement faiblement sémi-
continues suṕerieurement et en utilisant un théor̀eme de Ky Fan.

Pour passer̀a la limite dans les problèmes(P i
2,n)i=0,1,...,n−1, on a besoin d’estimations pour les solutions

incrémentales.

Proposition 3.1 Il existe des constantes̄µ > 0 et C > 0, indépendantes den, telles que si‖µ‖M ≤ µ̄ alors
les solutions incŕementales v́erifient les relations

‖ui+1‖[H1(Ω)]d ≤ C
{

‖ϕi+1‖[L2(Ω)]d + ‖ψi+1‖
[H−

1

2 (Γ)]d

}

,

‖∆ui‖[H1(Ω)]d ≤ C
{

‖∆ϕi‖[L2(Ω)]d + ‖∆ψi‖
[H−

1

2 (Γ)]d

}

∀ i ∈ {0, 1, ..., n − 1}.
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Ces estimations nous permettent de passerà la limite dans les problèmes incŕementaux lorsque∆t → 0 et
d’obtenir ainsi le ŕesultat principal suivant.

Theorem 3.2 On suppose‖µ‖M ≤ µ̄. Alors pour toutM avec 0 < M < +∞ le probl̀emeP v
2 admet au

moins une solution(u, λ) ∈ W 1,2(0, T ;V ) × W 1,2(0, T ; H−1/2(Γ)).

Une remarque imḿediate est que les solutions incrémentales,(λi)i=1,2,...,n, et celle du probl̀eme continu,λ,
appartiennent naturellementà L∞(Γ3), ce qui assure une meilleure régularit́e de la composante normale du
vecteur contrainte surΓ3.

On noteégalement que ces résultats sont́etablis, en ce qui concerne le coefficient de frottement, sousla
seule hypoth̀ese‖µ‖M suffisamment petite.

Une autre propríet́e int́eressante, qui n’est pas vérifiée par le mod̀ele classique de contact avec compliance
normale, est que la zone où il y a une ṕeńetration dans le support peutêtre diminúee d’une manìere contr̂olée.
Plus pŕeciśement, on a le ŕesultat suivant.

Theorem 3.3 Soit (uM , λM ) une solution du problèmeP v
2 correspondant̀a M . A chaque instantt ∈]0, T [,

on poseΓp(uM ) := {x ∈ Γ3; uMN (x) > 0}, pour noter la portion deΓ3 où une ṕeńetration du milieu dans
le support a lieu. Alors pour toutǫ > 0 il existe k > 0 tel que pour toutM avec0 < M < +∞

mes(Γp(uM )) ≤ ǫ +
k

M
‖L‖[H1(Ω)]d ∀t ∈]0, T [.

On peut d́emontrerégalement que s’il existe une solution(u, λ) du probl̀eme de contact unilatéral avec
frottement localP v

1 telle queλ ∈ L∞(Γ3) alors (u, λ) vérifie le probl̀eme P v
2 pour tout M suffisamment

grand et ŕeciproquement, si le couple(u, λ) est solution deP v
2 pour deux valeurs distinctes deM > 0 alors

il est solution, ŕealiste du point de vue physique, deP v
1 . Ces propríet́es permettent de voir les solutions de

P v
2 commeétant non seulement des approximations, dépendantes deM , de solutions deP v

1 mais aussi des
solutions ǵeńeraliśees du probl̀eme de contact unilatéral avec frottement local [7].

4 Généralisations et applications
Les ŕesultats pŕesent́es ci-dessus s’étendent naturellement, en introduisant la fonction distance initiale (ou
la fonction « gap»), aux probl̀emes quasi-statiques en (visco)élasticit́e linéariśee concernant deux milieux,
occupant dans leuŕetat non d́eformé les domainesΩ1 et Ω2, qui peuvent̂etre en contact avec frottement entre
les partiesΓ1

3 et respectivementΓ2
3 de leurs frontìeres.

Une autre ǵeńeralisation concerne certains problèmes d’interactions de contact, en particulier le couplage
entre adh́esion et frottement. Plusieurs lois reliantσN et uN peuvent̂etreétudíees dans ce cadre.

La propríet́e des solutions du problèmeP v
2 décrite par le th́eor̀eme 3.3 montre que siM est suffisamment

grand ou si les forces appliquées sont suffisamment petites alors l’aire de la partie de la surface de contact òu
la péńetration du corps dans l’obstacle a lieu devient arbitrairement petite. Comme on peut montrer aussi que,
dans les m̂emes conditions pourM et pour le chargement que celles présent́ees pŕecedemment, la norme dans
L1(Γ3) de cette ṕeńetration peut̂etre arbitrairement petite, il résulte que ce modèle de contact avec frottement
est ŕealiste, voir, par exemple, l’analyse de J.T. Oden et J.A.C.Martins [9], d’apr̀es laquelle le contact avec une
pression suffisante est accompagné par l’́ecrasement des aspérités. Dans ce cas, il s’agit d’une zone critique
(ou singulìere), tr̀es petite et̀a localiser, dans laquelle la modélisation du contact peut se faire, pour une analyse
fine, en utilisant des systèmes multi-echelles.

En conclusion, ce modèle est« optimal» par rapport au mod̀ele de contact avec compliance normale et par
rapport au mod̀ele de contact unilatéral avec frottement local de Coulomb car il permet une simplification de
certaines techniques d’analyse mathématique et nuḿerique, ainsi qu’uńelargissement du champ d’applications
de ces mod̀eles.

Ce travail souligne, en s’appuyant sur quelques exemples remarquables de problèmes quasi-statiques de
contact eńelasticit́e, l’influence des diff́erentes conditions de contact et lois de frottement sur le cadre fonc-
tionnel et sur la formulation variationnelle, choisis afin d’obtenir un mod̀ele adapt́e aux applications envisagées
et de fournir une ḿethode nuḿerique performante.
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