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Résune :

Dans ce travail on consigte quelques probimes quasi-statiques de contact avec frottement localastici€é lineariste,
concernant le contact unilatal et une condition de contact moé#i On écrit le cadre fonctionnel et des formulations
variationnelles, assoées au prol#me initial mais aussi aux prodines incementaux obtenus par une semi-didisation
temporelle. Pour les solutions inamentales on&montre desésultats d’existence et d’approximation, qui permettent
d’obtenir I'existence d’'une solution du prashe dévolution. On pesenteegalement quelques proptes remarquables
des solutions variationnelles quésifient la condition de contact modit. Ces &sultats peuvergtre étendusa des cas
plus geréraux comme, par exemple, le contact entre deux corps jeisstiques ou le couplage aglion-frottement.

Abstract :

The aim of this work is to study some quasistatic contactIprob with local friction in linear elasticity, when the
contact conditions are unilateral or of a modified type. Fimrgal framework and variational formulations of contirus

and incremental problems, obtained by a temporally sestrdie approximation, are described. For the incremental
solutions, one proves some existence and approximatiatseshich enable to obtain the existence of a solution to
the evolution problem. Some interesting properties ofatamnal solutions verifying the modified contact condisare
presented. These results can be extended to more geneed, @ss for example, the contact between two (visco)elastic
bodies or the coupling between adhesion and friction.

Mots clefs : probléme quasi-statique, conditions de contact unil&ral et modifiees, frottement local

1 Introduction

Les conditions classiques de contact ukgitat enélasticit linéari€e, dans le cas statique sans frottement, ont
éte formukes par A. Signorini en 1933 et les formulations variatiolesetorrespondantes oa analyges
par G. Fichera, J.L. Lions et G. Stampacchia dans leées970.

Les moales qui utilisent ces conditions de contact uiitat (ou de Signorini) avec une loi de frottement
local de Coulomb grsentent quelques difficél et prol#mes matématiques ou physiquesérseux, voir par
exemple [1], [2]. Pour surmonter certaines de ces diffesutin a propdssoit une egularisation de la loi de
frottement, ce qui condué une loi de frottement non local (G. Duvaut), eagervant le caragte multivoque
des conditions de contact uniaél et de frottement, soit unégularisation des conditions de contact de Si-
gnorini en utilisant une loi de compliance normale (J.T. ©deJ.A.C. Martins) et en pservant le caragete
local et multivoque de la loi de frottement.

Le probEme statique de contact unéaal avec frottement local de Coulonalete résolu par J. Neas, J.
Jaruek, J. Haslinger dans les ares 1980 et, Bme s'il s’agit d'un modle non éaliste de frottement car
toutes les conditions sont forn@ads en @placements, c&sultat classique a permigéanmoins de commencer
I étude de formulations inementales @rivées des probmes dévolution, plus complexes.

Le probEme quasi-statique correspondant, qui est unaieoéaliste car la loi de frottement estrite en
vitesses, &t résolu par L.E. Andersson [3] et R. Rocca, M. Cocou [4]. Lanalyanérique de ce prokime,

a partir d’'une formulation variationnelle et d’'uneéthode délements finis mixtes, &t faite dans [5] et
I'extension de ce magle au couplage entre le frottement local de Coulomb et aitim aéte consiéree par
M. Cocou, R. Rocca [6].

Comme pour le contact uniktal avec frottement local la composante normale du vectaurainte sur la
frontiere de contact n'est pas suffisammerguliere, donc ne peut pddre definie ponctuellement, I'analyse
mathematique ainsi que I'analyse nénique des proeimes de contact de ce type reposent suréinge assez
fine et technique, qui utilise des espaces de trace en @ualie formulation iné@mentale &gulari€e, une
méthode de translation et uagsultat d’existence d’un point fixe.
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Dans le cas statique, un nidd internédiaire aéte propog par P.J. Rabier et O.V. Savin [7], dans lequel la
condition de contact unilatal est rela&e d’'une marire particukere. Meme si le modle consi@ré n’est pas
analy€ comme une approximation du nédd statique de contact uniéatl avec frottement de Coulomb, cette
contribution est irkressante car les auteurs proposent ugthatie de&solution qui permet non seulement de
montrer I'existence de solutiongggralies wrifiant les conditions de frottement local epiicements mais
également un certaincontile » de la zone de contact uniétl.

La principale contribution de ce travail consisté&tendre le moéle de P.J. Rabier et O.V. Savin, afin de
caracériser le contact avec frottement local de Coulomb dansdeggasi-statique, en obtenant ainsi un #led
réaliste du point de vue @canique. Nous congdons tout d’abord la formulation classique et une forniomat
variationnelle mixte du proBme quasi-statique avec conditions de contact namdifet frottement local et du
probleme guasi-statiquelimite », de contact unildral avec frotement local.

Pour Esoudre le premier prodaine, nous nous iatessons une formulation in@mentale obtenue par
une semi-dis@tisation temporelle et, en utilisant uasultat d’existence pour uneéguation variationnelle
implicite abstraite, nous montrons I'existence de sohgimcémentales boies inépendamment du pas de
temps. Cette approche nous permet de trouver une sousdsugtelutions in@mentales qui converge vers
une solution du proBime quasi-statique. De plus, oérdontre que la zoneloil y a une frétration peut
étre consiéree arbitrairement petite, ce qui, par lé&ngralisations et les applications possibles, constitue une
propriéte interessante de ce mele.

En tenant compte du cadre disponible, nous allons nous liitecas particuliers des préohes de contact
évoqles ci-dessus et nous allongpenter seulement leurs formulationggises ainsi que quelquessultats
et proprétes matematiques remarquables concernant ceated.es ésultats et les@monstrations complets
seront pesenés dans un article engparation.

Pour simplifier la pesentation, nous nous @ressons dans la suite au contact entre un sélaique et
un support mais bien d’autres cas, pl@&raux, peuvergtre consiéres comme, par exemple, le contact avec
frottement local entre deux corps (visé@stiques ou le couplage entre adion et frottement.

2 Problemes quasi-statiques de contact avec frottement local

Consicerons un milietelastique liaire enévolution quasi-statique occupant dans &tet non éformé le
domaine bora Q c R, d = 2,3, de frontereI’ = T'; UT, UT3, ol Ty, T'y, T'3 sont trois parties disjointes
suffisammenté&gulieres del’ et mes$I';) > 0. Supposons que le corps estéfigur I'; et notons pary la
densié volumique des forces doees dang) et part la densié surfacique des forces daes surl’s.

Désignons pap le tenseur des contraintes, de composantegsiartnes orthonoreesc = (o;;), pare le
tenseur des&formations liari€, de composantes= (¢;;), par u le vecteur @placement, de composantes
u = (u;) et par& le tenseur des coefficientsadasticie, de composanteS = (a;;x;), Verifiant les conditions
classiques de sy@trie et d’ellipticié.

On introduit les @écompaositions en composantes normales et tangentiellen®s :u = uyn + urp
avecuy = u-n, on =oyn+ oy avecoy = (on) - n, 0U n estla normale egrieure unitairéx T, de
composantes = (n;).

On fait les hypothses suivantes :

p € WH2(0,T; [L2(Q)]4), ¥ € W2(0,T; [L*(T)]%), suppep(t) C TY c Ty pour toutt € [0, 7],
aiji € L°(Q) etestde class€™!/>** dans un voisinage d&3, 0 < ¢ < 1/2, 4,j,k, 1 =1,...,d,
p € L(I") et est un multiplicateur suff'/2(T") de norme| || o, > 0 p.p. surl.

On céfinit
V ={ve[H Q)] v=0p.p. sul},

K={veV;uy<0p.p.suls},

C*~ = {m € HY(I); supp(n) C T3, 7 <0},
(L,v) = (p,v)2() + (¥, V)20 VU EV,
a(v,w) = Aaijklsij(v)akl(w)dx Vo, weV,
(A v) = —(uA Jorp|) YAeC*, YveV,
j2(\, v) _/F plM|vr|ds VA€ L*(T3), Yv eV,

ol (-,-) estle produit scalaire sSGH' (€))%, (, ) désigne le produit de duaditsur [H'/2(I")]¢, [H~'/2(I")]¢
etsur H'/2(T), H-'/2(I).
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Soientug € K et \g € L>(I'3) vérifiant A\g = on(ug) < 0 p.p. surI's ainsi que la condition de
compatibilig suivante :

a(uo,'w — uo) —|—j2()\0,'w) — jz()\o,uO) > (L(O),'w — UO) Vwe K.

Sur I'3 on va consiérer deux types de conditions de contact avec frottement &ttre le corps et son
support.

2.1 Conditions de Signorini avec frottement local

Le premier proltme concerne &volution quasi-statique du solidgdastique en contact uniixal sur I's,
consiceree comme zone de contact initial et maximum, avec un supigaderfixé et \erifiant la loi de frotte-
ment local de Coulomb.

ProblemeP§ : Trouver u = u(x, t) vérifiant la condition initialeu(0) = uo dans$2 et, pour toutt €]0, 77,
les equations et conditions suivantes :

divo(u) = —p dans(), o(u)=Ee(u) dans,
u=0 surl';, on =1 surly,
uy <0, oy <0, unyony=0 surls,

PC
(F1) lop| < plon| sur T

ot { lor| < plon| = ar =0,
|0’T| = IU‘O'N’ = 3\ > 0, iLT = —/\O'T,

ou y est le coefficient de frottement.
On consi@re la formulation variationnelle mixte du Prébie P; suivante [5] :

ProblémePy : Trouver u € W2(0,T; V) et A\ € WH2(0,T; H~Y/2(I")) vérifiant u(0) = ug, A\(0) = Ao,
pour presque tout €]0, T[ A(t) € C*~ et

() a(u,v —u) + j1(\,v) — 1(A\ @) > (L,v —4) + (\,oxy —un) Vv eV,
(m—XNuny) >0 VrelC*.

On peut @montrer que le multiplicateur de Lagrangevérifie la relation\ = o (u) sur I's.
L'analyse matématique, faite dans [3], [4], [6] (pour le cas avec @slbn) et I'analyse nuérique, faite
dans [5], montrent que sous les hypeths pgcedentes, pour des valeurs suffisamment petitefgde ) et

|| 1e]l a1, il existe une solution du prodine Py’ qui peutétre calcube par une @thode mixte dléments finis.

2.2 Conditions de contact modifees avec frottement local

Consicerons maintenantévolution quasi-statique du corg@fastique avec une loi de contact ditnte des
conditions de Signorini mais en gardant la loi de frottemeoal de Coulomb. Ce metde aéte propog dans
le cas statique dans [7].

ProblemeP$ : Trouver u = u(x, t) vérifiant la condition initialeu(0) = uo dans$ et, pour toutt €]0, T7,
les equations et conditions suivantes :

divo(u) = —¢ dans), o(u)=Ee(u) dans,
u=0 surl';y, on =1 surly,

c Q(UN) <oy < B(UN) sur I's,
(F2)
lor| < plon| sur T's

ot { lor| < plon| = 4r =0,
|0’T| = IU‘O'N’ = 3\ > 0, iLT = —/\O'T7

ol 3, 3 sont deux fonctionséfinies par3(r) = 0 sir <0, B(r) = —M sir >0 et 3(r) =0 si r <0,
B(r) = —M sir>0,avecM > 0 donree, etB3(uon) < on(uo) < B(uon) surTs.

On note que les conditions de Signorini corresponddatvaleur limite M = +ooc.

On suppose queg, A\ Vérifient, en plus des conditionsgzedentes, la relatiom(ugy) < Ao < B(ugn)
p.p. surl's et on consiére le probdme variationnel suivant : N

3
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ProblemePy : Trouveru € W'2(0,T; V) et A € W'2(0,T; H~Y/2(T)) verifiant u(0) = ug, A(0) = Ao,
et pour presque tout €]0, T

a(u,v —u) + jo(A\,v) — jo(A\, @) > (L,v —4) + (\, oy —un) Vv eV,
) Bun) < X < B(uy) p.p.surls.

(P

Une formulatioréquivalente pelgtre dongie en utilisant la notion decdivée geréralig€e (F. Clarke [8]).
On a le ésultat suivant.

Proposition 2.1 Le probBme Pj est une formulation variationnelle mixte du prébie Py, ot le multipli-
cateur de Lagrange\ € L*°(I's) a l'interprétation nécanique\ = ox(u) < 0 p.p. surT's et pour tout
t €]0, 7.

2.3 Formulations incrementales

Pour ésoudre le proBime P, on utilise les formulations inémentales obtenues par une semi-@gsation
temporelle implicite qui seraétrite dans la suite.

Sin € N*, on poseAt := T/n, t; :=iAt, i = 0,1,...,n, si § est une fonction continue dec [0, T
a valeurs dans un espace vectoriel n@in introduit les notationg’ := (t;) sauf pourf = u, 6 = ), et si
nt, Vi €{0,1,...,n}, sont delements d'un espace vectoriel nd@mn pose

ot i =1——L Apt=ptt_yl Vie {0,1,...,n —1}.

On consi@re la suite suivante de pré@ohes inoiementaux(PQﬂn)Z-ZOJ,M,n,1.
ProblemeP}, ,, : Trouver u't! € V et X't e L?(T'3) solutions du systme
a(u™, v — out) + jo (N v) — Ga (AL Gud)
(Ps,,) > (L™ v — oul) + (N oy — Ouly) Yo eV,
Blultty < N+ < B(ul!) p.p. surTs.
Le probEme incémentaIPgm estéquivalent au proeime Q;m suivant, pour; = 0,1,....n — 1.
ProblémeQj, ,, : Trouver u'™ € V' et X't € L*(I'3) veérifiant
a(ui—i-l’,v _ ui+1) 4 !]-2(/\1'-&-17 v — UZ) _ jQ()\i+1, ui+1 _ ’U,Z)
(Q50) > (L v —u) + W oy —u!) Voev,
Bluit!) < A+ < B(ui!) p.p. surTs.

3 Existence et proprétés des solutions

Un premier esultat d’existence concerne les solutionsénoentales.

Theorem 3.1 Pour toutM avec0 < M < +oo il existe (w1, X'1) € V' x L*(I'3) solution du probéme
5 Vi €4{0,1,..,n— 1}

La déemonstration de ce @#oeme consista demontrer et appliquer ugsultat plus gréral, d’existence d’'une
solution pour une ieguation variationnelle implicite con@tte dans I'espace produll x Z, ou H est un
espace de Hilbert €E, s) est un espace meg&uavecs une mesure comete et finie. Ceé&sultat abstrait est
obtenu en introduisant une classe convenable d’applitatioultivoques &quentiellement faiblemenési-
continues su@rieurement et en utilisant un@beme de Ky Fan.

Pour passea la limite dans les probfneS(Pﬁ,n)i:m ..... n—1, ON a besoin d’estimations pour les solutions

incrementales.

Proposition 3.1 |l existe des constantegs > 0 et C' > 0, indépendantes de, telles que si|u||v < v alors
les solutions indementales érifient les relations

2 7 i+1
le e < € {0 zae + 1™ gy g }
[ AW || (72 (a))e < C{HA‘PzH[lﬁ(Q)]d + HAWH[H—%(FW} vie{0,1,...,n—1}

4
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Ces estimations nous permettent de paaderlimite dans les probmes incementaux lorsque\t — 0 et
d’obtenir ainsi le eésultat principal suivant.

Theorem 3.2 On suppose|u||am < f. Alors pour toutd avec0 < M < +oo le probleme Py admet au
moins une solutior{u, \) € W2(0,T; V) x Wh2(0,T; H~'/2(T)).

Une remarque imidiate est que les solutions iBonentales(\*);—1 2, .. », et celle du prol@me continu,
appartiennent naturellemeatZ>°(I's), ce qui assure une meilleuregularieé de la composante normale du
vecteur contrainte sur's.

On noteégalement que cegsultats sonétablis, en ce qui concerne le coefficient de frottement, sous
seule hypothse||u[| o suffisamment petite.

Une autre propgté interessante, qui n’est paénfiée par le moéle classique de contact avec compliance
normale, est que la zond&ld y a une rétration dans le support pegtire diminee d’une marire contdlée.
Plus pEciment, on a le&sultat suivant.

Theorem 3.3 Soit (ups, Aas) une solution du proléime Py correspondané M. A chaque instant €]0, 77,
on posel',(uys) := {x € I's; uprnv(x) > 0}, pour noter la portion dé’s ot une grétration du milieu dans
le support a lieu. Alors pour tou¢ > 0 il existe £ > 0 tel que pour toutM avec0 < M < +oo

k
mes(Fp(uM)) <e+ MHLH[H](Q)}(I vt G]O,T[.

On peut @montrerégalement que s'il existe une solutigm, A) du probBme de contact unilatal avec
frottement local Py’ telle queX € L*>°(I'3) alors (u, \) vérifie le probéme P pour tout M suffisamment
grand et éciproquement, si le coupl@u, \) est solution deP; pour deux valeurs distinctes d& > 0 alors
il est solution, ealiste du point de vue physique, d&. Ces prop@tes permettent de voir les solutions de
Py commeétant non seulement des approximatiorepehdantes dé/, de solutions dePy mais aussi des
solutions @réraliges du pro@me de contact unilatal avec frottement local [7].

4 Geénreralisations et applications

Les fesultats pesenés ci-dessus atendent naturellement, en introduisant la fonction distainitiale (ou

la fonction « gap»), aux probémes quasi-statiques en (viselasticie linéarig€e concernant deux milieux,
occupant dans led@tat non éformé les domaine$2' et Q?, qui peuvengtre en contact avec frottement entre
les partiesl'} et respectivement? de leurs frongres.

Une autre gréralisation concerne certains prefles d'interactions de contact, en particulier le couplage
entre adBsion et frottement. Plusieurs lois reliast; et uy peuvengtreétudiées dans ce cadre.

La proprété des solutions du prodmne P décrite par le toeme 3.3 montre que Si/ est suffisamment
grand ou si les forces appligas sont suffisamment petites alors I'aire de la partie derfacgude contacto
la pérétration du corps dans I'obstacle a lieu devient arbitra@et petite. Comme on peut montrer aussi que,
dans les rames conditions pouit/ et pour le chargement que celleg@penées pecedemment, la norme dans
L1(T'3) de cette prétration peuttre arbitrairement petite, iesulte que ce made de contact avec frottement
est ealiste, voir, par exemple, I'analyse de J.T. Oden et J.K&tins [9], d’apes laquelle le contact avec une
pression suffisante est accompagrar I'ecrasement des amjites. Dans ce cas, il s'agit d’'une zone critique
(ou singulere), tes petite el localiser, dans laquelle la melisation du contact peut se faire, pour une analyse
fine, en utilisant des sy&nes multi-echelles.

En conclusion, ce made est« optimal» par rapport au magle de contact avec compliance normale et par
rapport au moédle de contact unilatal avec frottement local de Coulomb car il permet une dfioation de
certaines techniques d’analyse n@ttatique et nugrique, ainsi qu'uiglargissement du champ d’applications
de ces modles.

Ce travail souligne, en s’appuyant sur quelques exemplaarmables de probines quasi-statiques de
contact erelasticie, l'influence des diffrentes conditions de contact et lois de frottement surdeeci®nc-
tionnel et sur la formulation variationnelle, choisis afiolotenir un modle adapi aux applications envisags
et de fournir une rathode nurarique performante.
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