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Résumé – On envisage ici le problème de la construction d’une base orthonormée, relativement au produit scalaire euclidien,
dont les éléments ont tous la même norme vis à vis d’un autre produit scalaire. On propose un algorithme itératif pour réaliser cette
opération. Une application possible de cette méthode vise à construire des bases de signalisation pour les modulations numériques
multi-dimensionnelles possédant une proportion d’énergie bornée hors d’une bande de fréquences prescrite. Par ailleurs, pour
quantifier le gain lié à l’augmentation de dimensionnallité des modulations PSK, on propose une nouvelle formule asymptotique
de probabilité d’erreur pour de telles modulations.

Abstract – The paper addresses the problem of building an orthonormal family of vectors with respect to the euclidian norm
and that have the same norm with respect to some other fixed matrix norm. We propose a converging procedure to answer
this question. One possible application of this result is that of building orthogonal signaling functions for higher dimensional
modulations in digital transmissions, with limited energy outside a fixed frequency bandwidth. We also illustrate the interest of
multidimensional modulations through a new error probability formula for higher dimensional PSK modulations.

1 Introduction

On considère ici une famille orthonormée de vecteurs
propres associés à L valeurs propres d’une certaine matrice
symétrique positive S (ou plus généralement hermitienne
positive). Dans de nombreuses applications on s’intéresse
aux L plus grandes, ou plus petites, valeurs propres de S.
C’est le cas par exemple en localisation de sources [14], en
estimation de filtres multi-canaux [3] ou pour la construc-
tion des séquences sphéröıdales de Slepian [15]. Dans ces
applications, on cherche le sous-espace de taille fixée pour
lequel la matrice S présente la plus grande concentration
d’énergie.

Dans certaines situations, on peut être intéressé par
la construction de bases orthonormales vis à vis du pro-
duit scalaire euclidien dont les éléments présentent une
S-norme identique, la S-norme étant définie par ‖ u ‖2

S
=

uTSu. La norme euclidienne sera simplement notée ‖ u ‖
(‖ u ‖2= uTu). On va donc chercher une base dont les élé-
ments vérifient ‖ u ‖2

S
≥ 1 − τ pour un certain coefficient

de dépassement τ fixé. On voudrait de plus que ‖ u ‖2
S

reste constant pour les éléments de la base. On appellera
base équilibrée une telle famille de vecteurs. Notons que
d’une part la dimension d’une telle base peut être supé-
rieure à celle des vecteurs propres de S dont la S-norme
est supérieure à 1 − τ et que d’autre part le fait d’avoir
exactement la même S-norme pour tous ses éléments est
intéressante pour les applications.

Ainsi, en communications numériques, pour une bande

de fréquences [−F, F ] donnée, il existe une base de d fonc-
tions qui concentrent simultanément l’essentiel de leur éner-
gie dans cette bande et dans un intervalle de durée T dès
lors que 2FT = d [15]. On verra que la technique d’équili-
brage de base proposée permet d’optimiser la dimension de
la base de signalisation pour un niveau maximum d’éner-
gie hors bande de ses élements prescrit, avec pour chaque
signal la même proportion d’énergie hors bande.

La suite de l’article est organisée comme suit : la sec-
tion 2 présente la technique d’équilibrage de base. On ap-
plique cette technique dans la section 3 à un exemple de
signalisation pour les modulations multi-dimensionnelles
par équilibrage de séquences de Slepian. On illustre l’in-
térêt de l’emploi de modulations multi-dimensionnelles de
type PSK sur la base d’une approximation de la probabi-
lité d’erreur asymptotique (vis à vis du nombre de point
de la constellation) de telles modulations.

2 Procédure d’équilibrage de base

Soit S une matrice avec S > 0, (Vi)i=1,n ses vecteurs
propres et dmax = d1 ≥ d2 ≥ . . . ≥ dn les valeurs propres
correspondantes. Pour tout vecteur normé v, on notera τ
le coéfficient 1− ‖ v ‖2

S . Pour τ0 ∈ [dmax, 0[ fixé, on cherche
l’espace des vecteurs v tels que τ ≤ τ0. La dimension de
cet espace, notée L, vaut

L = argmax
l

{l; l−1
∑

k=1,l

dk ≥ 1 − τ0}. (1)
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Dans la suite, on notera D = diag([d1, . . . , dL]), V =
[V1, . . . ,VL] et d = L−1

∑
k=1,L dk. R(a,b)(θ) représentera

la rotation de Givens [5] d’angle θ dans le sous-espace de
dimension 2 indicé par a et b. L’algorithme s’écrit comme
suit :

- Initialisation : U, avec UT U = I et U �= I,

M = UT DU,

- Iterations :

tant que
∑

i=1,L |Mii − d| ≥ ε,
boucles a = 1 → L − 1, b = a + 1 → L

θ =
1

2
arctan

(
Maa − Mbb

Maa + Mbb

)

M = R(a,b)(θ) M R(a,b)(−θ)
U = U R(a,b)(−θ)

fin boucles

fin tant que

W := VU.

Dans cette procédure, on a fixé ε � 1 et l’angle θ
est choisi de sorte à assurer l’égalité des termes d’indice
(a, a) et (b, b) de M dans le changement de base défini
par R(a,b)(θ) × M × R(a,b)(−θ). On montre en annexe le
résultat suivant :

Proposition 1 Les itérations de la procédure d’équilibrage

de base fournissent une suite de matrices M(1),M(2), . . .
dont les termes diagonaux convergent vers dI. De plus, la

famille W = [W1, . . . ,WL] fournie par l’algorithme est

orthonormale et ‖ Wk ‖2
S

= d, pour k = 1, . . . , L.

La procédure d’équilibrage apparâıt donc comme une
transformation orthogonale de la famille de vecteurs se-
lectionnée initialement.

3 Signalisation

L’emploi de modulations multidimensionnelles permet
d’assurer la transmission avec des probabilités d’erreur
améliorées [4, 10, 12]. Par aileurs, l’emploi de réseaux
de points permet de construire des constellations multi-
dimensionnelles performantes [1]. Pour un canal gaussien,
la distribution gaussienne de la source est optimale, ce
qui amène à envisager l’emploi de constellations réalisant
une quantification vectorielle de la source gaussienne [8].
Même si la distorsion radiale ne devient négligeable vis
à vis de la distorsion angulaire de la source gaussienne
que pour des dimensions élevées [13, 8], il apparâıt que
l’augmentation de dimension des vecteurs quantifiés tend
à rapprocher le quantifieur d’un code sphérique [2], c’est
à dire un quantifieur uniforme sur l’hypersphère.

Aussi, on s’intéresse ici à la signalisation multi-dimen-
sionnelle en montrant son apport dans le cas particulier
des constellations PSK multidimensionnelles, notées PSK-
d pour la dimension d. Afin d’assurer la signalisation mul-
tidimensionnelle portant la constellation, les versions équi-

librées des fonctions de Slepian [15] pourront constituer
des candidats intéressants

3.1 Constellation multi-dimensionnelles

Pour un nombre de points de la constellation élevé, on
pourra identifier localement l’hypersphère à son hyperplan
tangent et donc construire un code sphérique de densité
et de distance minimale correspondant à celles du meilleur
empilement de sphère connu pour l’hyperplan tangent [7].
On exploite ici cette propriété pour fournir une approxi-
mation asymptotique de la probabilité d’erreur d’une mo-
dulation PSK-d. Si Nd représente le nombre de points de
la constellation, Eb l’énergie par bit d’information trans-
mis et N0 la densité spectrale de puissance du bruit, on
montre en annexe que la probabilité d’erreur de la modu-
lation PSK-d peut être approchée par

PPSK−d
e

=
kd−1

2 erfc

(√
Eb log

2
(Nd)

N0

[
dδd−1

Nd

β(d+1
2 , 1

2 )
] 1

d−1

)
.

(2)
où kn and δn représentent respectivement le nombre de
plus proches voisins (kissing number) et la densité de l’em-
pilement de sphère considéré en dimension n [2], et

β(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x + y)
, avec Γ(x) =

∫ ∞

0

e−ttx−1dt. (3)

Notons qu’en dimension 2, l’équation (2) redonne l’ap-

proximation classique PPSK−2
e = erfc(

√
Eb log2 N

N0

π

N
) ob-

tenue pour N tel que sin(π/N) ≈ π/N . Pour d > 2,
cette formule est valide pour des valeurs élevées de Nd.
Par ailleurs, pour une modulation QAM d’enveloppe sphé-
rique, on peut approximer la probabilité d’erreur par

P QAM−d
e = kd

2 erfc

(√
d+2

d × Eb log
2
(Nd)

N0

[
δd

Nd

]1/d
)

.

(4)
Afin de vérifier le comportement pratique de cette formule,
on a tracé sur la figure I les courbes de probabilité d’erreur
fournies pour les meilleurs codes sphériques connus com-
portant 128 points en dimensions 3, 4 et 5 [16]. On vérifie
une amélioration des performances quand d augmente (fi-
gure I-(a)), amélioration cohérente avec les formules (2)
et (4) précédentes (figure I-(b)). La figure I-(c) présente
une comparaison à rendement spectral identique corres-
pondant pour des constellations de 128, 645 et 3251 points
dans les dimensions respectives 3, 4 et 5 (pour cela on a
pris Nd de la forme Nd

1 ). On observe en particulier qu’à
rendement spectral fixé, les performances des modulations
PSK se rapprochent de celles des modulations QAM.

3.2 Fonctions de Slepian équilibrées

En communications numériques, on pourra chercher la
plus grande base de signalisation possible dont les élé-
ments ont une proportion de leur énergie hors de la bande
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Fig. 1 – (a) PSK-d : codes réels pour d = 3, 4, 5 et
Nd = 128. (b) PSK-d (noir) et QAM-d (gris) théoriques
correspondantes (les performances s’améliorent quand d
augmente). (c)PSK-d (noir) et QAM-d (gris) théoriques à
rendement spectral identique

[−F, F ] toujours inférieure à un coefficient τ0 fixé. Une fa-
mille de séquences, connue sous le nom de séquences sphé-
röıdales de Slepian [15] permet d’apporter une solution à
ce problème. Les séquences de Slepian de longueur N , qui
sont les vecteurs propres de la matrice S de terme général

Smn = sin(2πF (m−n))
π(m−n) , concentrent un maximum d’éner-

gie dans la bande [−F, F ]. On les retrouve en particulier
dans des travaux récents sur la signalisation des modula-
tions OQAM ou OFDM [11, 9]. Par aileurs, une procé-
dure décrite en [6] permet de les calculer précisemment.
Les valeurs propres de S correspondantes fournissent la
proportion d’énergie des séquences localisée dans la bande
[−F, F ]. Un résultat classique important précise que les
2FT plus grandes valeurs propres sont proches de 1 et
que les autres décroissent rapidement vers 0. L’équilibrage
des séquences de Slepian permettra de construire une base
maximale dont les éléments auront exactement la même
proportion d’énergie hors bande.

La figure II fournit un exemple d’équilibrage pour T =
1, F = 2 et τ0 = 0.1. Pour les quatre premières séquences
de Slepian, τ vaut (0.00, 0.00, 0.04, 0.28), tandis que pour
les quatre séquences transformées on aura τ = 0.08 =
(0.00 + 0.00 + 0.04 + 0.28)/4. Ainsi, l’équilibrage permet
d’obtenir une famille orthogonale de séquences vérifiant
τ ≤ 0.1 comportant un élement de plus que les séquences
de Slepian standard. On peut associer aux séquences de
Slepian modifiées des fonctions continues dont le spectre
est lui strictement contenu dans [−F, F ]

wk(t) =
1

d

∑
n=0,N−1

sin(2πF (t − n))

π(t − n)
[Wk]n. (5)

En pratique, en fonction du filtrage appliqué à la séquence,
la dispersion énergétique sera plus marquée dans le do-
maine temporel ou fréquentiel.
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Fig. 2 – Quatre premières fonctions de Slepian stan-
dard (gris) et modifiées (noir) ; Représentations tempo-
relles (gauche) et spectres correspondants (droite).

4 Conclusion

On a mis en évidence une procédure itérative d’équili-
brage de base, utilisable en particulier pour la signalisation
multidimensionnelle en communications numériques. L’in-
térêt reconnu de la signalisation multidimensionnelle est
ici illustré dans le cas des modulations PSK multidimen-
sionnelles. Notons que des signalisations plus classiques
utilisées dans les multiplexages temporel, fréquentiel (e.g.
OFDM) ou par code (CDMA) pourront être réutilisées
pour la signalisation multidimensionnelle d’un utilisateur
unique. Ainsi par exemple en HSDPA (High Speed Down-
link Packet Access), il pourra être plus efficace d’exploiter
conjointement qu’indépendemment les codes de signalisa-
tion affectés à un même utilisateur.

A Proposition 1 : preuve

Soit ∆(M) une matrice diagonale avec [∆(M)]ij = Miiδi,j

et J(M) = ‖ ∆(M) − dI ‖2. Notons que

J(M) =
∑

i(Mii − L−1
∑

j Mjj)
2

= L−2
∑

ij(Mii − Mjj)
2 − 2d

2
.

(6)

Soit M′ = R(a,b)(θ)MR(a,b)(−θ). M′
aa = M′

bb = (Maa +
Mbb)/2 et

J(M′) − J(M) = −(L+2)
2L2 (Maa − Mbb)

2 ≤ 0. (7)

Ainsi la suite des valeurs (J(M(k)))k≥0 est décroissante et
positive et donc convergente. Si limk→∞ J(M(k)) = α > 0,
alors ∀ε > 0, ∃k0, k > k0 ⇒ α + ε > J(M(k)) ≥ α > 0.

Donc pour k > k0, il existe M
(k)
aa avec (M

(k)
aa − d)2 > α/L

(sinon J(M(k)) < α). Mais alors, comme d = L−1
∑

i Mii,

(M(k)
aa − d)2 = L−2

∑
i

(M(k)
aa −M

(k)
ii )2 − 2(M(k)

aa − d)2.

(8)
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Ainsi, (M
(k)
aa − d)2 >

α

L
et

∑
i

(M(k)
aa − M

(k)
ii )2 = 3L2(M(k)

aa − d)2 > 3Lα. (9)

La dernière égalité montre qu’il existe b tel que (M
(k)
aa −

Mbb)
2 > 3α. Bien sûr, soit a soit b peut être fixé à 1. Ainsi,

d’après la structure de l’algorithme et comme J décrôıt à
chaque application d’une rotation de Givens,

J(M(k)) − J(M(k+1)) ≥ L + 2

2L2
(M(k)

aa − M
(k)
bb )2

≥ 3α(L + 2)

2L2
.

(10)

On a donc J(M(k+1)) < α + ε − 3α(L + 2)

2L2
. Par suite,

J(M(k+1)) < α dès lors que ε < 3α(L+2)
2L2 . Ce résultat est

en contradiction avec l’hypothèse J(M(k+1)) > α. Donc
limk→∞ J(∆(M(k)) = 0, et ∆(M(k)) → dI.

Dès lors que M = UHDU vérifie ∆(M) = dI, comme
WTSW = UT VTSVU = UTDU = M, on a WT

i SWi =
Mii = d. De plus, WT

j Wi = UT
j VT VUi = δi,j .

B Calcul de P
PSK−d
e

Lorsque la distance minimale 2ρ entre points de la constel-
lation d’une PSK-d devient petite, on peut construire la
constellation localement comme les centres d’un empile-
ment de sphère dans le plan tangent [7]. La probabilité
d’erreur pourra alors être approchée par [2]

Pe =
kd−1

2
erfc(

ρ

σ
√

2
), (11)

avec erfc(x) =
2√
π

∫ ∞

x

e−t2dt et σ2 la variance du bruit

par dimension. Pour Nd points sur l’hypersphère de rayon
R et de surface Sd(R), en notant Vd−1(ρ) la surface des hy-
perdisques de rayon ρ sur l’hypersphère et δd−1 la densité
de l’empilement choisi en dimension d − 1, on a

Nd =
Sd(R)

Vd−1(ρ)
δd−1 =

dπd/2Γ(d
2 + 1)−1Rd−1

π
d−1

2 Γ(d−1
2 + 1)−1ρd−1

δd−1, (12)

soit

ρ = R

[
dδd−1

Nd
β(

d + 1

2
,
1

2
)

] 1

d−1

. (13)

L’énergie d’un symbole est Es = R2. Donc, celle d’un bit
d’information est Eb = Es/(log2 Nd), et R =

√
Eb log2 Nd.

De plus, σ2 = N0

2 (2FT )/d = N0

2 . En intégrant à Eq. (11)
la relation (13) et les expressions de R et σ2 on obtient
(2). L’Eq. (4) peut également être obtenue par des consi-
dérations sur les empilements de sphères.
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