-

P
brought to you by i CORE

View metadata, citation and similar papers at core.ac.uk

provided by I-Revues

Colloque GRETSI, 11-14 septembre 2007, Troyes 949

Le filtre adapté global : un algorithme pour le cas complexe
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Résumé — Le filtrage adapté est, sans doute, une des techniques les plus utilisées en détection/estimation et le périodogramme,
la formation de voies ou la formation de faisceaux en sont quelques interprétations. Dans tous ces cas, il a une résolution limitée
et ses performances ne s’améliorent pas fondamentalement quand le nombre de données ou le rapport signal a bruit augmente,
ce n’est pas une méthode a haute résolution. Nous avons proposé une fagon, que nous avons appelée le filtre adapté global, qui
résout le méme type de probléme. Il a des performances comparables a celles des méthodes haute résolution pour un codit de calcul
raisonnable. Nous démontrons la convergence d’un algorithme d’optimisation qui permet d’appliquer le filtre adapté global a des
données complexes.

Abstract — The matched filter is the method of choice in detection-estimation when a single signal is to be detected. When
several signals are present, the answer is more open since it is not a high resolution method. The global matched filter is a high
resolution method that drastically improves upon the matched filter, while keeping a reasonable computational cost. We establish

here, that an algorithm that allows to apply the global matched filter to complex data, converges to the expected optimum.

1 Introduction

Le filtre adapté (FA) permet de détecter ou localiser dans une
observation (un signal observé) un signal connu noyé dans du
bruit. Si le signal connu a détecter n’est pas isolé et s’il s’agit
de détecter et estimer des signaux proches les performances du
filtre adapté se dégradent rapidement, on dit que son pouvoir
de résolution est limité.

Il en est de méme pour la méthode connue sous le nom
de “matching pursuit” (MP) [1] et dans laquelle I’endroit de
corrélation maximale est localisé et le signal soustrait de I’ob-
servation avant de recommencer I’opération en cherchant I’en-
droit de corrélation maximale sur I’observation résiduelle. Le

filtre adapté global (FAG) [2]-[4] s’attaque aux mémes problémes,

mais, alors que le FA cherche les endroits ou la corrélation est
maximale les uns aprés les autres sans les retrancher les contri-
butions, et que MP les localise et les retranche, le FAG localise
les endroits et calibre les contributions globalement et simul-
tanément. On cherche le minimum d’un critére et, idéalement,
ce minimum fournit a la fois le nombre de signaux nécessaires
pour expliquer I’observation, les endroits ou les placer et les
amplitudes associées.

Le FAG a été développé pour des données réelles et donc, en
radar ou sonar, on I’applique en sortie de formations de voies,
par exemple. Le critére a minimiser est convexe et du type pro-
gramme quadratique. Pour le minimiser un algorithme parti-
culiérement efficace a été proposé [5],[6]. Le critére du FAG
est facile a transposer au cas complexe mais sa minimisation est
plus difficile et I’algorithme rapide développé pour le cas réel
ne s’étend pas au cas complexe, pas plus que les algorithmes
de programmation quadratique. Nous établissons ci-dessous la
convergence vers I’optimum global d’un autre algorithme du
type moindres carrés itérés pondérés (IRLS) [7]-[10], que nous
obtenons comme un algorithme de points fixes.

Pour fixer les idées et illustrer le propos, nous considérons un
cas simple, facile a présenter et non sans intérét. On observe n
échantillons d’une somme de sinusoides et on veut retrouver le
nombre de sinusoides et pour chacune d’elle amplitude, phase
initiale et fréquence. On range les observations dans un vecteur
colonne b et on construit une matrice A de dimension nxm
avec m = 2ny > n. La p-éme colonne de 4, p € (1,ny), a
pour composantes e~2i"fxk k€ (0,n — 1), f, = p/(2n); et
les ny derniéres colonnes de A sont les conjuguées de ces n ¢
premiéres. Le FAG propose de résoudre le probléme d’optimi-
sation suivant

min 3|4z ~ 8P + hlllli, b >0 &
ou ||ly||* = y*y avec y* le vecteur complexe conjugué trans-
posé si y est un vecteur et le conjugué si c’est un scalaire,et
llzllx = 3_ |2/, la somme des modules des composante de z.

L’idée est de reconstruire les sinusoides a I’aide des colonnes
de A. Idéalement une sinusoide serait reconstruite & I’aide de 2
colonnes conjuguées de A, pondérées par des poids conjugués
eux aussi. Les poids permettent de retrouver I’amplitude et la
phase initiale, alors que la fréquence est déduite des indices
des colonnes. Dans la pratique, il faut, bien entendu, davantage
de colonnes car les fréquences des sinusoides a reconstruire ne
sont pas des multiples de 1/(2n ), notamment. Pour conserver
une représentation parcimonieuse, on tolére alors une erreur
de reconstruction qui est régler a I’aide du parameétre h. En
absence de bruit additif sur les observations, h ~ 0,05 peut
permettre de gommer/tolérer les erreurs de reconstruction dues
a la discrétisation en fréquence.

Dans le paragraphe qui suit, nous donnons / établissons les
conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité de (1) et nous
développons I’algorithme de minimisation itérative dont nous
prouvons la convergence dans le paragraphe 3. Dans le pa-
ragraphe 4, nous présentons quelques résultats de simulation
concernant I’exemple détaillé plus haut, avant de conclure.
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2 Conditions d’optimalité et algorithme

2.1 Conditions d’optimalité

Nous appelons f(z) la fonction, de C™ dans R, a minimi-
ser (1), elle est convexe et les conditions d’optimalité du pre-
mier ordre sont donc aussi suffisantes
Proposition: z est un minimum de (1) si et seulement si il
existe un vecteur complexe u, un sous-gradient de ||z||1,

wp = £ si k € {k|z # 0}
|2k |
et lug| <1 si k€ {k|z, =0},
tel que A*(Az — b) + hu=0. 2
Démonstration: Comme f est convexe, il suffit de vérifier que
la variation du premier ordre dans f(z + dz) est > 0.
On commence par vérifier que pour k € {k|z # 0}, aussi

noté k € act, B(o25
|2k + 0zk| = 7(219 Zk)
|2

et que pour k € {k|z, = 0}, aussi noté k € inact: |z +
0zy| = |0zk|. Sionposev = A*(Az—b), on a successivement:
f(z+02)

qui satisfait

|zk| + + ...

R(z50zk)

:f(z)+%(5z*v+v*5z)+h Z +h Z |0z |+
kEact | | k€inact
R(z 5zk
=f(2) + R 2)+h Y —E2 4 h D oz +.
k€act | k€inact

eten distribuant le terme linéaire % (v*d2) dans les deux sommes
et en remplagant v par —hu, (2), on a

(z502k)
)+ h ( e
2Tk

+h > (-

k€inact
=f(z)+h Z [1— |ug|cos(uk,dzk) ] |02k] + ---
kE€inact

ce qui établit le résultat, puisque ces derniers termes sont tous
positifs ou nuls, car jux| < 1letdonc: 1 — |ug|cos(..) > 0. O

f(z+62) §R(z,’;5zk)>

EN

R(updzr) + |0zx|) +

On peut déduire de la proposition que pour A > ||A*b|| o,
I’optimum de (1) esten z = 0, 0U || 2| oo = maxy, |2k

Pour introduire des notations utilisées plus loin, on découpe
I’optimum z de (2) en ses composantes non nulles z avec k €
act et ses composantes nulles z avec k € inact et décompose
de la méme facon A et u le relation (2) devient

A*(b—Az) = hsign(z) et A (b—Az) =hu, (3)

ol nous notons, par analogie avec le cas réel, sign(z) le vecteur
@ dont les composantes sont: zy /| zx|-

2.2 L’algorithme de points fixes

Si on suppose que z n’a pas de composante nulle, alors le
vecteur u est parfaitement défini et, en posant | Z| = diag (|z|),
onawu = |Z|~!z. On peut alors mettre la relation (2), A*(b —
Az) = h|Z| 71z, sous la forme z = #(z) avec

t(z) = | Z|A*(A|Z|A* + hI)"'b avec |Z| = diag(|z]). (4)

On propose donc d’étudier I’algorithme de points fixes z —
2zt = t(z) que I’on initialise, par exemple, en z° = ATb =
(A* A)~! A*b. On va supposer qu’aucune composante de z* ne
sera jamais exactement nulle, puisque sinon elle le demeure
dans toute la suite et qu’au mieux on convergera vers I’opti-
mum de (1) avec une matrice A réduite de laquelle on aurait
retiré la colonne associée a la composante nulle.

Cet algorithme a déja é&té proposé dans le cas réel, il peut
aussi étre vu comme un algorithme des moindres carrés pondérés
itérés (IRLS) [7]-[9].. On va démontrer qu’il converge vers un
optimum noté z,. A notre connaissance, aucune preuve compléte
n’existe, ni dans le cas réel, ni dans le cas complexe.

3 Analyse de convergence

Nous allons établir que:
Proposition: La suite {z*} générée par

+1 = | ZF|A*(A|Z*|A* + hI)"1b, )

avec | Z*| = diag(|z¥|) converge vers I’optimum de (1), si au-
cun point de la suite n’a de composante nulle. O

La probabilité pour qu’une composante s’annule exactement
est extrémement faible, méme sur un ordinateur, mais la ques-
tion de la mesure de I’ensemble des points menant a un tel “ac-
cident” reste posée. Par ailleurs, il faut bien noter que celan’in-
terdit évidemment pas & la suite de converger vers un point qui
a de nombreuses composantes nulles.

Le schéma de la preuve est le suivant. Nous caractérisons
d’abord les points fixes de I’itération. Leur nombre est fini et
ils sont isolés. On démontre ensuite que la fonction décroit le
long des points de la suite, ce qui implique qu’elle est bornée
et admet donc des points d’accumulation. On introduit alors la
suite m* des vecteur-modules de z* et montrons successive-
ment que ||mg41 — m*|| — 0, que m* converge vers un point
d’accumulation qui est aussi un point fixe et que ceci est vrai
également pour z*. I reste alors a prouver que tous les mauvais
points fixes sont répulsifs.

3.1 Les points fixes

IIs satisfont: 2 = |Z|A*(A|Z]|A* + hI)~1b,
ou aprés réécriture, en introduisant U = diag(u),

Z(1—UA*(A|Z|A* + hI)~b) = 0. (6)

L’origine est toujours un point fixe. Soit z est un autre point
fixe et partitionnons le en z (composantes non nulles) et en z
(composantes nulles). Cela induit une partition de A et on a,
par exemple, Az = Az. Les équations dans (6) associées a z
s’éliminent et les autres deviennent aprés réécriture
= A*(A|Z|A* + hI)™'b, @)
A|Z| + hI)~tA*bet donc
A*(Az — b) = ha, (8)

soit aussi w = (A

qui n’est autre que (3) restreint & k € act. Cela signifie que z,,
le point de convergence souhaité, est bien un point fixe de (4).

Si I’optimum de (1) n’est pas atteint en un point unique, mais
en tout point d’un ensemble convexe, alors tous les points de
cet ensemble, sont des points fixes.
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Pour obtenir d’autres points fixes, on retire une ou plusieurs
colonnes de A et on considére un optimum z, du nouveau
probléme (1) associé. A cet optimum, on associe alors une par-
tition, que I’on peut étendre au z complet, et pour les com-
posantes non nulles on arrive a (7) et donc (8) qui admet une
solution puisque 2} satisfait (3). On a déja dit que si une (ou
plusieurs) composante d’un z* issu de (4) devenait nulle, par
accident, alors on convergeait au mieux vers la solution d’un
autre probléme. A chacun de ces autres problémes est donc as-
socié un (ou un ensemble convexe de) point fixe.

Il'y a par conséquent un nombre fini de points fixes ou d’en-
semble de points fixes, qui se distinguent par le jeu des indices
associés aux composantes nulles. Leur nombre diminue quand
h augmente, et pour h > ||A*b||, il reste un seul point fixe,
I’origine.

3.2 Un algorithme de descente

On va montrer que f**+1 < f* que I’on note aussi f* < f
ou f+ < f~.oncommence par évaluer r* = b — Azt

rt = [I— A|Z|A*(A|Z|A* + hI)~']b = h(A|Z|A* +hI)~ b

et (4) devient donc z+ = |Z|A*rt /h = —|Z|gT/h, 00 g =
A*(Az —b) = —A*r est le gradient de la partie quadratique de
f

Enposantz = z~—z%, Af=f(27) — f(z") peut s’écrire:
1 ~% A% Az 1 * ~% —
Af = S5 ATAZ+ 5 (g7 + 2°g%) + bl — 1 ).

Pour montrer que A f> 0, on oublie le terme quadratique, qui
est > 0, et on se concentre sur les termes linéaires et ses m
composantes. Ona A f> Z;”Zl A, avec:

Ap =R g™ (2, — 2) 1+ hllz | = |25,

on utilise larelation |z, |g} = —hz;} établie plus haut et comme
par hypothése z, # 0,0na:

1 s — _
Apz—hﬁ?ff[zgf (2, —23) 1+ h(lzy | = |2]])
P

si on pose alors z, = pe'? et 2 = re’® on obtient

By = 2 (= pr—preos(0— ) +7%) 2 2 (p= 1)

On en déduit que Af = Afk=f(z*¥1)—f(2*)> 0 pour tout
k, et, par conséquent, A f* et A, convergent vers zéro quand
k — oo, puisque Y, A f* est borné.

3.3 Convergence vers un point fixe

Comme f est convexe et décroit le long de {z*}, cette suite
reste dans un compact et admet des points d’accumulation. On
considére maintenant la suite des vecteurs modules {m*} o
mF = |z*|. Elle admet de la méme fagon des points d’accumu-
lation et peut étre vue comme générée par m*+1 = |t(mF)|.
De plus, comme t(z) = t(m), (4), on peut associer a chaque
point fixe Z de ¢(.) satisfaisant Z2=¢(Z) un point fixe rh = || de
m = |t(m)]:

2= t(2) = t(m) = m = [t(m)| = |3].

Nous démontrons des propriétés de {m*} transposable a {z*}.
© On montre que |m*~! — m*|| — 0.

On a vu plus haut que A, tend vers zéro, mais
h 2 2
Ap > ) (p—1)">K(p—r)

ou K est uns constante positive vérifiant (p/M) > K > 0
avec M = maxy ||2¥|| puisque z* est borné, on en déduit
lp—r| = mi™" —mE| — 0etdonc que [|m*~' —m*|| — 0.

o Les points d’accumulations de {m,} sont des points fixes
dem = [t(m)]. If m*» — m*- quandn — oo, alors [t(m*=)| =
mFatl — |t(m*+)|, mais comme ||mF» — mka+1l|| = 0,0na
aussi m*F=+1 — m*+ d’ou le résultat.

o {m*} converge vers un point fixe. Comme il y a un nombre
fini de points fixes, pour &k suffisamment grand la suite reste
dans le voisinage de I’un d’eux puisque ||m*+t — m*|| =
| [t(m*)| —mF|| — 0, et converge donc vers lui.

Comme les points fixes se distinguent entre eux notamment
par le jeu des indices des composantes nulles, si m; — m*
alors z, — 2* avec z* = t(m*).

3.4 Les faux points fixes sont répulsifs

Pour ||A*b||ec < h, il y a un seul point fixe, le désiré, et il
n’y arien a prouver. On prend || A*b|| > h et on rappelle que
I’on suppose qu’aucune composante de z*, n’est jamais nulle.

On commence par I’origine qui est toujours un point fixe.
Soite > 03 (||A*b||oc/h) = 14+c¢ > 1 etsoit p lacomposante
qui réalise I’égalité. On récrit (4) sous la forme équivalente

1
h

eton remarque que si onavait 2zt = (1/h) |Z|A*b, qui pour-
rait se récrire zt = (1/h) diag(UA*b)z, [I’origine serait
bien répulsive, puisque le module m’; de la p-me composante
de z* divergerait comme (1+c¢)*. Mais on peut se ramener a ce
cas en considérant une boule autour de I’origine, dont le rayon
est choisi pour que lanorme entre (I+ (1/h) A|X|AT) " !etla
matrice identité soit aussi petit que souhaité. Dés que z* entre
dans cette boule la p-éme composante augmente et la suite en
ressort.

Soit maintenant z; un point fixe différent de I’optimum z,
de (1), la démonstration est similaire. Ce point fixe est obtenu a
partir de optimum 2« ¢ de (1) quand la matrice A est remplacée
par Ay obtenue en enlevant une ou plusieurs colonnes de A.
On note z; les composantes non nulles de z¢ identique a celles

de z; et z; les composantes nulles de zy, celles de z; plus
celles préalablement enlevées. Cette partition de z; induit une

£t = 2|4 + TAIZ|A) 2D

partition de A en Ay et A;. Comme z; est un point fixe, z;
satisfait z; = |Z|A}(hI + Af|Z;|A%)~"b et on peut alors
vérifier que

b—Afo=h(hI+Af|Zf|Aji)_1b. 9

et comme z; correspond aux composantes non nulles de I”op-
timum 2 de (1) avec Ay alaplace de A, ona (3):

A5 (b — Apzy) = hiiy (10)

= =% _ =
et le vecteur /1 définipar Ay (b — AyZs) = h Hy, a au moins
une composante plus grande que 1 en module (associée & une
colonne manquante dans A et réintroduite dans A ) car sinon



952

zy serait un optimum du probleme initial (1). En combinant ces
deux derniéres relations on a

Ayf (BRI + Ag|Zp|A5) " b =py . (11)
On montre maintenant que si z* rentre dans une boule centrée
en z¢ il ne peut y rester. En réduisant le rayon de la boule, le
vecteur z*¥*1 qui suit z* peut &tre rendu arbitrairement proche
de y*+1 donné par

y* = |ZM AT (W + Ap| Z5|AG) 7D

mais en partitionnant cette relation selon la partition induite par
zy eten utilisant (9,10,11) on obtient:

_ =k+1 =k =
gt =1Zflay et Yy =171k
Comme i, a une composante plus grande que un en module,
=k+1

la composante correspondante de ¥,  augmente et il en est
de méme pour celle de z*+1, en choisissant bien le rayon de
la boule. Dés que z* entre dans cette boule centrée en z; au
moins une composante (proche de zéro) augmente en module
et la suite {z} en ressort. O

4 Exemple d’application et conclusions

On reprend I’exemple introduit dans I’introduction. On range
dans le vecteur b, n composantes de yk:Ef ayp cos(2m fpk +
¥p) +oey, avec {eg } du bruit blanc gaussien de variance unité.
On construit la matrice A avec m = 2ny colonnes de la fagon
indiquée et on initialise I’algorithme itératif :

24 = | ZM A (A Z¥|A + hI) 71D avec |Z] = diag(z])

en z0 = (A*A)~1A*b qui a génériquement aucune compo-
sante nulle. On observe qu’aprés convergence, pour un vecteur
b réel le vecteur z possede une symeétrie hermitienne (et cela
méme si z° ne I’a pas), c’est bien sir une propriété du point
fixe qui peut éventuellement étre prise en compte pour simpli-
fier la mise en oeuvre de I’algorithme et gagner en temps de
calcul.

Nous considérons n=40 échantillons et une matrice A ayant
m=2n; = 800 colonnes. Nous simulons P=2 sinusoides d’am-
plitude ci,=1 et un bruit d’écart type ¢ = .22 ce qui correspond
a un rapport signal a bruit de 10 dB. Les fréquences norma-
lisées valent f1=.125 et fo=f; + (1/2n). On présente dans la
Figure 1, le résultat des 20 premieres itérations de I’algorithme
(le module de z(1 : 200)). Nous avons réglé le paramétre h
a 0,1 dans (1), cf [4], mais le résultat est peu sensible a ce
réglage. La méthode sépare les deux sinusoides alors que le
périodogramme ne les sépare pas.

Dans le cas d’un échantillonnage régulier il y a bien entendu
de nombreuses méthodes concurrentes mais il est clair que le
FAG s’applique aussi bien dans le cas d’un échantillonnage
irrégulier ou la concurrence est bien moins vive.

Pour I’application présentée les observations sont réelles mais
I’extension du FAG au cas complexe a permis de traiter sans
difficulté le cas de phases initiales ¢, non nulles, [12].

Il faut aussi noter que le probléme d’optimisation (1) peut
étre traité dans le cas complexe a I’aide des méthodes SOC (se-
cond order cone programming) un cas particulier d’approches
plus générales appelées “convex conic programming” [13][14].

0.35—
03—
0.25—

02—

magnitudes

suonesall

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
Normalized Frequencies

Fi1G. 1: Module des 200 premiéres composantes de z pour les
20 premiéres itérations

Dans la transcription, le nombre des inconnues augmente sensi-
blement et on peut alors considérer le critére légérement différent
min, ||Az — b||2 + Al|z||1 dont la réécriture est plus simple.

Remerciements: Nous tenons a remercier H. Carfantan pour
nous avoir fait remarquer que I’algorithme (4) donnait de bons
résultats dans le cas complexe et nous avoir incité a étendre la
preuve de convergence a ce cas.
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