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Résumé :

Ce papier a pour but de proposer une méthodologie d’estimation de la perméabilité macroscopique d’un milieu
fracturé dans un cadre anisotrope quelconque en présence à la fois de micro-fractures mais aussi de fractures
traversant le volume élémentaire représentatif. On adopteun modèle darcéen fictif pour représenter l’écoulement
dans une fracture. Alors que la perméabilité tangentielle peut être fournie par référence à un écoulement de
Poiseuille, on montre que le choix de la perméabilité transverse n’est pas intrinsèque : il est nécessaire que celle-
ci soit faible dans le cas de fractures traversantes et plutôt élevée dans le cas de micro-fractures. On propose
finalement des mises en œuvre numériques ainsi qu’une comparaison avec des calculs sur réseaux explicites en
2D.

Abstract :

This paper aims at proposing a methodology to estimate the macroscopic permeability of a fractured medium in
the framework of any anisotropy. Moreover the representative volume element (r.v.e.) may contain micro-fractures
as well as fractures crossing the volume. A fictitious Darcy model is adopted so as to account for the flow inside
a fracture. Whereas the tangential permeability is provided by reference to a Poiseuille flow, it is shown that the
transverse permeability is not intrinsic: the latter has tobe low in the case of fractures crossing the r.v.e. and rather
high in the case of micro-fractures. Numerical implementations are finally presented as well as a comparison with
computations on explicit discrete fracture networks in2D.

Mots-clefs :

homogénéisation hydraulique, perméabilité transverse, anisotropie

1 Description du v.e.r. et définition de la perméabilité macroscopique

Même si la notion de volume élémentaire représentatif (v.e.r.) dans les milieux fracturés
naturels peut quelquefois être remise en question (Bonnet et al. (2001)), ce papier s’appuie
sur l’existence d’un tel v.e.r.. Ce dernier, notéΩ, se compose d’une phase solide occupant le
domaineΩs et deN familles de fractures (domainesΩi

(1≤i≤N)), chacune d’entre elles regroupant
des éléments se déduisant l’un de l’autre par une translation (même forme, mêmes dimensions
et même orientation). Parmi cesN familles, on distingue deux types : les fractures coupant le
v.e.r. de part en part (i ∈ C) et les micro-fractures (i ∈ M).

– Famille de fractures traversantes(i ∈ C)
Une fracture d’une telle famille occupe un espace délimité par deux plans parallèles tra-
versant le v.e.r. et distants deei. La longueur caractéristique, qui doit être très petite de-
vant la taille du v.e.r., est ici l’espacement moyendi entre deux fractures (Maghous et al.
(2000)). La fraction volumique de cette famille vaut alorsfi = ei/di ≪ 1.
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– Famille de micro-fractures(i ∈ M)
Une fracture d’une telle famille correspond à une hétérogénéité quasi-plane d’extension
très petite devant la taille du v.e.r.. Afin de permettre la mise en œuvre d’une technique
d’homogénéisation basée sur le problème d’Eshelby(1957), elle est modélisée comme
un ellipsoïde aplati caractérisé par son orientation (i.e.un trièdre formé de la normaleni,
l’axe majeurli et l’axe mineurmi) définie par trois anglesθi, φi andψi (cf. Fig. 1), ainsi
que son plus grand rayonai (taille caractéristique de la famille) et deux rapports d’aspect,
l’un ηi = bi/ai ≤ 1 désignant la forme dans le plan et l’autreωi = ci/ai ≪ 1 dépendant
de l’ouvertureei = 2ci. L’équation de l’ellipsoïde s’écrit alors

∥

∥H
−1
i · x

∥

∥ ≤ 1 avec :

Hi = ai (li ⊗ li + ηimi ⊗mi + ωi ni ⊗ ni) (1)

Introduisant le nombre de fractures par unité de volumeNi et la densitéǫi = Nia
3
i , la

fraction volumique vautfi = 4πǫiηiωi/3 ≪ 1 et l’espacement moyen entre deux fractures
consécutives coupant une ligne parallèle àni vautdi = 1/(Niπa

2
i ηi) = ai/(πǫiηi)
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FIG. 1 – Orientation d’une fracture FIG. 2 – Réseau comprenant des fractures tra-
versantes et des micro-fractures

Dans la procédure d’homogénéisation qui va être mise en œuvre, il importe que les longueurs
caractéristiques de toutes les hétérogénéités en jeu soient du même ordre de grandeur. Si ce n’est
pas le cas, il faut envisager plusieurs étapes d’homogénéisation. La Fig.2 présente un exemple
de réseau comprenant une famille de fractures traversanteset deux familles de micro-fractures.
Une méthode couramment utilisée en hydraulique des roches (Guéguen and Palciauskas(1994))
pour modéliser l’écoulement dans des fractures est de remplacer celles-ci par un milieu de Darcy
équivalent tel que la perméabilité dans le plan d’une fracture est estimée grâce à la solution de
Poiseuille. On écrit ainsi la perméabilité d’une fracture :

Ki = Ki
t +Ki

n ni ⊗ ni avecKi
t = Ki

t (1 − ni ⊗ ni) etKi
t = λi e

2
i /12 (2)

avecλi = 1 pour un écoulement de Poiseuille idéal etλi < 1 pour tenir compte de pertes de
charge dues à la rugosité des faces tandis queKi

n demeure inconnu et fait l’objet de la sec-
tion 2. La phase solide est quant à elle modélisée comme un milieu deDarcy de perméabilité
Ks = Ks

1. Une valeur non nulle deKs résulte de la présence d’un réseau de pores à une
échelle inférieure de celle des fractures. Toutefois, on considérera que l’écoulement a lieu plu-
tôt dans les fractures de sorte que le solide pourra être considéré comme imperméable avec
Ks ≪ Ki

t . Afin de déterminer la perméabilité macroscopique, il convient alors de résoudre le
problème défini sur le v.e.r. par l’équation d’incompressiblité, la loi de Darcy en tout point
et des conditions aux limites du v.e.r. de type gradient de pression homogène (p = ∇P · x)
(Fokker(2001), Dormieux and Kondo(2004)). Par linéarité du système d’équations, on déduit
l’existence d’un champ de tenseur de localisationA tel que

∀x ∈ Ω, grad p(x) = A(x) · ∇P (3)
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Notantµ la viscosité dynamique du fluide, on déduit de (3) et de la loi de Darcy locale une
relation entre la moyenne de la vitesse de filtration et le gradient de pression macroscopique de
la forme< q >Ω= −(Khom/µ) · ∇P avec

Khom =< K · A >Ω= fs Ks· < A >Ωs +
∑N

i=1 fi K
i· < A >Ωi (4)

où< . >Ωα désigne la moyenne sur le domaineΩα. Le choix d’un schéma d’homogénéisation,
en l’occurence le schéma auto-cohérent pour rendre compte du caractère désordonné et connecté
du réseau de fractures, va permettre d’estimer les moyennesdeA et doncKhom.

2 Schéma auto-cohérent et choix de la composante transversede la perméabilité équiva-
lente des fractures

Il est raisonnable de penser que l’écoulement dans une fracture traversante est parallèle au
plan et n’est pas perturbé par le voisinage de la fracture, cequi revient à dire qu’une telle
fracture “voit” le gradient de pression macroscopique∇P entre ses deux extrémités touchant la
frontière du v.e.r., et ce indépendamment du choix de schémautilisé pour estimer les moyennes
des champs dans les micro-fractures, soit :

∀i ∈ C, < grad p >Ωi≈ ∇P ⇒ < A >Ωi≈ 1 (5)

Prenant alorsKi
n très petit devantKi

t , par exemple égal àKs, on s’assure que l’écoulement est
bien tangentiel au plan et contrôlé parKi

t :

∀i ∈ C, < q >Ωi= −(Ki/µ) · ∇P ≈ −(Ki
t/µ) · ∇P = −(Ki

t/µ) (1 − ni ⊗ ni) · ∇P (6)

En ce qui concerne les micro-fractures, on se propose de recourir au schéma auto-cohérent.
Les moyennes des champsq et grad p pour une famille sont alors estimées par la solution
uniforme s’établissant dans une inclusion ellipsoïdale correspondant à une fracture baignée
dans un milieu infini de perméabilitéKhom soumis à un gradient de pression à l’infini∇P o. Le
résultat d’Eshelby(1957) fournit ainsi :

∀i ∈ M, < grad p >Ωi≈ αi · ∇P
o avecαi =

(

1 + P hom
i ·

(

Ki − Khom
))−1

(7)

où le tenseur de polarisation de HillP hom
i ne dépend que deKhom et du tenseur caractéristique

de l’ellipsoïdeHi (1). Le calcul explicite deP hom
i dans un contexte anisotrope quelconque est

obtenu selon la procédure suivante (les détails de la démonstration figurent dansBarthélémy
(2007)) :

1. DiagonaliserKhom à l’aide d’un tenseur orthogonalQ tel que
tQ · Khom · Q =

∑3
j=1K

hom
j ej ⊗ ej et construireR =

∑3
j=1

√

Khom
j Q · ej ⊗ ej

2. CalculerH′ = Hi ·
t
R−1 et diagonalisertH′ · H′ en introduisant un tenseur orthogonal

S tel quetS ·
t
H

′ · H′ · S = A2e1 ⊗ e1 +B2e2 ⊗ e2 + C2e3 ⊗ e3 avecA ≥ B ≥ C

3. Calculer∆ = IAe1 ⊗ e1 + IBe2 ⊗ e2 + ICe3 ⊗ e3 avecIA + IB + IC = 1 et
• siA > B > C,
IA = ABC

(A2−B2)
√
A2−C2

(F − E) ; IC = ABC
(B2−C2)

√
A2−C2

(

B
√
A2−C2

AC
− E

)

où F = F(θ, k) et E = E(θ, k) sont respectivement les intégrales elliptiques de pre-

mière et deuxième espèces d’amplitudeθ = arcsin
√

1 − C2

A2 et de paramètrek =
√

A2−B2

A2−C2
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• siA > B = C, IB = IC = 1
2
A A

√
A2−C2−C2 argch (A/C)

(A2−C2)3/2

• siA = B > C, IA = IB = 1
2
C A2 arccos (C/A)−C

√
A2−C2

(A2−C2)3/2

• siA = B = C, IA = IB = IC = 1
3

4. Calculer enfinP hom
i =

t
R−1 · S · ∆ · tS · R−1

Pour estimer les moyennes deA (3), il est nécessaire d’expliciter le lien entre∇P et ∇P o.
Celui-ci provient de la règle de cohérence< grad p >Ω= ∇P et de (5) et (7) auxquelles il
faut ajouter une estimation de la moyenne degrad p dansΩs. Dans le schéma auto-cohérent
ne privilégiant aucune phase par rapport à une autre, cette dernière estimation s’obtient selon
une règle analogue à (7) où l’indice “i” est remplacé par “s”. Contrairement aux fractures,
l’ellipsoïde représentatif de la phase solide nécessaire au calcul deP hom

s n’a rien d’évident.
Toutefois, il semble important de tenir compte du réseau environnant pour définir une forme
pertinente de bloc solide. Une méthode heuristique pourrait être de définirHs en fonction des
orientations et espacements moyens :

Hs =
(

∑N
i=1

1
di
ni ⊗ ni

)−1

(8)

Rassemblant toutes les estimations (5) et (7) y compris celle concernant la phase solide et ex-
ploitant l’imperméabilité de celle-ci ainsi quefs ≈ 1, (4) devient :

Khom = (
∑

i∈M fi K
i · αi) ·

(

αs +
∑

i∈M fi αi

)−1
+

∑

i∈C fi K
i
t (9)

Compte tenu de (7), il apparaît clairement que (9) correspond à une définition implicite de
Khom qu’il est possible de résoudre dans le cas général anisotrope à l’aide d’une méthode
itérative de type point fixe. On peut tout de même raisonnablement déduire de (9) queKhom

doit être de l’ordre de grandeur desfiKi
t (où mêmeωiKi

t pour des micro-fractures) les plus
significatifs lorsque le réseau est connecté. Par ailleurs,il reste encore à clarifier dans cette
équation le choix deKi

n pour les micro-fractures. Dans ce but, il faut d’abord s’interroger sur
le comportement du tenseurαi (7) lorsque le rapport d’aspectωi tend vers0. Afin de simplifier
les calculs, plaçons-nous dans une situation où le v.e.r. necontient que des micro-fractures
circulairesηi = 1 et de perméabilité macroscopique isotropeKhom = Khom

1. Dans ce cas,
P hom
i présente le développement limité suivant au voisinage deωi = 0 :

P hom
i =

ni⊗ni

Khom + ωi
π

4Khom (1 − 3ni ⊗ ni) (10)

Rappelant quefi = 4πǫiωi/3, (7) et (10) permettent d’écrire au voisinage deωi = 0 :

fi αi = 4
3
π ǫi

ni⊗ni
Ki

n
ωi Khom +π

2

et Ki · αi = K
i
t

1+ π
4

ωi Ki
t

Khom

(11)

Deux cas de figure peuvent alors se présenter :
– siKi

n ≫ ωiK
hom soit encoreKi

n ≫ ω2
i K

i
t , alorsfi αi est négligeable devantαs etKi

n

n’apparaît plus dans (9). Adoptant en outre une forme sphérique pourHs, ce qui implique
P hom
s = 1/(3Khom), et considérant une distribution continue isotrope d’orientations, une

densité globaleǫ et une perméablité uniformeKt, on montre que la résolution de (9)
donne (Fokker(2001)) :

Khom = 0 si ǫ ≤ 27
64

et Khom = ωKt
π (64 ǫ−27)

108
si ǫ > 27

64
(12)

mettant en évidence un seuil de percolation pourǫ = 27
64

.
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– siKi
n = O

(

ωiK
hom

)

soit encoreKi
n = O (ω2

i K
i
t), alorsfi αi présente une limite non

nulle lorsqueωi tend vers0. Cette limite est donc issue de la combinaison d’une singula-
rité géométrique (ωi → 0) et d’une singularité physique (Ki

n/K
hom → 0). Comme dans

le contexte mécanique où une limite du même type permet de montrer que des fractures
ouvertes diminuent la raideur du milieu, il apparaît ici quele choix d’une valeur si faible
deKi

n traduit au niveau de la perméabilité macroscopique un effetartificiel et non réa-
liste d’obstacle au passage du fluide dans la direction transverse des fractures. Selon les
mêmes hypothèses que celles ayant conduit à (12) et prenantKi

n ≪ ω2
i K

i
t , on montre ici

(Dormieux and Kondo(2004)) :

Khom = 0 si ǫ ≤ 9
16

et Khom = ωKt
3π (16 ǫ−9)
4 (16 ǫ+27)

si ǫ > 9
16

(13)

Le seuil de percolation est supérieur à celui de (12) mais surtoutKhom ne dépend plus
linéairement deǫ après la percolation. Supposant fixés le nombre de fracturespar unité de
volume et l’ouverture de celles-ci et faisant croître leur rayona, (13) montre queKhom

varie en1/a lorsquea est grand, ce qui n’est évidemment pas réaliste.
On peut donc affirmer en conclusion qu’un choix judicieux pour Ki

n est par exemple égal à
Ki
t d’autant que, dès lors qu’il est au moins de l’ordre de grandeur deω2

iK
i
t , ce paramètre n’a

aucune influence surKhom. Le fait que l’écoulement reste parallèle aux faces de la fracture est
assuré par la perturbation locale du gradient de pression qui rend ce dernier parallèle au plan.
En revanche, la modélisation pertinente des fractures traversantes impose de choisir une valeur
petite deKi

n, de l’ordre de grandeur par exemple deKs.

3 Application sur des exemples

La première application proposée est une mise en œuvre de la méthode sur un v.e.r. constitué
d’une matrice imperméable et de trois familles de micro-fractures. Ces familles sont caractéri-
sées par le même rapport d’aspectω, la même fraction volumique, la même perméabilité tangen-
tielleKt et différents rapports d’aspectηi et orientations (cf. Fig.3). On trace sur la Fig.3, les
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(θi, φi, ψi, ηi) =

fam. 1 : (20˚, 0˚, 0˚, 0.5)

fam. 2 : (90˚, 90˚, 0˚, 1.)

fam. 3 : (90˚, 20˚, 45˚, 0.5)

FIG. 3 – Valeurs propres de la perméabilité macroscopique d’un réseau de trois familles

valeurs propres de la perméabilité macroscopique en fonction de la fraction volumique globale
de fractures à laquelle chaque famille contribue pour un tiers. Comme attendu, l’anisotropie se
traduit par des valeurs propres distinctes et on note la présence d’un seuil de percolation à partir
duquel celles-ci sont de l’ordre de grandeur deωKt.
En guise de deuxième illustration mais aussi de validation sur un cas2D (géométrie invariante
selon une direction), on se propose de comparer le résultat fourni par le schéma auto-cohérent
à des calculs numériques sur réseau explicite (cf. Fig.4) effectués grâce au logiciel FRACA de
l’IFP selon la méthodologie présentée dansSardaet al. (2001). Le v.e.r. considéré presente un
réseau2D formé de deux familles de fractures de même longueur, de mêmedensité et d’angle
45˚ entre les deux directions. Des calculs sont effectués pourplusieurs valeurs de la densité
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FIG. 4 – Réseau de fracture2D
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FIG. 5 – Perméabilité macroscopique

totale et comparés sur la Fig.5 aux résultats du schéma auto-cohérent beaucoup plus rapides
à réaliser. Ceux-ci semblent bien fournir une bonne estimation du seuil de percolation ainsi
qu’une bonne tendance de la perméabilité majeure tout en sous-estimant plus sensiblement la
perméabilité mineure. Il faut toutefois noter que faire croître la densité en gardant la longueur
des fractures constante fait progressivement sortir du cadre d’hypothèse des micro-fractures
pour tendre vers celui des fractures traversantes puisque l’espacement a tendance à devenir petit
devant la longueur.
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