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Résumé :

On considére une particule solide et sphérique dans un écwent de fluide visqueux a petit nombre de Reynolds
paralléle a une paroi plane sur laquelle s’applique une dtiod de glissement. Par linéarité des équations de
Stokes, la solution générale pour une sphére en translatiostation dans un écoulement de cisaillement s’obtient
par superposition de trois problémes : sphére au repos danéaoulement de cisaillement, sphére en rotation
ou translation dans un fluide au repos. Les solutions de a@s prroblémes sont obtenues par la méthode des
coordonnées bisphériques. Les résultats pour la force@ilple sont calculés avec une précisionide’, méme
pour de trés petites distances particule-paroi de I'ordesld 2. Les vitesses de translation et de rotation d’'une
sphére libre dans un écoulement de cisaillement sont almesnuies avec une précision te" .

Abstract :

The creeping flow around a solid spherical particle close twal on which a slip condition applies is calculated
analytically. The problem of a sphere translating and riotgtalong a wall in a pure shear flow is solved, from
the linearity of Stokes equations, as the sum of elementablgms: sphere held fixed in a shear flow close to a
wall, sphere translating and rotating along a wall. The ga@us are obtained in each case using the bispherical
coordinates technique. Results for the force and torquehersphere are provided for various values of the slip
length with a precision better thard—7, even for a small gap down t®—2 sphere radius. The translational and
rotational velocities of a freely moving sphere in a pureastitow are then derived.

Mots-clefs :

écoulement visqueux (équations de Stokes) ; cisaillemerglissement

1 Introduction

La condition & la limite habituelle sur une paroi pour un feuMdsqueux est la condition
de non glissement, mais une condition aux limites de gliesg¢rdoit étre utilisée pour des
liquides proches de surfaces hydrophobes et de surfacessgsrou dans un gaz a petite échelle
(la longueur de glissement étant alors le libre parcoursampyDiverses applications sont en
vue, par exemple des procédés de séparation par ultradifirdtactionnement flux-force, de
nouvelles techniques de mesure de vitesse a des écheliggetites au voisinage de surfaces.
On s’intéresse dans cet article au calcul de la force et dple@our le probleme d’une particule
sphérique en translation et rotation dans un écoulemensdi#@ment au voisinage d’une paroi
plane sur laguelle s’applique une condition de glissenmerg problemes de la translation et de
la rotation ont été également traités par [2,5] mais le gnolel d’'une sphere fixe en écoulement
de cisaillement est nouveau (a notre connaissance). Npreni@ns ici les problémes traité par
[2, 5], en proposant une solution plus simple.
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2 Solution en coordonnées bisphériques

On considere un fluide visqueux newtonien incompressibies da domaine semi-infini
limité par une paroi plane. Sofbx, oy, 0z) un repere orthonormé lié & la paroi eu= 0 et
soiente,, e, e, les vecteurs unitaires de ce repere. Une sphere de vagiont le centre est
situé a une distandede la paroi est en mouvement avec une vitesse de translatipet une
vitesse de rotatiof? e, dans un ecoulement de cisaillement. La condition pour kessi de
I’écoulement perturbé sur la sphére est la condition de non-glissement alors gtondition
de glissement est imposée sur la paroi :

ou,, ou
u = b <§€x + 8—;ey) s (1)

oub est lalongueur de glissement. La vitesse de I'écoulemenpecdurbé satisfait la condition
de glissementw,., = k(z + b)e, ou k est une constante (taux de cisaillement).

Le nombre de Reynolds basé sur le rayon de la particule ast et linéarité des équa-
tions de Stokes, le probleme d’une sphere en rotation eteslation dans un écoulement de
cisaillement se décompose en :(i) sphére en translatianlavétessd’/e, parallele a la paroi;
(i) sphere en rotation avec la vitesSSee,, parallele a la paroi; (iii) sphere fixée dans un écoule-
ment de cisaillemeni(z + b)e,. Pour chaque probléeme d’écoulement, par linéarité, laefetc
le couple sont proportionnels aux vitesses. En utilisatriémes notations que dans [1] :

F! = —6rapUfL, C; = 8ma’u Uc;x (2a)
Fy = 6ma’nQ f}, C, = —8ma’u Q) Chy (2b)
F¢=6malpkfs, CS = dma’ p ke, (2¢c)

ou f etc sont les coefficients de frottement. Les indices de traonslatotation et cisaillement
sont respectivemerf}’, ()", ()°. Le premier indice est la composante de la force et du couple e
le second indice est la direction de I'’écoulement non peéulorsque’ tend vers l'infini, les
coefficients de frottement,, et f;, tendent vers 0 et les autres coefficients de frottement tende
vers l'unité, d’aprés les formules de Faxen (cf par exenyjle Nous utilisons ici une méthode
de résolution des équations de Stokes basée sur la techihégueoordonnées bisphériques
analogue a celle de [3, 6].

Le passage des coordonnées cylindriqyes, ¢) (avecz = pcos¢ ety = psin¢ ) aux
coordonnées bisphériqués ), ¢) s’écrit :

B csinm B csinh & e 1/2
p_coshg—cosn’ Z_coshé—cosn’ ¢=(E—a)" ®)

avec) < ¢ < 21,0 <np <metd <¢ < a.lci, £ = aeté =0 représentent respectivement
la surface de la sphere et le plan. La solution générale dediégs de Stokes en coordonnées
bisphériques s’écrit [3, 6] :

1 1

Uy = 5{0Q1+U0+U2}005¢7 u, = §{ZQ1+2U1}COS¢ (4a)
1 .

Uy = §(U2 —Up)sing, p= puQ;cosd (4b)
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ou :
Uy = cM(cosh & — B)/?sinn Y Ay sinh(1,€) P(B), (5a)
Q1 =M (cosh & — B)'/* sinn; IZ[Bn cosh (7€) + Cp sinh (1,€)] 21 (6), (5b)
Us = cM(cosh ¢ — 8)* > [D, Z:hmg) + Ep sinh(1,8)]Pa(3), (5¢)
Us = ¢M(cosh & — 3)'/? n 0y _[Fucosh(ya€) + G sinh(1,)]PY(5), (5d)

n>2

ous = cosn, v, = n+ 1/2, P,(5) sont les polynbmes de Legendre d’ordret le prime(’)
indique la dérivée par rapport@ L'entier M prend les valeurd/ = 0 pour la translation et
M = 1 pour la rotation et le cisaillement.

Pour chaque probléme, les coefficients sans dimensjon. . G,, sont obtenus a partir des
conditions aux limites et de I'’équation de contin% + % + agf; = 0. Il est important de
noter qu’en dérivant cette derniere équation et en util{g¢yon obtient alors une autre relation
sur le plan :

2
e _p0 e ©
0z 022
Cette relation nous permet d’obtenir une solution plus &mpe celle de [2, 5] pour la transla-
tion et la rotation. En effet, on peut alors exprimer les 8ohs de chaque probléme en fonction
de seulement quatre séries de coefficieMs,:.C,,, E,, etG,,. Nous traitons par la méme tech-
nique le probléme de cisaillement. Nous utilisons dansdeatons (7)-(9) un indice(figurant
a droite de toutes les relations) qui vaut, 1 pour la trarmmsia® pour la rotation et 3 pour le ci-

saillement. Les quatre équations auquelles satisfontuag@ séries de coefficients s’écrivent
alors :

(n—1)(2n—1-2g;)
2n —1

An—1 + (=27, + 2 tanh (y,«) cotha) A,

(n+2)(2n+3 — 2qf{)An+1 A (nA— I)Cn—l N ¢tanh (%az + 2\ + )\Cn
2n+3 & &
A(n+2) 4Cnq,
— it =, n >1 7
~ Cn+1 67,2 Sll’lh((’}/n — ]_)O[) (n - ) ( )
2n —1—2q, 2n + 3 — 2¢q;" A A A(n—2)
2en—1) "' a@nys T el T gt e G
2 n + A + 2¢tanh (y,) A(n+3) 4Caq;,
— = = ¢ L > 2
2¢ G+ 2¢ Gni1 = 0 sinh((y, — 1)) (n=2) (8)
n(n—1)(-2q, +2n—1) (n+1)(n+2)(2n+3—-2¢") nn—1)A\
An—l - An+1 - 7Acn—1
2(2n—1) 2(2n +3) 4¢
GRSy (7+2)Acn+l LM 2nA+A+2tan}1((n+ 5) Q) éEn
4c 2¢ 2¢
1 _
DA mk w20 ©
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avec I'équation de continuité :
5 1 1 1 1
“Ch—=(n—1)Cpq += 2)Cpiy — =Ep1 + E, —=E,
5 2(” ) 1+2(”+) 175 1+ gt

+%(n—2)(n—1)Gn_1—(n—l)(n+2)Gn

+% m+2)(n+3)Gr1=0 (n>1) (10)

o0 représente ici le symbole de Kronecker. On définit aussi lestités sans dimension =
b/a,é = c/a, ¢& = tanh(y,a)cotha 4 1 et

]_ 6_7”7104 6_77L+1a

n=— — 11
¢ 2v2 | Yoot Trn+1 (1)
1 2\/56_%a 2 Bntn”~ 2\/5’)%6_%&
KN, — —— K: = — —
cosh(y,a) sinh(7y,_1c)  cosh(y,«)
A/ 2y e 2
K3 = V2yent A (12)

cosh(y,a)  ¢écosh(vy,a)

3 Calcul numérigue des coefficients

Pour que les séries (5) convergent (la vitesse et la preésion physiquement finies), les
séries de coefficients,,, . . ., G,, doivent tendre vers lorsquen — oo. Cette condition permet
de résoudre le systéme linéaire infini (7)-(10) poyr, C,., E,,, G,, systeme dans lequel les
premiers termes des séries des coefficients sont inconausolution consiste a résoudre le
systéme infini par troncaturel(, = C,, = £, = G,, = 0) pourn = n; assez grand. Le systéme
linéaire tronqué s’écrit alors sous la forme :

(M1 Ay + My 2 As = By
M1 Ay + My Ay + My 3 Az = By

Mn,n—lAn—l + Mn,nAn + Mn,n-{—lAn—i—l - Bn (13)

MnlynlflAnlfl _'_ MTL[,TLZATLZ = Bnl

\

Comme les relations (7)-(10) sont vraies a partir de difféee valeurs de, on regroupe alors
les relations pour = 0 etn = 1 en une seule relation matricielle a laquelle on affecte laura
n=1;dou:

Ay 0
I B | Ko
Al - El ) Bl - Kl (14)
Ey 0
Pourn > 2, on écrit simplement :
A, 0
Ch B 0
G, 0
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Dans (13), lesV/; ; sont des matrices de dimensiohs 4 déduites a partir des relations (7)-
(10). Le systeme (13) contient une matrice tridiagonaleéeatn;, x 4n,;. Il est résolu d’'une
maniere classique. On fait croitre le nombre de termdafin d’obtenir la précision voulue).
Les résultats du calcul montrent que ce nombraoit croitre lorsque la distance particule-paroi
diminue. Il croit aussi pour des distances particule-pepostantes quand la longueur de glis-
sement augmente. Par exemple, pour le probleme de rotptianune distance particule-paroi
¢/a — 1 = 1073 et une longueur de glissemeht= 1, une précision de0~" pour le couple
nécessitey; = 3700.

4 Résultats

Les résultats pour les coefficients de frottements en ttiosl et en rotation sont en bon
accord avec [2,5]. lls sont en outre plus précis, méme popetites distances particule-paroi
¢/a — 1 = 1073, Nos résultats pour le probléme de cisaillement dans le adicplier d’une
condition de non-glissement sur la paroi sont comparés [dJel’accord est excellent méme
pour de petites distancéga — 1 = 1073.

La vitesse de translation et de rotation d’une sphére libresdin écoulement de cisaillement
s’obtient en écrivant que la somme des forces et des cougileglée. On résout alors ce systéeme
a deux inconnued’, Q) :

t r c __
{Q+Q+Q_0 (16)

Cy+Cy+CE=0

Les résultats pour la vitesse de translatioh = U/(kl) et la vitesse de rotatiofR* =
2/(k/2) d’'une sphere libre dans un écoulement de cisaillement somtés figure 1. Lorsque
l/a — oo, U* — 1etQ* — 1. On remarque pour le cas de la translation que lorsque le
glissement\ = 0, la vitesse de translatiari* — 0 pour//a — 0, alors que poun > 0, U*
tend vers une constante. La vitesse de rotation passe paaximam pour une certaine valeur
de .

12
+ + o
JrJN%%ctF
10t 1
.\
.
+ 4
8L x XXX X XX000K XXXXXXX .
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% x +
> o
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%, 1&
3
5k
4 L 1
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FiG. 1 — Vitesses de translation et de rotation pour une sphemsoerement libre.
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5 Conclusions

Nous avons obtenu des expressions analytiques pour ladbtee&ouple qui s’exercent sur
une sphere en translation et rotation dans un écoulemeigaleznent au voisinage d’une pa-
roi plane sur laquelle s’applique une condition de glissaimdous avons utilisé pour ce faire
la méthode des coordonnées bisphériques. La solution débauir un systeme matriciel infini
qui permet de déterminer des séries de coefficients incolNauss avons établi une technique
numérique (écrite en langage FORTRAN) qui permet d’obteninombre assez important de
ces coefficients.

Pour les trois problémes de cisaillement avec sphére fix@spleére en rotation et translation
au voisinage d’une paroi plane, nous obtenons une préasiot" pour la force et le couple,
méme pour de trés petites distances particule-paroi déréale10-3. Les vitesses de trans-
lation et de rotation d’une sphére libre dans un écoulemerishillement sont obtenues avec
une précision de0~".

Ces résultats pourront s’appliquer par exemple a la digpede particules prés d’une paroi sur
laquelle s’applique une condition de glissement.
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