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Résumé :

Cet article propose un modéle de prédiction de vibrations non-linéaires de plaques circulaires minces comportant
de faibles imperfections géométriques. Les équations locales, dans lesquelles a été injecté le défaut de forme, sont
discrétisées en utilisant la base des modes propres de plaque circulaire parfaite. Les développements analytiques
nous fournissent les nouveaux coefficients linéaires, quadratiques et cubiques. Les résultats du modéle, appliqué au
cas d’un défaut sphérique, sont comparés au modele de coque sphérique précédemment développé par Thomas et
al. (2005). Les effets dans le domaine linéaire de I’injection de défauts simples, axisymétriques et asymétriques,
par cette méthode sont ensuite présentés puis confrontés a une simulation numérique par la méthode des éléments
finis.

Abstract :

This article is devoted to geometrically nonlinear vibrations of free edge circular plates with geometrical imper-
fections. The equations of motion are discretized by using the eigenmodes of the perfect plate. Analytical devel-
opments yields linear coupling terms as well as quadratic and cubic non-linear terms. Results are validated by
comparison with the spherical shell model developed by Thomas et al (2005). Simple defects (purely axisymmetric
or asymmetric) are then introduced and compared to numerical simulation with finite elements.
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1 Introduction

Cette étude s’intéresse aux vibrations non-linéaires géométriques de plaques circulaires
minces imparfaites a bord libre. Des études expérimentales (Thomas et al. (2006), Touzé (2005)),
ainsi que des résultats théoriques (Amabili (2003), Gongalvés (1994)) ont montré I’importance
des imperfections géométriques sur les caractéristiques vibratoires. Un défaut de forme de faible
amplitude change drastiqguement les valeurs de fréquences propres et provoque également la
scission des deux fréquences issues de modes propres dégénérés (modes compagnons). Dans
le domaine non-linéaire, il peut étre a I’origine d’une modification qualitative des tendances de
non-linéarité.

Un défaut géométrique, a état de contrainte initiale nulle, est ajouté aux equations de vi-
brations de plaque parfaite (analogue dynamique de von Karman). Quelques cas simples sont
ensuite choisis et comparés a des simulations numériques effectuées avec le code de calcul
CAST3M®, Ces exemples soulevent d’une part une discussion sur la convergence de la mé-
thode employée et apporte d’autre part une contribution quant a I’influence d’un défaut asyme-
trique. Enfin, les confrontations avec des mesures sur des coques de laboratoire montrent un
gain notable dans la prédiction des fréquences propres.
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2 Formulation du probléme

On considére dans la suite une plaque circulaire mince avec un faible défaut geométrique
transverse, de diametre 2a, d’épaisseur h et realisée dans un matériau homogene et isotrope
de densité p, de coefficient de Poisson v et de module d’Young E. Le défaut géométrique est
représenté par un déplacement transverse wq(r, 6), que I’on suppose de faible amplitude, i.e.
telle que : wo(r,0) << a,¥r € [0,a] et VO € [0,2x]. Les équations du mouvement sont
obtenues en injectant un déplacement de la forme :

w(r,0,t) = wo(r,0) +w(r,0,t), (1)

dans les égquations non-linéaires de vibration d’une plaque circulaire parfaite (plane) de Touzé et
al. (2002) et en annulant les contraintes associées a wq. w représente alors le déplacement de la
plaque par rapport a la configuration de repos avec imperfections géométriques. On obtient :

AAG + 1 = e[L(@, F) + L(wo, F) — 2ui + 7, (2a)
~ 1
AAF = —Z[L(@, @) + 2L(@, wo)). (2b)
avec .
B F, Fg W,  Weg we  we\ (Fre Fp
Llw, F) = wr (7*?2) HE () 2 () ( " ——) ®)

ol e = 12(1 — v?) est le paramétre issu de I’adimensionnement de w par &, u le coefficient
d’amortissement, p la pression locale normale appliquée a la plaque, F la fonction de force
qui est fonction des efforts dans le plan de la plaque (efforts de membrane); w, W s SONt
respectivement les dérivées secondes partielles de w par rapport au temps et aux coordonnées
spatiales.

L’inertie longitudinale étant négligée, la fonction de force F dépend du déplacement trans-
verse w. L’opérateur L(-, -) étant bilinéaire, le terme L(wo, F') de (2a) crée un terme linéaire et
un terme quadratique en w. Ainsi, la premiére partie du terme L(wo, f) de (2a) traduit le cou-
plage linéaire entre le mouvement transverse et I’étirement membranaire résultant de la géo-
métrie non plane du défaut (dépendance en wy). La seconde partie du terme L(wy, ﬁ), quant a
lui, ainsi que le terme L(w, }7) rendent compte du couplage non-linéaire di aux grandes élon-
gations. Il comporte un terme quadratique issu a la fois de L(wo, F) et de L(@, F') et un terme
cubique issu uniquement de L(w, F'), indépendant du défaut w,. Ce dernier est donc naturelle-
ment égal a celui de la plaque plane circulaire sans défaut. Par contre, le terme quadratique était
auparavant absent des équations non-linéaires de plaque (Touzé et al. (2002)).

3 Cas d’un défaut sphérique

Nous nous appliquons ici a retrouver le modeéle de vibrations de coque sphérique mince de
Thomas et al. (2005) a partir du modéle de plaque mince circulaire dans lequel on injecte un
défaut sphérique peu profond. Dans un plan comprenant I’axe de symétrie de la plaque, on pose
yo I’ordonnée a I’origine du défaut w,, R son rayon de courbure, et r I’abscisse ; un défaut
sphérique peut alors s’écrire en grandeurs adimensionnées :

2

wo(r) = 5 (VERIQPE =12+ yofa = (R/0), worm =5, womm i (4

2
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Le développement limité au premier ordre des dérivées premiere et seconde de w, par rapport
a r traduit I’hypothese de faible courbure introduit par Thomas et al. (2005). En injectant ce
développement dans (2), nous obtenons exactement les équations dynamiques du modeéle de
coque sphérique et justifions ainsi I’approche que nous nous sommes propose d’adopter.

4 Solution par développement modal

Les equations locales (2) sont discrétisées en utilisant la base tronquée a N, des modes
propres (®;,w;);en de la plaque parfaite. Parallélement, nous projetons le défaut de forme sur

cette méme base. D’autre part, la fonction de force F' s’avere étre une combinaison linéaire
de fonctions spatiales W (r, 8), modes propres de la plaque & bord encastré (cf Thomas et al.
(2005)). Ainsi en posant :

w(r,6,t) qu p(r,0) et wy(r,0) = Zap (5)

nous obtenons :

Np Np Np  Np
qu+wuqu—6[za Gt > Bl tY )
p=1

Np

L ptplrds — 20y + Du|  (6)
1

p=1 r=1 =1 r=1 s=
avec :
//@ L(D,,T,) // U, L(D,, D,)dS
v 1 q=1 S
rsp 254 ffs ®2dS ffS vzds ’

ou p, est la projection de la pression p et ., un amortissement modal. Dans ces équations appa-
raissent des coefficients linéaires o, et quadratiques /3,,. qui proviennent du défaut geometrique
introduit. Ils s’expriment analytiquement :

Np Np Np
Z Z 2F7’P5ara5’ Iq;?“ = Z(F?ps + 21—‘?7"1)) (7)
r=1 s=1 s=1

Le probleme (6) est ensuite diagonalisé numériquement. Soit la matrice A = {ea;‘+w§5up}u,pe[wp]
la partie linéaire de (6). La diagonalisation de A permet de calculer les fréquences propres €2,

et les déformées modales de la plaque avec défaut, ainsi que les nouveaux termes non-linéaires
quadratiques g, et et cubiques h,, .. Ces derniers sont obtenus en utilisant la matrice de passage
composeé des vecteurs propres associés a la diagonalisation de A.

5 Applications

5.1 Défaut sphérique

Afin de valider notre méthode, nous regardons I’effet de I’injection d’un défaut sphérique
paramétré par x = 12(1 — v?)a'/(h*R?) que nous comparons au modéle de Thomas et al.
(2005). Les résultats sur les fréquences propres (fig.1) et sur les déformées modales (fig.2)
montrent un excellent accord tant sur les modes axisymetriques qu’asymétriques.

Sont comparés également quelques coefficients cubiques issus d’une part du modéle de
coque et d’autre part de I’injection du défaut (fig.3). Il apparait que la convergence du calcul
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des coefficients cubiques selon la troncature NV, est parfois difficile. Les divergences les plus
fortes sont constatées sur les termes faisant intervenir les plus grands projetés issus de la de-
composition modale du defaut. Les coefficients quadratiques, non présentés ici, montrent de la
méme maniere une bonne adéquation, entachée cependant d’erreurs dues a la convergence.
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FIG. 1 — Pulsations naturelles adimensionnées Q,, d’une coque en fonction du paramétre de courbure x d’aprés les données
de I’article de Thomas et al. (2005) (—) et d’aprés les résultats du calcul de I’introduction d’un défaut sphérique dans les
équations de plaque (V). (k, n) se rapportent respectivement au nombre de diamétres et de cercles nodaux.

5.2 Effets d’un defaut axisymétrique ou asymétrique

Une application est menée sur les cas simples d’un défaut porté sur un seul mode axisy-
métrique (0, 1) et ou sur un seul mode asymétrique (2,0) (fig.4). L’évolution des fréquences
propres est tracée en fonction de I’amplitude @, du défaut projeté sur le mode ®, normalisé
selon [, ®2dS. Cette étude permet notamment d’évaluer I’importance du défaut asymétrique
gue peuvent comporter les coques réelles. En effet, en portant le défaut sur un seul des modes
compagnons du mode (2, 0), la fréquence propre de ce dernier varie considérablement tandis
que celle de son homologue reste quasiment inchangée. On note également que les modes dont
le nombre de diametres nodaux est multiple de £ = 2 varient plus fortement que les autres. Plus
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FIG. 2 — Profils des modes (0, 1) et (2,0) établis grace au modgle présenté, pour x = 107 (+) et x = 2 * 10* (0), et
comparés a ceux calculés par Thomas et al. (2005), pour y = 1071 (=) et y = 2 % 10% (---).
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FIG. 3 — Coefficients cubiques h¥,,,, des modes (0, 1), (2, 0) et (0, 2) en fonction de x selon le modéle de coque de Thomas et
al. (2005) (—), selon le modéle présenté ici avec Np=4 (v), Np=7 (») et N, = 13 (+).

géneralement, il apparait que les modes les plus touches sont ceux de la famille a laquelle appar-
tient le mode sur lequel on a projeté le défaut. Des simulations numériques avec CAST3M® ont
également été effectuées afin d’évaluer la pertinence de nos résultats (fig.4). Les résultats des
deux méthodes montrent une trés bonne correspondance. On reléve néanmoins certains désac-
cords pour le cas du défaut asymétrique. Notre doute porte sur les résultats fournis par le code
de calcul par éléments finis. En effet, alors que la symétrie est brisée, les fréquences des modes
compagnons (3, 0), par exemple, ne se scindent pas d’apreés le calcul effectué par CAST3M®.
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FIG. 4 — Evolutions des pulsations propres des premiers modes dans le cas d’un défaut porté sur (0,1) et (2,0) selon
CAST3M® (—) et d’aprés notre modele (v). L’amplitude a,, du défaut est adimensionnée par I’épaisseur h.

5.3 Application a des coques reelles

Le défaut axisymetrique (mesurée selon une directrice) des coques de laboratoire utilisées
dans Thomas et al. (2006) a été pris en compte dans le modéle. Un ajustement des fréquences a
été fait sur le module d”Young, de maniere a ce que les fréquences expérimentales et théoriques
des modes asymétriques soient en moyenne les plus proches possible. Les résultats de I’appli-
cation du défaut montrent une meilleure prédiction de toutes les fréquences propres, y compris
sur les modes axisymétriques (tab.1). L’écart reste cependant important lorsque le nombre de
diametres ou de cercles nodaux est élevé. Cela étant, le défaut réel de la coque est mal repré-
senté par une simple mesure de profil. Une campagne de mesures de la géométrie compléte des
coques de laboratoire est prévue tres prochainement et sera présentée au congres.
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Mode (2,0) (3,00 (4,00 (5,0) (6,00 (7,0) (8,0) (0,1) (0,2) (0,3) (0,4)

Feyp (Hz) 1375 34 57.25 83 110 141 172.25 225 354 444.25 555.5
175 35,5 5825 83.75 111 141.5 176 214

Fun (Hz) 11.02 26.37 46.90 72.17 101.77 135.45 173.01 386.03 393.11 423.17 495.65

Fuo (Hz) 11.54 302 569 86.5 1187 1524 186.5 211.8 220.6 254.5 451.3

TAB. 1 — Valeurs expérimentales et théoriques des fréquences propres d’une coque de laboratoire. F.,, sont les
fréquences mesurées expérimentalement ; les fréquences propres des modes compagnons sont différentes a cause
du défaut asymétrique de la coque. Fy;1 sont les fréquences théoriques données par le modele de coque sphérique
parfaite de Thomas et al. (2006) et F},» les fréquences théoriques issues de I’injection du défaut axisymétrique.

6 Conclusions

A notre connaissance, les études précédentes sur I’introduction d’un défaut géometrique
étaient soit limitées au cas d’un défaut axisymétrique (Gongalvés (1994)), soit ne montraient
I’effet du défaut que sur I’évolution de quelques fréquences propres (Amabili (2003)). Aucun
article ne propose une étude systématique de I’effet du défaut sur les caractéristiques linaires et
non-linaires, ainsi qu’une validation de la méthode avec des résultats démontrés par ailleurs, ce
gue tente de faire cette étude. Les différentes confrontations menées ici, entre théories, simula-
tions et mesures soulignent les importants problémes de convergence rencontrés mais valident
bon nombre de résultats qui nous confortent dans la méthode adoptée. Par ailleurs, cette étude
systématique fournit les coefficients non-linéaires des équations dynamiques des structures im-
parfaites et ouvre ainsi le champ d’étude a beaucoup d’applications, notamment la prédiction
plus précise des tendances de non-linéarité et des couplages intermodaux (Touzé et Thomas
(2006)) dans le cas de coques minces réelles.
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