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Résumé :

Ce papier décrit une stratégie pour coupler une méthode éléments discrets avec une méthode éléments finis. Notre
objectif est le développement d’une formulation basée sur une partition de l'unité en énergie des champs discrets
et continus sur un sous-domaine de raccord. Sur le bord de ce sous-domaine de raccord, la continuité du champ
cinématique est assurée au moyen de multiplicateurs de Lagrange.

La stratégie développée est appliquée au Benchmark de Lamb. Le résultat numérique obtenu est comparé a la
solution analytique afin d’évaluer I’ efficacité de la méthode.

Abstract :

This paper describes a strategy for coupling finite and discrete element methods. Our objective was the develop-
ment of a partition of unity in energy of discrete and continuum fields over a bridging subdomain. On the boundary
of this bridging subdomain, the continuity of the kinematic fields is ensured by means of Lagrange multipliers.
First numerical results were provided by Lamb’s benchmark. Numerical errors were estimated using the analytical
solution of this benchmark to evaluate this method.
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1 Introduction

L’enjeu de cette étude est la modélisation d’un séisme a 1’échelle régionale. Une des diffi-
cultés majeure dans ce type de probleme est la prise en compte de la fragmentation au niveau
de la faille. Parmi I’ensemble des méthodes présentes dans la littérature pour traiter la fragmen-
tation, nous avons choisi d’utiliser la méthode des éléments discrets (DEM) car elle permet de
traiter de fagon naturelle la rupture pour les matériaux fragiles. Mais le cofit numérique impor-
tant engendré par ce type d’approche réduit considérablement son utilisation pour I’ensemble
du probleme.

En considérant que le milieu se rompt seulement au niveau de la faille, une solution naturelle
consiste a coupler la DEM avec la méthode des élément spectraux (SEM) pour la partie linéaire
du probleme. La méthode des éléments spectraux est effectivement bien adaptée pour traiter
les problemes d’élastodynamique, en raison de ses bonnes propriétés de convergence et de son
faible colit numérique.
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L’enjeu consiste ainsi en le développement d’une stratégie de couplage DEM-SEM, avec
notamment le traitement de I’incompatibilité des maillages. Cette problématique est aussi ren-
contrée dans les méthodes de décomposition de domaine avec recouvrement (Schwarz 1870)
et les méthodes de partition de modele (Ben Dhia 1998; Belytschko 2004). S’inspirant de ces
travaux, nous proposons une démarche de couplage basée sur une partition de I’unité en énergie
des champs discrets et continus sur un sous-domaine de raccord. Sur le bord de ce sous-domaine
de raccord, la continuité du champ cinématique est assurée au moyen de multiplicateurs de La-
grange.

Dans une premiere partie, on décrira brievement les méthodes des éléments discrets et des
éléments spectraux. Dans une seconde partie, nous expliquerons au moyen d’une formulation
faible notre stratégie de couplage. Enfin, un exemple numérique avec couplage DEM-SEM
illustrera la méthode.

2 Description des méthodes

2.1 La méthode des éléments discrets

/ ,%

F1G. 1 — Représentation du modele discret

Les méthodes éléments discrets sont un ensemble de techniques numériques développées au
cours des trente dernieres années pour modéliser les matériaux granulaires, les roches, et autres
discontinuités a 1’échelle du grain. Dans notre méthode éléments discrets (Delaplace 2003), le
matériau est représenté a 1’aide de particules de Voronoi interagissant entre elles au moyen de
lois non linéaires (Figure 1). La modélisation de la fracture est assez simple, puisqu’elle est
générée par la perte de cohésion entre les particules.

2.2 La méthode des éléments spectraux

La méthode des €léments spectraux est une méthode éléments finis d’ordre élevé qui com-
bine a la fois la flexibilité géométrique des éléments finis avec un taux de convergence important
(Komatitsch 1999). Celle-ci comporte plusieurs propriétés numériques intéressantes, telles que
des matrices de masse diagonale et une aptitude particuliere pour la résolution dans une archi-
tecture parallele.
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3 La stratégie de couplage

3.1 Position du probleme

Le modele utilisé pour le couplage est montré Figure 2. Le domaine est divisé en deux sous-
domaines : le sous-domaine SEM est noté par §2; et le sous-domaine DEM est noté par 2. Le
recouvrement de ces deux sous-domaines est noté €2.. L’intersection du bord de 2; avec (), est
notée I';, I'intersection du bord de €2, avec €2; est notée I'y, 1a réunion de I'; et I'y est notée I'.

i"

F1G. 2 — Domaine d’étude

Par la suite, on notera ii; le champ d’accélération dans €;, u; le champ de déplacement dans
Q;, pladensité, C la loi de comportement et F' le chargement extérieur sur [ .
Dans un premier temps, posons notre probleme :

— Equation cinématique :

U] = Uy sur I (1)
— Equations d’équilibre :
divoy = piiy dans € \ €. 2)
divoy = piiy dans €y \ €2, 3)
aq (divoy = piiq) dans €. 4)
ag(divoy = piig) dans €2, (5)
on = 0surdQ \ {T'r UL} (6)
ogon = 0 sur 02y \ I’y (7
— Chargement extérieur :
on=Fsurp 3

— Compatibilité du champ de contrainte :

oin = ogn sur I’ 9)
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— Relations de comportement :
o1 = Al . Vul dans Ql (10)
09 :A2 . VU/Q dans QQ (11)

A, = Ay = Adans €,

— Conditions initiales :
U1:U2:U1:U2:Oﬁt:0 (12)

3.2 Mise en place de la stratégie

A partir d’un affaiblissement des équations (1,2,3,4,5 et 12), on arrive a la formula-
tion faible suivante. On cherche les champs cinématiques (iiy, g, uq, uz, A3) € H tels que
V(vq,v9,v3) € H*:

i=1,2 Qi\Qe Q:\Qc Qe
/ oziVuZ- c A V’UZdQ] + / [(’LLQ - ﬁl)vg + )\3(@1 - Ug)]dr = FUldF
Qe T I'rp
ol : a1 >0,00>0eta; +ag = 1.

A3 est le multiplicateur de Lagrange au niveau de I’interface I'.

La discrétisation des champs 1 et 2 s’obtient de fagon standard. Pour ce faire, on pourra
se réferer a (Komatitsch 1999) et (Delaplace 2003). Précisons tout de méme que dans le cas
du champ discret, la formulation faible est un moyen générique. En ce qui concerne le champ
d’interface 3 (I'), on utilisera une distribution de Dirac centrée sur les particules discretes. Une
fois la discrétisation effectuée, on arrive au systeme d’équations suivant :

MUy + KUy + CTAy = F
MoUs + KU + CTA3 = 0 (14)
Uy + CoUy = 0
ou M, désigne la matrice de masse, /; la matrice de raideur, C; la matrice de projection
et F' I’effort extérieur qui peuvent étre identifiés facilement dans la formulation variationnelle
(13).
La condensation du probleme se fait uniquement sur I’interface 3 (I'), ce qui permet de réduire
le colit numérique. Le probleme condensé s’écrit :

HA; =S8 (15)
avec : H = ClMl_lClT + C’gMz_lCQT
S =C MY F — K\Up) + CoMy (= Ky Us)

Apres avoir résolu ce systéme, on peut injecter A3 dans le systeme précédent (14) et finir la
résolution de fagon purement explicite puisque 1’on utilise un schéma aux différences centrées
pour la résolution temporelle. On notera que ce type d’approche est adapté pour la résolution
dans une architecture parallele.
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4 Exemple numérique

Le benchmark de Lamb est un test approprié pour évaluer la performance numérique d’une
méthode en dynamique du fait de I’existence d’une solution analytique (Lamb 1903). Celui-ci
représente la propagation d’ondes mécaniques dans un milieu semi-infini élastique et homo-
gene, sous I’hypothese de déformation plane. La source utilisée ici est un effort ponctuel appli-
qué sur la surface libre du milieu. Une fonction de Rickers (16) est choisie pour ce chargement
afin d’obtenir un spectre borné, ce qui nous permet par la suite d’observer les phénomenes de
couplage plutot que les phénomenes de dispersion.

F(t) = —A[(m fu(t — to))? — 0.5]e(Ffelt=t0))" (16)

avec A=2.0%10°N, f. = 14.5Hzett, = 0.1 s.
Les propriétés du matériau sont les suivantes :

— densité : p = 2200 kg/m?

— module d’Young : £ = 18.8 GPa

— coefficient de Poisson : v = 0.25

v

F(t) PEM
sensor
Iy
i X
1 km 71 km
E
i3
~
Coupling zone
SEM
k
4 km
FIG. 3 — Probléme de Lamb
le-08 T - :
— Numerical solution I e —— SEM energy B
sl Analytical sohition i ;ll J - s DEM ehoriy
" {-: 2+ — (SEM + DEM) energy | -
AR
PR - T ——— Y SO A -
g [R] 1 [
ET ;[ g NS
2 seml I 7 08 ¥ |
Z ' 06 |
-le-06 - :: =
1l 040 |
et :‘! } 024 - —
.' \
[
b8y B!j ‘I 05 . ols 5 |1 : s
time (s) time (s)
FIG. 4 — a/ Déplacement au capteur b/ Transfert énergétique

La figure 4a montre les ondes au capteur apres leurs passages dans la zone de couplage.
Apres comparaison avec la solution analytique, la solution numérique semble corréler. La fi-



18 ¢me Congres Frangais de Mécanique Grenoble, 27-31 aoiit 2007

gure 4b montre qu’il n’y a pas de perte énergétique durant le transfert.

5 Conclusions

Dans ce papier, nous présentons une stratégie adaptée pour le couplage entre une méthode
élément fini et une méthode élément discret. Cette stratégie est basée sur une partition de 1’unité
en énergie sur la zone de recouvrement. La méthode des multiplicateurs de Lagrange est utilisée
pour raccorder le champ au niveau du bord de ce sous-domaine. En procédant ainsi, cela nous
permet de coupler des maillages incompatibles tout en ayant un colit numérique moindre pour
le raccord. Précisons tout de méme que cette stratégie permet de garder le caractere explicite
des méthodes et est adaptée a la résolution dans une architecture parallele.
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