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Résumé :

On propose une technique de réduction de l’influence du bruitde mesure sur la détermintation des facteurs d’inten-
sité des contraintes. L’intégrale d’interaction est utlisée dans les développements présentés. Le champ d’extension
virtuelle associé à cette intégrale est optimisé pour réduire l’influence d’un bruit affectant la mesure du champ de
déplacement par corrélation d’images numériques étendue.Il est alors possible de prendre en compte la texture
des images et les caractéristiques des fonctions de discrétisation grâce à un noyau de corrélation spécifique. Un
exemple illustre les améliorations obtenues.

Abstract :

The paper is aimed at presenting a noise robust stress intensity factor estimation technique. Based upon an in-
teraction integral, the sensitivity to noise measurement of the estimation of the stress intensity factor is reduced
by means of an optimization of the virtual crack extension field (VCE). The displacement field is obtained using
a extended digital image correlation technique. The VCE field is then tailored to account for the texture of the
images and also for the displacement functional basis. An example is presented and illustrates the improvements
brought out by the proposed technique.
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1 Introduction

Quantités caractéristiques de la sollicitation en mécanique de la rupture, les facteurs d’inten-
sité des contraintes doivent pouvoir être estimés expérimentalement afin d’identifier la ténacité
d’un matériau ditfragile. Les facteurs d’intensité des contraintesKi donnent l’amplitude d’une
harmonique particulière (ordre1) dans le développement enrn/2 du champ de déplacement en
présence d’une fissure (r étant la distance à la pointe de la fissure). En ce sens, lesKi sont des
grandeurs particulièrement difficiles à mesurer.

Les facteurs d’intensité des contraintes caractérisent l’ensemble du champ de déplacement
et il est naturel de vouloir tirer partie de la totalité de l’information fournie par une mesure
de champ cinématique. Ainsi, des techniques minimisant l’écart entre le champ mésuré et un
champ théorique ont pu être développées (McNeill et al., 1987; Roux and Hild, 2006). Plus ré-
cemment, Réthoré et al. (2005) ont utilisé une technique d’intégrale d’interaction pour mesurer
les facteurs d’intensité des contraintes.

L’intégrale d’interactionI int s’écrit

I int = −
∫

Ω

[

σa
mlum,lδkj − (σa

ijui,k + σiju
a
i,k)

]

qk,j dΩ (1)
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où on trouve les champs mesurésu, σ, des champs auxiliairesua, σa et un champ d’extension
virtuelle q. Les champs auxiliaires seront les champs asymptotiques enpointe de fissure pour
les modesI ou II. Dans ces conditions, les facteurs d’intensité des contraintes sont obtenus en
ré-écrivant la relation d’Irwin pour le problème à deux champs

I int =
2

E
(KIK

a
I +KIIK

a
II) (2)

En choisissantKa
I = 1 etKa

II = 0, respectivementKa
I = 0 etKa

II = 1, on peut calculerKI ,
respectivementKII , à partir deI int. Le champ d’extension virtuelle doit satisfaire les conditions
suivantes

q · nΓ = 0 surΓ
q = x au front de fissure
q = 0 sur∂Ω

(3)

oùΓ est le support géométrique de la fissurenΓ la normale à ce support, etx un vecteur unitaire
aligné avec l’axe de la fissure.

Habituellement utilisée dans le contexte de la simulation numérique (Suo and Combescure,
1992; Destuynder et al., 1983), cette technique présente uncertain nombre d’avantages en vue
d’une application expérimentale :

1. I int étant une forme linéaire enu, aucun biais systématique n’est introduit par une incer-
titude de mesure.

2. I int est théoriquement indépendante deΓ, gage de robustesse par rapport à la taille du do-
maine d’intégration. Néanmoins, les conditions d’indépendance par rapport au contour
pour u (admissibilité statique, et lèvres de fissure libre d’effort) ne seront satisfaites
qu’aux incertitudes de mesures près. La sensibilité des résultats à la taille deΩ doit donc
être étudiée avec attention.

3. q est peu contraint. On peut envisager d’exploiter cette liberté pour optimiserq. Par
exemple pour retirer une zone dans le calcul desKi, il suffit d’imposer une valeur de
q constante dans cette zone.

Par contre, l’intégrale d’interaction fait intervenir le gradient du champ de déplacement.
On s’attend donc à une sensibilité á l’incertitude élevée. Cette contribution est dédiée à une
optimisation du champ d’extension virtuelle par rapport à une fonction coût qui est la sensibilité
de l’estimation desKi aux incertitudes affectant la mesure du champ de déplacement u.

2 Formulation

La détermination du champ d’extension virtuelle optimal est faite numériquement ce qui
implique l’utilisation d’un schéma de discrétisation. Pour le champq, on utilisera des fonc-
tions de forme éléments finis d’ordre 1 sur le maillage grâce auquel on a obtenu le champ de
déplacement

q = ΨqQ ; u = ΨuU (4)

En notation matrice/vecteur, les vecteursΨ contiennent les fonctions de discrétisation etU, Q
les valeurs des degrés de liberté correspondant à ces fonctions. En introduisant ces définitions
dansI int, on obtient une expression générique du facteur d’intensité des contraintes en modeI
ou II

KI,II = QTMI,IIU (5)
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FIG. 1 – Configuration d’enrichissement : les cercles indiquent les nœuds avec enrichissement discontinu
et les carrés les nœuds supportant l’enrichissement singulier.

oùKI,II et MI,II sont calculés en modeI ou en modeII en choisissant le champ auxiliaire
correspondant

MI,II = −E
2

∫

Ω

∇ΨT
q

[σσσa : ∇Ψu I − (σσσa∇Ψu + (D∇sΨu)∇ua)] dΩ (6)

Supposons que le champ de déplacement mesuré soit affecté d’une perturbationηηηu due à une
incertitude lors de l’acquisition des images.ηηηu est caractérisée par sa moyenne et sa variance

〈ηηηu〉 = 0 ; 〈ηηη2
u〉 = Cη2 (7)

où C est appelé noyau de corrélation etη l’écart type. Cette matrice caractérise la variance de
la perturbation pour chacune des inconnues du champ de déplacement discrétisé. On peut alors
calculer la perturbationδK affectantK en utilisant l’Eq. (5). Celle-ci a les caractéristiques
suivantes

〈δKI,II〉 = QTMI,II 〈ηηηu〉 = 0 ; 〈δK2〉 = QT MI,IICMT
I,II Q η2 (8)

On montre ainsi que la variance de la perturbation des facteurs d’intensité des contraintes est
une forme quadratique du champ d’extension virtuelle. La minimisation de l’influence des in-
certitudes de mesure conduit donc à la détermination d’un champ d’extension virtuelle optimal
par résolution du système linéaire suivant

[

MI,IICMT
I,II LT

L 0

](

Q

λλλ

)

=

(

0

Qp

)

(9)

oùL, Qp etλλλ permettent d’imposer les conditions aux limites Eq. (3) à lasolution.

3 Caractérisation de l’incertitude de mesure

La mesure du champ de déplacement est obtenue par corrélation d’images numériques. Pour
prendre en compte la présence d’une fissure, on utilise un schéma de discrétisation étendu.
D’abord utilisé dans la méthode des élément finis étendus parMoës et al. (1999), ce type de
discrétisation a ensuite été introduit dans un algorithme de corrélation d’image Réthoré et al.
(2006a). La forme discrétisée deu s’écrit alors

u(x) =
∑

n∈N

∑

α

aαnNn(x)eα+
∑

n∈Ncut

∑

α

dαnNn(x)He(x)eα+
∑

n∈Ntip

∑

α

4
∑

j=1

cαnjNn(x)Fj(x)eα

(10)
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FIG. 2 – Géométrie du dispositif expérimental (a). L’échantillon fragile en Carbure de Silicium (N)
est placé entre deux poutres en acier (A et B). On effectue un premier essai afin d’initier une fissure
stable. Image initiale (b) et fissurée (c) de la face de l’échantillon. Au milieu dubord bas de l’image
on distingue un point noir qui est l’entaille initiale. La taille de l’image est1008 × 1016 pixels avec un
facteur de conversionp = 1.85 µm/pixel

oùNn sont les fonctions de forme éléments finis utilisées comme partition de l’unité,aαn les
degrés de liberté associés dans la direction définie pareα. He(x) = H(x) − H(xe) est la
fonction d’enrichissement discontinue à laquelle on associe les degrés de libertédαn portés par
les nœudsNcut dont le support est entièrement tranché par la fissure (xe désigne la position du
nœude etH et la fonction de Heaviside valant0 ou1 de part et d’autre des lèvres de la fissure).
Fj sont des fonctions singulières

[Fj] =

[√
r sin

(

θ

2

)

,
√
r cos

(

θ

2

)

,
√
r sin

(

θ

2

)

sin(θ),
√
r cos

(

θ

2

)

sin(θ)

]

(11)

dont les degrés de liberté associés,cαnj, sont portés par les nœudsNtip dont le support contient
la pointe de la fissure (Figure 1).

L’enrichissement ajouté à l’approximation standard contient des fonctions très “riches”, en
particulier les fonctionsFj. Pour une même quantité d’information disponible (liée à lataille
des éléments et à la texture des images), la détermination des degrés de liberté correspondant à
ces enrichissement est donc moins robuste que celle des degrés de liberté standards. On s’attend
à ce que le bruit obtenu sur les degrés de liberté enrichis atteigne des niveaux plus important. Il
s’agit alors d’obtenir une représentation du noyau de corrélation C associé à la détermination
du champ de déplacement discrétisé sur la base fonctionnelle enrichie.

Le problème de corrélation s’écrit comme l’appariement de deux fonctions de niveaux de
gris discrètesf etg via un champ de déplacementu. f etg correspondent à l’image de référence
et l’image déformée. L’équation locale de la conservation du flot optique s’écrit

g(x) = f(x + u(x)) (12)

Besnard et al. (2006) ont récemment proposé une stratégie de résolution de cette loi de conser-
vation en utilisant des éléments finis. L’extension à une approximation éléments finis étendus
est proposée dans (Réthoré et al., 2006a) ou (Réthoré et al., 2006b). Un algorithme de Newton
est utilisée pour déterminer le minimum du résidu global associé à l’Eq. (12)

Φ2 =

∫∫

Ω

[f(x + u(x)) − g(x)]2 dx (13)
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FIG. 3 – Déplacement horizontal (gauche) et vertical (centre) et champ d’extension virtuelle optimisé
(droite). La fissure est symbolisée par la ligne grise et sa pointe par le point blanc. Facteur de conversion
p = 1.85 µm/pixel.

A chaque itération, une nouvelle solution (supposéeprochede la précédente) est calculée par
résolution du système linéaire

Ai ui+1 = bi − Ai ui (14)

avec

Ai
nm =

∫∫

Ω

(ψm · ∇f(x + ui))(ψn · ∇f(x + ui))dx (15)

et

bin =

∫∫

Ω

(ψn · ∇f(x + ui))
[

g(x) − f(x + ui)
]

dx (16)

Lors de l’acquisition d’une image, celle-ci est affectée d’un bruit (variation du niveau de gris
de chaque pixel considéré comme un bruit blanc). Cependant, en considérant l’imagef bruitée
comme référence,Ai n’est pas affectée par le bruit d’acquisition de l’image, mais f−g subit une
perturbation de varianceη2

p évaluée à2η2
c qui contient toutes les sources de bruit. On définitη2

c

comme la variance des perturbations supposées égales et noncorrélées affectant respectivement
f etg. En utilisant l’expression debi, il vient

〈ηuηuηu
2〉 = (Ai)−1η2

p (17)

Par identification avec l’équation (7), on observe que l’inverse de la matrice tangente du
problème à convergence peut être vue comme le noyau de corrélation du bruit de déplacement
C = A−1.

4 Résultats

On s’intéresse au dispositif expérimental décrit sur la Figure 2. Les composantes verticale
et horizontale du champ de déplacement obtenu par un calcul de corrélation d’images étendue
sont présentées par la Figure 3 pour des éléments de 16 pixels. Le champ d’extension virtuelle
optimal est aussi présenté sur cette figure pour le modeI.

Le gain apporté par l’utilisation d’un noyau de corrélationadapté est d’un facteur10 sur
l’incertitude de la détermination du facteur d’intensité des contraintes (Figure 4-b). Comme
indiqué par la Figure 4-a, les valeurs deKI pour les grandes tailles de domaine sont stables
et cohérentes aux incertitudes prés. On obtient une valeur de 2.90 ± 0.05 MPa

√
m pour une

valeur deηp de2 niveaux de gris.
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FIG. 4 – Evolution la mesure deKI et de son écart typeτK en fonction de la taille du domaine d’intégra-
tion pour un champq de forme conique et le champ optimisé. Les valeurs de barre d’erreur sont obtenues
en considérantηp = 2 niveau de gris.
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