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Résumé —Dans le contexte des communications numériques, nous nousas intéressés au probléme de I'estimation autodidaatésitiu
de fréquence porteuse par le biais d’'un estimateur de typeSNINon-Linear Least Square). A faible Rapport Signal-aiBou a faible nombre
d’échantillons, cet estimateur peut ne pas convergererint dit, peut « décrocher ». Nous nous sommes donc coésenévaluer théori-
guement la probabilité d’apparition de ce décrochemeriirigs un résidu de porteuse de maniére autodidacte via imagstir NLS revient a
vouloir estimer une harmonique perturbée par un bruit pligatif et additif. Or, dans la littérature existante, @xpressions analytiques de la
probabilité d’apparition du décrochement sont disposikbisiquement dans le contexte de I'estimation d'une harquenseulement perturbée
par un bruit additif. Le résultat nouveau de ce papier rédéohes I'obtention d’une expression analytique de la prdivéloie décrochement. Cette
expression ne dépend que de la constellation des symbolesépermet ainsi d’observer les évolutions du phénomeérgédeochement en
fonction de I'efficacité spectrale du systeme de commuiaicat

Abstract — We address the problem of blind carrier frequency-offs&@Lestimation in QAM, PSK and PAM communications systems. W
study the performance of a standard CFO estimate which stardi first raising the received signal to théth power, wherel! is an integer
depending on the type and size of the symbol constellatanmdthen applying the nonlinear least squares (NLLS) etitimapproach. At low
SNR, the NLLS method fails to provide an accurate CFO estirhatause of the presence of outliers. In this paper, weedarglosed-form
expression for the outlier probability. This enables usredft the estimation performance, namely the Mean Squace BMSE), well for all
SNR values. For a given SNR, the new results also give ingighithe minimum number of samples required in the CFO egiimarocedure

in order to ensure that the MSE on estimation is not signifigaffected by the outliers.

1 Introduction nus. Dans ce papier, nous nous focalisons sur le probléme de
I'estimation deg; .

Dans le contexte des communications numeriques, on émetpour estimer de maniére autodidacte la fréquencel est
une suite de donnees appartenant a une constellation de tyipgressant d'utiliser les propriétés de non-circulatéé constel-
modulation en amplitude (MDA) ou en phase (MDP) ou enjations numériques[8, 1, 3, 2, 9, 10]. En effet, chaque eiast
quadrature (MAQ). A la réception, ces données sont perésrbé tion usuelle de symboles admet une symétrie de rotatiorgtéan
par un bruit gaussien, un canal de propagation et un décalagg /M avec M un entier propre & chaque constellation. Par
probable de la phase et de la fréquence. Le décalage en figkempler/ = 2 pour une MDA, M = 4 pour une MAQ et
quence, appelé residu de porteuse, est soit d a I'effetlBopp )/ = P pour une MDP & états [6]. Ceci implique que
soit a une désynchronisation entre les oscillateurs lockaux M
I'émetteur et du récepteur. Par souci de simplicité, noppsu S§:=E[s(n)"] #0
serons que le canal de propagation se réduit a un trajet.direg\fin de profiter de cette propriété, il convient d’introdulee
Par conséquent, le signal reg(n) a temps discret (apres pas- signaly(n)™ qui se décompose ainsi
sage dans le filtre adapté et échantillonnage a la cadence des

M _ 2im M (po+pin)
données) se modélise de la maniére suivante : y(n)™ = Se Tt e(n) )
y(n) = s(n)e™@FN L h(n), N =0, N-1 (1)
_ M _ g\ p2imM (go+1n)
avecs(n) la suite des données i.i.d. inconnue du récepteur et e(n) = (s(n)” —S)e ’
associée a une constellation MDA ou MDP ou MAQ. Le pro- = dimm(dotdan)
cessus(n) représente le bruit additif gaussien considéré cen- + Clirs(n)™b(n) € - G
tré, circulaire, blanc et de varianeé = E[|b(n)|?]. Enfin N m=0
désigne le nombre d’échantillons disponibles. La phase et et C}}: = m,(+lm), Le processus(n) est par construction

résidu de porteuse, notés respectivenggnet ¢, sontincon-  centré et donc assimilable & du bruit. De plus sa covariance e


https://core.ac.uk/display/15495281?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1

sa pseudo-covariance valent respectivement loi gaussienne [7]. Donc I'’hypothése gaussienne conduireea
borne supérieure du terme EQM. Bien que ce résultat ne

2 21 2M71 Q|2
0. = Elle(n)] = E[s(m)[*"] - IS tienne pas compte de I'effet de décrochement, les simuktio
M—-1 .
montrent que I'EQM totale est encore la plus mauvaise quand
m\2 2m 2(M—m) . s . . .
T Z (C3) Ells(m) 7" [E[[b(n)] J le bruit e(n) est considéré gaussien. Cependant, nos simula-
m=0 tions montrent que cette borne supérieure est pertinem da
et 9 la plupart des scénarios pratiques. Méme aprés avoir imposé

_ 21 2M7 _ Q2\ ,2im2M¢o
G, = Ele(n)”] = (Els(n)™"] — &%)e - @ pnypothese gaussienne sdfn), les résultats présentés dans

Ainsi I'élévation a la puissanc@/ du signal recu permet [4] ne sont pas applicables cafn) n’est toujours pas circu-
de transformer le modéle initial (1) représentant une harmdaire (cf. Eq. (4)). En conséquence, les expressions dibfesn
nique ¢; perturbée par un bruit additif(n) et multiplicatif =~ dans la littérature ne peuvent étre utilisées dans notidéree.
s(n) en un modele (2) représentant une harmoniyjig uni- Il convient donc dans la section suivante de fournir uneesqr
guement perturbée par un bruit additifn) [8, 10, 2]. Etant sion analytique nouvelle pour la probabilité de décroch@me
donné I'Eq. (3),e(n) n'est pas gaussien. Néanmoins il restequand le bruit(n) est modélisé par un processus blanc gaus-
courant pour estimef; de mettre en ceuvre le périodogrammesien & moyenne nulle et non-circulaire.

[8, 10, 2]. C’est pourquoi, nous considérons l'estimatelut 8
(Non-Linear Least Squaré))lw suivant

€

2 Probabilité de décrochement

2

N-1
7 1 1 M _—2in¢
— _ wen | 5 z . . N z
¢1,8 a7 e ¢E]ET11‘%<71/2] N 7;0 y(n)"e (5) La Transformée de Fourier discréte de tailenotéeY (k),

est appliquée au signg(n )™ . Par conséquent, on a
Afin que I'estimateur soit consistant; est supposé compris No1

entre—1/2M et1/2M. Bien que la fonction a maximiser ne Y (k) = 1 Z y(n)Me=2imhn/N

soit pas convexe, il est possible d’obtenir le maximum deecet N ~

fonction en procédant de la maniére suivante [4] :

— une étape ditgrossierepermettant de détecter le pic au-
tour de la fréquencé/ ¢;. Cette étape est réalisée via une
Transformée de Fourier discréte (FFT) de taille ) _

— une étape diténe examinant la fonction de codt autour Un €ntier pair. I _
du pic détecté par I'étape précédente. Un algorithme du En remplacany(n)™ par 'expression (2), on trouve, pour
gradient permet de mettre en place cette étape. —N/2+1<k<N/2 que

A faible Rapport Signal-a-Bruit (RSB) ou a faible nombre-d’é |Se2imMéo 4 B(ko)| si k= ko

chantillons, I'étape grossiere peut conduire a la déteatian Y (k)| = { |E(k)| si k#ky

pic se situant loin du point-cibl&/ ¢;. L'étape fine, alors mal

initialisée, fournit des estimateurs aberrants. Ce phémapor- L Nl

te le nom d'« effet de décrochement » [4]. E(k) =< Y e(n)e /N,
La vraie Erreur Quadratique Moyenne (EQM) de I'estima- N n=0

teur NLLS s’écrit alors

Par souci de simplicité, nous supposons que la fréquihse
est une fréquence de Fouriey/N aveck, un entier compris
entre—N/2+ 1 et N/2. Nous supposons également quesst

avec

Sans perte de généralité, nous considérongcgue 0.

EQM = P (1 —p)EQM, 4 Dans la suit_e, nous avons besoin de la loi de probabilité du

12 vecteur aléatoir® = [E(—N/2 + 1),---, E(N/2)]. Comme
ol p est la probabilité d’échec de I'étape grossiére et est appe{n) est supposé étre un processus i.i.d. gausigueut étre
Iée « probabilité de décrochement » et ou EQMest 'TEQM  modélisé par un vecteur gaussien. Par aill&uest de moyenne
quand I'effet de décrochement n’est pas pris en compte [4]. nulle, de fonction de corrélatiar?, (k, k') = E[E(k)E(k')] et
Une expression analytique pour EQM a été développé de fonction de pseudo-corrélatié (k, k') = E[E(k)E(K)].

dans [3] et [10] pour des modulations MAQ, dans [9] pourOn obtient que
des modulations MDP, et dans [2] pour des modulations MDA. 9

~2

Cependant, aucun calcul concernant la probabilité de décro  o%(k, k') = Ec;k,kf et 6%k, k)= E(S,Hk,_o (6)
chement n’est disponible dans la littérature. L'objectif de ce N N '
papier est donc d’obtenir une expression analytique deda pr aV€C
babilité d’apparition de cet effet de décrochement. o2 = (E[s(n)]2M] —|S]?)

Les travaux antérieurs consacrés au calcul de probabdité d ¢ Mot
décrochement se sont uniquement préoccupés de I'estimatio I Z (C™)2E[|s(n) 2™ E[|b(n) 2V )]
d’'une harmonique perturbée par un bruit gaussien (a valeurs = M

complexes) et circulaire [4]. Comme déja mentionné, letbrui

additif e(n) n'est pas gaussien (cf. Eqg. (3)). Néanmoins, pouPt 52 = (E[s(n)?M] — §2)e2im2Moo

mener a bien le calcul analytique de la probabilité de déwroc ¢ '

ment, nous imposonsddin) de suivre une loi gaussienne. Cette  L'effet de décrochement est associé & un échec de I'étape
modélisation est également motivée par le fait que les perfogrossiére qui se produit lorsque la FFT présente son pic-maxi
mances de I'estimation d’un signal déterministe en présenanal ailleurs qu'au poink = ky = 0. CommeE(k), pourk

d’un bruit blanc sont les plus mauvaises quand le bruit suét u non-nul, est indépendant d&(0) (cf. Eq. (6)), la probabilité



d’apparition de I'effet de décrochement, nojggeut s'écrire
de la maniére suivante :

1—p = Prob(vk #0,[Y(k)| < |[Y(0)])
- / p1 (@)pa(2) e

olp1(x) = Prob(Vk # 0,]Y (k)| < x) etolpa(x) = py (o) ()

est la densité de probabilité de la variable aléatdir®)|.
Comme les variableld (k)| sont i.i.d. lorsque leurs indices

ne sont pas opposés, on a

p1(x) =Pro|E(N/2)| < z)

x (Prol{vk # 0, N/2,|E(k)| < z,|E(—k)| < z))V/*7".
Soienty, (x) = Prol(|E(N/2)| < z) etry(z) = Prol(|E(k)| <
x, |[E(—k)| < x).

En passant par les coordonnées polaires, on obtient que
1

= ——R 2Naz? 7

ql(‘m) \/ﬂ|0_2| (|7"|,u0’€ T ) ( )

avec Y
R(a,y):/ e “Ip(az)dz,
0

r=52/0%u=1/(ct—|52|?) etly(z) désignant la fonction
de Bessel modifiée de premiéere espece.

En procédant de la méme maniere, c’est-a-dire, en passaly

par les coordonnées polaires, on obtient que

rore 2 2, 2 N
ri(z) Z/ / 4p1p26_“06N(”1+”2)Io(2u|a§|Np1p2)dp1dp2.
o Jo

Grace al'Eq. (6) de [5], on a la forme simplifiée suivante

n) = (1- e_N%)
o Vo (VI e vaNes) @
0 (\/Qu—Naex, */%—N(&r_gwﬂ ®

avecQ(a, 8) = [5° ze~(+e*)/2[(a2)dz la fonction Mar-
cum.

Le calcul deps(z) se conduit encore en passant par les co-

ordonnées polaires, il advient que
p2($) — 2\/&N.1‘€7(ugzNz2+uwN)
x  P(622?/N,2v(6% — 0?)x/N; N*u) (10)

avec

1 & —21 i
P(a,b; z) = %/ 2 Rlae™*" 0] gg.

v = SSQ’LWMd)O
et

w = |v|?c? — R[F2D?].

En réunissant les Egs. (7), (8) et (10), et en appliquant le

changement de variable d’intégratigh = uo?Nz?, on ob-
tient la formule finale suivante

p o= 1- %‘ge—UwN
x /Oo ye V" R(|r|,y?) {(1 B 67%> Lo
0 N/2-1
[Q (\/57’3/, \/§y) -Q (\@y, \/57"34)} ]

xP(ryQ/uNQ, 2v|6§ — ag|y/(|ae|\/uNN); N2u)dy

On remarque que cette équation est différente de celle @onné
dans [4]. On retrouve I'expression de [4] lorsgife= 0, c’est-
a-dire, lorsque® (k) représente un processus i.i.d circulaire. La
contrainte5? = 0 est vérifiée uniquement quand une constella-
tion MDP est employée. On notera que pour les constellations
MAQ, E(k) n’est nii.i.d. ni circulaire et de ce fait I'expression
fournie par [4] n’est plus valable et doit étre remplacé pren
expression.

3 Simulations

Sur la figure 1, nous affichons les probabilités de décroche-
ment théorique et empirique en fonction du Rapport Signal-a
Bruit £,/ No (E3/No = E|s(n)[2]/(log,(P)E[|b(n)[*])) pour
différentes constellations MAQ et MDP ddest le nombre de
bits par symbole ainsi que pour le cas ou I'amplituge) est
constante et déterministe. Dans ce dernier cas, I'exjprests
la probabilité de décrochement était calculée dans [4]teites
liséee ici comme une référence. Il faut noter que, dans Géecas
signal transmis ne transporte pas d’'information, et doRale-
port Signal-a-Bruit ne peut étre défini comme ci-dessus.sNou
fixons alors RSB= |s|?/E[|b(n)|?]. La probabilité de décro-
ement empirique est obtenue en moyennant8o00 réa-
lisations. Nous remarquons que les courbes théoriques-et em
piriques sont en correspondance pour les constellation® MD
quelque soit le RSB et pour les constellations MAQ a faible
RSB. A RSB élevé, nous observons un effet de pallier pour
les constellations MAQ dés que la taille de la constellatién
passe strictement quatre. La prédiction théorique, dadgeice
nier cas, est légérement pessimiste (ceci est certainatfient
I'hypothése gaussienne réalisée s(t)). Cet effet de pallier
est provoqué par I'auto-bruitinduit par les constellasiAQ,
qui est lui-méme engendré par la non-nullitéafeet 52 dans
le cas non-bruité.
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~ v — 4-PSK/4-QAM (E)
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FiG. 1 — Probabilité de décrochement théorique et empirique
en fonction deF;, /Ny (haut :N = 1024 ; basN = 256)



Sur la Figure 2, la probabilité de décrochement est tracée dation MAQ-4, le seuil RSB (c’est-a-dire, le RSB en dessous
fonction de N. Nous remarquons que les courbes théoriqueduquel I'estimateur NLLS est inopérant) est d’envi®mB
et empiriques sont proches. Nous observons également quedaand N = 128. Pour une constellation MAQ&6 et N =
probabilité de décrochement est indépendante du nomheesl’é 128, la probabilité de décrochement ne s’annule pas en I'ab-
de la constellation MAQ considérée (dés que ce nombre esence de bruit; ceci est dd a I'auto-bruit. Néanmoins, quand
strictement supérieur a quatre). Ceci est di au fait que pouy augmente, la probabilité de décrochement décroit et kécar
les constellations MAQM = 4 quelque soit la taille de cette entre TEQM empirique et théorique évaluée sans prendre en
compte I'effet de décrochement diminue (cf. Figure 4). Utfa
noter que I'EQM empirique pour la constellation MAZ36 et
N = 512 est éloignée de 'EQM théorique (malgré I'effet de
décrochement pris en compte). Ceci s’explique par le fait qu
le nombre de réalisations est « seulement » d’un millionsalor
qu'il aurait d0 étre d’'une centaine de millions afin d’obteni
une estimation pertinente de 'lEQM!

constellation. En revanche, pour les contellations MXPest
égal a la taille de la constellation. Par conséquent, leper
mances se dégradent qualdaugmente.

Theoretical and Empirical Outier probability versus N (Eb/NO=5d8)
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