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Résumé — Nous présentons dans cet article une nouvelle méthode d’optimisation des codes correcteurs d’erreurs pour les transmissions OFDM
codées sur canal sélectif en fréquence, basée sur 1'utilisation des codes LDPC irréguliers. Dans un premier temps, nous introduisons une nouvelle
paramétrisation des codes LDPC irréguliers que nous appelons profil d’irrégularité. Ensuite, nous proposons d’utiliser cette paramétrisation pour
optimiser les codes LDPC pour les communications OFDM en utilisant comme critére la minimisation du seuil de convergence du code. L’ op-
timisation de ce nouveau critere est ensuite faite par approximation Gaussienne. Des simulations illustrent les performances de notre approche
comparativement a celle d’un code optimisé pour canal BABG.

Abstract — This paper deals with optimized channel coding for OFDM transmissions (COFDM) over frequency selective channels using
irregular Low-Density Parity-Check codes. Firstly, we introduce a new characterization of the LDPC codes irregularity called "irregularity
profile". Then, using this parameterization, we optimize the LDPC codes using the criterion based on the minimization of the convergence
threshold. The optimization of this criterion is done using the Gaussian approximation technique. Simulations illustrate the good performance

of our approach in comparison with irregular LDPC codes optimized on AWGN channel.

1 Introduction

Ce papier présente une nouvelle méthode de construction
de codes correcteurs d’erreurs optimisés pour les transmis-
sions OFDM codées (COFDM) [1]. En effet, les modulations
OFDM se montrent étre de bonnes candidates pour les stan-
dards émergeant de communications haut débit que ce soit
pour les communications filaires ou radio, simple ou multi-
utilisateurs. Nous proposons ici d’utiliser 1’information sur
I’état du canal disponible par voie de retour a 1’émetteur dans
certaines applications telle que les transmissions filaires xDSL.
Celle-ci sert alors d’a priori pour construire des codes correc-
teurs d’erreurs qui soient adaptés a la sélectivité en fréquence
du canal OFDM.

Les Turbo-codes ainsi que les codes LDPC sont deux fa-
milles concurrentes de codes pseudo-aléatoires approchant la
capacité de certains canaux. Il a ét€ montré que les codes LDPC
irréguliers sont spécialement intéressants du fait que I’on peut
en optimiser les parametres caractérisant leur irrégularité ce qui
apermis ainsi d’approcher la capacité de divers canaux de com-
munication [2]. Nous proposons alors d’optimiser I’irrégularité
des codes LDPC pour les canaux OFDM sélectifs en fréquence
et pour ce faire nous supposerons que nous avons une connais-
sance parfaite de I’état du canal a I’émetteur. Cependant, nous
verrons qu’une connaissance partielle de celui-ci est suffisante
pour réaliser nos codes.

Ce papier est organisé comme suit. Les principaux concepts
et notations sur les codes LDPC ainsi que sur les modulations
OFDM sont présentés en section 2. Dans la section 3 est dé-
crit I’étude du comportement asymptotique par approximation
Gaussienne des codes LDPC pour les canaux OFDM sélectifs
en fréquence. A partir de cette étude, nous donnons 1’algo-
rithme d’optimisation des codes LDPC pour ce type de canal

en section 4. Finalement, les résultats sont présentés en section
5 et une conclusion est donnée en section 6.

2 Généralités
2.1 Codes LDPC

Un code LDPC est un code bloc défini par une matrice de vé-
rification de parité H, creuse, de dimension (M x N) ot N est
la taille du mot de code et M le nombre d’équations de parité.
Un code LDPC peut également étre représenté par son graphe
factoriel. Un graphe factoriel est un graphe bipartite contenant
deux types de noeuds : les noeuds de données représentant le
mot de code et les noeuds de contrdles représentant les vérifi-
cations de parité. Le °™¢ noeud de donnée et le j*™¢ noeud de
contrdle sont connectés par une branche si et seulement si H ;
est non nul.

Une classe plus générale des codes LDPC a ensuite été in-
troduite par Luby et al. [3], il s’agit des codes LDPC irré-
guliers. Cette irrégularité se traduit par une distribution non
uniforme du nombre de branches connectées aux différents
types de noeuds sur le graphe factoriel. Habituellement 1’irré-
gularité d’un code LDPC est spécifiée par deux polynomes :
Az) = 0o \ai et p(z) = Z?:n;ax pjzi™t ol \;
(resp. p;) est la proportion des branches connectées aux noeuds
de données (resp. noeuds de contrdles) de degré i c’est-a-dire
connectés avec ¢ branches (resp. degré 7). temaz (T€SP. trmaz)
représente le taux de connexion maximal des noeuds de don-
nées (resp. controles). Ces deux polyndmes sont liés par le ren-
dement R du code, et la relation les liant, nommée contrainte de

s 4 tcmazx . trmazx .
rendement, s’écrit : (1 — R) > 3;0,"" \; /i = > 2005" p;/j. 11
est également usuel d’utiliser une représentation duale de 1’irré-
gularité qui consiste en 1’utilisation de deux autres polyndmes :
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Az) = SEmer Nt et plz) = Zlﬂ;” pjzi~t o, cette
fois A; (resp. p;) représente la proportion des noeuds de don-
nées (resp. contrdles) de degré 7 (resp. j). A partir de cette
définition de I'irrégularité, 1’optimisation des codes LDPC a
déja été effectué pour différents types de canal. Typiquement,
la méthode d’optimisation est basée sur 1’étude du comporte-
ment asymptotique des codes LDPC au cours des étapes de dé-

codages lesquelles seront présentées dans la section suivante.

2.2 Décodage des codes LDPC

Les codes LDPC sont facilement décodés par un algorithme
itératif nommé propagation de croyance. Chaque itération de
propagation de croyance est composée de deux étapes : Une
étape de mise a jour des messages lorsqu’ils passent par un
noeud de donnée appelée data pass et une étape de mise a jour
des messages lorsqu’ils passent par un noeud de contrdle appe-
1ée check pass. Les messages utilisés seront ici les log-rapports

de vraisemblance. Notons v = log % = log % le mes-
sage de sortie d’un noeud de donnée, et u = log % =
log % le message de sortie d’un noeud de contrdle.

Lors de la mise a jour sur le noeud de donnée k de degré
¢ a litération [, le message v envoyé sur la ¢*“*¢ branche est
donné par la relation suivante :

W =uo+ 3 Wl vg=1,.0 )

n=1;n#q

ou u,, n = 1,...,1, représentent les messages venant des
noeuds de contrdles voisins et ug = log% représente
le log-rapport de vraisemblance observé en sortie du canal. En-
suite, lors de la mise a jour sur un noeud de contrdle de degré
4, le message de sortie u sur la p®™¢ branche est donné par

I’expression :

Q) J (1)
tanhui = t(mhvﬂ
2 2

m=1;m#p

Wo=1,...7 @

ou v, m = 1,...,7 sont les messages venant des noeuds de
données voisins.

2.3 Nouvelle paramétrisation des codes LDPC
pour ’OFDM

Le systtme de transmission OFDM, représenté en Fig.1,
con-siste en la division de la bande spectrale disponible en en-
semble de porteuses, chacune d’entre elle étant modulée a bas
débit. Ainsi, le canal sélectif en fréquence est transformé en un
ensemble de N, canaux Gaussiens instantanés d’amplitude Hy,
(k=1,...,N.). Le symbole recu Y}, dans le domaine fréquen-
tiel s’écrit donc :

Y = H Xi + Ny Vk=1,..., N, 3)

ot H, représente le k** coefficient du spectre du canal, X,
le k**™¢ symbole émis et N}, le bruit additif de moyenne nulle
et de variance o2. Le canal OFDM sélectif en fréquence étant,
vu du décodeur, non stationnaire, il est ici nécessaire d’utili-
ser le profil d’irrégularité comme paramétrisation des codes
LDPC que nous avons introduite dans [5] et que nous redéfi-
nirons dans la prochaine section.

AWGN
n,

FIG. 1 — Systéeme de transmission OFDM.

3 Approximation Gaussienne pour les
transmissions OFDM

Afin d’optimiser la structure des codes LDPC, il est tout
d’abord nécessaire d’évaluer leurs comportement lors du dé-
codage par propagation de croyance. Richardson et al. ont in-
troduit une méthode générale permettant de prédire le compor-
tement asymptotique des codes LDPC. Cette méthode, appelée
évolution de densité, est basée sur I’étude des densités de pro-
babilité (d.d.p.) des messages se propageant dans la graphe fac-
toriel au cours des itérations de décodage. Pour le canal a bruit
additif blanc Gaussien (BABG), Chung proposa dans [4] une
approximation gaussienne des d.d.p. des messages afin de sim-
plifier I’analyse par évolution de densité. Cette approximation
permet alors de calculer rapidement le seuil de convergence
(lequel est défini par le plus petit RSB au dessus duquel la pro-
babilité d’erreur tend vers zéro quand le nombre d’itérations
tend vers I’infini) des codes LDPC et ainsi d’en optimiser la
structure. Dans cette section, nous présenterons une adaptation
de I’algorithme de Chung pour les communications OFDM a
travers un canal sélectif en fréquence.

Afin de pouvoir effectuer 1’analyse du comportement des
codes LDPC par évolution de densité, il est tout d’abord né-
cessaire de montrer que les conditions de symétrie du canal et
d’indépendance des messages qui se propagent au cours des ité-
rations de décodage peuvent étre vérifiées dans le cadre d’une
communication OFDM.

Pour une transmission OFDM a travers un canal sélectif en
fréquence avec des symboles issus d’une constellation MAQ-4,
il est facile de montrer que la condition de symétrie du canal est
bien respectée. Pour prédire les performances d’un tel systéme
par évolution de densité, il suffira d’utiliser le mot de code tout
0 et ce, sans perte de généralité. Ainsi, le log-rapport de vrai-
semblance observé ug j suit une loi Gaussienne consistante,
soit :

A|Hy|* 8|Hi|?

9

fuo,k :N( ) :N<muo,kv2mun,k) Vk.

“)
La seconde condition laquelle implique 1’indépendance des
messages qui se propagent dans le graphe lors de la propagation
de croyance est vérifiée uniquement dans le cas ol le graphe
factoriel représentant le code LDPC est un arbre c’est-a-dire a
condition que la taille du mot de code soit infinie. Ceci néces-
site donc d’utiliser un nombre infini de sous-porteuses et ainsi,
par opposition au canal plat BABG, de définir un nombre infini
de messages provenant du canal tel que défini par I’équation
(4). Ceci n’étant bien siir pas réalisable, nous avons dii utiliser
une approximation de la réponse fréquentielle du canal disper-
sif par une fonction étagée. Cette derniere divise 1’amplitude
du canal en N, parties égales réduisant ainsi le nombre d’équa-
tions a un nombre fini IV, (Cf. Fig.2).
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FIG. 2 — Approximation du canal sélectif en fréquence

Nous visons donc dans cet article a optimiser conjointe-
ment N, "parties de code" LDPC correspondant aux N, sous-
bandes, lesquelles composent alors le code LDPC global. Cha-
cune de ces N, parties du code LDPC sera initialisée par
une bande de fréquence du canal sélectif différente. La non-
stationarité du canal de propagation est donc gérée par une ini-
tialisation non-constante de I’algorithme de décodage. Pour ce
faire, il est tout d’abord nécessaire de redéfinir la paramétrisa-
tion du profil d’irrégularité (Cf. Fig.2) qui sera ici défini par la
concaténation suivante : [alzl 04222 akgk . N.;st]a oll
Ak = [A2.k5 A3.ky -5 Mioaa k) TEPIésente le vecteur définissant
I’irrégularité en terme de proportion de noeuds de données du
code LDPC situé dans la k**™¢ sous-bande avec sz la propor-
tion des noeuds de données de degré i de la k**™¢ sous-bande.

Développons maintenant 1’algorithme de 1’approximation
Gaussienne pour les canaux OFDM avec comme parametre
d’évolution I’information mutuelle. D’apres 1’équation (1),
I’information mutuelle des messages sortants des noeuds de
données de degré i dans la k**™* sous-bande est donnée par :

10, = 7 (mu () + =17 (187)), )

ou I'information mutuelle I,, des messages u provenant des
noeuds de contrdles et la fonction J() sont définies dans [6].
Ainsi, nous obtenons 1’évolution de I’information mutuelle en
fonction du profil d’irrégularité :

temas Na Y
=SS
v [p— ;
i=2 k=1 ijz D on1 OnjAjn
T (g (i) + (i = 1) (1879))

:Fzm (E, Ug,[,l(]l_l)) .

6)

En utilisant (6) itérativement, nous pouvons suivre 1’évolu-

tion de le) au cours des itérations. Il devient donc mainte-
nant possible de calculer le seuil de convergence lequel corres-
pond ici au plus petit RSB au-dessus duquel I 51)

| — +o0.

— 1 quand

4 Optimisation

Dans [5], nous avons proposé un critere d’optimisation non
linéaire, basé sur la minimisation de la probabilité d’erreur bit
apres L itérations de décodage, qui nous permettait d’obtenir
des codes LDPC présentant de bonnes performances pour de
petites tailles de mot de code. Dans cet article, nous utilisons
le critere d’optimisation plus classique introduit dans [2] qui
consiste en la minimisation du seuil de convergence (E},/Np)*.
Ce critere est adapté pour des mots de code de taille impor-
tante, décodés avec un nombre d’itérations conséquent. Etant

donné qu’il n’est pas possible de minimiser directement le seuil
de convergence, le criteére d’optimisation réel consiste en fait a
maximiser le rendement de codage d’un code LDPC exhibant
un seuil 2 un (E,/Ny)* donné.

Le seuil de convergence étant le RSB au-dessus duquel
Lgl) — 1 quand ! — oo, qul) définie par (6) doit alors €étre stric-
tement croissante. Ainsi la condition de convergence [ f,l) — 1

est donnée par :

I, > Fu (H,0%,1,) V1, €[0,1]. (7)
Le probleme d’optimisation peut étre écrit comme suit :
_ N temaz Ns _
(A1 opt -+ AN, opt] = arg _ min Z Zaki)\m (8)
Ay - Al i=2 k=1

sous la contrainte,
I, > Fin, (E af,fﬂ) VI, € [0, 1]. ©)

ainsi que sous les contraintes de normalisation et de proportion
définies respectivement par :

temaa

> Xk=1Vk=1,.,N,, and X,€[0,1]. (10)
1=2

Afin de rendre la condition de convergence linéaire en fonc-
tion du profil d’irrégularité définie par les A, , nous insérons
également la contrainte de rendement :

cmax

t N, Y
d PNk 0
I, > Qg 7t,,, o i~ I’u i,k
Z Z (1 _ R) Z]r max p [A)

i=2 k=1 i=2 JPj

VI, € 0,1].
1D

Ainsi, le probleme d’optimisation devient linéaire en les para-
metres a optimiser et peut donc &tre traité par programmation
linéaire. Cependant, étant donné que le rendement R intervient
dans la condition de convergence, nous avons été amené a dé-
velopper 1’algorithme d’optimisation suivant, basé sur une di-
chotomie :

1. Initialisation : Fixons un (E,/Ny) initial suffisamment
important, un rendement cible R* et le pas de la dicho-
tomie K g;cn,

2. Pour la valeur courante de (E,/Np)* et un rendement
cible R*, effectuer 1’optimisation suivante

temaz Ns

Aopt - [Al,opt ANs,opt] =arg _ min

[P.SRRRP. VNN R

sous les contraintes,

> Xik=1 Vk=1,...N,, X €[0,1] and
1=2
temax Ns ’LX
Iv > QL 725, . Iv,i,k \V/Iv c [07 1]
N

temax NS N
3. Soit Rop = 1 — =2 Z%f,;;(f’il_ki’k’m, le rendement
j=2  JPj

résultant obtenu apres 1’ étape 2.
Si Ropt > R*, diminuer la valeur de (E,/Np)* par
K gicn, et revenir a I’étape 2. Si R, < R*, fixer le RSB
a (Ey/No)* + Kgicn /2, diviser le pas de la dichotomie
K gicn par 2 et revenir a 1’étape 2.

4. Lalgorithme d’optimisation stoppe dés que nous obte-
nons 0 < |R* — Rype| < 1075,

D> T awidik (12)



5 Résultats des simulations

Dans cette section, nous présentons la structure du code
LDPC optimisé pour le canal sélectif en fréquence Proakis B
laquelle est illustrée en Fig.3. Pour cette optimisation, nous
fixons le rendement de codage a R = 0.5 et le taux maximum
de connexion a t¢pmq, = 200. Au vu du profil d’irrégularité,
nous pouvons faire deux remarques sur la forme du profil :

— tout d’abord, on peut constater que la répartition des de-
grés de connexion tend a inverser la forme du canal, c’est-
a-dire a placer des taux de connexion importants aux en-
droits ol le canal est de mauvaise qualité afin de compen-
ser les évanouissements.

— Cependant, sur la premiere partie du mot de code, 1’algo-
rithme d’optimisation place des connexions a 3 alors que
le degré minimum est 2. Ceci peut s’expliquer par le fait
que dans cette partie du mot de code, le canal a un fort
gain et fournit donc des messages de bonne qualité au dé-
codeur. Ces bons messages se propageront d’autant mieux
dans le graphe, au cours des itérations, que les degrés des
noeuds seront élevés.

La forme globale du profil d’irrégularité est donc caractéris-
tique d’un compromis entre ces deux comportements.

T T T T T
— profil d'irrégularité
— - spectre d’amplitude *12

taux de connexion

F1G. 3 — Profil d’irrégularité pour le canal Proakis B avec R =
1/2.

T T
—o— code optimisé canal Proakis B
—+ code BABG
————————————

el

25 3
E/N, (dB)

FI1G. 4 — Performances du code LDPC optimisé pour le canal
Proakis B et du code optimisé pour le canal BABG utilisés lors
d’une transmission OFDM sur le canal Proakis B. R = 1/2,
N = 65536 et le nombre d’itérations est L = 500.

Le tableau Tab.1 liste les seuils de convergence calculés par
évolution de densité exacte sur le canal OFDM Proakis B du
code LDPC optimisé pour ce canal et du code BABG (code
LDPC optimisé pour le canal BABG avec les mémes para-
metres entrelacé). Notre code LDPC optimisé présente un gain
de 0.27 dB par rapport au code BABG et de 1.5 dB par rapport
au code régulier (3 ;6). Nous avons ensuite simulé une chaine
OFDM codé avec un code LDPC de taille finie. Les perfor-
mances obtenues sont présentées en Fig.4.

TAB. 1 — Seuils de convergence obtenus par évolution de densité exacte des
codes LDPC de R = 1/2 a travers le canal OFDM Proakis B. La capacité du
canal pour une constellation MAQ-4 est indiquée entre parentheses.

R=1/2 canal Proakis B (1.18 dB)
code LDPC | code optimisé | code BABG 3;6)
(Ey/No)* 3.03 dB 3.30 dB 4.48 dB

6 Conclusion

Dans ce papier, nous avons optimisé la structure des codes
LDPC pour des transmissions OFDM a travers des canaux sé-
lectifs en fréquence. Afin de pouvoir effectuer cette optimisa-
tion, il a tout d’abord été nécessaire de redéfinir le profil d’ir-
régularité comme paramétrisation des codes LDPC. A partir de
cette paramétrisation, nous avons alors effectué 1’optimisation
al’aide de I’approximation Gaussienne développée ici pour les
canaux OFDM. L’implantation de I’algorithme d’optimisation
est basée sur la programmation linéaire. Les résultats présen-
tés montrent 1’intérét d’exploiter la sélectivité fréquentielle des
canaux OFDM.
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