Mesure de cependance quadratique pour la éparation aveugle de
source dans les ralanges post non ligaires.
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Résume —Dans le cadre de laéparation aveugle de sources, le pésbé requiert la éfinition d’'une mesure deépendance permettant de
decider si des variables sont mutuellementéjpeihdantes ou non. Jusgu€sent, beaucoup deéthodes onéte developgees en utilisant
I'information mutuelle. Ici, nous proposons de construire uihnde base sur une mesure démgendance quadratique. Agravoir @fini cette
mesure, NoUS pProposerons une estimation et la minimisation sera effg@ztuune @thode de descente de gradient. Enfin nous illustrerons nos
resultats en appliquant cetteethode dans le cas deslanges post non léaires.

Abstract — The problem of blind source separation requires the use of a dependence measure, which allows to decide whether the variables
are mutually independent or not. Many developped methods are based on the use of mutual information. Here, we propose to construct a new
method based on a quadratic dependence measure. After defining this measure, we will estimate it and minimize it through a gradient descent
method. Finally, we will illustrate our results by applying the method in the case of post non linear mixtures.

1 Introduction lindépendance mutuelle de signaux. En effet, lésthodes
bases sur le maximum de vraisemblance, [4], le principe
Durant ces dergres anées, le proldme de 8paration d’Infomax, [3], ou bien les rathodes utilisant les statisques
aveugle de sources a suscifintérét de diverses commu- d’ordre sugrieur pour I'approximation de la negentropie, [5],
naués de scientifiques, tant au niveagdhque, sur liden- [8], peuventétre releesa l'information mutuelle. Actuelle-
tifiabilité des nélanges [5] que au niveau algorithmique avecment, dans le cadre deétanges non ligaires, les rathodes
le developpement de diversesthodes concernant essentielle-basges sur I'utilisation de l'information mutuelle sont assez
ment le cas de &langes liaires instantars [4], [3]. Lobjectif  compliqueesa mettre en placi cause de la difficiétduea I'es-

de ces réthodes peuktre Esuné comme suit: timation de I'information mutuelle utilise comme mesure de
On dispose d'observationsXy, ..., Xx provenant d’'un dépendance. Il est donc éressant de proposer d'autres alter-
mélange de sourcées, . .., Sk indépendantes natives de mesure dépgendance. Murata [10], Eriksset al.
X = (X1,...,Xx)T = f(S)* [_6] ont déve,zlqué une mesure de’e@endance_ _utilisant!es fonc-
tions caracristiques, Bach et Jordan [2] utilisent unétimode
ouS = (51,...,5k)T et f est une transformation inver- base sur la coglation non lirgaire calcléea partir de noyaux.
sible. Dans un premier temps, nous nous attachegodsfinir la
Le probEme consiste dorechercher une applicatigrtelle  mesure de @&pendance quadratique utiies pour la suite ek
que Y = (Y1, Ya, ..., V)T = g(X) détaillerf:ertaines propeies. _Dans un deué,z'me temps:, la me-
sure de dpendance quadratique sera ap@igau prol#me de
soit une estimation des sources. séparation aveugle de sources dans le cadre @anges post

Naturellement, comme I'ont fait remarquer de nombreux aunon linéaires. Enfin, nous illustrerons notreéthode par une
teurs, il estindispensable de restreindre le type éiange afin ~ simulation.

de pouvoir reconstituer les sources avec degétieEmninations

acceptables. De plus, si aucune hygsth supg@mentaire ne Lo

peutétre faite en ce qui concemne, par exemple, la demgs 2 Definition de la  mesure de
sources ou la non stationn#ritles signaux, la seule hypete dépendance quadratique

exploitable concerne I'ingpendance des sources. C'est pour-

quoi, de nombreuses éthodes dja construites sont bass Rappelons que lingpendance mutuelle de variables
sur la cfinition d’une mesure de&pendance, par exemple gieatoires peudtre caradirisee de plusieurs masies. Ro-
linformation mutuelle, qui permet d’'ergfement caraétiser  gonplatt [11] a construit un test d'iadendance bassur la

*Avec le soutien du projet eurépn BLISS. comparaison entre la derssitonjointe et le produit des den-
1.x7T designe la transpée du vecteux sites marginales en prenant la nornié de la difference
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de ces deux quandis. L'information mutuelle est construite

Cette @finition de la mesure deépendance quadratique

en prenant la distance de Kullback-Leibler entre la dénsitfait appaitre certaines propgies importantes. Il est clair que,

conjointe et le produit des dens# marginales. Nous propo-

d'apres ce qui pecede, la mesure deégendance quadra-

sons d'utiliser ici une mesure deependance comparant la tique permet aussi de caraadser I'independance de variables

fonction caradtristique conjointe et le produit des fonctions aleatoires dans le sens,@ (71, ...,

caracéristiques marginales via la nornié poncerée par une
fonction de poids.

Déja utilisee par Feuerverger [7] dans le cadre dethndes
de test d'in@pendance, cette mesure dpdndance a ausse
étudie par Kankainen [9] dont lz&finition est la suivante:

Définition 2.1 Pour toutes variables &htoires Egelles,

Ti,..., Tk, (on noteT = (T1,...,Tk)" le vecteur adatoire
assoce, ett = (t1,...,tx)7)
K
D(T17~-~>TK)=/WT H¢Tk (tr)[*h(t)dt

ol h est une fonction deR™ dans R intégrable, ¢
est la fonction caraéristique assoée a T, c'est a dire,
Yoty ... tx) = Elexp (i Y1, txTx)] €t pour toutk, 1 <
k § K, ’l/JTk (tk) = E[exp Ztka}

Afin que cette mesureD permette de caragtiser
I'indépendance mutuelle de variablegatbires, c’est dire
queD(Ty,...,Tx) = 0 si et seulement sTy,..., Tk sont

indépendantes, comme le note Kankainen [9], il est indispen-

sable de faire des hypathes sur la fonctioh. En fait on peut
distinguer deux classes de fonctidngui entranent cette pro-
priete: N

— soit on supposé non nulle presque partout et positive,

— soit, si la fonction caraétistique conjointe est analy-

tique, on supposé nulle sauf sur un voisinage de @ o
celle-ci est positive.
Sous ces conditions, il est moatdans [9] que la mesuf® est
bien une mesure deegendance.
En partant de ces constatations, noérissons par,

K
g(tl,...,tK):H‘M(UTktk)2

ou K est de cag integrable tel que sa tranfoéea de Fourier
soit non nulle presque partout.
Par application de la formule de Parseval, on éuluit

une nouvellecriture pourD que I'on appellera la mesure de

dependance quadratique, aety.

Définition 2.2 Soit £ un noyau de cag integrable tel que
sa transfornee de Fourier soit diffrente de &ro presque
partout. On @finit alors la mesure deé&pendance quadra-

tigue de K variables akatoiresT}, ..., Tk telle queT =
(Tl,TQ,...,TK)T.
1
Q(Ty,...,T :§/DT(t1,...,tK)2dt1...dtK,
ou pour tousty, . .., tx réels,
Dr(ty,...,tg) =
K K
T, T,
£\ (o) |- I (e )
k=1 OTk k=1 OT

etop, est un coefficient de facteur&thelle, c’est dire une
fonction positive @pendant seulement de la loi dBstel que
o, = |Alor,, pour toute constanteeelle \.

Tk) = 0 si et seulement

si, T1, ..., Tk sont incdependantes.

De plus, elle est invariante par translation et par changement
d’'échelle. D’'autres propgies sont dtaillees dans [1].

Afin d'utiliser la mesure de @&pendance quadratiqdepour
résoudre le prokime de 8paration aveugle de sources, il est
indispensable de pouvoir en donner une estimaticzséhtons
alors maintenant une nouvelkgeriture de. En effet, on ob-
serve gu’en éveloppant I'expression au carsous l'ineégrale,
on a besoin dvaluer la convolution dé&C par la fonction
symétrique assoée ( — K(—u)).

Définissons alors un nouveau noyau,

u) = /K(u+v)l€(v)dv

On en aduit alors I'expression suivante @871, ...,Tk) =
K K
1
5 {E[WT(T)] + kl:[lE[WTk (Ti)] — 2B kHlWTk (Tk) }

ou

’ﬂ'T(t)

| ()

el ()]
UTk

D’apres les propétes \erifiees parkC en ce qui concerne
I'existence de) et ses propétés, il est suffisant de choisfi,
pair, tel que sa transfor@e de Fourier soit sommable, et non
nulle presque partout.
Nous avons alora notre disposition une collection de mesures
de cependance&pendant du choix du noyau. De plus, on note
gue contrairemera I'estimation de la dengt le noyau n’est
pas restreint aux noyaux @guatsa I'estimation de dengit
Par contre, ces diirents choix affectent les performances des
difféerentes rathodes im@menées, ceux-ci doivent dorétre
choisis de margiread hoc

Ty, (tk> =

3 Separation aveugle de sources via la
mesure de &pendance quadratique

Comme nous 'avongvogLé dans I'introduction, il est indis-
pensable de restreindre le type delamge afin de pouvoir iden-
tifier les sourcesa partir de la seule hypodse d'inéépendance
de celles-ci et avec le moins d’iterminations possibles. Dans
la suite de notre travail, nous avons alors coasidine classe
de nelanges non ligaires, les relanges post non leaires.
Introduits par Taleb et Jutten, puis repris par Babaie-Zadeh
et. al, cette classe de @anges permet de meliser certains
meélanges non ligaires tout en gardant les pragéis d'identi-
fiabilité des sourcea un facteur cBchelle pes eta une per-
mutation pés. Rappelons maintenant comment sdfitnis ces
mélanges. On noX = (X4, ..., Xx) le vecteur des observa-
tions, etS = (54, ..., Sk) le vecteur des sources, alors,

F1 (s, AvkSk)
X = :
Fr(Chey AxkSk)



ol A;, sont lesélements de la matrice inversiblA et Dans la suite, nous allontiller plus particuBrement une
f1,-.., fx sont des fonctions monotones. méthode semi-para@trique consistant en I'approximation des
Dans ce cadreal on recherche un sgshe de 8paration transformations non ligaires par des fonctions &aires par
défini comme ci-dessous, de telle sorte que les composanterrceaux. Puis nous expliciterons unéthode utilisant une

Y, deY soient le plus indpendantes possibles dans le sens dapproximation des transformations nonélaires base sur les

la mesure de&endance quadratique, fonctions quantiles. Pour plus détdil sur une rathode non
% parangtrique, on peut consulter [1]. Dans la suite, on note
> k—1 Birgr(Xk) Gy, la k-ieme composante du gradient relatif de la mesure de
Y = : dépendance quadratique. Son expressétant assez complexe,
Zfﬂ B rcngn (X) nous renvoyona [1] pour le eétail de celle-ci.

De plus, on noteZi(n) = gx(Xk(n)) pour toutk =
LKetn=1,...,N.Alors, Vi(n) = X5 BuZi(n).
On note aussiZ;(1 : N) < ... < Z;(N : N) les statistiques
d'ordre assodesa I'échantillon deZ;.
Dans le cas semi-paratrique ou paraktrique avec la fonc-

ou B, repiesentent legléments de la matrice inversibi® et
a1, - - -, gk sont des fonctions monotones.

D’apres la @finition de la mesure deégpendance quadra-
tique, on remarque que celle-ci ne peut jga® évallee di-
rectement. En effet, ellegphend de la distribution des obser-

tion quantile, le gradient relatif &trit, poure unepetitevaria-

vations qui est inconnue. Il est donc indispensable d’enwsahon deB et s 5+ despetitesvariations d
ger I'estimation de la mesure dépendance quadratique. Ceci L. 0K G€sp €, s 9K

nous permettra ensuite de proposer ureghode d’optimisa- respectivement: ~ “ o~ o~

tion conduisané la solution du prol&me. (6,01,...,0K) — Z (Trj — TriXrs/Zkr)er;
Dans la suite, pout < k < K, I'échantillon assoéia la 1<J’¢’€<K

composanteX;, du vecteur des observations seraéni, (n) 1 X N

pourn = 1,..., N ou N désigne la taille de &chantillon. De ty > { > Z G(Y(0jm))Bi; } Gj,0, (1)

méme, lechantillon correspondat la composant&), de’Y n=2 \m=n k=1

seranckYy(n) pourn =1,...,N. R R R
ouTy; = E[Gy(Y)Yj], iy = E[(Yi— E(Y))(¥; - E(Y)))]

3.1 Estimation deQ et Gi(y) = Gi(y) — (Trn/Swe)(ye — E(Y2))- De plus,

o . i, (n) = 5j(Zj(n : N)) = 8;(Zj(n —1 : N)) avec

Dap,res: .Ia c@eﬂmuon de@, son estimation ecessite seule- 8 = Gi6, = G, gje . 4., le gradient dey; 6, par rap-
ment l'utilisation de la moyenne empirique®(X) = portas,.

ZN, ®(X(n))/N, ou @ est une fonction gquelconque des

n=1
donrees. N 3.2.1 Meéthode semi-paranétrique
Une estimation d€) sera alorsQ(Y1, ..., Yx) = Cette nethode consiste simplememapprocher les transfor-
mations non ligaires par des fonctions éaires par morceaux.
C’esta dire que, par rapport aux notationgg@dentes, le vec-
teurd,, des paramtres correspondaatla fonctiong, désigne
N K les coefficients directeurs de chaque morceau de droite. En ef-
N 1 (n) . . N .
vy = — Z H fet, le fait de rajouter une constartehaque fonction;, ne mo-
N L , . -
n=1i=1 Y difie pas la mesure deegendance quadratique. Cette derai
N ne cepend donc que desrdvéesg; des transformations non
. B yr — Yi(n) L 2 - ok .
Tr(m) = Z LA A lineaires. En paragirant les @ériveesg), par des fonctions &s
T simples, constantes par morceaux, ceci revaempprocher les
D’apres les contramtes impéss suiC,, le choix de ce der- transformationsgy, par des fonctions liéaires par morceaux.
nier doit se limitera des noyauxC, pair, de transforige de  Cette néthode permet d’obtenir une approximation des fonc-
Fourier inegrable et diférente de &ro presque partout. Voici tionsg; assez facilé mettre en place et de diminuer le nombre

K K
1]~ ~ STT ~
3 {EWY (Y) + k|_|1 E7y, (Vi) — 2E k|_|1 Ty, (Ya)

ou

trois exemples de noyaux utiéis, de dege de liberé du probéme par rapport au cas non pa-
1. Le noyau Gaussien: ramétrique.
Ka(z) = e, i, (1) = /e /4
2. Le noyau de Cauchy ca&:r 3.2.2 Meéthode paranttrique par la fonction quantile
Ko(x) = 1/(1 + 22)?, i, (t) = m(|t] + 1)e~ 1! Détaillonsa piesent cette nouvelle approche. Elle consiste
3. Loppos de la @rivee seconde du noyau de Cauchysimplementa faire la remarque suivante, dans le cadre d'un
care: Ko(x) = —(202% —4)/(1 + 22)4, mélange post non ligaire, chaque transformation nondaire
e, (1) = 4273 (|t + 1)e 11, gi Vérifie I'égali€é suivanteg, = Qz, o Fx, ou Qz, estla

fonction quantile deZ,, = gr(X%), et Fx, est la fonction de
répartition deX,. Pour les @mes raisons que @edemment,
il est interessant de travailler avec seulement lesvées de

Ici, nous choisissons de nous limiter au cas dédamges (@, . En outre, les fonction§ z, ne sont pas boges et donc
post non lirgaires pour le éveloppement des calculs du gra- difficilement parardtrisables. Pour toutes ces corsations,
dient. Cependant, dans [1], les calculs sogtadles dans un la paranétrisation protera sur les fonctions apesd densé-
cadre @réral identiquex celui doni en introduction. quantile,1/Q’ = pz, o Qz,.

3.2 Gradient du critere empirique



D’apres l'ecriture du gradient ci-dessus, seules les quastit 5 Conclusion
zki = Qz,((: — 0.5)/N) sont recessaires. En revenant aux

notations utili€es dans &criture du gradient, on a Utilisant une propiéte d'independance bas sur les fonc-
o 1 Phist tions caradristiques, nous avonsédelop@ une nquvelle
Gj0, (1) = Nl o lo < — ) , 1,...,N—1 méthode permettant désoudre le prokime de gparation de
e ) Ph,i sources. Il @& monté aussi comment envisager éifentes
ol parangtrisations du magle de nélange post non l&aire,

M i—05 en particuliera I'aide de fonctions quantiles. Pour finir, on

Dk,i = Zgj (N) Ok présente le &sultat d’'une simulation. Les choix du noyau et

j=1 de la taille de featre étant teés importants, nous envisageons

~ - ) d’'étudier plus pecigment leur influence dans les algorithmes.

etsy, ..., sy estune base de B-splines d’ordre 2.
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FiG. 1: Simulation

4
! /




