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Résumé — La modélisation multidimensionnelle du signal a été récemment adoptée moyennant 1’ utilisation de nouveaux outils d’algebre

multilinéaire. Cet article présente tout d’abord la décomposition tensorielle de Tucker3 appelée aussi approximation de rang-(Rq, ..

.,RN)

inférieur d’ un tenseur, puis montre comment cet outil mathématique permet de développer un filtrage linéaire multdimensionnel. Une étude sur
I’efficacité du filtrage est proposée pour le cas particulier du débruitage d’une image en couleur.

Abstract — A multidimensional signal modelling has recently been adopted and implies the use of new tensorial algebra mathematical tools.

This article presents Tucker3 tensor decomposition also called lower rank-(R1, . .

., Rn) tensor approximation. It is shown how this mathe-

matical tool consists in a linear multidimensional filtering. A study on the filtering efficiency is proposed and applied to the particular case of

color-image denoising.

1 Introduction

Une modélisation multidimensionnelle peut étre adoptée dans
un grand nombre de problémes se rattachant a des domaines
aussi variés que la sociologie, I’ analyse de données ou le trai-
tement du signal [2]. En physique et traitement du signal, les
enregistrements numériques multidimensionnels sont modéli-
sés par des tenseurs. Chaque mode d’un tenseur représente une
grandeur physique telle que I’ espace (longueur, largeur, hau-
teur), le temps, le canal de couleur (longueur d’onde), a laquelle
est associée un espace vectoriel dont la dimension est égale au
nombre d’échantillons numériques effectués dans cette dimen-
sion. Par exemple, une image en couleur se modélise par un
tenseur trimodal : deux modes sont associés aux lignes et aux
colonnes, et un troisi¢me au canal de couleur (RVB). De méme,
en sismique, ou en acoustique sous-marine, lorsqu’ une antenne
rectiligne est employée, une modélisation trimodale des don-
nées peut étre adoptée : un mode est associé a 1’ axe spatial, un
mode au temps, et un dernier a la polarisation de I’ onde.

Les traitements des données multidimensionnelles proceédent
généralement a un découpage du tenseur en vecteurs, ou ma-
trices d’observations, de sorte que les méthodes du second ordre
soient applicables. Ces méthodes reposent essentiellement sur
la matrice de covariance, et plus récemment sur les statistiques
d’ordre supérieur [1]. Les données traitées sont ensuite fusion-
nées pour retrouver la dimension du tenseur initial.

Ce processus de découpage des données multidimension-
nelles provoque inévitablement une perte d’information par rap-
port a la quantité globale d’information contenue dans le ten-
seur. En effet, par ce découpage, nous perdons les relations
inter-composantes qui existent entre chaque “tranches” du ten-
seur.

Dans cet article, nous proposons de conserver le tenseur de
données comme entité indivisible de maniere a disposer po-

tentiellement de plus d’information que ce que nous pourrions
obtenir par le découpage du tenseur de données. Par cette ap-
proche, nous cherchons a améliorer le traitement des données
obtenu par les méthodes de second ordre. Cette nouvelle ap-
proche implique I’ utilisation de nouveaux outils d’algebre ten-
sorielle, et tout particulierement de décomposition tensorielle.

Notre méthode repose sur de la décomposition tensorielle de
Tucker3 [14] aussi connue sous le nom de Higher Order Singu-
lar Value Decomposition (HOSVD) ou approximation de rang-
(R1,...,Ry) inférieur [5, 6]. Cette décomposition représente
la généralisation de la Décomposition en Valeurs Singulieres
(DVS) des matrices aux tenseurs.

Dans la suite, la section 2 propose un bref rappel d’ algebre
tensorielle et présente de fagon plus détaillée la décomposition
de Tucker3 appelée aussi approximation de rang-(R1, ..., Ry)
inférieur d’un tenseur (LRTA). La section 3 présente comment
ce nouvel outil mathématique d’ approximation tensorielle a
été initialement utilisé en traitement du signal, notamment pour
I’ analyse en composantes principales de données sismiques tri-
dimensionnelles [9, 10, 11]. Une nouvelle interprétation
physique de la décomposition tensorielle LRTA appliquée a des
données tensorielles est proposée. Elle constitue un filtrage li-
néaire multidimensionnel dans laquelle, dans chaque mode du
tenseur le sous-espace bruit et le sous-espace signal sont déter-
minés, et une projection sur le sous-espace signal est effectuée.
Enfin, dans la section 4, ’apport de ce nouvau filtrage multidi-
mensionnel par rapport a un filtrage bidimensionnel classique
est montré pour le cas particulier du débruitage d’une image en
couleur. Enfin, une étude qualitative (en terme d’efficacité de
filtrage) sur I’algorithme ALS qui entre en jeu dans 1’ approxi-
mation tensorielle est proposée.



2 Approximation de rang-(R;, ..., Ry)
inférieur

Un tenseur d’ordre IV peut étre considéré comme un tableau
multidimensionnel dont chaque élément est accessible via [V
indices. Ce tenseur est noté par A € R >IN oy I, re-
présente la dimension de 1’ espace E), associé au mode n. Le
n-mode rang du tenseur 4, noté Rank,(.A), est la dimension
du n-mode espace vectoriel E,, généré par les vecteurs I,-
dimensionnels obtenus a partir du tenseur A en faisant varier
I’ indice 7,, du mode n, I’ indice des autres modes restant fixés.
A est dit de rang-(Ry, ..., Ry) siquel que soitk = 1,..., N,
Rank,(A) = R,,. Ainsi, étant donné un tenseur 4 € R X1y
d’ordre N, le probleme d’approximation de rang-(Ry, . . ., Ry)
inférieur de A consiste a trouver le tenseur 3 de
rang-(Ry,...,Ry), telque Vn = 1,... N, R,, < I, et tel
que la distance quadratique tensorielle :

A - B|” (1)

soit minimale.

La décomposition tensorielle de Tucker3 de B, qui corres-
pond a la généralisation de la DVS matricielle aux tenseurs
[14], s’exprime par I expression suivante :

B=Dx1 UM x, U ... xy UM, )

U™ est une matrice orthogonale de dimension (I,, x R,),
Vn =1,...,N.D € RF>XEN est appelé tenseur “Core”,
et X, est le n-mode produit dont toutes les propriétés peuvent
étre retrouvées dans [6].

La solution des moindres carrés [8] implique que :

D=Ax, UV x,U®@" ... xyU™", 3)

Par conséquent, I approximation de rang-(R;, ..., Ry) in-
férieur optimale s’exprime par :

B=Ax, PW. . xy PN, 4)

Quel que soit n = 1... N, P(" est le projecteur n-modal sur
le sous-espace E§") de E™) de dimension R, qui satisfait a
la minimisation de I’expression (1) :

P — U(W)U(H)T_ 5)

Le but de I’ approximation de rang-(Ry, ..., Ry) inférieur
est donc de déterminer les matrices U™ qui définissent les
projecteurs P(™). Dans ce but, il est montré [8] que minimi-
ser (1) par rapport a B est équivalent & maximiser la fonction
quadratique :

gD, . uM) = |D||? (©)

par rapport aux matrices U, ..., U)_ 11 s’agit d’un pro-
bleme d’optimisation non linéaire des moindres carrés qui ne
peut-étre résolu qu’ a I’ aide de processus itératifs et numé-
riques Alternative Least Square (ALS) [5, 7, 8, 15]. En ef-
fet, les matrices U ("™ qui maximisent la relation (6) doivent
étre déterminées conjointement. Le but de ces méthodes est de

construire les suites matricielles {U,g")} ,nmn=1,...,N,
keN

qui convergent vers les matrices optimales U (™). Chaque itéra-
tion de I’ algorithme ALS est composé de NV étapes dans les-

quelles les suites {U. ,En)} sont définies par récurrence en fixant

les suites {U™}, m € {1,..., N} — {n}, 2 la valeur de leur
derniére itération, et en maximisant la fonction :

hﬁ(V(")) — HA X1 Ulii)lT X U}Eizl)T %, V(™)
2
K U e T

— (V" . C](C") V),
@)

Dans cette derniére relation (7), la matrice C ,g") est définie par :

R Y e
(®)
P,g") est le projecteur défini par :

)T

pM =uMufr ©)
(n)

La matrice U, | est]” argument qui maximise la fonction hk (V("))
sur I’ ensemble des matrices orthogonales. Il s’agit de la ma-
trice des R,, vecteurs propres associés aux R, plus grandes
valeurs propres de la matrice C ,g").

Enfin, I’ algorithme ALS est arrété lorsque ||.A — B]|? est
inférieur a un seuil fixé a priori.

Il est possible de donner une interprétation physique a la ma-
trice C ,g") définie par la relation (8). En effet, quelle que soit I’
itération k du processus ALS, le terme générique de la matrice
C’,g") est donné par :

ot = <Ain:i|6§jif>. (10)

n),k S’

Dans cette expression, le tenseur B¢ obtient en appliquant

)

au tenseur A les projecteurs m-modaux P,Sm sur tous les modes,

excepté le mode n :

BH = Ax; PY) o POV e PO s PV,
1D
La relation (10) montre que le terme CZ(]n Ik st le produit sca-
laire de deux sous-tenseurs d’ordre N — 1 extraits de A et de
B("):F en fixant I’ indice du mode 7 respectivement i et ;. Par
conséquent, d’un point de vue traitement du signal, la matrice
C,g”) peut-étre considérée comme la matrice de covariance des
sous-tenseurs d’ordre N — 1 extraits de A et B(")-* dans le
mode n [12, 13].
Par la suite, nous désignons par LRTA (Lower
Rank-(R;, ..., Ry) Tensor Approximation) 1’ approximation
de rang-(Ry, ..., Ry) inférieur d’un tenseur.

3 LRTA pour le traitement des signaux
multidimensionnels

L outil mathématique LRTA a d’abord été introduit en traite-
ment du signal pour I’ Analyse en Composantes Indépendantes
(ACI) et la séparation de sources [3, 4]. Cet outil a ensuite été
employé en sismique pour I’ Analyse en Composantes Princi-
pales de signaux tridimensionnels (ACP-3D) [9, 10, 11]. Dans
cette derniere approche, le modele bidimensionnel est étendu
a un model tensoriel de données dans lequel les données mul-
tidimensionnelles R résultent de 1’ enregistrement numérique
d’un signal multidimensionnel X et d’un bruit additif B :

R=X+B. (12)



Ce modele établi dans le cas de données tridimensionnelles
peut évidemment étre généralisé au cas de dimensions supé-
rieures. En considérant le cas général, chaque espace n-modal
E(”), de dimension I, est considéré comme étant la superpo-

sition de deux sous-espace orthogonaux complémentaires : le

sous-espace signal E£n) de dimension R, et le sous espace

bruit Eé") de dimension I,, — R,,. Cette hypothese étant dé-
finie, I’ ACP-3D vise a estimer le sous-tenseur signal par I’
approximation de rang-(Ry1, ..., Ry ) inférieur de R :

X =Rx; PV . xyPM, (13)

Quel que soitn = 1,..., N, P(™ est le projecteur sur le sous-

espace signal E%n). Ainsi, X est obtenu en effectuant la projec-

tion du tenseur R sur les sous-espaces signal de chaque mode.

Il est possible de donner une nouvelle interprétation a ce ré-
sultat. En effet, le n-mode produit R x,, P(™) représente les
produits matriciels consécutifs entre la matrice P(") et les vec-
teurs de dimension I,, obtenus en faisant varier 1’ indice n-
modal i, les autres indices m-modaux, m #* n, étant fixés.
Par conséquent, d’un point de vue traitement du signal, le n-
mode produit représente un filtrage linéaire des données mul-
tidimensionnelles dans le mode n, par le filtre P("™). Nous le
désignons par la suite par “filtrage n-modal”. Ainsi, I’ approxi-
mation de rang-(Ry, ..., Ry) inférieur de R représente un fil-
trage linéaire multidimensionnel par les n-modes filtres P("),
n=1,...,N.

4 Simulations et résultats

Dans cette section, nous nous proposons dans un premier
temps, de montrer 1’ apport de ce nouveau filtrage multidimen-
sional par rapport a des méthodes de filtrage bidimensionnelles
classiques. Dans un second temps, nous étudions 1’ efficacité
en terme de filtrage de I’ agorithme ALS qui entre en jeu dans
I’ approximation tensorielle LRTA. Les simulations proposées
concernent tout particulierement le cas de la réduction du bruit
dans une image couleur (modélisées par un tenseur tridimen-
sionnel) par filtrage multidimensionnel LRTA.

Il est tout d’abord possible de montrer que le filtrage par
LRTA d’images non bruitées n’implique aucune déformation
du signal filtré par rapport au signal initial. Ce résultat est par
ailleurs généralisable a tout type de signaux.

Considérons I’ image initiale représentée figure 1-a. Elle com-
porte 512 lignes, 384 colonnes, et 3 couleurs (RVB) dont chaque
intensité est comprise entre 0 et 255, et se modélise par un ten-
seur X € R512x384x3 Nous additionnons a cette image un
bruit gaussien de facon a obtenir une image R telle que :

R=X+09x%255x%G,

ou G représente un bruit échantillonné sur une densité de proba-
bilité gaussienne, tridimensionnelle, centrée, normée. L’ image
bruitée R est représentée figure 1-b.

Pour cette simulation, nous considérons que les parametres
R;, Ry et R3 sont connus et fixés respectivement a 30, 30
et 3. Les approximations de rang-(30, 30) inférieurs des sous-
images bidimensionnelles correspondant a chaque canal de cou-
leur (rouge, vert et bleu) sont tout d’abord déterminées. Le ré-
sultat de ce premier traitement est représenté figure 1-c. Ces

@ (b

© @

FI1G. 1: Débruitage d’une image couleur de 512 x 384 pixels.

approximations sont effectuées par troncature de la décomposi-
tion en valeurs singulieres de chaque sous-image bidimension-
nelle et constituent un filtrage linéaire couramment employé en
traitement d’image. L’ approximation de rang-(30, 30, 3) de I’
image bruitée est ensuite calculée. Le résultat est représenté fi-
gure 1-d. La qualité de I’ image 1-d ainsi obtenue est meilleure
que celle de I’ image 1-c obtenue par filtrage bidimensionnel
classique.

Ainsi, cet exemple simple montre I’ efficacité d’une approche
tensorielle globale par rapport & une approche bidimension-
nelle qui procede au découpage du tenseur des données mul-
tidimensionnelles en sous matrices et qui implique une perte
d’information par rapport a I’ approche tensorielle.

Afin d’étudier I’efficacité du filtrage par LRTA sur des don-
nées bruitées, considérons le critetre de 1’ erreur quadratique
moyenne normalisée (EQMN) :

~ 2
% -
pQun=1___1

TG (1

dans lequel X est le signal multidimensionnel estimé par ap-
proximation LRTA, et X, le signal initial non bruité. Les images
en couleur étant considérées comme des tenseurs tridimension-
nels, chaque itération k& de 1’ algorithme ALS qui rentre en
jeu dans I’ approximation de rang-(Ry, ..., Ry) inférieur est
composée de trois étapes, dans lesquelles sont déterminés les

n-mode filtres-projecteurs P,En), et au terme desquelles est cal-

) X9 P]EQ) X3

culé I’ estimation intermédiaire /'/\f\k =R X4 P,gl
P,gg) ainsi que le critetre EQMN correspondant. L évolution de
ce critére au cours des itérations ALS est représenté figure 2.
Nous constatons que I’ EQMN est minimale a la premigre ité-
ration. Cette propriété est vérifiée sur I’ ensemble des images
testées.

La détérioration de ’EQMN pour les itérations supérieures
semble logique car la méthode de décomposition tensorielle
initiale de Tucker [14] cherche a approximer un tenseur non
bruité par un tenseur de rang inférieur. Dans ce papier, nous
avons étendu tel quel 1’algorithme initial a des signaux bruités.
Par conséquent, nous considérons que le meilleur filtrage (au
sens de la minimisation du EQMN) qu’il est possible d’obtenir
par I’ approximation LRTA est atteinte a la premiere itération
ALS. I estimation obtenue correspond a la troncature de taille
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F1G. 2: Evolution de I’ EQMN au cours des itérations ALS de
I” approximation LRTA.

(30, 30, 3) de la Décomposition en Valeurs Singulieres d’Ordre
Supérieure (HOSVD [5]) du signal bruité R. Par ailleurs, I’
image estimée, représentée figure 1-d, constitue la troncature
de taille (30, 30,3) de la HOSVD de R. Notons aussi que I’
EQMN obtenue par I’ approximation LRTA est toujours infé-
rieur a celle obtenue par la méthode de filtrage bidimensionnel
successif, ce qui confirme 1’ efficacité de 1’ approche tensorielle
par rapport a I’ approche bidimensionnelle.

5 Conclusion

L’ approximation de rang-(2y, . .., Ry) inférieur d” un ten-
seur (LRTA) constitue un nouvel outil mathématique pour le
traitement des données multidimensionnelles. Le n-mode pro-
duit, effecuant les produits matriciels successifs entre les dif-
férentes tranches bidimensionnelles d’un tenseur de données et
la matrice de projection sur le sous-espace signal n-modal re-
présente un opérateur de filtrage n-modal. Par conséquent, I’
approximation LRTA d’un tenseur de données est un filtrage
linéaire multidimensionnel dont les filtres n-modaux sont re-
présentés par les projecteurs sur les sous-espaces signaux 7-
modaux. Ainsi, dans un cadre de filtrage appliqué au débruitage
d’ images en couleur RVB, nous avons montré que le meilleur
filtrage (au sens de 1’ erreur quadratique moyenne normali-
sée minimale) qu’il est possible d’obtenir par I’ approximation
LRTA est atteinte a la premiere itération ALS entrant en jeu
dans I’ approximation tensorielle. L’ apport de cette nouvelle
approche tensorielle par rapport a une approche bidimension-
nelle classique est aussi démontré par les bons résultats obte-
nus lors des simulations de débruitage des images en couleur.
Cependant, cette méthode reste paramétrique et son efficacité
dépend de I’estimation des rangs modaux R,, optimaux.

Cette nouvelle représentation tensorielle des données asso-
ciée a I’ outil mathématique d” approximation tensorielle consti-
tue un cadre nouveau pour I’élaboration d’un filtrage multidi-
mensionnel dont les premiers résultats sont encourageants.
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