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Résumé - L’ objectif de cette éude est de proposer, a partir du mouvement brownien fractionnaire (fBm) de paramétre H, un modéle
plus général qui puisse englober des phénoménes présentant un caractére fractal par morceaux lors d'une analyse en fréquence. Ce
nouveau modéle est appelé pfBm de parametres Ho en basse fréquence, Hi en haute fréquence, ces deux régimes étant séparés par
une fréquence de coupure g Pour Ho=Hi=H, le pfBm se réduit au fBm, lui méme éant le mouvement brownien pour H=0.5. Nous
pensons que le pfBm fournit ains un outil plus flexible que le fBm pour I’ expérimentateur. Nous avons montré que ce processus a
des incréments stationnaires et qu'il est autosimilaire de paramétre Ho pour les basses fréguences et de paramétre Hi pour les hautes
fréquences. Nous avons alors étudié des radiographies trabéculaires osseuses qui présentent ce caractére bifractal. Les résultats
montrent que I’ analyse fractale par morceaux est plus efficace que I’ analyse fractale standard pour diagnostiquer les modifications de
lamicro-architecture osseuse liées a I’ ostéoporose.

Abstract — The object of this work is to define a new process based on fractional Brownian motion (fBm) of H parameter that can
model data presenting a piecewise frequency fractal character. This new process is called piecewise fBm (pfBm) of parameter Ho for
the low frequencies, Hi for the high ones, this two regimes being separated by a cut-off frequency g For Ho=Hi=H, pfBm reducesto
fBm, fBm being standard Brownian motion for H=0.5. We bdieve that pfBm offers a more flexible tool than fBm for
experimentations. We have shown that pfBm has stationary increments and is self-similar of parameter Ho for low frequencies and
sdf-similar of parameter Hi for the high ones. We have studied trabecular bone radiographs that demonstrate a piecewise fractal
character. Results show that a pfBm is more efficient than a classical fracta study for the diagnosis of microarchitectura

modifications linked to osteoporosis.
1. Introduction

Défini comme une extension du mouvement brownien,
le mouvement brownien fractionnaire (fBm pour
fractional Brownian motion) de paramétre H compris
entre 0 et 1 est un modéle pour les signaux et images
fractals [1]. Il a des incréments stationnaires, le bruit
gaussien fractionnaire (fGn pour fractional Gaussian

noises), ce qui permet de |’ éudier plusfacilement. Ces
modeles ont été utilisés pour des signaux en 1/f, pour
les données a dépendance longue, et pour les séries
auto-similaires [2][3][4]. La principale caractéristique
du fBm est que son spectre moyen varie comme 1/f***
[5]. Dans une échelle log-log, ce spectre est donc une
droite de pente-2H-1 ce qui révele le caractére fractal
d'unsignal.

Les fractals purs sont une vue de I’ esprit. En effet, le
caractére en L/f ne peut pas étre présent en pratique
pour des frégquences trés basses aussi bien que pour des
fréquences tendant vers I'infini. En rédité, on se
contente d éudier une zone en 1/f limitée. Dans
certains cas, on observe non pas un seul mais deux

domaines fractals de paramétres Ho pour les basses
fréquences et Hi pour les hautes fréquences, ces deux
domaines étant séparés par une fréquence de coupureg
C'est le cas par exemple d agrégats de silicium [6]. Ce
type de double fractalité est aussi présent sur des

images d'argile [7] et sur des radiographies d'os
trabéculaire [8].

Ces résultats empiriques suggerent d’imaginer des
outils plus flexibles pour prendre en compte des
situationsou le modél e fractal montre seslimites. C' est
le cas des multifractals qui généralisent d’ une certaine
maniérelesfractals[9-10]. On peut citer entre autres|e

mouvement multifractal généralisé ou le paramétre H
peut évoluer au cours du temps [11]. Cependant, ce
processus n’ apas d’ incréments stationnaires. Une autre
généralisation du fBm a été récemment proposée par
les auteurs et a été appelé fBm d'ordre n [L2]. Le
parametre H du nouveau processus peut évoluer entre
nl e n, avec n un entier strictement positif.
Concernant la double auto-similarité, une premiére
approche dans cette direction a été proposée dans [13]
et a été appelée la signature fractale. Mais cette
approche n'a pas de base théorique établie. Plus
récemment, un nouveau modéle dit fBm asymptotique
permet de contrbler les corrélations a long terme
indépendamment de celles a court terme [14].
Cependant, le paramétre H qui gouverne la dépendance
along terme ne peut évoluer qu’' entre 2 et 1. De plus,
lelien entre ce modéle et le fBm n’ est pas direct.

L' objectif de cette étude est de proposer, a partir du
fBm, un nouveau modéle plus général qui puisse
englober les phénomeénes présentant un caractére
fractal par morceaux. Ce nouveau modée, de
paramétres Ho en basse fréquence, Hi en haute
fréguence, ces deux régimes éant séparés par une
fréguence de coupure g, est appelé fBm par morceaux
(pfBm pour piecewise fBm). Pour Ho=Hi=H, le pfBm
se réduit au fBm, lui méme étant le mouvement
brownien pour H=0.5. Le pfBm permet de généraliser
la classe de signaux fBm et fournit ainsi un outil plus
flexible pour I’ expérimentateur.

Cette communication sera articulée de la maniére
suivante. Dans un premier temps, nous présenterons le
nouveau modeéle fractal par morceaux et allons étudier
ses propriétés. Puis nous I'appliquerons a des
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radiographies de I'os trabéculaire qui présentent un
caractere bifractal.

2. Le modele pfBm

Nous rappelons en premier lieu la définition du fBm.
Pour un paramétre O<H<1, B(w) étant le mouvement
brownien complexe, le fBm By, est défini comme :
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BH(t)=% (‘)(W(eitw- 1)dB(w) . (1)
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La convergence du fBm est assurée en w® 0 pour H<1
et en w® ¥ pour O<H. C’ est un processus autosimilaire
car pour un facteur d' échellea> 0 :
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Le pfBm By i g de paramétres Ho<1, Hi>0 et g>0 est
défini comme :
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avec
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ou 1,(Jw|) est la fonction indicatrice sur I'intervalle |
Ge. (W) =1si wi I, 1,(w)=0 sinon). Cette
intégrale est convergente pour w® 0 si Ho<1 et pour
W® ¥ s Hi>0. La continuité en g est assurée par le
facteur d"°. C’est un processus Gaussien, continu et
non stationnaire. Pour Ho=Hi=H dans!’intervalle]0,1]
le pfBm se réduit au fBm. De plus pour Ho et Hi
appartenant al’intervalle]0,1] nous avons ;

BHO,Hi g (t)

et
I Buiop o(0° Bugld)- (6)

Nous nous intéressons maintenant aux incréments du

processus que nous appelons WY, , €t définis pour

un incrément u appartenant a I'ensemble de réels
comme :

Wilo i g0 =B, o (t+0)- Brigy, o0 (7)
Nous appelons ce processus fGn par morceaux (pfGn
pour piecewise fGn). Leur autocorrélation est donnée
par :

G 169 =EWilo 5 (OWifo oS- ®)

A partir de ladéfinition (3), du fait que
E(dB(t)dB(s))=2pd(t-s)dt 9)
et en faisant le changement de variablet =t-sil vient

Gﬁg,Hi,g(t):

i(u- v)w (10)
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L orsgue u=v, on voit que le pfGn est donc un processus
stationnaire dont ladensité spectral e de puissance est de
laforme

ASiTP Oy () (12)

Nous alons maintenant nous intéresser a
I"autosimilarité du pfBm. Mais contrairement au fBm,
il existe deux types d’ autosimilarité asymptotique pour
le pfBm. Plus précisément, nous alons montrer que
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Pour cela, comme le processus est gaussien, cela
revient amontrer que
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Commencons par prouver (14). En remarquant que
Wiohig (0) = Browig(t), €t en utilisant (10) pour t=0;
on peut écrire que
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Calculonslafonction d autocorrélation pour un facteur
d'échellea>0:

GlaFig(0)=Gls50)*+Gaig(0) (19)
En remplagant w par w/a nous obtenons :
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Lorsque a tend vers zé&o, nous avons les limites
suivantes:

fim 146,/ (W) =0 €t lim 1) (W)=1. (22)

Nous obtenons finalement

Gﬁé?ai,g (O)
a® OaZHig 2(Hi- Ho)

:E;é Byi () By (S)g' (23)

Cequi prouvebien (14). Lapreuve de(15) résulted’ un
calcul équivalent en remarquant que

im Jo.agQwD=Let lim Loy (w)=0. (24)

Pour les grandes échelles, c’est a dire pour a tendant
vers I'infini, ou réciproguement pour les basses
fréguences, le processus est autosimilaire de parametre
Ho. En revanche, pour a tendant vers zéro, ou pour les
hautes fréquences, le processus est autosimilaire de
parameétre Hi.

Maintenant que le processus pfBm est compl étement
étudié, nous pouvons envisager |’ application relative
aux radiographies osseuses.

3. Application aux radiographies de
I’os trabéculaire

Cette application a pour but d'étudier les modifications
microarchitecturales de I'os trabéculaire. Cet os est
formé de travées interconnectées ayant une épaisseur
moyenne de I'ordre de 100 a 200 microns et distantes
les unes des autres de 400 a 500 microns en moyenne.
Lors du vieillissement ou apres la ménopause, il y a
une perte de masse osseuse qui, lorsqu'elle est
excessive, est appelée ostéoporose. L'os trabéculaire
subit desmodificationsarchitecturales : amincissement
des travées, diminution de leur nombre, perforations,
connectivité plus faible. L'amincissement des travées
n'est pas trés délétére en matiére de résistance, alors
que les autres modifications le sont & un haut degré.
Les traitements a base de meédicaments peuvent
augmenter I'épaisseur de I'os, mais pas combler une
perte de connectivité par exemple. Ces deux raisons
provoquent un regain dintéré pour des éudes
permettant d'évaluer les modifications de la structure
des travées. La radiographie X a l'avantage de la
simplicité et de son faible colt. C'est pourquoi nous
avons développé ce type danalyse en utilisant une
approche fractale pour caractériser la rugosité de la
texture visible sur les radiographies [15]. Elle permet
ains de quantifier la qualité architecturale de I'os
trabéculaire.

Cependant une analyse fine du contenu spectral de
telles images permet de mettre en évidence deux
régimes fractals comme le montrent lesfigures 1 et 2.
Les incréments des lignes de I'image sont
stationnaires. Leur périodogramme moyen montre
clairement deux zones fractales. La premiére en
dessous du point 26 qui correspond a une grandeur de
I’ ordre du millimétre, et la seconde au dessus de cette
valeur.

FIG. 1 : radiographie numérisée de taille 256 d’ un
calcaneum d’ un ostéopotique dans Ia zone
trabéculaire. La taille du pixel est de 100° microns
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FIG. 2 : périodogramme moyen des incréments des
lignes de I’image présentée figure 1

Pour mettre en évidence la signification de cette
fréquence de coupure, nous avons filtré I'image
précédente ainsi que celle issue d' un témoin par un
filtre circulaire de rayon 26 pixels. La partie basse
fréguence est présentée figure 3 et la partie haute
fréquence figure 4.

FIG. 3 : imagefiltrée passe bas d’ un ostéoporotique a
gauche (H=0.44) et d' un témoin a droite (H=0.67)

FIG. 4 : imagefiltrée passe haut pour |’ ostéoporotique
a gauche et letémoin a droite

La partie basse fréquence correspond a des motifs
supérieurs au millimétre qui ne sont guére affectéslors
de’ ostéoporose. La partie haute fréquence quant aelle
correspond aux motifs inférieurs au millimétre et
I’ostéoporose  modifie fortement cette zone
fréquentielle. |l apparait donc plus naturel d appliquer
le modele fractal par morceaux plutdt que le classique
fBm ace genre de données.

4. Résultats

Nous avons analysé un ensemble de 77 radiographies,
soit 38 issues de personnes atteintes d’ ostéoporose et
39 issues de sujets sains. Nous avons dans un premier
temps analysé ces données en appliquant le fBm
classique en calculant le paramétre H de ce modéle sur
les incréments des lignes des diverses images par

maximum de vraisemblance. Puis nous avons appliqué
le modéle fractal par morceaux en caculant les
paramétres Ho et Hi par régression linéaire sur le

spectre des incréments avec g fixé ala valeur de 26.
Nous avons effectué ensuite un test de Student a un
niveau de 1% en utilisant respectivement H, Ho, et Hi
successivement comme parameétres discriminants. Pour
le parametre H du fBm, t vaut 4.09 (une vaeur
supérieure a 2.69 montre qu'il y a une différence
significative), alors quet vaut 0.909 et 5.39 pour Ho et
Hi respectivement. Cela montre clairement que la
parameétre Ho en basse fréquence ne discrimine pas ces
deux populations comme attendu aors qu’ une analyse
fractale par morceaux effectuée dans les hautes
fréguences permet une meilleure discrimination qu’ une
analyse fractale basée sur le fBm.
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