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Résumé– Cetarticles’intéresseauxturbo-codescourts(longueurinférieureà256)derendement
�� et

�� dontlestreillis composantont4 états.
Cesturbo-codessontrecherchésde façonà présenterde bonnespropriétésde distanceminimaleainsi quedesdistributionsde poidsles plus
centréespossibles.Prendrecesdifférentscritèresderechercheapourbut detenterdediminuer, voirederepousser, l”’error floor”. Certainscodes
auto-duauxoptimaux,dontle codedeGolay[24,12,8],sontainsireprésentéssousformedeturbo-codessérieouparallèle.

Abstract – This articledealswith short
�� and

�� -rateturbocodes(lengthlessthan256)with componenttrelliseshaving 4 states.Theaim is to
obtainturbo-codeswhichhave highminimumdistancesandgoodpropertiesof theweightenumerator. By choosingthesecriteria,thechallenge
for theseturbo-codeswasto delaythe"error-floor". Wepresentfew extremalself-dualcodes,astheGolaycode[24,12,8],putundertheform of
parallelor serialconcatenatedturbo-codes.

1 Intr oduction

L’inventiondesturbo-codesparBerrouet al.[1] a montréla
possibilitéde réaliserdessystèmesde codescorrecteursd’er-
reurss’approchantà quelquesdixièmesde

���
de la limite de

Shannonà l’aide d’un decodageitératif (ou turbo) à décision
douce(“soft”) utilisant desalgorithmesde faible complexité.
Le principalobjectifdesturbo-codesestmaintenantderepous-
serle phénomèned”’error floor” enaugmentantleursdistances
minimaleset en ayantde meilleuresdistributions despoids.
Danscettearticle nousnousintéressonstout particulièrement
auxturbo-codescourts,voiretrèscourts,dontla longueurn’ex-
cèdepas256. Cescodespossèdentcependantde bonnesdis-
tancesminimalessanspour autantêtre très complexespuis-
qu’ils utilisent destreillis à seulement4 états.Dansle para-
graphe2 suivantnousexpliquonscommentconstruireles dif-
férentessectionsde treillis qui serontutiliséespour élaborer
les codescomposantsde cesturbo-codes.Dansle paragraphe
3, nousutilisonscessectionspour construiredesturbo-codes
sérieet à concaténationparallèlemultiple. Finalementdansle
paragraphe4 nousrécapitulonsles codesdéjàconstruitsainsi
quecertainesde leurspropriétésavant de présenterquelques
résultatsdedécodage.

2 Principe

L’intérêt de la constructionprésentéeici estde réaliserdes
turbo-codesde faible complexité via l’utilisation de treillis à
seulement4états.Pourélaborerlasectiondebasedenostreillis
cycliques,nousutilisonsle codedeHammingétendu[8,4,4]de

matricegénératrice���
	 �� ���������������� �������������������������������������������
������

Nousconsidéronsquelesbitsd’informationducodecomposent
lesétiquettesdechaquesectionetquelesdeuxpremiersbitsde
redondance(resp.lesdeuxderniers)formentl’état final (resp.
initial). Unetellesectiondetreillis estreprésentéeparla figure
1. Chaquesectionainsiconstruitepossède4 bits d’étiquette,2
d’information ( � � et �"! ) et 2 de redondance( #$� et #%! ). Pour
plus de possibilitésde construction,nousutilisons4 sections
qui diffèrentpar le positionnementdesbits �'& et #(& . Cessec-
tionssontnotées)+* , )-, , )-. et )0/ et correspondentauxbits132 �(4 2 !54 276 4 278:9 (Cf. figure 1) étiquetésrespectivementcomme
suit :1 # � 4;# ! 4;� � 4<� ! 9 , 1 � � 4<� ! 4;# � 4;# ! 9 , 1 � � 4;# � 4;# ! 4;� ! 9 et

1 # � 4<� � 4<� ! 4;# ! 9 .
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FIG. 1 – Section)
Pourpermettreuneplusgrandemodularitédansle choixdes

rendementsconstruitsnousintroduisons2 dernièressections)XW et )0Y qui correspondentrespectivementau poinçonnage
descouplesde bits

1@2 � 4 2 ! 9 et
1@2 6 4 2 8 9 sur la section ) . Ces

sectionsdetreillis sontutiliséespour la constructiondeturbo-
codessérieet parallèle.Cechoix de sectionsde treillis donne
de bonnespropriétésau polynômede transfertde poids (ou
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“Input-OutputZ WeightEnumerator”)associéauxtreillis construits
à partir decesdifférentessections.Cecritèredechoix estno-
tammentplusdétaillédans[2]. La concaténationdedeuxsec-
tionsestnotée

1F[-\ � 9
si
[

et
�

sontdistinctesetonnote
1@[-\ []9

ou
[ 6

sinon.

3 Représentationgraphique

3.1 Construction série

Lareprésentationgraphiqueesttrèssimilaireàcelledescodes
présentésdans[3] car elle en reprendl’architecturegénérale
eny ajoutantdesliaisonsverticalesdansle but dediminuerle
nombredetreillis àconcaténerpourobtenirunebonnedistance
minimale.Lesturbo-codessérieconstruitssontdescodescor-
recteursd’erreursen bloc systématiquesde longueur ^ 	`_ba
comportant

a
bits d’information.Cescodesseprésententsous

la forme d’une doubleconcaténationsériede petitscodesde
basec d�e ^fd�4 a d�4 � dBg (la figure 2 utilise uniquementle codede
Hamming[8,4,4]commecodedebase).Lescodesdebasesont
dansun premiertempsconcaténésensériesuivantun axe ver-

tical engendrantdece fait un treillis cycliqueà
_fh JL

étatsdans
le casbinaire.Dansun secondtemps,les treillis ainsiobtenus
sontconcaténésensérieselonun axe horizontalet séparésles
unsdesautrespardespermutations( i & surla figure2) nonné-
cessairementidentiques.
Le processusd’encodagesystématiqueest le suivant : le pre-
mier étagetransformele vecteurdebits d’informationà enco-

der j 	 1 �'�b4;�k!l4 �m�n� 4<�koqp"! 9 	sr �ut �Nv� 4<�ft �wv! 4 �m�n� 4<�ft �wvoqp"!�x 	 j t �Nv
enunvecteurdebitsderedondancey t �Nv 	 r:z t �wv� 4 z t �wv! 4 �m�n� 4 z t �Nvoqp"! x .

Les élémentsde ce vecteury t �Nv subissentalorsunepremière

permutationi{� pourobteniry t !<v 	 r z t �Nv| > t �Nv 4 z t �Nv| > t !Bv 4 �m�n� 4 z t �Nv| > t oqpu!Bv x .

On procèdeainsi pour les 3 étageset les 2 permutationsqui
composentla structure.Le mot de codecorrespondalorsà la
concaténationdu vecteurj debits d’informationavecle vec-
teur y t 6 v debits deredondance.On selimite volontairementà
l’utilisation de3 étageset2 permutationsdansle but d’amélio-
rer la qualitédu décodage.

}�~ } ~ } ~
}�~ } ~ } ~
}%� }%� }%�

}%� }%� }%�
� > � C

� hN� C� hN� L
�;��<�
� O� L
� C� >

� h7� C� h7� L
�@�� �
� O� L
� C�@>

étage0 étage1 étage2

FIG. 2 – Codedeparamètrese _ba 4 a 4 �b� &m�bg

Lespermutationsi]& sontici desapplicationsaffines:���� 1F��� �k� 2�9��0��� a
où

1@� 4 2�9�������� �
Nous introduisonségalementuneconstructiondite “hybride”
(Cf. figure3) qui résulted’un mélangeentrela constructionde
la figure1 et celledescodesprésentésdans[3]. Le premieret
le dernierétagedela structurerestentinchangésparrapportau
casprécédent,maisle secondétageestremplacéparunesimple
concaténationdecodesdeHammingétendus[8,4,4].
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FIG. 3 – Codedeparamètrese _ba 4 a 4 �b� &m��g
D’après[4], lescodesprésentésdans[3] atteignentla borne

deGilbert-Varshamov lorsquele nombred’étagesestsuffisam-
mentimportant.L’intérêtdela nouvellestrucurerésidedoncen
partiedanssacapacitéàfournir debonnesdistancesminimales
sansêtrecontraintd’augmenterle nombred’étages.

3.2 Construction parallèle

Pourillustrer le processusd’encodage,toujoursenutilisant
les sectionsde treillis de la partie1, nousprésentonsle code
deGolay [24,12,8]sousuneformenouvelle qui estunetriple
concaténationparallèle(Cf. figure 4). Chacundestreillis cy-
cliquesassociéaucodec transformele vecteurdebitsd’infor-
mation j 	 1 � � 4��:���u4;� oqpu! 9 (aprèsunepermutationdifférente
pourchaquetreillis) enunvecteurdebits deredondance.
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FIG. 4 – CodedeGolaysousformeturbo-codeparallèle



Le premier¢ treillis (resp.le secondet le troisième)fournit le

vecteurde redondancey � 	�£ z t �Nv� 4 z t �wv! 4:���:�"4 z t �NvI hN� C@PO¥¤ (resp.y�! et y 6 ). Le mot de code ¦ est alors la concaténationdu
vecteurde bits d’information (avant permutation)et destrois
vecteursdebits deredondance.
Sur la figure 4, le treillis du codede base c est la concaté-
nation de sections

1 ) W \ ) \ ) W \ ) Y \ ) \ ) Y 9 et correspondà un
codedeparamètres[16,12,2].Lestroispermutationssont   � 	1@§ 4w¨�4<©'4�ª(ªb4;« 4;¬�4:ª § 4 § 4:ª(4 _ 4; 4N® 9 ,   ! 	°¯X±³²   � et   6 	´¯0µ'²   �
où

¯+¶
estle décalagecycliqueversla droitede · bits.

4 Codesconstruits

4.1 Propriétés

À titre indicatif,nousdonnonsdansunpremiertempsquelques
polynômesd’approximationdel’énumérateurdespoids(notés¸º¹ �%» ow¼ ) obtenuspar la méthode[5] qui permetd’estimerces
polynômesdansle casd’un entrelaceurmoyenuniforme.Ces
polynômesne correspondentbien évidemmentpasau casde
figurele plusfavorable.Nousobtenonsparexemple:¸º¹ ½ ± » 8;6 ¼ 	 ª � _ j µ � ® _ j !E� � ªq¨$© _ j ! 6

+
_(_ �¨�ª:j ! ± � _(_ ®b®5© _ j ! ½ � ���:�¸¾¹ ! 6 µ » ½ ± ¼ 	 ª � ª:(j ! ½ � ©b § j ! µ

+ ª:�ªq« _ j 6 � �  _ «%® _ § j 6w6 � ���:�¸º¹ 6;¿ ½ » ! 6 µ ¼ 	 ª � j 6 ± � ©bj 6 ½ � ª _ j 6 µ � ©b«(j 8 �
+ ©bÀ(«(j 8w6 � ª:« § �¨lj 8 ± � ���:�

Cespolynômesont l’avantagede fournir uneestimationrela-
tivementfiable du phénomèned’accroissementde la distance
minimaleenfonctiondela longueurdu code.
Le tableau1 recencequelquescodesconstruitssuivant le mo-
dèle de la figure 2 alors que le tableau2 présentedescodes
construitsàpartir dela structure“hybride” (lescouplesdonnés
pour les permutationsiÁ& correspondentaux valeursde

�
et
2

dela permutationdéfinieau3.1).Danscesecondcas,lescodes
obtenussontparailleursdescodesauto-duauxextrémaux.Le
tableau3 proposequantà lui descodesobtenuspar la multi-
concaténationparallèle.Lorsquel’énumérationexhaustivedes
motsde coden’est plus réalisable,l’estimationdesdistances
minimaless’éffectueà l’aide d’un algorithmedecalculissude
[6].

Définition 4.1 Onnote ¦�Â le codedualducode¦ définipar :¦ Â 	ÄÃ # �ÆÅ �6ÈÇqÉ � � ¦Ê4<� � # 	 §�Ë
où “ �Ì�(# ” correspondau produit scalaire euclidien

�Í &nÎÈ! � & # &
modulo2.

Définition 4.2 Un codeestdit auto-dualsi ¦ 	 ¦ Â .

Définition 4.3 Un codeauto-dualbinaire dont tousles poids
sontcongrusà

§Ï�0�%� _
et pour lesquelau moinsun motest

depoidscongruà
_ �0��� © estdit deTypeI.

Définition 4.4 Un codeauto-dualbinaire dont tousles poids
sontcongrusà

§Ð�0��� © estdit deTypeII.

Codedeparamètres Permutations CompositionduÑ Ò"Ó<Ô�ÓEÕ5Ö ×�Ø
et
× � treillis debase

[32,16,8] (3,0); (3,0) ÙDÚ]Û"Ü ÚÊÝbÞ?ß
[64,32,10] (19,0); (19,0) ÙDÚ]Û"Ü ÚÊÝbÞ?à
[96,48,14] (5,0); (11,0) ÙDÚÊáqÜ Ú]â�Ü Ú]á�Þ à
[128,64,16] (19,0); (11,0) ÙDÚ]Û"Ü ÚÊÝbÞ �Fã

[256,128,26ä Õ äæå5ç ] (19,0); (19,0) ÙDÚ]Û"Ü ÚÊÝbÞ �B�
TAB. 1 – Turbo-codessérieauto-duauxdeTypeI

Codedeparamètres Permutations CompositionduÑ Ò"Ó<Ô�ÓEÕ5Ö ×�Ø
et
× � treillis debase

[32,16,8] (3,0); (3,0) ÙDÚ Û Ü Ú Ý Þ?ß
[64,32,12] (19,0); (19,0) ÙDÚÊÛ"Ü ÚÊÝbÞ?à

TAB. 2 – Turbo-codessérieauto-duauxdeTypeII

Les turbo-codessérie obtenusont de plus la particularité
d’êtredescodesauto-duauxquelquesoientlespermutationsaf-
finesutilisées.La démonstrationdel’auto-dualitéprovientdes
deux propositionssuivantes(les deux propositionssont elles
mêmessimplementdémontrables).

Proposition4.1 Soient c d un codeauto-dualde paramètrese ^ d 4 a d 4 � d g et è d la sectiondetreillis construiteenprenantlesa d bits d’informationenétiquettes,les
o J6

premiers bits dere-
dondancecommeétatentrant et les

o J6
derniers bits deredon-

dancecommeétatsortant.Alors, lorsqu’il existe, le codeasso-
cié à la concaténationdecessectionssousformed’un treillis
cycliqueestuncodeauto-dual.

Proposition4.2 Soit é un treillis cycliqueassociéà un codec auto-dual.Alors lescodesassociésà la concaténationsérie
decestreillis via despermutationsquelconquessontdescodes
euxaussiauto-duaux.

4.2 Exemplede décodage

OnnoteP4uncodedeparamètres[400,200]construitàpar-
tir dela concaténationparallèlededeuxtreillis cycliquescom-
posésuniquementdela sectiondetreillis ) . . La figure5 pré-
sentela courbedetauxd’erreurbinairedececodeenfonction
durapportsignalàbruit pourundécodageeffectuésuruncanal
gaussienàbruit blancadditif utilisantunemodulationdephase
à2 états( ê ¯ìë

-2).Un tel décodageestréaliséen15itérations.
LescourbesdescodesCT (3,1),qui résultedela concaténation
de 3 arbres,et TC (21,37),qui estun turbo codeutilisant des
treillis à 16 états,sontdonnésdans[7]. Les courbespour ces
deuxdernierscodescorrespondentà un décodageen18 itéra-
tions.
La figure 6 présenteles courbesde taux d’erreur binaire en

fonction du rapportsignalà bruit pour deuxcodesde rende-
ment !8 : un code[300,100,18]et un code[600,200]notésres-
pectivementP3 et P6. Là aussile canalest gaussienà bruit
blancadditif et la modulationestune ê ¯ìë

-2.
La figure5 présenteunphénomèneintéressantqui semanifeste
à partir d’environ

_ 4w¨ �b�
. En effet pour ce rapportsignal à

bruit on constatequelescourbesassociéesauxcodesCT (3,1)
et TC (21,37)deviennentlégèrementconvexes,ce qui traduit
l’apparition de l”’error floor”. En revanchela courbedu code
P4accentuesonaspectconcaveetcontinuedoncde“plonger”.



Rendementíî Codedeparamètres NombredetreillisÑ ÒuÓEÔ�ÓBÕ5Ö
concaténés

[60,20,8] 4
Rendement

�� [120,40,16] 4
[240,80,24] 4
[24,12,8] 3

Rendement
�� [32,16,8] 4

[128,64,12] 4
[256,128,18] 4

(encaractèresgraslescodesauto-duauxextrémaux)

TAB. 3 – Turbo-codesparallèlederendement!8 et !6
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FIG. 5 – Comparaisondedécodagedecodes[400,200]

5 Conclusion

Nousavonsvu danscet article quedescodespossédantde
bonnesdistancesminimales,pourdesrendement!6 et !8 , peuvent
êtremis sousla formedeturbo-codessérieou à concaténation
parallèlemultiple. Il est de plus très probableque les turbo-
codescourtsde bonnedistanceminimale ne nécessitentpas
l’augmentationde la complexité destreillis descodescompo-
sants.Nousenvisageonsactuellementde construiredescodes
sur l’anneau

� ±
à l’aide de la méthodeprésentéedanscet ar-

ticle enremplaçantle codebinaireHammingétendu[8,4,4]par
l’Octacode[8,4,6]sur

� ±
(cecodeestéquivalentauNordström-

Robinsonsur
�{6

[8]). Ce nouveaucomposantpermetd’aug-
menterla distanceminimaleducodeetpeutêtrenaturellement
associéavec unemodulationde phaseà 4 états.Un autreas-
pectintéressantde ce codeestsacomplexité car il fournit un
treillis à 16 étatset estpar conséquentcomparableà un turbo
codeduo-binairepossédant16 états.Par ailleurs,dessimula-
tionsconcernantle décodageitératif descodesprésentésdans
cetarticlesontencoursderéalisation.
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