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Résumé — Nous présentons un nouvel algorithme de diagonalisation conjointe approchée d’un ensemble de matrices. Utilisant le critére de
moindres carrés, sans contrainte d’orthogonalité, il est comparé a un algorithme analogue pour la séparation de sources. Le critére de nc
algorithme porte sur la matrice de séparation alors que I'autre porte sur la matrice de mélange. Ceci améliore de facon significative la vitesse
convergence avec de meilleures performances.

Abstract — A new algorithm for approximate joint diagonalization of a set of matrices is presented. Using the mean square criterium, without
the ortogonality constraint, it is compared with an analogous algorithm for sources separation. The criterium of our algorithm is on the separatin
matrix while the other is on the mixing matrix. This improves significantely the rate of convergence with better performances.

1 Introduction et qu’alors le minimum par rapport®, est donné par :

La diagonalisation conjointe approchée d’'un ensemble de ma- D, = Diag(UM,;U"), j=1,...,J,

trices symétriques réelles d’ordne, ou Diag(M) désigne la matrice diagonale définie par les élé-
M={My,My,...,M,}, ments diagonaux dd1.

ol M, est définie positive, est un probléme que 'on rencontre C€ critere est repr'is dans [8], sous la 'form\e (2), en suppri-
fréquemment en séparation de sources. Il a été introduit pofffant & contrainte d'orthogonalité stif, c’est-a-dire I'étape

ralgorithme.JADE [2] et repris dans I'algorithm& O BI [1]. de bl_anchiment. Il s’agit dor]c de minimiser,.par rapp9rt aune
L'objectif est de déterminer une matri dite matrice de sé- matrice A quelconque, représentant la matrice de mélange, et

paration, de telle sorte que les matri@1, BT, j =0,...,.J, Par rapport a un ensemb®e = {Dy,...,D;} de matrices
soient le plus proche possible de matrices diagonales. Les alghi@gonales, le critere,

rithmes ci-dessus utilisent une étape préalable de blanchiment. J
Celle-ci consiste a transformgrl en un nouvel ensemble, Conea(A, D; M) =Y [[M; — AD; A"|[3. 4
My ={M; = WM,W', j=0,...,J}, =0

Nous proposons ici d'utiliser plutét la forme (3), c’est-a-dire la

dans lequeM, = I et W est la matrice de blanchiment. Pour "> -> F'°F N o
minimisation par rapport B et aD du critere,

une matrice orthogonal® quelconqueB = UW réalise la

diagonalisation exacte del,. On se ramene ainsi a la diago- J - )
nalisation conjointe approchée dé, par une matrice ortho- Cmey(B, D; M) =Y |BM;B" — D 7. (5)
gonale. j=0

Soit Off(M) = >4 m?2(l, k) la somme des carrés des En effet, il N’y a pas vraiment de justication statistique a
éléments non diagonaux @i4. Le critére consiste a minimiser, ces différents criteres. Par ailleurs, le critere du maximum de

par rapport a la matrice orthogondlg vraisemblance utilisé dans [3], ou celui d’information mutuelle
J de [6], font ressortir de facon naturelle le paramérglutdt
Cis(U; M) = Z Off(UMjUT). (1) queA. De plus, il s'avére que la résolution de (5) est beaucoup
j=0 plus simple et moins problématique que celle de (4).

Soit [ M[|Z = trace(MMY) = 3, m2(l, k) le carré de la Tous ces problemes d’optimisation sont résolus de fagon ité-
norme de Frobenius del. La minimisation de (1) équivaut & rative selon le principe de relaxation. La minimisation de (1)

celle de est obtenue par une succession de rotations planes. La méme
J démarche, mais sans la contrainte d’orthogonalité, est utilisée
Conew(U, Do; My) = Z IM; - U'D,U||%, (2) dans [5], bien que le critere soit différent et porte sur des ma-
=0 trices M; symétriques définies positives. Les minimisations
par rapport & la matrice orthogondleet & I'ensemble des ma- de (4) et (5) entrelacent deux étapes. D'une part I'optimisation
trices diagonale®Dy = {Dy = I, Dy,...,D,} [7]. Cerésul- par rapport aD lorsque A ou B sont fixés. La solution est
tat est immeédiat puisque : alors explicite, mais beaucoup plus simple pour (5) que pour
J (4). D’autre part 'optimisation par rapport& ou B lorsque
Conew(U, Do; M) = Z UM, UT — D,||%, (3) D estfixe. Cette étape est réalisée en considerant successive-

=0 ment la solution par rapport a chaque colonnédeu ligne de
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B, les autres étant fixées. Ici, le cas de (4) présente certaines
difficultés que I’ on ne retrouve pas dans (5).

2 Présentation del’algorithme

Nous rappelons briévement |’ algorithme des moindres carrés
formulé sur la matrice de mélange [8] afin de faciliter sa com-
paraison avec le nouvel algorithme basé sur la matrice de sépa-
ration.

2.1 Matricede mélange

L' ambiguité du facteur d’échelle entre la norme des colonnes
de A et D dans!’expression (4) deCeq (A, D; M) est résolue
en posant Dy = I, ce qui correspond a |’ hypothése de sources
de puissance unité. L’ algorithme procéde par relaxation sur les
parametres D et A gréce aux deux points suivants.

2.1.1 Minimisation par rapport a D

Laminimisation de (4) par rapport a D, lorsgue A est fixé, est
donnée, pour j =0,...,J, par:

D; = Diag{[ATA © ATA] 'diag{ATM,A}},

ou © est le produit (terme a terme) de Hadamard et diag(M)
est le vecteur formé par la diagonale de M.

2.1.2 Minimisation par rapport a A

Laminimisation de (4) par rapport a A, lorsque D est fixé, est
elle-méme réalisée par relaxation sur les colonnes ay, . .., a,,
de A. Leminimum par rapport alacolonne ay, les autres étant
fixées, est obtenu en fonction de laforme quadratique,

J
P, => D;(k) — Y Dj(i)aa] | . (6)
=0

i#k
Si v est le vecteur propre normalisé associé ala plus grande
valeur propre A de Py, aors,

. VA

a = ——v,

Y _o D3(k)

ssA>0eta, =0snon.

2.1.3 Principedel’algorithme

L' algorithme consiste a construire, a partir de Ag = I, une
suite de matrices { A, n > 0} en aternant les deux phases ci-
dessus. A lafin delaseconde phase, lorsque toutes les colonnes
de A ont été modifiées, celles-ci sont normalisées, de sorte a
satisfaire la contrainte,

Diag{B,M¢B}} =1, B, =A,",

avant de passer a la premiére phase pour le nouveau calcul de
D. Le principe de relaxation assure la décroissance, au sens
large, du critere. Mais ceci ne garantit pas la convergence
de I'algorithme. Le test d'arrét porte sur la proximité entre
A (o 1)m € Ay, Cest-aedire aprés un cycle de modification
del’ensemble des colonnes de A 1,,,,.

2.2 Matricede séparation

Sans contrainte sur B ou D dans I'expression (5) du critére
Cimev(B, D; M), celui-ci est sans effet puisqu’il s'annule pour
B=0etD; =0, =0,...,J. Onchoisit donc, comme dans
(4), de restituer des sources de puissance unité en imposant
Dy=1L

221 Minimisation par rapport a D
Ici, laminimisation par rapport & D est immédiate :
D; = Diag{BM;B%}, j=0,...,J.

Elle permet d’éliminer le paramétre nuisible D du critére (5),
dont la minimisation équivaut alors a celle de

Cone(B; M) ZOff (BM,BY), @)

7=0

sous la contrainte Diag{BMyB"'} = 1. Afin de ne pas alour-
dir les notations, nous utilisons les arguments de C,,;(-) pour
distinguer les différents critéres.

2.2.2 Minimisation par rapport a B

Cette minimisation est a nouveau réalisée par relaxation sur les
vecteurs by, . .., b, que constituent les lignes de B. Repre-
nons (7) souslaforme:

J m
CmchM ZZZ bTMb

7=01=1 i#l

En conservant uniquement les termes faisant intervenir b;, on
est conduit aminimiser :
J

Cmcb(bl;M) = ZZ bTM b
7=0 i#l
J
= b {> M;|> bb]| M by,
j=0 i#l

souslacontrainte by Myb; = 1. Soit B(;) lamatrice (m —1) x
m obtenue en supprimant la ¢ lignede B. On a:

T T
> _bib; = BBy,
il

=B'B - bb;.

Le minimum de C,,c(bi; M), par rapport &b, est réalisé par
le vecteur b; qui minimise laforme quadratique,

J
Q = Z M, B{,B()M;,
=0

sous la contrainte b?Mobl = 1. Enconsidérant le change_ment
de variables que constitue I'étape de blanchiment, B = BW,

la nouvelle solution b; est le vecteur propre normalisé associé
alaplus petite valeur propre de lanouvelle forme quadratique :

J
= > M;B;;B)M,. t)
7=0



2.2.3 Principedel’algorithme

L’ algorithme consiste donc & construire une suite de matrices
{B,,n > 0}, apartir de By = I, en modifiant I’ ensemble des
lignes de B par la procédure ci-dessus. Notons qu'a chaque
modification, la contrainte Diag{B,B.} = I est automati-
quement setisfaite. Le test d'arrét porte sur la proximité entre
B+ 1)m € Byn,. Aprés convergence, lamatrice de séparation

est estimée par B = BW.

L’étape de blanchiment utilisée ici est un artifice de calcul.
Elle montre cependant que cette approche équivaut aremplacer
la contrainte d’ orthogonalité, UUT = I, dans (1) ou (3), par la
contrainte plusfaible, Diag{UU"} = L.

3 Etudedu critére

3.1 Existence, invariance et unicité de la solu-
tion

3.1.1 Existence

Les critéres (1), (4) et (5), compte tenu des contraintes, sont
minorés par zéro. Cette valeur est atteinte si et seulement si
les élémeénts de M sont simultanément diagonalisables, ce qui
n'est presgue sirement pas le cas, mais correspond a la situa-
tion asymptotique. 1ls sont continus et peuvent étre considé-
rés sur des domaines compacts. L’ existence d’ une solution est
donc garantie. De plus, ils sont dérivables et le minimum est
atteint a I’intérieur du domaine, ¢’ est-a-dire en un point pour
lequel le gradient est nul.

3.1.2 Invariance

L’invariance naturelle souhaitableici est la suivante : pour une
matriceréguliére R, latransformation RM; R, appliquée aux
ééments de M, équivaut au changement de B en BR 1. Seul
Cimea(A, D; M) ne setisfait pas cette propriété. Dans le cas de
Cjs(U; My), il faut tenir compte de I'étape préalable de blan-
chiment.

3.1.3 Unicité

En revenant au probléme original dela séparation de sources, il
est bien connu que lamatrice de séparation B n’ est définiequ'a
trois facteurs prés d’indétermination, ¢’ est-a-dire qu’ on peut la
remplacer par IIEAB ou II est un facteur de permutation
(matrice carrée dont chaque ligne (et colonne) comporte un seul
terme non nul alorségal a1), £ est un facteur de signe (matrice
carrée diagonal e dont les éléments diagonaux sont égaux a+1)
et A est un facteur d'échelle (matrice carrée diagonale dont les
éléments diagonaux sont strictement positifs). Dans les algo-
rithmes, le facteur d’échelle A est généralement éliminé par
une normalisation adéquate, comme Diag{BMB"} = I. On
peut aussi s abstraire des facteurs IT et £ moyennant certaines
conventions.

D’ autre part, on sait que les méthodes du second ordre con-
duisent &la séparation uniquement lorsgue les spectres norma:
lisés des sources sont distincts. Cette condition seretrouve sous
différentes formes dans les algorithmes mais ne cause pas de

réelles difficultés, car elle est souvent vérifiée en pratique. Elle
sert en fait a garantir I'unicité dans le cas idéal de matrices
simultanément diagonalisables. Ceci correspond aux situations
asymptotiques et permet, par des arguments de continuité, d’ es-
pérer I unicité de |’ optimum global .

3.2 Convergencedel’algorithme

Le probleme de la convergence des algorithmes est un point
difficile qui n'est pas vraiment résolu, méme dans le cas ol
I"unicité de I’optimum global est acquise. Les méthodes de
relaxation, qui assurent I'amélioration du critére a chague ité-
ration, sont certainement préférables aux méthodes de gradient,
sans pour autant garantir la convergence.

3.2.1 Théoréme de convergence

Un résultat général (cf. [4], Théoreme 2.6 p. 173) permet d’ ob-
tenir la convergence sous des conditions raisonables. Soit B =
{B,,n > 0} une suite bornée d'éléments de IR™ telle que
Bni1 — B,||% tende vers zéro. Alors I'ensemble B* des
points d adhérence de B est un continuum si cette suite ne
converge pas (un continuum est un ensemble de points fermé
qui ne peut pas étre décomposé en lasomme de deux ensembles
fermés digoints).

L’ algorithme associé au critereC;(U; M,) estainsi conver-
gent lorsque I’ ensemble des matrices U* annulant le gradient
du critére n’ est pas un continuum (cf. [9]). Pour Ccq (), I'au-
teur admet que I’ unicité de la solution a chaque étape de re-
|axation suffit pour garantir la convergence[8]. Cette condition
ne semble pas suffisante. Pour C,,.(-), €lle consiste & sup-
poser que la plus petite valeur propre de (8) est unique, au
moins a partir d’'un certain nombre de cycles. On fait I’ hy-
pothese supplémentaire que I'écart entre cette valeur propre
et la suivante reste minoré par une quantité strictement posi-
tive. Alors la convergence du critére implique la convergence
vers zéro de |[B,, 11 — B,||%. Un éément B", adhérent ala
suite {B,,,n > 0}, se caractérise par lefait que chacune de ses
IignesBZ‘,l =1,...,m, est le vecteur propre associé alaplus
petite valeur propre de laforme quadratique Qf définie par (8).
La convergence de |’ algorithme est donc acquise lorsque I’ en-
semble detels points B” n’"est pas un continuum.

3.2.2 Extremalocaux

Méme s les conditions de convergence des algorithmes sont
remplies, il reste que lalimite peut correspondre aun minimum
local. Les seuls résultats théoriques sur ce point vont plutét
dansle sens d'indiquer la présence d’ extrema locaux. Ceci est
d ailleurs confirmé par les S numMériques.

3.3 lllustration
3.3.1 Description del’expérience

Nous considérons un mélange instantané, X(t) = AS(¢), de
trois sources autorégressives gaussiennes d'ordres 2, 3 et 4 et
de puissance unité. Les modeles autorégressifs sont paramétrés
par les autocorrélations partielles suivantes :

{0,—.8;.5,—.2,.7;.2,—.7,—.4, 9}.



Lamatrice de mélange A et lamatrice de séparation B = A1
sont données par :

1 4 7 -2 -1.1 .5
A = 3 2 1 , B= .3 29 -1 .
HRRIE
Les éléments de M sont les matrices de covariances empi-
riques symétrisées du signal observé, considérées a différents
retardsj = 0,1,...,6,

T
1. | .
M; = S[R; +Rj], R;== > XMmX(t—j)"
t=j+1

Lataille T des séguences smulées ainsi quele nombre r deré-
pétitions utilisées sont indiquées dansle Tableau 1. Les sources
restituées sont de puissance unité, ce qui correspond a la con-
trainte Diag{BM,B"} = I. Letest d'arrét porte sur I'écart E
entre deux itérés successifs a un cycle de transformations, par
exemple E = B ;1) — Bi, SOUslaforme Y, Je(l, k)| <
9 x 1074,

3.3.2 Réaultats

Pour chaque répétition, on détermine la matrice C; = B;A,
par permutation et changement de signe éventuel de seslignes,
pour laquelle la somme des termes diagonaux (aors positifs)
est maximale. On considere I'indice de performance basé sur
I"erreur de prédiction finale [10],

Igpr =Y EQM{C(I,k)} = IE{||S(to) — S(to)[|*}.
1,k
Il est estimé en utilisant laversion empiriquedel’ EQM,
. 1~
EQM ~ — ; — 2
QMA{C(, k)} ~ — ;[CZ(l’k) ouil?,

oud;; = 1si ! =k,0snon. Cetindice tend vers zéro comme
1/T etleTableau lindiquelesvaleursdeT x Igpp. Lecritére
"Cycles' représente |a valeur moyenne, par rapport au nombre
r de répétitions, du nombre de cycles pour le calcul de C;.

3.3.3 Commentaires

Dans le cadre du second ordre, et en |'absence de bruit ad-
ditif, les méthodes M C A et MCB n'améliorent pas les per-
formances de SOBI, au contraire, et ce avec une vitesse de
convergence beaucoup plus faible, voire catastrophique dans
le cas de MCA. Les simulations reportées dans [8] montrent
gue M C A amélioreles performancesde J AD E (méthode uti-
lisant les cumulants d’ ordre 4), en présence d'un bruit additif
faible, lorsque T' est supérieur a 13000. L’ objectif ici est plu-
t6t de comparer M CB a MC A. Cette formulation du critére
des moindres carrés conduit & un algorithme beaucoup plusra
pide que M C A, tout en améliorant de fagon significative les
performances. Les problémes de convergence de M C A sont
dGs au fait que laforme quadratique (6) est souvent définie né-
gative. L'initialisation par SOBI (M C B*, M C A*) augmente
lavitesse et confirme aussi la présence de minimalocaux pour
le critére Cp,cq(+). Lavaeur deT x Igpp pour MCA (resp.
MCA*), lorsque T = 50, est peu figble car, malgré un nombre
maximal de cycles fixé 450.000 (resp. 500.000), on a observé
387 (resp. 108) cas pour lesguels la convergence de I'algo-
rithme n’a pas eu lieu. Le critére "Cycles' est calculé sur les
seuls cas ayant converge.

Taille et Méthode SOBI MCB MCB* MCA MCA~
répétitions Critére
T=50 [ TxIgpr || 3132 | 3176 | 3176 | 6410 | 5665 ||
r=10000 [ Cycles || 30 | 242 | 117 | 6545 | 7632 ||
T=250 | T xIgpr || 3613 | 3693 | 3693 | 4765 | 4228 |
r=2000 [ Cydes || 27 | 176 | 67 | 3729 | 520 |
T=500 | T xIgpr || 3661 | 3743 | 3743 | 4554 | 4140 |
r=1000 | Cydes || 25 | 174 | 58 | 3151 | 317 |
T =1000 | T xIgpr || 3774 | 3849 | 3849 | 4650 | 4128 ||
r=500 [ Cydes || 24 | 177 | 50 | 2815 | 185 ||
T =10000 | T x Igpr || 4208 | 4273 | 4272 | 7775 | 4546 ||
r=50 [ Cydes | 20 | 194 | 34 | 2498 | 119 |
T =100000 | T x Igpr || 2872 [ 2940 [ 2933 [ 3506 [ 3198 |
r =10 | Cycdles || 20 | 193 | 24 1 2126 | 4T

TAB. 1. Performance et vitesse de convergence des méthodes
en fonction de lataille de la séquence observée
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