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Résumé –
Une définition formelle d’une topologie combinatoire est présentée pour un espace discret n-dimensionnel, défini par la grille

An. L’utilisation de ce type de grille au lieu de la grille classique ZZn est justifiée par : 1) Les grilles An sont optimales pour
l’échantillonnage des signaux n-D quand le théorème de Shannon est respecté. 2) Ces grilles présentent les meilleures configurations
de voisinage entre points grâce au fait que leurs duales topologiques sont des K-simplexes.
Des applications telles que l’interpolation, l’extraction de surface dans les volumes de données médicales sont présentées mettant
en évidence la supériorité de ces nouvelles grilles par rapport à la grille classique ZZ3.

Abstract –
A formal definition of a combinatorial topology is presented here for the discrete n-dimensional space defined by the An lattice.

The use of this sort of grid in replacement of the classical ZZn is based in two arguments: 1) It is the optimal sampling grid in the
sense of the Shannon sampling theorem in 2 and 3 dimensions, 2) It supports the simplest discrete topology definition because
its dual is a K-simplex.
Applications such as interpolation, surface extraction in medical volume data are reported showing the efficiency of these new
grids with respect to the classical ZZ3.

1 Introduction

Les développements récents dans le domaine de l’im-
agerie médicale 3D et de synthèse ont motivé des travaux
concernant la géométrie et la topologie discrètes. La plu-
part de ces travaux utilisent les grilles ZZn comme l’espace
discret évident. Malheureusement, ce choix est plutôt une
erreur historique, conséquence d’opter pour la solution de
facilité au moment d’étendre à des dimensions supérieures
des méthodes bien établies en dimension 1.

Il a été montré que les grilles ZZn malgré leur simplicité
apparente, compliquent le développement d’algorithmes
topologiques. Ces grilles ne sont pas les mieux adaptées à
l’échantillonnage des signaux, elles ne sont pas non plus
appropriées pour définir correctement une topologie discrète.

Notre analyse de ce problème, nous a conduit à nous
concentrer sur l’étude de la grille hexagonale et par ce
biais sur la famille des grilles n-dimensionnelles An op-
timales pour résoudre le problème de compaquetage (em-
pilement) de sphères n-D. L’étude de la famille An ne peut
être réalisée de façon complète sans l’accompagner de celle
de sa famille réciproque A∗n. L’intérêt d’utiliser la famille
An comme support pour la construction d’une topologie
discrète est justifiée par :

– Les grilles An sont optimales pour l’échantillonnage
des signaux n-D quand le théorème de Shannon est
respecté.

– Ces grilles présentent les meilleures configurations
de voisinage entre points grâce au fait que leurs
duales topologiques sont des K-simplexes.

Notre motivation première, pour la recherche de nou-
velles grilles d’échantillonnage est notre confrontation à
la définition correcte d’une topologie discrète lors de la
détection et extraction de surfaces dans des volumes de
données. Une fois l’étude réalisée, plusieurs autres avan-
tages, dus essentiellement aux symétries présentes dans
ces grilles, sont apparus et méritent d’être signalés. On
peut citer la reconstruction à partir de projections [2],
la définition de la Transformée de Fourier Discrète, la
morphologie mathématique et l’interpolation. Ce papier
résume les résultats de nos travaux dans ce domaine. Nous
traiterons d’abord des grilles 2D puis 3D, nous présenterons
la généralisation à la dimension n ainsi que quelques ap-
plications.

1.1 La topologie dans les grilles 2D et 3D

Pour définir une topologie discrète dans la grille carrée il
a été nécessaire de faire appel à deux connexités complémen-
taires, la 4- et la 8-connexité. L’utilisation de cette grille
a continué malgré le fait bien connu que la grille correcte
pour échantillonner l’espace 2D est la grille hexagonale
ainsi que la constatation que la grille carrée conduit à des
ambigüıtés dans la définition de la connexité entre pixels,
ce qui n’est pas le cas dans la grille hexagonale. La fig-
ure 1, montre les relations généralement établies dans les
applications d’imagerie : chaque cercle solide représente
un point d’échantillonnage, (a) le carré gris représente
la région de Voronöı relative au point central. (b)(c) et
(d) sont des définitions possibles de voisinage dans cette



grille. (b) montre le K-complexe associé à la 4-connexité
et les carrés gris sont les régions de Delaunay de la grille,
(c) pour la 8-connexité, ce graphe, n’étant pas planaire
ne peut pas servir comme support pour un K-complexe
2D. Il a été montré que cette connexité ne peut pas con-
duire à une définition correcte d’une topologie discrète.
(d) Illustre le K-complexe associé au graphe de connexité
pour la 6-connexité, cette option présente l’inconvénient
d’être anisotrope. La figure 2 montre les mêmes relations
pour la grille hexagonale. (a) les cercles solides sont les
points d’échantillonnage, l’hexagone gris est la région de
Voronöı du point central. (b) montre le K-simplexe 2D as-
socié au graphe de connexité, les triangles gris correspon-
dent aux régions de Delaunay de la grille. Malgré qu’elle
n’est pas souvent utilisée dans les applications de traite-
ment d’image, la grille hexagonale est fondamentale dans
le processus d’imprimerie ainsi que dans la fabrication des
écrans de télévision et des moniteurs d’ordinateur.

En 3D, les problèmes de connexité deviennent plus com-
plexes avec l’introduction de la 6-, 18-, 26-connexité. Ces
relations sont illustrées sur les figures 3 pour la grille ZZ3.
Le cube gris représente la région de Voronöı du point cen-
tral. A droite on trouve le K-complexe associé à la 6-
connexité (ce n’est pas un K-simplex). En 3D la grille
compacte est la grille cubique à faces centrées (CFC) ; la
figure de Voronöı associée est un dodécahèdre rhombique
(figure 4 (a)). La grille réciproque (l’espace Fourier au sens
signal) de la CFC est la grille BCC (Body-Centered Cu-
bic) dont la figure de Voronöı est un octahèdre tronqué 4
(b).

(d)(b) (c)(a)

Fig. 1: Relations topologiques sur la grille carrée

(a) (b)

Fig. 2: Relations topologiques sur la grille hexagonale

L’apparition d’applications concernant les espaces 4D
et 5D [1] motivent d’avantage l’abandon de la grille ZZn

au profit d’autres types de grilles mieux adaptées pour la
description des espaces discrets n−D.

Fig. 3: Relations topologiques dans la grille cubique

Fig. 4: Régions de Voronoi dans les grilles FCC et BCC

2 Généralisation à l’espace n−D :
La famille des grilles An

Partant du fait que la grille A0 est un point isolé, A1

est un alignement de points sur une droite, A2 est la grille
hexagonale et A3 la CFC, la grille An peut être constru-
ite à partir de An−1 et ce à partir de A0. Sans perte de
généralité, nous considérons que la distance entre points
les plus proches est égale à 1 pour toute grille An. Pour
guider cette construction, nous utilisons l’ensemble mini-
mal de points permettant de définir la grille dans sa to-
talité, il s’agit de l’ensemble élémentaire En qui corre-
spond à la configuration la plus compacte selon laquelle
peuvent être mises en contact (n + 1) hypersphères dans
un espace n−D. Tous les points de l’ensemble sont équi-
distants, le barycentre de l’ensemble est lui aussi équidistant
aux (n + 1) points.

Disposons de l’ensemble élémentaire E(n−1) correspon-
dant à l’espace (n−1)-D, nous pouvons construire celui de
dimension n en considérant que tous les points de E(n−1)

sont dans un sous-espace (n−1)-D d’un autre espace n-D.
De cette façon, la n-ème coordonnée de tous les n points
de E(n−1) est nulle. Un nouveau point est alors ajouté
pour compléter les (n + 1) nécessaires à la conformation
de l’ensemble En. Les premières (n−1) coordonnées de ce
nouveau point sont choisies égales à celles du barycentre
de E(n−1), tandis que la n-ème coordonnée est calculée
de telle manière que la distance entre tous les points de
E(n−1) soit égale à 1. La figure 6 montre le processus in-
cremental pour les dimensions de zéro à trois. Les sphères
représentent les points des ensembles élémentaires tandis
que les carrés représentent les barycentres.

On note bn la distance euclidienne entre le barycentre
et les points de En. et pn la distance euclidienne entre le



nouveau point et le sous-espace occupé par E(n−1). La fig-
ure 5 illustre les relations entre les segments pn et bn pour
deux dimensions consécutives, elles sont explicitement :

p2
n = 1− b2

n−1 (1)

bn =
(

n

n + 1

)
pn (2)

b2
n = b2

n−1 +
p2

n

(n + 1)2
(3)

Avec p0 = 0 et b0 = 0. En utilisant ces expressions récursives
nous pouvons déduire les valeurs de pn et bn.

p2
n =

(n + 1)
2n

et b2
n =

n

2(n + 1)
(4)

L’hypervolume V en correspondant à l’enveloppe con-
vexe de l’ensemble élémentaire est exprimé comme :

V en = V e(n−1)
pn

n
(5)

ce qui conduit à l’expression :

V en=

(
1
n!

) √
(n + 1)

2n
(6)

L’hypervolume V cn de la cellule n-dimensionel définie
par les combinaisons linéaires des vecteurs de la base, avec
des coefficients dans l’intervalle [0, 1] est évalué par l’ex-
pression récursive :

V cn = V c(n−1) pn =

√
(n + 1)

2n
(7)

Cette dernière expression est d’une grande importance
car elle est équivalente au volume de la cellule de Voronöı de
la grille An. Son inverse étant la densité des points de la
grille. Ce volume nous permet de calculer le facteur de
’compactage’ (compression) de la grille.
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1
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1

Fig. 5: Relation récursive entre pn et bn

La table 1 présente les valeurs de pn, bn, V en, V cn is-
sues de ces relations pour les dimensions de zéro à cinq.
Les fractions rationnelles n’ont pas été simplifiées afin de
permettre la comparaison avec les relations récursives. La
dernière colonne montre les valeurs numériques approxi-
matives du volume de la cellule.

S2

p2

b2

S1

p1

b1

S0

p0=0

b0=0

p3b3

S3

Fig. 6: Relation récursive entre pn et bn

n b2
n p2

n bn pn V en V cn ≈ V cn

0 0 0 0 0 0 0 0.000
1 1

4
2
2

1
2 1 1 1 1.000

2 2
6

3
4

√
3

3

√
3

2

√
3

4

√
3

2 0.866
3 3

8
4
6

√
6

4

√
6

3

√
1

72

√
2

2 0.707
4 4

10
5
8

√
10
5

√
10
4

√
5

9216

√
5

4 0.559
5 5

12
6
10

√
15
6

√
15
5

√
1

76800

√
3

4 0.433

Tab. 1: Paramètres de l’ensemble élémentaire

La grille reciproque A∗n est définie comme la grille dont
la base vectorielle est orthonormale à celle de An.

3 Applications

3.1 Extraction de frontières

Une application importante de la topologie discrète est
l’extraction de frontière d’objets représentés dans une grille
n − D. Il s’agit de l’obtention d’une variété (n − 1) −
D correspondant à un ensemble connexe de points qui
représente l’objet. En 3D, et en imagerie médicale, ce
problème est souvent résolu dans la grille ZZ3 par l’appli-
cation de l’algorithme de marching cubes [8].Un objet est
défini dans la grille d’échantillonnage comme un ensemble
de points. L’équivalent continu de cet objet est obtenu en
associant à chaque point de la grille le K−complexe con-
struit à partir de la figure de VoronoÏ de la grille. On con-
sidère ensuite, qu’une cellule m−D σm du K−complexe
appartient à l’objet si ses voisins de dimension supérieure
appartiennent aussi. La frontière de l’objet est composée
de toutes les cellules σm, m < n ayant un voisin de dimen-
sion supérieure appartenant à l’objet et un autre n’appar-
tenant pas. Le graphe de connexité de la grille permet
de définir la structure duale à la grille (dans laquelle à
toute cellule σm est associée une cellule αn−m de la struc-
ture duale, et de déterminer les éléments du K−complexe
qui constituent la frontière de l’objet. Le fait d’avoir un
graphe de connexité K-simplexe garantit que la frontière
d’un objet est un K-complexe défini sans ambiguÏté [3][4].
La figure 7 illustre une extraction de surface dans la grille
BCC.

3.2 Interpolation

La plupart des applications d’imagerie médicale 3D (CT-
Scanner, IRM), utilisent l’interpolation trilinéaire, qui est
peu coûteuse en temps de calcul dans la grille ZZ3. La
région de Delaunay de cette grille est un cube, un point
de l’espace continu admet huit points de la grille comme



Fig. 7: Extraction de surfaces osseuses à partir d’un vol-
ume Scanner X (160x160x139 coupes)

voisins. L’interpolation linéaire est la façon la plus simple
de prendre en compte ces points pour déterminer la valeur
d’un point du domaine continu. La structure de la grille 3−
D A∗3 (BCC)a un tétraèdre comme figure de Delaunay, une
interpolation linéaire est suffisante pour calculer la valeur
du signal en un point de l’espace continu, car unique-
ment quatre valeurs sont à considérer dans l’interpolation
. Le rendu de volume direct est une des applications très
touchées par cette réduction de coût de calcul, ces algo-
rithmes de rendus doivent calculer des intégrales de cer-
tains paramètres (opacité, densité,...) le long des lignes
qui relient une ligne à un objet du volume de données.
Ces paramètres sont souvent calculés par des interpola-
tions trilinéaires sur chaque cellule de Delaunay (figure
9).
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Fig. 8: Tracé d’une ligne droite dans la grille BCC

4 Conclusion

Nous avons défini une topologie discrète dans la grille
A∗n. Le nombre de symétries dans cette grille rend possi-
ble un ensemble de propriétés intéressantes qui est difficile
de réaliser avec la grille ZZn. Nous avons mis en oeuvre
une méthode d’extraction de surfaces dans la grille A∗3.
Les bonnes configurations géométriques présentes dans la
grille A∗n permettent de simplifier le processus de recon-
struction d’un signal par interpolation. Cette grille est
utilisée dans le domaine de la reconstruction d’image à
partir de projections en imagerie médicale [2], ce qui per-

Fig. 9: Visualisation de l’os Illiaque par lancer de rayons
discrets dans la grille BCC

met d’envisager la possibilité de disposer de volumes de
données A∗3 au lieu de ZZ3 et de pouvoir adapter des algo-
rithmes de traitement des signaux à ce type d’échantillon-
nage, beaucoup plus efficaces compte tenu des diverses
symétries. La transformation de Fourier discrète rapide,
les opérateurs de morphologie mathématique montreront
certainement la supériorité, en terme d’efficacité d’implan-
tation d’algorithmes, de ces grilles par rapport à la grille
cubique classique.
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