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R�esum�e { Nous pr�esentons une analyse �a temps discret de la modulation multiporteuse, dite OFDM/OQAM, ce qui aboutit �a
un mod�ele discret de type transmultiplexeur modul�e. Par une d�ecomposition polyphase de ce transmultiplexeur, et en supposant
le canal de transmission transparent, nous d�eterminons les conditions �a imposer �a la fonction prototype de mani�ere �a annuler
exactement les interf�erences entre symboles et celles entre canaux. Nous donnons l'expression analytique de la distorsion totale
maximale pour des syst�emes imparfaits, ainsi que celle de la probabilit�e d'erreur bit dans le cas d'un canal additif blanc et
gaussien. Deux types de fonctions prototypes sont compar�es.

Abstract { A discrete-time analysis is presented concerning the \so-called" OFDM/OQAM multicarrier modulation, thus
leading to a discrete model of modulated transmultiplexer. By a polyphase decomposition of this transmultiplexer, and assuming
a perfect transmission channel, we determine the conditions to impose to the prototype function prototype in order to exactly
cancel the intersymbol interferences and interchannel interferences. We derive the analytical expressions of the maximum overall
distortion for a non-ideal system and the one of the bit error rate for an additive white gaussian channel. Two types of prototype
functions are compared.

1 Introduction

Depuis plusieurs ann�ees, les modulationsmultiporteuses
ont suscit�e un grand int�erêt. Celui-ci se justi�e, en parti-
culier, dans le cas des communications avec les mobiles,
o�u leur e�cacit�e a d�ej�a �et�e d�emontr�ee pour la di�usion
des signaux radio avec, tout d'abord, le syst�eme \Digital
Audio Broadcasting" (DAB) [1].
Dans les sch�emas de modulationsmultiporteuses usuels,

un ensemble de fr�equences porteuses, choisi de mani�ere �a
satisfaire des conditions d'orthogonalit�e en temps et fr�e-
quence, est multiplex�e, c'est le syst�eme dit \Orthogonally
Frequency Division Multiplex" (OFDM).
L'association �a chacune des porteuses d'une modula-

tion d'amplitude en quadrature, sans ou avec \o�set",
produit, respectivement, les modulations OFDM/QAM et
OFDM/OQAM. Cette derni�ere modulation peut fonction-
ner sans intervalle de garde et o�re �egalement une possi-
bilit�e de choix plus �etendue en ce qui concerne la fonction
prototype.

�Etant donn�e que dans les syst�emes actuels l'essentiel de
ces fonctions de modulation et de d�emodulation se r�ealise
sous forme num�erique, une analyse sous la forme d'un mo-
d�ele discret permet d'acqu�erir une vision plus �ne de ces
modulations multiporteuses. Par une mod�elisation, sous
forme de bancs de �ltres, de toute la châ�ne de trans-
mission, nous aboutissons, pour l'OFDM/OQAM, �a une
forme explicite de la relation de transfert entre les donn�ees
en entr�ee du modulateur et celles en sortie du d�emodula-
teur. Nous �etablissons ainsi, pour les �ltres de mise en
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forme, des conditions en temps discret �equivalentes aux
conditions d'orthogonalit�e d�e�nies pour le temps continu.
Ces conditions nous garantissent une transmission sans
interf�erences entre symboles (IES), ni interf�erences entre
canaux (IEC). Pour cela, nous supposons, initialement,
que le canal de transmission est parfait. Ensuite, nous d�e-
terminons l'expression de la probabilit�e d'erreur en tenant
compte d'un bruit de canal, suppos�e blanc et gaussien, et
du niveau de l'IES et de l'IEC.

2 Du continu au discret

La modulation OFDM/OQAM peut se d�e�nir par un
signal �emis tel que

s(t) =
X
n

2M�1X
m=0

am;nh(t� n�0)e
i'm;ne2i�(f0+m�0); (1)

o�u 2M est le nombre de sous-porteuses, am;n d�esigne les
symboles r�eels transmis, �0 et �0 sont, respectivement, les
espacements entre 2 symboles et 2 sous-porteuses, h(t)
est la fonction dite prototype. Classiquement, 'm;n =
(m + n)�2 et �0�0 = 1

2 , ce qui permet, �a la di��erence
de l'OFDM/QAM o�u �0�0 = 1, de relâcher en partie la
contrainte d'orthogonalit�e [2]. Par ailleurs on suppose h(t)
paire, i.e même prototype �a l'�emission et �a la r�eception,
et on pose f0 = 0.
En retardant s(t), et en substituant au �ltre sym�etrique

h(t) sa version causale p(t), on obtient, par une discr�eti-



sation au pas Te =
�0
M
, la version discr�ete de s(t)

s0(kTe) =
X
n

2M�1X
m=0

am;n(�1)mnei
�
2 (m+n) (2)

p((k � nM )Te)e
i� m

M
(k�nM�N�1

2 );

o�u N d�esigne la longueur du �ltre prototype. Autrement
dit les �ltres en sous-bande du modulateur, c'est-�a-dire
par dualit�e ceux d'un banc de synth�ese, sont donn�es par
la relation

fm(k) = p(kTe)e
i� m

M
(k�N�1

2 )ei
�
2m: (3)

La d�emodulation consiste �a projeter le signal re�cu sur
les fonctions de base. On peut montrer que, dans une for-
mulation �a temps discret, les symboles re�cus s'expriment
par [3]

âm;n = <fTe
N�1X
k=0

s0((nM � k + N � 1)Te) (4)

e�i
�
2 n(�1)nmhm(k)g

avec

hm(k) = p(kTe)e
i� m

M
(k�N�1

2 )e�i
�
2mf�m(N � 1� k): (5)

On notera dans cette expression l'analogie avec le �l-
trage, par un banc d'analyse, dans une sous-bande d'in-
dice m. A�n de g�erer le retard de reconstruction, on pose :
N�1 = �M��, o�u (�; �) 2 IN

2 et � > 1 , 0 � � < M . En-
suite par le changement de variable n0 = n+�, on obtient
le sch�ema de transmultiplexeur OFDM/OQAM repr�esent�e
�a la �gure 1.

3 Description polyphase

Nous d�ecomposons la fonction de transfert P (z) du �ltre
prototype en fonction de ses composantes polyphasesGl(z)

�a l'ordre 2M , i.e. P (z) =
P2M�1

l=0 z�lGl(z2M ). Posons en-
suite

G(z) = diag(G0(z); : : : ; G2M�1(z));

et introduisons les matrices de modulation C et C0 dont
les �el�ements se calculent par ck;l = e

i�
M
k(l�N�1

2 )e�i
�
2 k et

c0k;l = e
i�
M
k(l�N�1

2 )ei
�
2 k, respectivement.

Par une d�ecomposition polyphase de type I et II [4],
respectivement, pour le modulateur et le d�emodulateur, il
est alors possible d'exprimer les matrices polyphases cor-
respondantes, not�ees R(z) et E(z), en fonction des com-
posantes polyphases de P (z) :

E(z) = CG(z);R(z) = JG(z)C0T ; (6)

o�u J d�esigne la matrice anti-diagonale et T l'op�eration de
transposition.

Notons par
TZ ! la tranformation en z, on utilisera la

notation qui suit pour repr�esenter les symboles r�eels �emis,
am;n = xm(n), et ceux re�cus, âm;n = x̂m(n) = <(x̂0m(n))(

Xm(�iz) TZ ! inam;n

X̂0
m(�iz) TZ ! inx̂0m(n)

: (7)

Nous obtenons ainsi la repr�esentation polyphase du mo-
dulateur/d�emodulateur OFDM/OQAM de la �gure 2. Ce
sch�ema prend en compte le retard global � introduit par
la châ�ne de traitement et on notera que la section associ�ee
aux expanseurs, lignes �a retard et d�ecimateurs correspond
�a une fonction de transfert not�ee ��(z).
Sous forme vectorielle, la relation d'entr�ee-sortie du mo-

d�ele discret OFDM/OQAM s'exprime alors par

X̂
0
(z) = i�z�E(�z2)��(iz)R(�z2)X(z): (8)

4 Orthogonalit�e discr�ete

Apr�es d�eveloppement des calculs [3], et en extrayant la
partie r�eelle des �echantillons de sortie retard�es de �, la
relation d'entr�ee-sortie du transmultiplexeur associ�e �a de
l'OFDM/OQAM, peut alors s'�ecrire X̂(z) = Q(z)X(z),
o�u Q(z) se pr�esente sous la forme d'une matrice 2M�2M
telle que
Q(z) =0

BBBBBBBBB@

Q0(z) 0 Q1(z) � � � QM�1(z) 0

0 Q0(z) 0
.. .

Q1(z) 0 Q0(z)
. . .

...
. . .

. . .
. . .

QM�1(z) 0 0
0 QM�1(z) 0 � � � 0 Q0(z)

1
CCCCCCCCCA

(9)

En posant N = 2mM + r, o�u r est un entier, on peut
montrer que les �el�ements non nuls de cette matrice, pour
0 � k < M , sont donn�es par [3]

Qk(z) = (�1)k
M�1X
l=0

Ul(�z2) cos
�
2�k

M
(l � r � 1

2
)

�
;

avec

Ul(z) = Gl(z) ~Gl(z) + Gl+M (z) ~Gl+M (z): (10)

Chaque composante X̂m(z) du vecteur X̂(z) est donc telle
que

X̂m(z) = Q0(z) Xm(z) +
M�1X
k=1

Qk(z)X2k+m(z) ; (11)

o�u la quantit�e 2k +m est d�e�nie modulo 2M .
Pour �eliminer l'IES et l'IEC il est donc n�ecessaire d'avoir,

respectivement, Q0(z) = 1 et Qk(z) = 0, pour 0 < k < M .
On peut v�eri�er que pour cela

Gl(z) ~Gl(z) +Gl+M (z) ~Gl+M (z) =
1

M
; (12)

est une condition su�sante [3] et n�ecessaire [5]. La rela-
tion (12) est celle qui garantit �egalement la reconstruc-
tion parfaite pour des bancs de �ltres modul�es en cosinus
ayant une fonction prototype P (z) sym�etrique et de lon-
gueur arbitraire [6]. On peut noter que, ind�ependamment
et par une autre approche, la condition d'orthogonalit�e de
la fonction prototype est aussi trait�ee dans la r�ef�erence [7].



5 Calcul des distorsions

Supposons �a pr�esent que le canal est caract�eris�e par un
bruit blanc gaussien de densit�e spectrale N0

2 . Nous suppo-
sons aussi que les modulations sur chaque voie sont iden-
tiques et de type OQAM �a 22K �etats, de sorte que chaque
symbole r�eel xm(n) = am;n prend ses valeurs dans l'en-
semble

�
A(�2K + 1); A(�2K + 3); : : : ; A(2K � 1)

	
. La dis-

torsion totale maximale due �a l'IES et l'IEC peut se cal-
culer �a partir de (11), elle s'exprime par

Dmax =
(2K � 1)

q0(0)

8<
:
X
k 6=0

jq0(k)j +
M�1X
j=1

X
k

jqj(k)j
9=
; :

(13)

Soit Eb l'�energie par �el�ement binaire, apr�es quelques
calculs report�es en [3], la probabilit�e d'erreur bit pour un
canal gaussien s'obtient par l'expression

Peb =
2K � 1

K2K

"
erfc

 s
3KEb

(22K � 1)N0

!
(14)

+
2p
�

Te

�2

s
6KEb

(22K � 1)

�r
1

2N0

�3

e
�

3KEb
(22K�1)N0 E(D2)

#

avec

E(D2) =
2K

Te�
Eb

2
4X
k 6=0

jq0(k)j2 +
M�1X
j=1

X
k

jqj(k)j2
3
5 ;

et � =
P

k jp(k)j2.

6 R�esultats

Le plus souvent les fonctions prototypes discr�etes sont
obtenues par troncation et discr�etisation de fonctions conti-
nues. De ce fait elles ne satisfont pas, au moins a priori,
la relation (12) et ne font que s'en approcher. Comparons
de ce point de vue 2 types de fonctions v�eri�ant en discret
la condition d'orthogonalit�e pour un support temporel in-
�ni :

{ La fonction racine carr�e du cosinus sur�elev�e (RCCS)
�a support fr�equentiel born�e et de facteur de retom-
b�ee (\roll-o�") not�e �;

{ Une famille de fonctions dites gaussiennes �etendues
(EGF) �a support fr�equentiel non born�e [8], que l'on
caract�erise ici uniquement par le facteur d'�etalement
de la fonction gaussienne qui lui est associ�ee (e���t

2

).

Une illustration de chacune de ces r�eponses en fr�equence
est donn�ee, dans le cas discret, aux �gures 3 et 4.
Posons p = � log10(Dmax), le terme 10�p mesure alors

la pr�ecision avec laquelle chaque prototype approche l'ortho-
gonalit�e parfaite, nous avons compar�e pour ce crit�ere les
fonctions RCCS et EGF. Dans ce dernier cas on v�eri�e
que p et le rapport N

M
sont reli�es par [8], [3]

N

M
' 40 ln(10)

�

p

8:0858�+ 2:4142
p
�

(15)

La �gure 5 illustre la validit�e de cette estimation. Elle
montre aussi l'int�erêt des EGF par rapport aux fonctions
RCCS, (cf. �gure 6), plus performantes et ayant de plus
un comportement pr�edictible.
Au del�a de cet exemple il faut noter �egalement que pour

les crit�eres de distorsion maximale et de probabilit�e d'er-
reur bit :

{ Les performances des EGF s'am�eliorent si � aug-
mente, i.e. meilleure localisation temporelle;

{ les RCCS cr�eent une plus faible IES quand � at-
teint son maximum, i.e. � = 1, par contre l'IEC est
alors plus forte. Par exemple elle est plus �elev�ee pour
� = 1 que pour � = 0; 5. Et dans tous les cas les per-
formances des fonctions RCCS restent inf�erieures �a
celles des EGF.

Apr�es troncation du support temporel les EGF discr�etis�ees
ne satisfont plus exactement la condition d'orthogonalit�e
discr�ete (12). Par une simple optimisation locale celle-ci
peut toutefois être v�eri��ee. Ceci sans modi�er notable-
ment la r�eponse en fr�equence initiale, si le rapport N

M
est

de quelques unit�es, cf. �gure 5. Le tableau 1 donne un
exemple d'un prototype parfaitement orthogonal.

n Coe�cients n Coe�cients
0 -1.82513475819355e-02 4 1.43374153258534e-01
1 -9.73303792007079e-03 5 2.79009078405666e-01
2 1.44612203659441e-02 6 4.14548037319676e-01
3 6.04444093102812e-02 7 4.74823350175592e-01

Tab. 1: Premiers coe�cients (p(n); 0 � n � 7) d'un pro-
totype EGF optimis�e avec � = 1, M = 4, N = 16.
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Fig. 1: Transmultiplexeur associ�e �a l'OFDM/OQAM.
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Fig. 2: Repr�esentation polyphase d'un transmultiplexeur pour la modulation OFDM/OQAM.
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Fig. 3:R�eponse en fr�equence pour une fonction EGF
discr�etis�ee.

Fig. 4: R�eponse en fr�equence pour une fonction en
Racine Carr�e de Cosinus Sur�elev�e (RCCS) discr�eti-
s�ee.
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Fig. 5: �Evolution du facteur de pr�ecision des EGF
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M
pour � = 0; 5 (+), 1 (�), 1; 5 (o).

Fig. 6: �Evolution du facteur de pr�ecision des RCCS
en fonction du rapport N

M
pour un roll-o� de 0; 5.
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