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Historique de l'article : Le changement brutal des propriétés des matériaux a travers l'interface entre les
différents matériaux peut provoquer de fortes contraintes inter-laminaires menant a la
délimitation, au craquage et a d'autres mécanismes de dommages. Pour remédier a ces
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le comportement thermomécanique en flexion des plaques épaisses (FGM) en
céramique/métal. Ce travail présente un modeéle employant une nouvelle fonction de
cisaillement transverse. Les résultats numériques obtenus par la présente analyse sont
Cisaillement transverse présentés et comparés a ceux disponibles dans la littérature. On peut conclure que cette
théorie est efficace et simple pour I’analyse statique des plaques FGM dans des
environnements thermiques.
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behavior of ceramic / metal thick plates (FGM). This work presents a model employing
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are presented and compared with those available in the literature. It can be concluded
that this theory is effective and simple for static analysis of FGM plates in thermal
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1 Introduction

Le concept de la FGM a été proposé en 1984 par un groupe de spécialistes des matériaux, a Sendai, au Japon, pour les
barriéres thermiques ou propriétés de blindage de chaleur [1]. Au début le FGM a été congu comme un matériau de barriére
thermique pour 'application dans 1'aérospatiale et les réacteurs de fusion. Plus tard, les FGMs ont été développés pour les
industries militaires, automobile, biomédicale et les semi-conducteurs et comme un élément de structure générale dans des
environnements thermiques €élevés. Le FGM est I'un des matériaux a haute température de pointe pour les environnements
haute température capable de résister & des températures extrémes. Les matériaux a gradient de propriétés (FGM) sont
inhomogeénes a I’échelle microscopique, dans lequel les propriétés mécaniques varient de facon réguliére et de fagon
continue d'une surface a l'autre. Ceci est réalisé en faisant varier progressivement la fraction volumique des matériaux
constitutifs, ces matériaux sont fabriqués a partir d'un mélange de céramique et de métal ou d'une combinaison de différents
matériaux. Le constituant de la matiére céramique fournit la résistance a haute température en raison de sa faible
conductivité thermique et protége le métal de l'oxydation. Le constituant de métal ductile, d'autre part, empéche la rupture
provoquée par contraintes dues au gradient a haute température dans un trés court laps de temps. En outre, un mélange
d'une céramique et d'un métal avec une fraction de volume variant de fagon continue peuvent étre facilement fabriqués [2-
5] Un certain nombre de revues traitant de divers aspects de la FGM ont été publiés au cours des derniéres années [2-10].
Dans cet article une nouvelle théorie raffinée hyperbolique de déformation de cisaillement de plaque est utilisée. La
fonction hyperbolique en termes de coordonnées de I'épaisseur est utilisée dans le champ de déplacement pour tenir compte
de la déformation de cisaillement. L'originalité de la théorie est qu'elle ne nécessite pas un facteur de correction de
cisaillement, satisfaisant la nullité de contrainte de cisaillement aux surfaces supérieure et inférieure de la plaque. Des
exemples numériques sont présentés pour illustrer la précision et l'efficacité de la présente théorie en comparant les
résultats obtenus avec ceux calculés a l'aide de diverses autres théories.

1.1 Formulation théorique
1.1.1  Configuration géométrique et hypothéses de base

Considérerons une plaque rectangulaire en FGM d'épaisseur h, d’une longueur a suivant la direction de x, et de largeur
b suivant la direction de y, comme indiqué sur la fig. 1.

v

y

¥

Fig. 1. Systéme d’axe et géométrie pour les plaques rectangulaires en FGM.

La présente théorie raffinée de déformation de cisaillement hyperbolique de la plaque employée par El Meiche et al.
[11] représente la distribution hyperbolique de la contrainte de cisaillement transversale, et satisfait la nullité¢ de ces
contraintes sur les surfaces supérieures et inférieures de la plaque sans utiliser des facteurs de correction de cisaillement. Le
nombre de fonctions inconnues est seulement quatre, tandis que cinq ou plus dans le cas des autres théories déformation de
cisaillement (voir tableau I).

La présente théorie proposée, est basée sur I’hypothése que les déplacements axiale et transversale sont constitués
d’une partie de flexion et une autre de cisaillement de telle sorte que la composante de flexion ne contribue pas dans les
efforts de cisaillement et de méme, la composante de cisaillement ne contribue pas dans les moments de flexions.
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Tableau 1. Modéles des déplacements.

\ L. Fonction de Fonctions
Modeéle Théorie cisaillement transverse inconnues
CPT La théorie classique des plaques $(2)=0 3

La théorie de déformation de cisaillement du premier ordre
FSDPT . s(z)=z 5
(Reissner, [12])
2
la théorie de déformation de cisaillement parabolique 4z
PSDPT =z 1- 5
S (Reddy, [13]) () { 3h° j
SSDPT la théor.ie de déformation de cisaillement trigonométrique df(z) _ h il = 5
(Touratier, [14]) . A
h . z
—sinh| — |-z
B la théorie raffinée de déformation de cisaillement z [ h ]
Présente . 13 (z) = 4
hyperbolique (”j
cosh| — [—1
2
1.1.2  Cinématique et équations constitutives et d’équilibres
En se basant sur les hypothéses précédentes, le champ de déplacement est obtenu comme suit :
aWb aWS
U(xay,z):”()(X,J’)_Z _é(z)_
Ox Ox
ow ow 1
V(x,y.2) = vg(xp) — 2—L — &) 5 )
oy oy
W(xvyvz) = Wb(st’) + Ws(an’)
Les relations cinématiques peuvent étre obtenues comme suit :
0 b
&y Ex k% k;?
ey t=16d Lzl kb Lre@ kS L (2a)
0 s
Vxy Vxy k)[gy kxy
s
Vyz Vyz
{ g } =)y (2b)
Vxz Vxz
df (z
Avec : Y(z)=1- /() (3a)
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2
Ouy _6 “b
- 2
0 b ox
o o L 62w
Oir: gy =y — fAkbi=l P (3b)
Ox b oy
Vxy _auo +% kxy 82wb
-2
% Ox Ox0y
82w@
s 8x2 owg
k. 62W }/S —
ky =i - { {Z}= o (30)
S oy Vxz Ows
Xy 262WS Ox
Ox0y

Les propriétés matérielles P de la plaque en FGM telles que le module d'Young E , le coefficient de PoissonV, et le
coefficient de dilatation thermique & sont déterminés par :

P
P(z)=Py, +(PC —PM) G+Zj (4)

Ou: Pp et Py, sont les propriétes correspondantes de la céramique et du metal, respectivement, et p l'exposant (I'indice)

de la fraction volumique qui prend des valeurs supérieures ou égales a zéro.

Les relations constitutives linéaires sont :

Oy 91 92 0 | ex—a AT
Txy O 0 Q66 ) yxy
{’yz} _ I:Q44 0 W{?’yz} (5b)
Tzx 0 Q55 1 Fzx

Ou: (oy, Ty, Txys Tyzs Tyx) et (&y, Eys Ixy» Vyzs ¥zx) sont les termes des contraintes et des déformations,

respectivement.

Les coefficients de rigidité peut étre exprimée par :

E(z) v E(z)

Q11:Q22=1_V2aQ12— 1_2 (6a)
E
O44 =955 =6 :ﬁ (6b)

La distribution de la température appliquée a travers 1'épaisseur est prise en charge, elle est donnée comme suit :

T(x,y,z):Tl(x,y)+%T2(x,y)+%sin(%)T3(x,y) (7N
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Les équations d’équilibre sont obtenues a partir du principe des déplacements virtuels :

ON. ON
Su S
ox oy
ON ON
é'vO: i+—y=0
ox 0
’ ®)
2..b 2..b
Pmb oMy, oMy
5wb: 3 +2 + 3 +¢=0
ox Ox0y oy
2 5 2.8 2,8 s s
oM oM oM aS oS
5wy : 2x+2 i 2y+ Xz, yz+q=o
ox 0Ox0y oy ox oy
Les résultantes des contraintes N, M et S sont définis par :
N, N, N
X y Xy 1
hi2
Mb, Mb, Mb =.[ (0' o._,T ) z rdz )
X y Xy -hi2\ "Xy’ Xy
S ML S £(2)
X Y Xy
h/2
(832,892 )= [, (rxzo7yz ) W20z
(10)
Ou bien comme suit :
N)] |4 B B|[e] | NT
mPl-l B D DS |IkPLImOT L 5= 45y (11)
e BS D5 HS ||k MST
Avec: 4;, By, etc., sont les termes de la matrice de la rigidite de la plaque, définis par :
4, By Dy Blsl D1S1 Hlsl 1
/2
4y By Dy BY DY HY (=] 0(L22 800z E6.EG) v (12a)
Ass Bss Dgs By Dgs His 1-v
2
h2  E(z)
(AzzaBzzaDzz’BgzaDgzaHi) (AllaBllﬂDll’Bll’Dll’Hll) A44 A55 Ih/221 v)[ ()] (12b)

La contrainte et le moment résultant: N = N;, M =M ;’T, M =M ;T dus aux charges thermiques sont
définies respectivement par :
T
Ny 1
h2 E
ML= £@ wior] - la (12¢)

—h2 11—y
msT £(2)
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2 Solution exacte pour les plaques FGM

Les plaques rectangulaires sont généralement classées en fonction du type de support utilisé. Nous considérons ici la
solution exacte de I’équation (8) pour une plaque FGM simplement appuyée. Pour résoudre ce probléme, « Navier »
suppose que les charges transversales mécaniques et thermiques q; et Ti sont données sous la forme d'une double série de
Fourier comme suit :

T; i

{q}:{zo}sin(lx)sin(,uy), (i=1,2,3) (13)
Avec: A=n/a, u=rlb, g, et t; sont constants.
Suite a la procédure de la solution Navier, nous supposons la solution suivante :

Uy Umn COS(ZX) Sln(ﬂ)’)

Vo | _ |V mnsin(Ax)cos(y)

= : . (14)
w, W, sin(Ax)sin(uy)

w, W, sin(Ax)sin(uy)

N

ou:U,,,V,..W,, et W, sont des paramétres arbitraires a déterminer sous condition que la solution de l'équation

(14) satisfait les équations d’équilibre (8). On obtient 'équation opérateur suivante :
[T]ia}={F} (15)
Avec : {A} = { mn,an,%,VK,}t et [F] est la matrice symétrique donnée par :
[r]= (16)

Dans la quelle :

Iy = _(Anlz + A66/u2)
Fp=-Au (Alz +A66)
T3 =2 [B A" +(By +2Bgs) 1]
Ty, =4 [BHA* +(B), +2B) 1]
%) :_(A%lz +A22/12) a7
Ty = 1 [(Biy +2Bgs) A% + By i’]
Ty = 4 [(BYy +2B3g) A% + Byypi’]
Iy = _(Dn}b4 +2(Dyy +2Dss) A7 1 + D22ﬂ4)
I'y, = _(Dlslﬂ“4 +2(Dy, +2Dgé)/12 M g +Dy, p 4)

Ly = _(HISV14 +2(H}, +2H26)/12ﬂ2 +H§2ﬂ4 + Agslz + A24'u2)
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Les composantes du vecteur de la force généralisée sont donnés par :
R=2 (4"t +B",+ Bt
Fy=p (4 + B+ Bs) s
1
Fy=—qy—h(2*+4*) (B4 + D"t + “D"s;
F, =—q, —h(/lz +,u2) (SBTz1 +°D"t, + SFTt3)
Ou:
T of o\ _ ("2 E@2) -2
{A ,B",D }—I_hul_va(z){l,z,z dz (19a)
aTaT_h/zE(Z) 7] _
{ BT .“D }_j_m " a(z)\I‘(z){l,z} dz (19b)
sTsTST_h/zE(Z) = T w
{ BT DT °F }‘Lm o a(z)g(z){l,z,\}f(z)} dz (19¢)
Dans laquelle :
- = — 1 . (7nz
z=z/h,E(z)=£&(2)/h et ¥(2)= —s1n(7j (20)
T

3 Validation analytique et Résultats numériques

Pour la plaque en FGM, les propriétés matérielles utilisées dans la présente étude sont :

- Métal(Aluminium) :
Eyy =70 (GPa);v =03 :a, = 23><(10_6/C°)
M ) D Uy
- Céramique (Zirconia) :
E,=151(GPa); v=03;a :10><(10_6/C°)
C ) DU

Des résultats numériques sont présentés en termes des contraintes et la fléche (déflexion) non-dimensionnels.

Les différents paramétres non-dimensionnels utilisés sont :

_ 2
- La fléche centrale : w= 1(2 D w(ﬁ,éj
a qO
. . — 1 ab h
- La contrainte axiale : ox = 5 Ox| =»7»%
107 ¢ 222
. - - 1 b
- La contrainte de cisaillement transversale :  7xz = ———7,;| 0,—,0
10g(, 2
- WE,.
- La coordonnée d'épaisseur : z=z/h, D=

Les résultats numériques sont donnés et représentés dans les figures 2- 10 en utilisant la présente théorie raffinée de
déformation de cisaillement hyperbolique (RHSDT), elle n'exige pas de facteur de correction de cisaillement et le nombre
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de fonctions inconnues pour la présente théorie d’ordre élevé est seulement quatre. Nous notons que le facteur de correction
de cisaillement est pris K = 5/6 dans la théorie de déformation de cisaillement du premier ordre (FSDPT).

0,407 . . - . - . - . ' '
. |
0,406 - T
—=a— Présente (RHSDPT) | |

- @- Reddy (PSDPT)

0,405 - - - A- - Touratier (SSDPT) T
L —-w-- Reissner(FSDPT) 1
0,404 |- --&-- (CPT) -
N 0,403 - T
0,402 | 7]
0,401 |- T

0,400 —_—

0 10 20 30 40 50

a/h

Fig. 2. Variation de la fleche non dimensionnelle ( w ) a travers ’épaisseur d’une plaque FGM carrée (p = 2)
pour les différentes théories et pour différents rapports d’élancement (a / h ) avec (q, =100,¢, =0).

0,5 T T T

oal ]
03l _'
02| i
or| ]
r —a— Présente (RHSDPT) 1
< 00 - #- Reddy (PSDPT) ]
o01L - - A- - Touratier (SSDPT) ]
’ —-w-- Reissner(FSDPT) 1
02k --&-- (CPT) -
03 | _-
oal ]
_0’5 I 1 1 | 1 | 1 | 1 | ]

02 -0,1 0,0 0,1 0,2 03

GXX

Fig. 3. Variation de la contrainte axiale non dimensionnelle (O x) a travers I’épaisseur d’une plaque FGM carrée
( P = 2) pour les différentes théories avec (q, =100, ¢, =0).

La relation entre la présente théorie et les différentes théories de déformation de cisaillement a ordre élevé et du
premier ordre et la théorie classique pour les plaques (PSDPT, SSDPT, FSDPT, CPT) est illustrée dans les figures 2- 10.
Ces figures donnent également les effets de la variation des valeurs de I’indice de la fraction volumique p et la distribution
du champ thermique sous forme (uniforme, linéaire et non linéaire) sur la fleche (adimensionnelle) et les contraintes pour

une plaque FGM rectangulaire. 11 est clair que la fléche diminue tant que le rapport d’élancement ( @ / 4 ) augmente.
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—=— Présente (RHSDPT) | |
- - Reddy (PSDPT) -
- - A- - Touratier (SSDPT) 1

-0,25 -0,20 -0,15 -0,10 -0,05 0,00

T
z

Fig. 4. Variation de la contrainte de cisaillement non dimensionnelle (7T x: ) a travers I’épaisseur d’une plaque FGM
carrée ( p = 2) pour les différentes théories avec (q, =100,¢, =0).

70 T y T y T y T y T y T
60 |- v ]
50 [ A\ —=a— uniforme ]
wol -.\‘ - o- linéaire
i 1 - - A- - non linéaire 7
30 | \ —-¥-- combinaison -
20| 4 -
10 i_\_ -
W ol ey b t——t—— ]
/
I [ ]
10 L -
20 L -
30 - -
40 - i
-50 B u -
| 1 | 1 | 1 | 1 | 1 |
0 10 20 30 40 50

ah

Fig. 5. L’effet de la charge thermique sur la fleche centrale adimensionnelle ( v_v ) d’une plaque FGM rectangulaire
( p =2) pour les différents rapports d’élancement (a / h ) avec (b = 2a, q, =100).

Les figures 2-4 représentent un excellent accord de la présente théorie avec les autres théories de déformation de
cisaillement a ordre élevé pour une plaque FGM rectangulaire soumise a une charge mécanique.

Pour les figures 9-10, il est important d'observer que les contraintes pour une plaque entiérement en céramique ne sont
pas les mémes que pour une plaque entierement en métal. Ceci est parce que la plaque est soumise a un champ de
température.
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La contrainte axiale (O x ), est représentée sur les figures 5 et 9. On peut voir que les contraintes de compression
maximales se produisent & un point a proximité de la surface supérieure tandis que les contraintes de traction maximales
sont a un point proche de la surface inférieure de la plaque en FGM.

0,5 —r————
04|
0,3} P
L R
7
02 7‘ 4
L I. "/ .
01 w f —a— uniforme ]
00 I \ ./ L - 9- linéaire ]
% ad . / 5 - - A-- non linéaire ]
01k N °i —-w--combinaison | |
b \ [
I T’\ s
02 |- l\ 'v\ .‘ A i
- s\ ‘ :
_0,3 -— l\ v\’ ? .
! .

‘ ]
04 F )‘. 1
\ oy
_05 1 1 1 1 1w | .A'l .\.‘.l 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

10 08 -06 04 02 00 02 04 06 08 10

(e}
XX

Fig. 6. L’effet de la charge thermique sur la contrainte axiale non dimensionnelle ( gx ) d’une plaque FGM
rectangulaire ( p = 2) pour les différents rapports d’élancement (a / h ) avec (b = 2a, q, = 100).

05

04 |-

03} ‘ o —a— uniforme
%, - - linéaire

- - A- - non linéaire 7
—-w-- combinaison 1

02

01

05 . 1 . 1 . . .
-0,25 -0,20 -0,15 -0,10 -0,05 0,00

T,
Xz

Fig. 7. L’effet de la charge thermique sur la contrainte de cisaillement non dimensionnelle ( ;xz ) d’une plaque FGM
rectangulaire ( p = 2 ) pour les différents rapports d’élancement (a / h ) avec (b = 2a, q, = 100).
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Les figures 6 et 10 illustrent les distributions a travers I’épaisseur de la contrainte de cisaillement ( 7x. ) d’une plaque

FGM carrée et rectangulaire sous des charges thermiques. Les valeurs maximales de (7x: ) se produisent a (z =(0.1) de la
plaque en FGM et non pas au centre de la plaque comme dans le cas homogene. La fleche, les deux contraintes axiales et
les contraintes de cisaillement augmentent avec l'augmentation de la charge thermique.

80w -
o

—a— Céramique .

-9- p:2 -

.- A - p:3 J

—¥-- p:5 -

--¢--- Métal y

ah

Fig. 8. L’effet de ’indice de la fraction volumique p sur la fléche centrale adimensionnelle ( v_v ) d’une plaque FGM
rectangulaire pour les différents rapports d’élancement (a / h ) avec (t, =10,b = 2a,q, =100).

05 P R P e ST L
04l i T i
0,3 _
0,2 | N
0,1 I ~ —a— Céramique i
L - e- p=2 1
= 0!0 - A - p=3 —
N ot D |
el | --&-- Métal 7]
-0,2 ]
_0,3 -
-0,4 _
_0,5 I 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0 15 2,0 2,5
(o)
XX

Fig. 9. L’effet de ’indice de la fraction volumique p sur la contrainte axiale non dimensionnelle ( gx ) d’une plaque
FGM rectangulaire avec (1, =10,b=2a,q, =100).
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—a— Céramique i
-o- p=2 J
.- A - p:3 -
—¥-- p=5 .
--4--- Métal 7

05 [ B . . . . y
-03% -030 -025 020 015 010 -0,05 0,00

T,
Xz

Fig. 10. L’effet de ’indice de la fraction volumique p sur la contrainte de cisaillement non dimensionnelle ( ;xz )
d’une plaque FGM rectangulaire avec (t, =10,b=2a,q, =100).

4 Conclusion

Dans ce travail, nous avons présenté les résultats numériques de 1’analyse statique des plaques en matériaux composites
a propriétés spécifiques "Cas d'un FGM typique céramique/métal” dans des environnements thermiques, en utilisant la
théorie raffinée de déformation de cisaillement hyperbolique (RHSDT). La présente théorie a une forte similitude avec la
théorie classique des plaques dans de nombreux aspects, n'exige pas de facteur de correction de cisaillement, et donne une
description hyperbolique de la contrainte de cisaillement a travers 1’épaisseur tout en remplissant la condition de contrainte
de cisaillement nulle sur les bords libres. En plus, la présente théorie indique un excellent accord avec la théorie
conventionnel SSDPT [14-15] et la théorie du troisiéme ordre PSDPT [13]. Les gradients dans les propriétés matérielles
jouent un réle important dans la détermination de la réponse des plaques en FGM. Toutes les études comparatives ont
montré que les fléches et les contraintes obtenues en utilisant la présente théorie raffinée (avec quatre inconnus) et d'autres
théories de déformation de cisaillement a ordre élevé (cinq inconnus) sont presque identiques. Par conséquent, on peut dire
que la théorie proposée est non seulement précise mais également simple pour étudier et analyser la réponse
thermomécanique en flexion des plaques épaisses en FGM. Les matériaux composites a gradients de propriétés fabriqués a
partir d’un mélange céramique/métal" sont capables de résister a des températures extrémes. Le mélange de la céramique et
de métal avec variation continue de la fraction volumique peut éliminer les problémes d'interface des plaques épaisses ou
sandwiches et les distributions des contraintes sont ainsi lisses.
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