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1 Signaalit6otlus

1.1 Siisteemide omadused

e Lineaarsus: olgu x, ja x, sisendid siisteemile 7'. Stisteem 7 on lineaar-
ne siis, kui kehtivad aditiivsuse ja homogeensuse omadused, mis on
kirjeldatud seosega

Tiax[n]+bx,[n]} =aT{x,[n]} + 6T {x,[n]} (1.1)

e Ajas invariantsus: siisteem 7 on ajas invariantne, kui sisendi ajas ni-
hutamine p8hjustab ka viljundi ajalise nihke:

T
x[n] D> y(n] -

x[n—r1] —T>y[n—T]

Selline stisteem toimib olenemata sellest, kus teda ajaliselt rakendada.

e Kausaalsus: siisteem 7 on kausaalne, kui tema viljund kohal 7, sdltub
ainult sisenditest kohtadel 7 < 7, s.t stisteem (viljund) ei saa sisendit
ennetada.

e Stabiilsus: siisteem on stabiilne, kui iga tékestatud sisendi puhul on ka
viljund t8kestatud. Sisend x[7] on t8kestatud, kui eksisteerib fikseeri-
tud positiivne 18plik arv B_ nii, et

|x[7]| < B, < oo, kdikide n-de jaoks.

Stabiilsus nduab, et iga tdkestatud sisendi jaoks eksisteerib fikseeritud
positiivne I6plik vidrtus B, nii, et

ly[n]| € B, <oo, kéikide n-de jaoks.

Naide 1.1 On antud siisteem y[n] = T{x[n]} = nx[n]. Unrida selle siisteemi
lineaarsust, ajas invariantsust ja kausaalsust.

Lahendus. Kuna on niha, et siisteemi viljund y[7] kohal n s6ltub ainult
sisendist kohal 7, siis seega on kausaalsuse tingimus tdidetud ja saab Gelda, et
siisteem on kausaalne.



Lineaarsuse uurimiseks tihistame eespool toodud lineaarsuse seose (1.1) vasa-
ku poole niiteks V P-ga ja parema poole P P-ga (selline tahistus ei ole otseselt
vajalik, kuid lihtsustamise mdttes on seda kasulik teha). Seejirel paneme uuri-
tava siisteemi sellesse stisteemi sisse ja teisendame:

VP =T{ax [n]+ bx,[n]} =nlax,[n] + bx,[n]) =anx,[n] + bnx,[n]
PP =aT{x,[n]}+bT{x,[n]} =anx,[n] + bnx,[n]

Kuna VP = PP, siis saame Oelda, et siisteem on lineaarne.

Ajas invariantsuse uurimiseks hilistame kdigepealt sisendit T vrra ning vaa-
tame, mis sellisel juhul viljundiks tuleb:

T{x[n—7]}=nx[n—1] (*)
Seejirel vaatame, milline on 7 v&rra hilistatud viljund y[n — 7]:
y[n—7]=[n—7]x[n—"7] (%)

Kuna (x) # (xx), siis saame Selda, et antud siisteem ei ole ajas invariantne. [0

Niide 1.2 Oz antud siisteem y[n] = T {x[n]} = e*"). Unrida selle siisteemi
lineaarsust, ajas invariantsust ja kausaalsust.

Lahendus. Kuna stisteemi viljund y[7] kohal 7 s6ltub ainult sisendist ko-
hal 7, siis seega on kausaalsuse tingimus tididetud ja saab Gelda, et siisteem on
kausaalne.

Lineaarsus:
VP = T{ax,[n]+ bx,[n]} = e@all+buln]) — gaxil] . pbx,ln]
PP =aT{x,[n]}+ bT {x,[n]} =ae’1["] 4 bel"]

On niha, et VP # PP, seega saame Selda, et antud siisteem ei ole lineaarne.

Ajas invariantsus:

T{x[n—r]} =] ()
yIn— ] =] ()
Kuna (%) = (xx), siis jarelikult on siisteem ajas invariantne. O

Niide 1.3 Uunrida, kas siisteem y[n] = T {x[n]} = log(|x[n]|) on stabiilne.



Lahendus. Antud siisteem on ebastabiilne, kuna kdikide 7 vdirtuste puhul,
mille korral x[n] =0, ei ole siisteemi viljund t8kestatud, s.t et sellisel juhul

y[n] =log(|x[n]]) = —oo. O
Niide 1.4 Unrida, kas siisteem y[n] = T{x[n]} = (x[n])? on stabiilne.

Lahendus. Eeldame, et siisteemi sisend x[7] on tdkestatud, s.t |x[2]| < B,,
koikide 7-de jaoks. Sellisel juhul saame, et |y[2]| = |x[7]]* < B2. Seega saa-
me valida B, = B, mis tihendab, et ka viljund on t8kestatud. Jarelikult on
siisteem (x[7])? stabiilne. O

1.2 Konvolutsioon

Kahe signaali, x[7] ja h[n] konvolutsioon y[7] on defineeritud jirgnevalt:

o0

yinl=x[n]xhln]= D> x[k]b[n—k] (1.3)

k=—0c0

Olgu X(z) ja H(z) vastavalt x[n]-1 ja h[n]-i z-teisendused, siis saame kirja
panna olulise seose konvolutsiooni ja z-teisenduse vahel:

x[n]*h[n] Z, X(z)-H(z) (1.4)
Seega, z-teisenduse jarel muutub konvolutsioon korrutiseks.
Niide 1.5 On antud kaks signaali: x[n] = {1; 2; 2}, st x[0] = 1; x[1] =
2; x[2]=2ja h[n] ={2; 3; 4}, s.t h[0] =2; x[1] = 3; x[2] = 4. Leida nende
signaalide konvolutsioon, kasutades z-teisendust.

Lahendus. Leiame kdigepealt x[7]-1ja h[n]-1 z-teisendused:

X(z)=1+42z""42272
H(z)=2+3z"" 44272
Konvolutsiooni z-teisenduse Y(z) leidmiseks peame X (2)-1 ja H(z)-1 omava-
hel 1abi korrutama:
Y(z)=X(z)-H(z) =(1422"" 4227224327 +4272)
=247z + 14272 + 1427 + 827
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Konvolutsiooni y[7] saamiseks vétame Y (z)-st z-podrdteisenduse:

y[0] =25 y[1] =7; y[2] = 14; y[3] = 14; y[4] =8,

mis teisiti kirjutatuna on y = {2; 7; 14; 14; 8}. O

Niide 1.6 Leiame ndites 1.5 toodud signaalide konvolutsiooni otse, kasutades
selleks konvolutsioonisumma definitsiooni, s.t valemit (1.3).

Lahendus. Kuna antud juhul on mélema signaali pikkus 3, siis konvolut-
siooni pikkus on 3+3 — 1 = 5. V&ttes veel arvesse, et kui 7 <0, siis x[#] =0
ja h[n] =0, saame valemit (1.3) kasutades jirgneva konvolutsioonisumma:

4

y[n]=x[n]xh[n] =D x[k]h[n—k]

k=0

Antud konvolutsiooni arvutamisel saame mitmeid nulliseid litkmeid, mida
tldiselt pole vaja vilja kirjutada, kuid selguse mdttes teeme seda antud juhul
siiski. Jirgnevas konvolutsiooni arvutuses on mittenullised liikkmed ridade
kaupa alla joonitud:

y[0] = x[0]A[0] + x[1]h[—1] + x[2]h[—2] + x[3]h[—3] + x[4]h[—4] =2
y[1] =x[0]h[1] +x[1]h[0] +x[2]h[-1]+x[3]h[-2]+ x[4]h[-3]=7
y[2] = x[0]h[2] + x[1]h[1] +x[2]h[0] +x[3]h[—1]+x[4]h[-2] =14
y[3] =x[0]h[3] + x[1]h[2] +=x[2]h[1] +x[3]h[0] +x[4]h[—1]=14
y[4] = x[0]h[4] +x[1]h[3] +=x[2]h[2] +x[3]h[1] +x[4]h[0] =38
Nagu niha, saame sama tulemuse, mis z-teisendust kasutades. O

Niide 1.7 Kasutades graafilist lahendamist, leida joonisel 1.1 toodud signaalide
x[n] ja h[n] konvolutsioon.

Lahendus. Antud iilesannet saab lahendada, kasutades otse konvolutsiooni-
summa valemit (1.3). Selleks tuleb vétta iihe sisendi x[7]-1 k-s liige ja korru-
tada temaga libi teise sisend h[7], mis on k v8rra hilistatud (vt joonist 1.2).
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Joonis 1.1 — Signaalid x[7] ja h[n]
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z[0] ‘ z[0]h[n — 0]
=
0 0 T > 3 4
1 2[1] B St 12 C k-1
I - | I o
1 o1 2§ i
. R S
2[2] o ‘ L al2hn—2)
= l l l l
2 0 1 5 3 4
)

Joonis 1.2 — Konvolutsiooni leidmine graafiliselt, kasutades otse konvolut-
sioonisumma valemit 1.3
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Joonis 1.3 — Niites 1.7 toodud signaalide x[7] ja h[7] konvolutsioon

Kirjutades konvolutsioonisummas olevad liikmed x[0]h[2—0], x[1]h[n—1]
ja x[2]h[n—2] sellisel moel graafiliselt, on soovitatav paigutada nad hilistuse
mdttes liksteise alla digele kohale. See on vajalik selleks, et 16pliku konvolut-
siooni saamiseks on tarvis kdik osajadad vastavate elementide kaupa kokku
liita. Seega, niiteks konvolutsiooni y[#] kohal 0 leidmiseks liidame kokku
koikide osajadade litkmed kohal 0; tulemuseks saame y[0] = 2 (antud juhul
tegelikult liitmist ei olegi, kuna ainult esimese osajada vastav liige on nullist
erinev).

Konvolutsioon on graafiliselt kujutatud joonisel 1.3. O

Niide 1.8 Leida ndites 1.7 toodud signaalide x[n] ja h[n] konvolutsioon graa-
filiselt, kasutades selleks h[n]-i “peegeldamist”.

Lahendus. “Peegeldamine” tihendab siin seda, et leitakse h[7]-1 peegelpilt
0 ajahetke suhtes, ehk teiste sdnadega, leitakse h[—n] (h[n] ja h[—n] on
stimmeetrilised O ajahetke suhtes). Toimides sellisel moel, saab konvolutsioo-
nisumma niitid jirgneva kuju:

“Peegeldatud” h[7] on niidatud joonisel 1.4.

“Peegeldamise” mdte on selles, et niiiid saab h[—n]-ga “sdita” iile x[n]-1, kor-
rutades ja seejirel summeerides kdik vastavad mittenullised liikmed kokku.
Joonisel 1.5 on kirjeldatud sellist toimingut samm sammuliselt. O
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1 h[n] 1 h[-n]
B N

0 1 2 -2 -1 0
L L

Joonis 1.4 — h[n]-1 “peegeldamine”

T Y[l =2-04+1-1=1

T y2] =2 (1) +1-0+2-1=0

—
[N}
w
e

*—o

we
>

T T I sl =2 (-1) = -2
1 i ;

Joonis 1.5 — Konvolutsiooni leidmine “peegeldatud” h[n]-ga
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1.3 Impulsskaja, hiippekaja

Naide 1.9 Kawusaalne siisteem on esitatud diferentsvérrandiga y[n] = ay[n —
1]+ x[n]. Milline on selle siisteemi impulsskaja h[n]¢ Millise a vidrtuse korral
on siisteem stabiilne?

Lahendus. Siisteemi impulsskaja saame leida, kui anname tema sisendiks
tihikimpulsi, s.t x[7] = & [7]. Kuna siisteem on kausaalne, siis tema h[n] =
0, kui 7 < 0. h[n]-1 leidmiseks hakkame niitid 7-le vddrtusi andma, alustades
O-st:

h[0]=ah[-1]+8[0]=a-0+1=1
h[1]=ah[0]+S8[1]=a-1+8[1]=a
h[Z]:ﬂb[1]+3[Z]:a a+3[2]=az
h[n)l=ah[n—-1]=a*h[n—-2]=---=a"h[0] =4"

h[n]=a"u[n],
kus #[n] on tihikhiipe.

Lineaarne, ajas invariantne siisteem on stabiilne, kui tema impulsskaja 5[]
on tdkestatud, s.t

i |h[k]] < oo

k=—00

Seega, antud juhul saame stabiilsuse tingimuse jargneva:
(o]
Sl <o
k:o

Tegemist on geomeetrilise reaga ja see koondub, kui || < 1, mis ongi tGihtlasi
ka antud siisteemi stabiilsuse tingimuseks.

Seda iilesannet saab lahendada ka z-teisendust kasutades. Selleks votame esi-
algsest vOrrandist z-teisenduse

y[n]=ay[n—1]+x[n] PN Y(z) :az_lY(z)+X(z)

ja teisendame saadud tulemust nii, et Y(z)-ga litkmed jddvad vrduse iihele
poole ja X(z)-ga litkmed teisele poole. Sellisel moel saame lihtsalt avaldada
stisteemi tilekandefunktsiooni H(z), mis on impulsskaja z-teisendus:

Y(2)—az 'Y (2)=X(z) = Y(z)(1—az ") =X(2)

12
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Joonis 1.6 — Niites 1.9 saadud impulsskaja erinevate parameetri a véirtuste
korral

h[n]

Saadud tulemusest avaldame H(z)-i:

Y(z) 1
H(Z) = X(Z) = 1 _ﬂZ—l

Impulsskaja leidmiseks vStame iilekandefunktsioonist H(z) z-pdordteisen-

duse: )
- <, a"u[n] =h[n]

H(z)=

Cl—az”

Selleks et stisteem oleks stabiilne, peavad tema tilekandefunktsiooni H(z)
poolused asuma tihikringi sees. H(z)-1 avaldisest on niha, et tilekandefunkt-
siooni poolus asub kohas z = a. Seega, slisteem on stabiilne, kui 2| < 1.

Joonisel 1.6 on esitatud siisteemi impulsskajad erinevate 4 viirtuste jaoks. [J

Niide 1.10 Kausaalne siisteem on esitatud diferentsvérrandiga y[n] = x[n]+
% y[n—1]— é y[n —2]. Milline on selle siisteemi impulsskaja h[n] ja hiippekaja
gln]¢

Lahendus. Teisendame siisteemi nii, et sisendid x[7] oleks iihel pool vdr-
dust ja viljundid y[7] oleks teisel pool ning vtame sellest z-teisenduse:

3 3
D=l -2 =xla] o ¥ (1- 327+ 127 ) =X()

Niitid saame avaldada stisteemi iilekandefunktsiooni H(z):
Y(z) 1

H = =

(2) X(z) 1_32—1_‘_%2—2

1
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Impulsskaja h[n] leidmiseks peame iilekandefunktsioonist vétma z-p6ord-
teisenduse, kuid antud juhul tuleb eelnevalt H(z)-i avaldist lihtsustada ehk
see lahutada osamurdudeks.!

Leiame kdigepealt H(z)-i poolused:

1 1 2 2 3 1
l—-2z""4-27"=0 = Z_ZZ+§:O
1(3 9 8§ ‘
Zi,=—| — _—— Zi == Ja Z,=—
1279\ 4 16 16 ! Ba=y

Kasutades leitud pooluseid, kirjutame iilekandefunktsiooni ringi ja lahutame
osamurdudeks:

1
H(z)= = +

A ! ! 2
-1 -1
4 z_%
B ! ! 1
- 11 —1T_,"
l—gzm | 122

Asendades kordajad A ja B iilekandefunktsiooni avaldisse ja vdttes sellest z-
poordteisenduse, saame jirgneva impulsskaja b [7]:

H(z)= f — - ! — 5 2<%>nn[n]—<i>nu[n]:h[n]

Hiippekaja g[7] leidmiseks kasutame asjaolu, et g[n]-1 z-teisenduse G(z)
saame, kui korrutame H(z)-i avaldist Ghikhiippe #[7]-1 z-teisendusega, s.t
1/(1 — z=1)-ga. Pirast korrutamist on tarvis vétta G(z)-st z-pddrdteisendus,
kuid sellele eelneb iildjuhul veel osamurdudeks lahutamine. Seega saame

@ 1 A N B N C
zZ)= =
(I-izNH1-1zN1-2z7" 1-3z7" 1-1z71 1-z7"

!Osamurdudeks lahutamist on selgitatud lisas A.2.
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Joonis 1.7 — Niites 1.10 saadud impulsskaja h[7] ja hiippekaja g[7]

Leiame kordajad A, B ja C:

1
A= -2 | =2
B= ! _!
(1—%2_1)(1—2_1) - 3
C= ! :§
(1-31z7h1-1z7" 3

Asendades leitud kordajad G(z)-1 avaldisse ja vttes G(z)-st z-poordteisendu-
se, saame hiippekaja g[7]-i:

-2 1 8
Glz) = + 3 + 3
@) 1=1z71 1—%2_1 1—z"1
z1
(] < 5 1 1 1 +8> (1]
nl=\-2-—+--—+-)u|n
g 27 3 47 3

Antud stisteemi impulsskaja »[7] ja hiippekaja g[#] on graafiliselt esitatud
joonisel 1.7. O
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1.4 Sageduskarakteristikud

Vaatame olukorda, kus siisteemi sisendiks on x[7] = ¢/*”, s.t komplekseks-
ponent ringsagedusega . Sellisel juhul saame jirgneva impulsskajaga /7]
vastava lineaarse ajas invariantse siisteemi valjundi:

Z h[k]e/ =kl = gl en Z h[k]e 7@k = H(e/®)el "

k=—00 k=—c0

H(el®)

Suurust H(e/*) nimetatakse siisteemi sageduskarakteristikuks:
H(e/®)=|H(e/®)|- o/ #(@)

kus |H(e/®)| on amplituudikarakteristik ja ¢(cw) on faasikarakteristik. Sage-
duskarakteristikus olevat suurust j nimetatakse imaginaariihikuks.?

Niide 1.11 Leida hilistussiisteemi y[n] = x[n — 7] sageduskarakteristik ning
amplitundikarakteristik |H (e’ )| ja faasikarakteristik ¢(cw

Lahendus. Kdigepealt anname siisteemi sisendiks x[7] = ¢/“” ning leiame
sellele vastava viljundi:

y[n] — e/w[n—r] — e—jwr Lelon
Siit saame siisteemi sageduskarakteristiku:
H(ejw) — e—jw'r

Amplituudi- ja faasikarakteristiku leidmiseks eraldame sageduskaraketeristi-
kus reaal- ja imaginaarosa:

H(e’®)=e77*" =cos(wr) —  sin(cwt)

|H(e/<)| = \/cosz(an') +sin’(wt) =1
&(w) = arctan <— sin(eo7) > =—wT

cos(wT)

Nagu niha, siilitab selline siisteem signaali amplituudi, faasi muutus on otse-
ses s8ltuvuses hilistuse T suurusest. O

ZKompleksarve on selgitatud lisas A.1.
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Niide 1.12 On antud siisteem y[n] = x[n] +y[n — 1] — 3y[n — 2]. Leida
selle siisteemi amplitundikarakteristik |H (e’ )| ja faasikarakteristik ¢(cw) ning
esitada saadnd tnlemused graafiliselt.

Lahendus. Leiame koigepealt siisteemi ilekandefunktsiooni, kasutades z-

teisendust: .

H(z)= ——
(=) 1—2_1—|-%z_2

Sageduskarakteristiku saamiseks tuleb tilekandefunktsioonis z asendada suu-
rusega e/:
H(®) = H(2) 1
e = zZ = - - =
7=el® l—e_f‘"+%e_12“’

1

 1—cosw —I—jsina)+%c032a) —j%sinZa)
1

B 1—cosw+%c052w+j(sina) — %sinZw)

Leiame H(e/“)-st amplituudikarakteristiku:

1

[H(e)] =

\/(1 —cosw+%cosZw)2+(sina) - %sinZa))2

ja faasikarakteristiku:

sinw — %siano >

1—cosw+%c052w

@(w) = —arctan <
|H(e/*)| ja ¢(w) on esitatud joonisel 1.8. O

1.5 Diskreetne Fourier’ teisendus (DFT)

vahemikust 0 < 7 < N viljapoole. Sellisel jadal saame teostada N-punktilise
diskreetse Fourier’ teisenduse (DFT) X [k], mis on defineeritud jirgnevalt:

N-1
X[k]=> x[n]e>™ N 0<k<N-1 (1.5)

n=0

17



Joonis 1.8 — Niites 1.12 esitatud stisteemi amplituudi- ja
faasikarakteristikud

Analoogselt on defineeritud ka diskreetne Fourier’ pdordteisendus:

1 =t .
x[n]:—ZX[/e]efzmk/N 0<n<N-1
N/e:O

Sageli kirjutatakse DFT-valem kujul

N—-1
X[k]=D x[n]W*  0<k<N-1,
n=0

kus

- 2mnk

WA’;/" =e /X (twiddle factor)

(1.6)

(1.7)

Kui meil on niiteks 4-punktine signaal, millele letame DFT, siis selle jaoks

on W;‘k esitatud graafiliselt joonisel 1.9.

Teiste sdnadega, Wfk kujutab endast tihikringil asuvat kompleksarvude hul-
ka, antud juhul on neid 4. Tasub veel tihele panna, et need arvud on perioo-

dilised (perioodiga N), antud juhul on perioodiks 4.

Niide 1.13 On antud jada x[n] = {0;1;0;1;0;1;0; 1}. Kasutades DFT defi-
nitsiooni (1.5), leida selle jada 8-punktine DFT X [k], lisaks veel eraldi X [k]

amplituud, s.t |X [k]|, ja faas, s.t < X [k].

18
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Joonis 1.9 — 4-punktise DFT kordaja (twiddle factor) W* paiknemine
komplekstasandil oleval iihikringil

Lahendus. Kdigepealt leiame x[7]-1 diskreetse Fourier’ teisenduse X [k].
Kasutades valemit (1.5), kirjutame DFT summa lahti ja lihtsustame seda:

7
X[/e] :Zx[n]e—jZn/en/S:Oe—janO/B_'_1e—j2nk1/8+oe—j2nk2/8
n=0
_|_1e—j2nk3/8+oe—/2nk4/8+1e—/2nk5/8+oe—j2nk6/8+1e—j27rk7/8

— o 2R1[8 | o—/2mk3[8 | —j27RS[8 4 —j2mk7[8

Edasiseks lihtsustamiseks vétame saadud tulemusest e ~/27%4/8 sulgude ette ja

e J2mk4f8 I:(ejlrt/el/B_'_e—jZn/el/S) + <ej277:/e3/8+€—j27r/e3/8>:| -

Sulgude ette vOtmise idee seisneb selles, et niiiid saame sulgudes olevatele
liikmetele rakendada lisas A.1 olevat valemit (A.4), tipsemalt selle koosinust
puudutavat osa. Teiste sdnadega, selline sulgude ette vétmine véimaldab vaba-
neda sulgudes olevatest imaginaarosadest. Vottes veel arvesse, et e™/274/8 =
e~/ = (1), saame 18puks jirgneva tulemuse:

=(=1)F |:2::os <TE—/€> +2cos <ﬁ>]
4 4

Andes niiiid k-le vdirtusi O-st 7-ni, saame arvutada jirgnevad X [k] vairtused:
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k=0 — X[0]=(=1)°(2cos0+2cos0)=1(2+2) =

k=1 — X[1]=(-1) <ZCos—+2co Tn v2)=0

k=2 — X[2]=(-1) <2003—+2cos—> 1(0-0)=0

4
—1)*(2cos+2cos3n)=1(—2—2)=—4

57 157
—1) <ZCOST+2COS T> =—1(—V2++2)=

k=3 — X[3]=(-1) <2cos3§+2COS—>: 1(—v2+v2)=

37 97t
k=6 — X[6]=(-1)° <2c057+26057> =1(040)=0

77 21n>——1(ﬁ—ﬁ):o

k=7 - X[7]=(-1Y <2cos—+2cos—
4 4
Kirjutades saadud tulemuse kompaktsemalt, saame

X[k] = {4;0;0;0;—4;0;0;0}

Kasutades lisas A.1 toodud seoseid ja vdttes arvesse, et antud juhul on X [k]
reaalne, s.t tema imaginaarosa on null, saame

|X k]| = {4; 0; 0; 0; 4; 0; 0; O}
L X[k] =105 x;X;%x; 75 %5 X; X}

Mirk x tihendab seda, et antud kohas on X [k] faas miiramata. O
Naiide 1.14 Olgu meil libtne 2-punktine signaal, millele leiame DFT.

Lahendus. Kasutades valemit (1.7), saame

1
Z X Wnk

n=0

x[OIWE +x[1]W,*  k=0,1

20



Joonis 1.10 — Niites 1.14 saadud 2-punktise DFT arvutamise n.n. butterfly
fowgraph

Kuna

Seega saame 2-punktist DFT-d kujutada joonisel 1.10 esitatud nn liblikana
(butterfly flowgraph). O

1.5.1 Kiire Fourier’ teisendus (FFT)

FFT rakendamiseks peab sisendsignaal x[7] olema pikkusega 2”7, kus m on
positiivne tdisarv. Jirgnevalt rakendatakse tavalist DFT-valemit, kuid sisend-
signaal x[7] jagatakse kaheks osaks — paarisarvuliste ja paarituarvuliste in-
deksite jargi:

N/2—1 N/2-1
= x[27] W]\Z;k + Z x[2r +1] W]?Hk
r=0 r=0

7 on paaris 7 on paaritu
N/2—1 N/2-1
= x[Zr]W]\Z[rk%—W]é Z x|:27'+1:|\WI\2[’/e
r=0 r=0
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Joonis 1.11 — 8-punktine DFT jagatuna kaheks 4-punktiseks DFT-ks

S 2m2rk j 2k

Kuna W]f]’k =e /TN =e V2 = Wz\;fz’ slis saame
N/2-1 N/2-1
X[k]= D x[2r )Wk + W ST x[2r +1]1W,k = Gk] + WEHLE]
r=0 r=0
k=0,.,N—1,

kus G[k] on pikkusega N /2 DFT paarisarvuliste 7-de jaoks ja H[k] on pik-
kusega N /2 DFT paarituarvuliste 7-de jaoks.

Tuleb tihele panna, et X [£] arvutamisel £ =0,...,N—1, kuid G[k+N /2] =
Glk]ja H[k+N/2] = H[k], kuna nii G[k] kui ka H[k] on N /2-punktised
DFT-d. Kui N = 8, siis saab seda kujutada joonisel 1.11 toodud diagrammina.

Kordajate Wy-de arvu saab veelgi vihendada, kuna

k+N/2 _; 2m(ktN/2) _imk _:2aN)2 ok
WN+/:e] N —e /N e/ TN :e]N-(—l):_Wk
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Joonis 1.12 — 8-punktine ajas detsimeeritud FFT-diagramm

Naiteks X [1] ja X [5] saab seega arvutada jirgnevalt:
X[1]=G[1]+ W, H[1]
X[5]=G[1] - W, H[1]

Kui joonisel 1.11 toodud diagrammis 4-punktine DFT asendada 2-punktiste-
ga, mis omakorda asendatakse nn butterfly flowgraph-ga (vt niide 1.14), siis
saame nn ajas detsimeeritud FFT-algoritmi, mis on kujutatud joonisel 1.12.

Niide 1.15 Leiame ndites 1.13 toodud signaali DFT, kasutades selleks ajas det-
simeeritud FFT algoritmi.

Lahendus. Leiame kdigepealt FFT-algoritmis esinevad kordajad W...W,:
V2o . vz,
We=1 Wi=—(0-j) Wi=—j; Wi=—(-1-))

Edasi on m&ttekas FFT-d arvutada etappide kaupa, s.t et leiame kdigepealt
vahetulemuse pirast esimesi “liblikaid”, siis teisi “liblikaid” ja parast kolman-
daid “liblikaid” saame [8pptulemuse.

23



Esimeses veerus peab olema sisendsignaal, kusjuures tihelepanu tuleb p6s-
rata ka elementide jirjekorrale, vt joonisel 1.12 toodud ajas detsimeeritud
FFT-diagrammi! Kogu toiming on etappide kaupa ira toodud jirgnevas tabe-
lis (miinus tihega korrutamist ei ole naidatud):

x[0] || 0 0 0 4 || X[0]
x[4] |0 1] o0 0 o || X[1]
x[2] || © o 1 0 0 X[2]
x[6] [0 -1]l0 «(=5) |0 0 || X[3]
x[1] || 1 2 4 1 —4 || X[4]
x[5]]11 1] 0 o -2(1—j) || o || Xx[5]
x[3] || 1 2 1 0 (=j) 0 || xX[6]
(71][1 1o (=)o L= o || X7

Seega, kui oleme sisendsignaali digesse jirjekorda pannud (indeksite bit rever-
sal jirgi), siis on meil jada kujul {0000 1 1 1 1}. Pidrast esimest etappi on
jadaks {00002 0 2 0}, parast teist etappi {0 0 0 0 4 0 0 0} ning pirast kol-
mandat etappi saame tulemuseks {4 000 — 4 0 0 0}, mis ongi sisendsignaali
DFT. O
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1.6 Filtrite disainimine

Filtrite disainimise all moeldakse antud filtrile vastava diferentsvérrandi kor-
dajate leidmist.

1.6.1 Notch-filter

Olgu meil niiteks olukord, kus mingi olemasolev signaal sisaldab v8rgupinge
tekitatud 50 Hz v&i 60 Hz hiiret. Eesmirgiks on disainida selline filter, mis
antud hiire kdrvaldaks v81 vihemalt vihendaks seda oluliselt.

Sellise hiire kdrvaldamise itheks voimaluseks on lihtne 2 nulliga notch-filter.
Sellise filtri tilekandefunktsiooni saamiseks tuleb z-tasandil panna kaks nulli
(kaaskompleksed) tihikringil just tipselt hiire kohale. Teiste sdnadega, tuleb
leida hiire sagedusele vastav nurk, teades, et poolele diskreetimissagedusele
F, /2 vastab z-tasandil nurk 7.

Naide 1.16 Olgu signaali diskreetimissagedus F, = 720 Hz ja hdire sagedus
F;; = 60 Hz. Disainida kabe nulliga filter, mis seda hdiiret vihendab. Lisaks
leida filtri impulsskaja ja tema sageduskarakteristikud ning esitada need graafi-
liselt. Arvutada ka filtri rithmabilistus.

Lahendus. Leiame kdigepealt 60 Hz-le vastava z-tasandi nurga, vSttes arves-
se, et 360 Hz-le vastab nurk 7:
7+ 60

T
60Hz —» ———=—
360 6

Jargnevalt kujutame nullid (o) vastavatel kohtadel ihikringil, vt joonis 1.13.

Edasi paneme kirja antud filtri tilekandefunktsiooni:
H(z)= <1 —67”/6-2_1> (1 —e_j”/é-z_l)
—1— <ejn/6+e—j7r/6> sy 2
=1-—2cos(1/6)-z"" 4 272
=1-v3.271 4272

Kuna H(z) = Y(2)/X(z), siis saame tilekandefunktsioonist tuletada seose
sisendi ja viljundi vahel:

Y(z2)=(1-+3-z7' + 279X (2)

25



Joonis 1.13 — Niites 1.16 toodud filtri nullide (0) paiknemine kompleksta-
sandil

Vattes saadud tulemusest z-poordteisenduse, saamegi filtrile vastava diferents-
vOrrandi:

y[n] =x[n] = V3x[n—1]+x[n—2]
Andes siisteemi sisendisse iihikimpulsi 8 [2], saame tema impulsskaja b [72]-i:
h[n]=8[n]—V38[n—1]+8[n—2]
Saame jirgneva filtri sageduskarakteristiku FH(e/<):
H(e/*)=1—+/3.¢77¢ 47/
— i (e/w e — ﬁ)

=e/?(2cosw — v/3)

Saadud seosest saame leida amplituudikarakteristiku [H (e/<)|:

|H(e/®)| = e™®|-|(2cos w — ¥/3)| = [2cos o — V3|
——

=1

Faasikarakteristiku ¢p(w) leidmiseks teisendame sageduskarakteristiku sobi-
vamale kujule:

H(e!“)=¢77°(2cosw — v/3)
= (cosw — j sinw)(2cosw — v/3)
=2cos’ w — v/3cosw — j2sinwcosw + jV/3sinw

= cosw(2cosw — V3) — jsinw(2cos w — v/3)
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Joonis 1.14 — Niites 1.16 toodud norch-filtri amplituudi- ja faasikarakeeristi-
kud

Saadud H (/) kujust saame hélpsalt avaldada faasikarakteristiku ¢():

¢(O)) — arctan {W] — arctan [_ sin w(2 COS v — ﬁ) :|

Re H(e/®) cos w(2cosw — /3)

=arctan(—tanw) = —w

Rithmahilistuse 7, () saame leida jirgnevalt:

g
dd(w
o) =-F =1

Nagu niha, on antud filtri jaoks rithmahilistus konstantne suurus (ei sdltu
cw-st), mis tihendab, et filter hilistab k&iki sagedusi vSrdselt.

Leitud | (e/®)| (esitatuna nii lineaarses kui ka logaritmilises skaalas) ja ¢(c)
on niidatud joonisel 1.14 (pane tihele, et joonisel on sagedusteljel ndidatud
filtri reaalsed sagedused, mitte ringsagedus !). O

Niide 1.17 Lahendame ndites 1.16 toodud iilesande, kdsitledes filtri nullkobti
eraldi.
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Lahendus. Alustame sellest, et meil on iilekandefunktsioon kujul
H(z)= (1 — /75, z_1> (1 - e_j”/(’-z_l)
Kasutades seda iilekandefunktsiooni kuju, kirjutame vilja sageduskarakteris-
tiku:
H(e!*)= (1 — /7o, e_j”> (1 - e_j”/6~e_/“’)
— (1 _ e/(ﬂ/G—w)) (1 _ e—/(ﬂ/6+w)) _—

Niitid kasutame Euleri valemit (A.3) ja viime sulgudes olevad kompleksarvud
trigonomeetrilisele kujule:

o) (-]
imcos(Za)on(Z40)] =

Lihtsustamise mdttes tdhistame esimestes nurksulgudes oleva avaldise L,-ga
ja teistes oleva L,-ga. Seega saame 18puks:

w=L-L,

Amplituudi- ja faasikarakteristikud on niitid avaldatavad jargmisel kujul:
[H(@ ) =ILy|- L] ja $lw) =L L+ Ly,
kus < tihistab faasi.

Leides kummagi nulli jaoks eraldi amplituudi ja faasi, saame tildjuhul lihtsa-
mad avaldised ja see lihtsustab arvutamist.

Leiame |L,] ja |L,|:
T 2 T T
|L,|= \/<1—cos <——a)>> +sin® <——a)> = \/2—2005 <——a)>
6 6 6
T 2 T
|L,| = \/(1—cos <g+a)>> + sin? <g+a)> :\/

ning L L, ja< L,:

L L, = —arctan <M>
1—cos (% — cu)

sin <% + a))

« L, =arctan (W
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Joonis 1.15 — Niites 1.18 toodud filtri nullide (0) ja pooluste (x) paiknemine
komplekstasandil

Lépuks saame vilja kirjutada ka [H(e/®)| ja ¢(w):

oy frmsen (o) s (00

¢(w) = —arctan M + arctan M
1—cos<%—w> 1—cos<%+w>

Andes niitid w-le viirtusi 0-st 7-ni ning arvutades, saame samad tulemused,
mis on toodud niites 1.16 oleval joonisel. O

Naiide 1.18 Tiiendada ndites 1.16 toodud filtrit, lisades kaks poolust.

Lahendus. Lisades pooluseid, tuleb meeles pidada, et need peavad asuma
ihikringi sees ja joonel, mis liheb z-tasandi nullkohast filtri nullini. Poolus
peaks asuma tihikringile suhteliselt lihedal, sest siis saame filtrile teravama
kuju. Samas peab arvestama, et kui poolus on tihikringile viga lihedal, siis
vOib siisteem ebastabiilseks muutuda.

Lisame kaks poolust (tdhistatud punase ristiga), mis asuvad nullkohast 0,95
kaugusel (0,95e/7/® ja 0,95¢77/7/%), vt joonist 1.15.

Antud filtri tilekandefunktsiooni lugeja on sama mis niites 1.16, kuna nullid
on samad, kiill aga muutub nimetaja:

(1 —elm/e. z‘1> (1 —e /6. z‘l)
(1-0,95¢/7/5. 271) (1-0,95¢ 77/ 27!
1—1,7321z7" 4272
Ti- 1,6454271 4+0,9025272

H(z)=
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Joonis 1.16 — Niites 1.18 toodud filtri impulsskaja 5[]

Vottes saadud tilekandefunktsioonist z-pSordteisenduse, asendades ja paigu-
tades litkmeid ringi, saame filtrile vastava diferentsvorrandi:

y[n] =1,6454y[n—1]—0,9025y[n—2]+x[n]—1,7321x[n—1]+x[n—2]

Antud filter on IIR (Infinite Impulse Response) tiitipi filter, s.t tema impulss-
kaja on [8pmatult pikk. Impulsskaja algusosa on dra toodud joonisel 1.16.

Sageduskarakteristiku leidmisel on antud juhul sobivam kasutada niites 1.17
toodud lzhenemist:

<1 _eiﬂ/é.e—fw> (1 _e—fﬂ/G.e—fw)
(1—0 9Sej”/6-e_j”> (1—0 95e—f’f/"~e—fw)
<1—e/ mf6— ”)(1—e ]n/6+cu)

- -0, 677:60.) -0, e—/(m w =
(1 0.95¢/ (7/ ))(1 0.95¢—/(7/6+ ))

H(e!®)=

Kasutades jillegi nii lugejas kui ka nimetajas Euleri valemit (A.3) ning tdhis-
tades nullid ja poolused vastavalt L, L,, N, ja N,-ga, saame

=I,
_ [1—cos(rt/6—w)—jsin(r/6— w)] '
" [1—0,95c08(7t/6 — ) — j0,95sin(7/6 — )]

=1,
' [1—cos(r/6+ w)+ jsin(r/6+ w)]
[1—0,95cos(t/6+ )+ 70,95sin(7 /6 + w)]

=N,

Amplituudikarakteristiku | H (e/)| saame avaldada, kui
|L1| ) |L2|

|H(e/) = =
[N [N
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ja faasikarakteristiku ¢(w), kui

Plw)=A L +L L, =L N, =N,

Leiame vastavad suurused:

IL1| = 4/2 — 2cos(7/6 — w)
|L2| = ‘/2—2cos(n/6+a))
IN1| = 4/1,9025 — 1,9 cos(7/6 — w)

IN2| = 4/1,9025 — 1,9 cos(7/6 + w)
ning
sin(7t/6 — w) >
1—cos(r/6—w)
sin(7t/6+ w) >
1—cos(r/6+ w)
0,95sin(7t/6 — w)
1—0,95005(71/6—0)))
0,95sin(7t/6+ w)
1—O,95cos(7r/6+a))>

L L1 =—arctan <

L L2 =arctan <

L N1=—arctan <

L N2 = arctan <

Kasutades saadud tulemust, saame

()| = (2—2cos(t/6 — w))(2—2cos(7t/6+ w))
N (1,9025 — 1,9 cos(7t/6 — w))(1,9025 — 1,9 cos(7/6 + ))
ja

aretan sin(7t/6 — w) retan sin(7t/6 + w)
Ple) = —arce <1—cos(7r/6—w)>+ ; <1—cos(7r/6+w)>+

0,95sin(7t/6 — w) 0,95sin(7t/6+ w)
—arctan
1—0,95cos(t/6 — w) 1—0,95cos(t/6 + w)

4+ arctan <

Vastavad amplituudi- ja faasikarakteristikud on esitatud graafiliselt joonisel
1.17. Kui vOrrelda tulemust niites 1.16 olevaga, siis on niha, et amplituudi-
karakteristiku kuju on oluliselt paremaks muutunud, s.t eemaldatakse peami-
selt 60 Hz sagedust. Kuid faasikarakteristikult on ka niha, et faas pole enam
lineaarne ja kdige rohkem on faas moonutatud just 60 Hz timbruses. O
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Joonis 1.17 — Niites 1.18 toodud filtri amplituudi- ja faasikarakteristikud

Niide 1.19 Lahendada ndites 1.18 toodud silesanne, kasutades MATLAB-1 ning
nihutades pooluseid nii, et nad oleks iihikringist (iihikringi seespool) kaugusel
0,01. Lisaks kujutada graafiliselt filtri riihmahilistus.

Lahendus. On kaks nullkohta: e/7/% ja e=/7/%; ning kaks poolust: 0,99/ 7/
ja0,99¢~/ /6, Leiame neile vastava filtri iilekandefunktsiooni H (z), kus nul-
lidest moodustub lugejas olev poliinoom lug ja poolustest nimetajas olev po-
liinoom nim:

>> lug = poly([exp(j*pi/6) exp(-j*pi/6)]1)
lug =
1.0000 -1.7321 1.0000
>> nim = poly([0.99%exp(j*pi/6) 0.99%exp(-j*pi/6)])
nim =
1.0000 -1.7147 0.9801
Seega vastab antud nullidele ja poolustele jargmine tilekandefunktsioon:
1-1,732127 4 272

H(z)=
@) 1—1,71472z"" 40,9801z 2

Vottes H(z)-st z-poordteisenduse, saame filtrile vastava diferentsvorrandi:

y[n] =1,7147y[n—1]—0,9801y[n —2] +x[n] —1,7321x[n—1] +x[n —2]
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Joonis 1.18 — Niites 1.19 toodud filtri amplituudi- ja faasikarakteristikud
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Joonis 1.19 — Niites 1.19 toodud filtri rithmahilistuskarakteristik

Uurime filtri sageduskarakteristikut H(e/®):
[H, f] = freqz(lug, nim);

Amplituudikarakteristiku H_amp ja faasikarakteristiku H_pha saame jirgne-
valt:

>> H_amp abs (H) ;
>> H_pha = angle(H);
Leiame rithmahilistuse tau:

>> tau = grpdelay(lug,nim,1000);

Saadud karakteristikud on esitatud joonistel 1.18 ja 1.19 O
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1.6.2 FIR-filtrite disainimine akna meetodiga

Antud meetod seisneb lithidalt selles, et kdigepealt luuakse filtri soovitud sa-
geduskarakteristik sagedusvallas, seejirel teisendatakse karakteristik Fourier’
poordteisendust kasutades ajavalda, s.t saadakse impulsskaja. Seejirel tuleb
impulsskaja lithendada ja nihutada (kausaalseks muutmine) ning enamasti ka
aknafunktsiooniga korrutada.

Naide 1.20 Disainida FIR-madalpadsfilter, mille loikesagedus on cw, = /10,
jark 8 ning aknafunktsiooniks on nelinurkne aken. Lisaks tiiendada filtrit nii,
et sagedusel co = 0 oleks filtri iilekanne 1.

Lahendus. Toodud tingimustele vastava ideaalse filtri amplituudikarakteris-
tik on jirgmine:

1, |w|<7/10

0, mujal

Hd(ejw)z{

Filtri impulsskaja 5, [7] saamiseks vétame H,(e/)-st Fourier’ poordteisen-
duse:

/10

v 1 |
hy[n]= Py f Hy(e’*)e " dew = oy J e/"dew =
-7 —/10
/10
— 1 X ejnw — 1 <ej7m:/10 _e—jn'n:/10> -
2njn /10 2rin

Kasutades sulgudes oleva avaldise jaoks valemi (A.4) siinust kisitlevat osa,

saame ) )
sin(n/10) 1 sin(n/10)

B n 10 »m/10

Saadud filtri impulsskaja keskosa on esitatud joonisel 1.20; teoreetiliselt on
antud impulsskaja 16pmatult pikk.

Filtriga on meil kaks probleemi:

1. filtri impulsskaja on 18pmatult pikk, s.t 7z on vahemikus —co < 7 < co
nullist erinev;

2. filter on mittekausaalne, s.t tema realiseerimiseks oleks vaja teada viir-
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Joonis 1.20 — Niites 1.20 toodud tingimustele vastava ideaalse filtri impulss-
kaja keskosa

Nendest probleemidest vabanemiseks korrutatakse impulsskaja ldbi akna-
funktsiooniga ja seejirel nihutatakse saadud tulemus paremale, s.t muude-
takse filter kausaalseks.

Praegusel juhul kasutame nelinurkset akent, mis on defineeritud kui

[n] 1, —4<n<4
wn] =
0, mujal

Seega saame pirast aknafunktsiooniga korrutamist jirgneva filtri impulsska-
ja:

1 sin(nw/10)

0 , —4<n<4
h(n]=h;[n]w[n] = {10 nr/10 .\n\

0, mujal

Saadud filter on niitid [8pliku pikkusega, kuid ikka veel mittekausaalne. Jarg-
neb veel nihutamine ehk kausaalseks muutmine:

1 sin((n—4)7/10)
h[n] = 0~ (n—Hrjl0 Osn<s8
0, mujal

Andes n-le vidrtuseid O-st 8-ni ning arvutades, saame jirgmise impulsskaja:

h[n] =0,0758[n] 40,0858 [n — 1]+ 0,0938 [ — 2] +0,0988 [ — 3]+
+0,18[1n —4] +0,0988 [ — 5] +0,0938 [ — 6]+
40,0858 [ — 7] 40,0758 [ — 8]

Joonise 1.21 vasakpoolsel osal on niidatud aknafunktsiooniga korrutatud im-
pulsskaja ja paremal pool on lisaks korrutamisele impulsskaja ka nihutatud,
s.t filter on kausaalne.
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Joonis 1.21 — Niites 1.20 toodud filtri 18pliku pikkusega (vasakul) ning li-
saks kausaalne (paremal) impulsskaja

Filtrile vastava diferentsv8rrandi saame otse impulsskajast:

y[n] =0,075x[n] +0,085x[7 — 1]+ 0,093x[n7 — 2] +0,098x[7 — 3]+
+0,1x[12 — 4] +0,098x[12 — 5] +0,093x [ — 6]+
+0,085x[n —7]+0,075x[n — 8]

Selleks et mairata kindlaks filtri iilekannet sagedusel v = 0, peame kdige-
pealt leidma tilekandefunktsiooni H(z). Leiame selle, vOttes impulsskajast
z-teisenduse:

H(z)=0,0757 40,0858z~ 40,0935z 40,0984z > + 0,1z *+
+0,098427> 40,0935z 7% +0,08582 7 +0,07572 %

Anname niitid tilekandefunktsiooni sisendiks z = ¢/, kui « = 0, s.t z =
-
e/t =1:

H(1)=0,0757 +0,0858 +0,0935 40,0984 + 0, 1 40,0984 40,0935+
40,0858 40,0757 = 0, 8069

Et filtri tilekanne ehk sageduskarakteristik sagedusel co = 0 oleks 1, peame
filtri kordajaid korrutama teguriga K:

K= =1,239%4
0,8069

Filtri amplituudikarakteristik on esitatud joonisel 1.22. O

Niide 1.21 Kasutades MATLAB-i, disainida madalpédsfilter, mille loikesage-
dus on w = 7/10, aknafunktsiooniks on nelinurkne aken ning jirguks on
a) N=10ja b) N = 100. Esitada saadud filtrite amplitundikarakteristikud
graafiliselt.
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Joonis 1.22 — Niites 1.20 toodud filtri amplituudikarakteristikud. Vastava
ideaalse filtri sageduskarakteristik on tihistatud peene joonega

Lahendus. Kuna on antud filtri 18ikesagedus, aknafunktsioon ning jirk, siis
saame kasutada MATLAB-i kisku fir1.

Leiame kdigepealt filtri kordajad, s.t vektori b1, kui jirguks on 10:

bl = fir1(10, 1/10, window(@rectwin, 11));

Analoogselt leiame kordajad, kui filtri jark on 100:

b2 = fir1(100, 1/10, window(@rectwin, 101));

Saadud filtrite sageduskarakteristikute esitamiseks kasutame kisku freqz:
[H1, w] freqz(bl, 1);

[H2, w]

freqz(b2, 1);

Niitid leiame veel amplituudikarakteristikud:
ampl = abs(H1);

amp2 = abs(H2);

Saadud amplituudikarakteristikud on esitatud joonisel 1.23. O
1.6.3 Optimaalse FIRfiltri disainimine

Vaatame optimaalse FIR-filtri disainimist MATLAB-s, kasutades selleks Parks-
McClellani meetodit. Selleks on MATLAB-is kisud firpmja firpmord, vane-

mates MATLAB-i versioonides on nende nimetused remez ja remezord.
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Joonis 1.23 — Niites 1.21 toodud filtri amplituudikarakteristikud

Naide 1.22 Disainida optimaalne FIR-madalpidsfilter, mis rabuldaks jargmisi
Lingimust:

Diskreetimissagedus: 1000 Hz
Léibilaskeriba: 0-50Hz
Tokkeriba: 70-250 Hz
Lébilaskeriba kéikumine: 0.5 dB
Tokkeriba sumbuvus: 40 dB

Esitada graafiliselt filtri amplitundi- ja faasikarakteristikud.

Lahendus. Kuna nii ldbilaskeriba kdikumine (ripple) kui ka t8kkeriba sum-
buvus on antud dB-des, siis tuleb neid kdigepealt teisendada. Lisaks esitame
need suurused tihe vektorina:

>> Rp = 0.5;
>> Rs = 40;
>> dev = [(10~(Rp/20)-1)/(10~(Rp/20)+1) 10~ (-Rs/20)]

dev =
0.0288 0.0100
Samuti moodustame filtri 181kesagedustest vektori
>> f = [50 70];
Samuti moodustame vastavatest soovitud amplituudidest vektori:

>> a = [1 0];
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Joonis 1.24 — Niites 1.22 toodud filtri amplituudi- ja faasikarakteristikud

Niitid kasutame filtri jargu saamiseks kisku £irpmord:
>> [n,fo,ao,w] = firpmord(f, a, dev, 1000);
Antud juhul saame filtri jirguks 7 = 82.

Filtri kordajate b leidmiseks kasutame kisku £irpm:
>> b = firpm(n, fo, ao, w);

Leiame niitid filtri sageduskarakteristiku:

>> [H,f] = freqz(b, 1, 1000, 1000);

Filtri amplituudi- ja faasikarakteristikud on esitatud joonisel 1.24. O

1.6.4 IIR-filtrite disainimine

Vaatleme jirgnevaid IIR-filtreid: Butterworth, TSeb6sov Ija II (kasutatakse ka
kirjapilti Chebyshev v8i Chebysheff) ning elliptiline. Filtrite disainimiseks
kasutame MATLAB-1.

Niide 1.23 Disainida ndites 1.22 toodud nouetele vastavad a) Butterworthi,
b) Tsebisovi 1, ¢) Tsebosovi 11 ja d) elliptiline filter. Esitada filtrite amplitundi- ja
faasikarakteristikud ning rithmabilistuse graafikud.
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Lahendus. Defineerime kdigepealt libilaskeriba sageduse £p ja vénkumise
(ripple) Rp ning tdkkeriba sageduse £s ja sumbuvuse Rs:

>> fp = 50;
>> Rp = 0.5;
>> fs = 70;
>> Rs = 40;

a) Butterworthi filter
Leiame filtri jirgu ja seejirel filtri kordajad:

>> [N_b,Wn_b] = buttord(fp/500, f£s/500, Rp, Rs);
>> [B_b,A_b]l = butter(N_b, Wn_b);

Filtri jirguks saame, et Nj, = 17. Samuti leiame amplituudikarakteristiku:
>> [H_b,w_b] = freqz(B_b, A_b, 1000, 1000);
ja rithmahilistuse:

>> tau_b = grpdelay(B_b, A_b, 1000);

b) Tsebdsovi I filter
Leiame filtri jargu ja seejirel filtri kordajad:

>> [N_c1,Wn_cl1] = cheblord(fp/500, £s/500, Rp, Rs);
>> [B_cl,A_c1] = chebyl(N_cl, Rp, Wn_cl);

Filtri jarguks saame, et N,; = 8. Samuti leiame amplituudikarakteristiku:
>> [H_cl,w_cl] = freqz(B_cl, A_cl, 1000, 1000);
ja rithmahilistuse:

>> tau_cl = grpdelay(B_cl, A_cl, 1000);

c) Tsebosovi II filter
Leiame filtri jargu ja seejirel filtri kordajad:

>> [N_c2,Wn_c2] = cheb2ord(fp/500, £fs/500, Rp, Rs);
>> [B_c2,A_c2] = cheby2(N_c2, Rs, Wn_c2);
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Joonis 1.25 — Niites 1.23 toodud filtrite amplituudi- ja faasikarakteristikud

Filtri jirguks saame, et N, = 8. Samuti leiame amplituudikarakteristiku:
>> [H_c2,w_c2] = freqz(B_c2, A_c2, 1000, 1000);
ja rithmabhilistuse:

>> tau_c2 = grpdelay(B_c2, A_c2, 1000);

d) Elliptiline filter
Leiame filtri jargu ja seejirel filtri kordajad:

>> [N_e,Wn_e] = ellipord(fp/500, £s/500, Rp, Rs);
>> [B_e,A_e] = ellip(N_e, Rp, Rs, Wn_e);

Filtri jirguks saame, et N, = 5. Samuti leiame amplituudikarakteristiku:
>> [H_e,w_e] = freqz(B_e, A_e, 1000, 1000);
ja rithmabhilistuse:

>> tau_e = grpdelay(B_e, A_e, 1000);

Amplituudi- ja faasikarakteristikud on kdigi nelja filtri jaoks esitatud joonisel
1.25 ning rithmahilistused joonisel 1.26. O
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Joonis 1.26 — Niites 1.23 toodud filtrite rithmahilistuskarakteristikud

Niide 1.24 Vorrelda lineaarse (FIR) ja mittelineaarse (IIR) faasikarakteristiken-
ga filtri moju signaali kujule.

Lahendus. Et mittelineaarse faasikarakteristiku mdjust paremini aru saada,
vaatleme praegu lihtsat juhtu, kus meil on signaal, mis sisaldab niiteks kahte
sageduskomponenti: 10 Hz ja 30 Hz. Olgu selleks signaaliks vastavate sage-
dustega siinussignaalide summa.

Niiid disainime kaks madalpaasfiltrit: tiks FIR-filter ja teine IIR-filter, ning
filtreerime nendega algupirast signaali. Valime filtri ldbilaskeala sageduseks
32 Hz ja tdkkeala sageduseks 40 Hz. Libilaskeala kdikumine (ripple) olgu 0,5
dB ja tdkkeala sumbuvus 40 dB. Nagu niha, ei ole antud filtriga “filtreeri-
mine” piris tavapirane, kuna tegelikult ei filtreerita vilja mitte midagi: kdik
sagedused on niikuinii ldbilaskeala sees. Kuid sellele vaatamata sobivad selli-
sed filtrid faasi m&ju uurimiseks hasti.

Kasutades eelnevates niidetes toodud votteid, disainime etteantud parameet-
ritele vastavad filtrid. FIR-filtriks valime optimaalse Parks-McClellani fileri
ning [IR-filtriks valime elliptilise filtri. Vastavate filtrite amplituudi- ja faasi-
karakteristikud on toodud joonisel 1.27.

Saadud FIRAiltri jark on 264 ning IIR-filtri jark on ainult 6. Kui vBrrelda
faasikarakteristikuid, siis sealt on niha, et FIR-filtri korral langeb faas palju
kiiremini kui IIR-korral, kuid see on lineaarne. Ka IIR-filtri faas on enam-
vihem lineaarne, kui sagedused on viga madalad. Kuid mida [ihemale j6uab
sagedus tokkeribale, seda mittelineaarsemaks faas muutub.

Joonisel 1.28 on niidatud, kuidas antud filtrid “filtreerivad” esialgset signaalli,
mis oli kahe siinussignaali summa. Sealt on niha, et parast filtreerimist FIR-
filtriga on esialgne signaal hilistatud (fileril kdrge jirk), kuid tema kuju on
sdilinud. Filtreerides signaali ITR-filtriga, on hilistus palju viiksem (filtri jirk
madal), kuid signaali kuju on moondunud.
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Joonis 1.27 — Niites 1.24 kasutatud FIR- ja IIR-filtrite amplituudi- ja faasi-
karakteristikud

, Esialgne signaal Spekter
= 7 ‘ ‘ ‘ 1
FFT
0 — 05
2 : : : : : 0
O 02 04 06 08 1 0 20 40
t, sek f,Hz
, Filtreeritud signaal - FIR Spekter
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 1
FFT
0 | 05
2 : : : : : 0
O 02 04 06 08 1 0 20 40
t, sek f,Hz
R Filtreeritud signaal - IIR Spekter
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 1
FFT
0 — 05
2 : : : 0
0O 02 04 06 08 1 0 20 40
t, sek f,Hz

Joonis 1.28 — Niites 1.24 toodud esialgne signaal (iilemine graafik), signaal
pirast FIR-filtriga filtreerimist (keskmine graafik) ja parast [IR-filtriga filtree-
rimist (alumine graafik)
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Joonis 1.29 — Niites 1.24 toodud filtrite rithmahilistuskarakteristikud

Signaali kuju moonutus tuleneb sellest, et IIR-filter on hilistanud erinevaid
sageduskomponente erinevalt: 30 Hz komponenti on hilistatud rohkem kui
10 Hz komponenti. Meenutame, et rithmahilistuse saamiseks tuleb vtta faa-
sist tuletis. Seega, kui faas on lineaarne, siis tuletis sellest (riihmahilistus) on
konstant, s.t kdiki sageduskomponente hilistatakse vérdselt, kui faas on aga
mittelineaarne, siis tuletis temast on ka mittelineaarne, s.t erinevaid sagedus-
komponente hilistatakse erinevalt. Antud filtrite rithmahilistuskarakteristi-
kud on esitatud joonisel 1.29. O
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2 Pilditootlus

Joonisel 2.1 (A) ja (B) on dra toodud kaks suurusega 512 x 512 pikselit 8-
bitilist halltoonides originaalpilti “Lena” ja “lill”, mille puhul rakendatakse
erinevaid operatsioone. Pilditodtluseks on kasutatud peamiselt MATLAB-1
Image Processing Toolbox-s olevaid kiske.

2.1 Histogrammi “venitamine”

Naide 2.1 Unrida joonisel 2.1 toodud piltide histogramme ja muuta neid nii,
et kogn heleduste (halltoonide) vahemik oleks kasutatud.

Lahendus. Kui halltoonides pilt on 8-bitine, siis see tahendab seda, et ta si-
saldab 28 = 256 erinevat halltooni (v&i heledust). Teiste sdnadega, halltoonide
skaala on 0-st 255-ni, kus O vastab mustale virvile, 255 valgele virvile ja viir-
tused nende vahel vastavad vahepealsetele halltoonidele.

Uurime kdigepealt, millised ndevad vilja originaalpiltide histogrammid. Sel-
leks kasutame MATLAB-1 kdsku imhist:

>> figure, imhist(lena);
>> figure, imhist(1ill);

Joonisel 2.1 (C) ja (D) on niidatud piltide “Lena” ja “lill” histogrammid. Sealt
on niha, et m&lemal juhul ei ole kogu halltoonide vahemik kaetud: piris
valge osa on mdlemal juhul kasutamata (v61i viga vihe kasutatud) ning must
osa on “Lena” puhul rohkem kasutamata.

Leiame kdigepealt originaalpildis olevad minimaalsed ja maksimaalsed hall-
toonide vdirtused. Selleks kasutame kidsku stretchlim:

>> low_high_lena = stretchlim(lena, [0.005 0.995])
low_high lena =

0.1373

0.8588

>> low_high_1ill

low_high 1ill =
0.0353
0.8745

stretchlim(1ill, [0.005 0.995])
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Joonis 2.1 — Pilditd6tluse osas kasutatavad originaalpildid: “Lena” (A) ja
“lill” (B); ning nende histogrammid: “Lena” (C) ja “lill” (D)

NB! Kisu stretchlim viljund on normaliseeritud, s.t see on vahemikus
[0 1], kus O vastab ikka nullile ja 1 vastab 255-le.

Tulemuseks on, et niiteks “Lena” pildi jaoks on minimaalseks vairtuseks
0,1373, kuid siinkohal tuleb tihelepanu podrata ka kidsu stretchlim tei-
sele argumendile, mis miirab dra minimaalsete ja maksimaalsete viirtuste
“kiillastuse” (saturation). Teiste sSnadega, antud juhul on pildis 0,5% piksleid
viiksema védrtusega kui 0,1373 ning 0,5% piksleid suurema viirtusega kui
0,8588.

Histogrammi muutmiseks kasutame kisku imadjust:

>> lena_new = imadjust(lena, low_high_lena, [0; 1]);
>> 1ill_new = imadjust(1ill, low_high_1il1l, [0; 1]);
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Joonis 2.2 — “Venitatud” histogrammidega pildid: “Lena” (A) ja “lill” (B);
ning nende histogrammid: “Lena” (C) ja “lill” (D)

Tulemuseks saame uued pildid, kus niiteks “Lena” pildi pikslite vdirtused
vahemikus [0,1373 0,8588] on teisendatud uude vahemikku [0 1], kusjuu-
res pikslid, mille vdirtus on viiksem kui 0,1373 (neid on kokku 0,5%), saa-
vad uueks vairtuseks 0. Analoogselt toimitakse ka kdige suurema vairtustega
pikslite korral: kui védirtus on suurem kui 0,8588 (neid on samuti 0,5%), siis
uueks viirtuseks tuleb ikka 1.

“Venitatud” histogrammidega pildid “Lena” ja “lill” ning nende histogram-
mid on niidatud joonisel 2.2. O
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2.2 “Libiseva naabrusega” to6tlemine

Niide 2.2 Rakendada piltidele “Lena” ja “Till” Laplace’s filtrit “libiseva naab-
ruse” (sliding neighborhood) operatsioonina, kui bloki suurus on 3 x 3 pikslit
ning Laplace’i filter on esitatud jargnevate kernelitega b ja h,:

0 -1 0 -1 -1 -1
hy=|-1 4 -t hy=|-1 8 -t
0 -1 0 -1 -1 -1

Lahendus. Uks vimalus sellise filtri rakendamiseks on kasutada MATLAB-i
kasku n1filter, kuid selle kdsu kasutamise puudus on see, et suurte piltide
korral v8tab operatsioon palju aega. Puudusest vabanemiseks v8ime kasutada
kisku imfilter, kus filter (kernel) tuleb eelnevalt defineerida tavalise MAT-
LAB-i maatriksina:

>> h_1 [0 -10; -14-1; 0-10];
>>h 2 =[-1-1-1; -1 8 -1; -1 -1 -1];
>> lena_lap_1 = imfilter(lena, h_1);
>> lena_lap_2 = imfilter(lena, h_2);
>> 1ill_lap_1 = imfilter(1ill, h_1);
>> 1ill_lap_2 = imfilter(1lill, h_2);

Tulemused pirast Laplace’i filtri rakendamist on esitatud joonisel 2.3. NB!
Sellel joonisel olevatele piltidele on parema nihtavuse huvides juurde lisatud
halltoon viirtusega 128 (kui seda mitte teha, siis oleks need pildid suuremas
osas musta virvi). Joonistelt on niha, et Laplace’i filter rhutab piltidel ole-
vaid detaile. O

Niide 2.3 Kasutame ndites 2.2 esitatud Laplace’s filtreid piltide teravamaks
muutmiseks.

Lahendus. Nagu niitest 2.2 selgus, annab Laplace’i filter tulemuse, kus on
r8hutatud esialgses pildis olevad detailid. Pildi teravamaks muutmiseks tuleb
need detailid esialgsele pildile juurde liita. Seda v3ib teha nii, et kdigepealt
filtreeritakse esialgset pilti Laplace’i filtriga ning seejirel liidetakse saadud tu-
lemus ja esialgne pilt omavahel kokku. Kuid v&ib kasutada ka modifitseeritud
Laplace’i filtrit, kus see liitmine on juba arvess v3etud. Selleks tuleb Laplace’
filtrile jooksva piksli vddrtus juurde liita:

0 -1 0 000
ho=|-1 4 —1|+|0 1 o|l=|-1 5 -1
0 -1 0 000
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Joonis 2.3 — Niites 2.2 toodud Laplace’i filtri rakendamise tulemused, kui
kernel on h;: “Lena” (A) ja “lill” (B); ning kui kernel on A,: “Lena” (C) ja

“lill” (D). NB! Nendele piltidele on parema nihtavuse huvides juurde lisatud
halltoon vdirtusega 128
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—1 -1 -1 000
m=1-1 8 —1|+]0 1 of=]-1
-1 -1 -1 000

Niiiid kasutame jille kisku imfilter:

>>
>>
>>
>>
>>
>>

Tulemused on toodud joonisel 2.4, millelt on niha, et vSrreldes joonisel 2.1
toodud originaalpiltidega, on niitid detailid rohkem réhutatud, s.t pildid on

h_mil
h_m2

[0 -10; -15-1; 0 -10];
[-1 -1 -1; -1 9 -1; -1 -1 -1];

lena_sharp_1 = imfilter(lena, h_ml);
lena_sharp_2 = imfilter(lena, h_m2);
1il1l_sharp_1 = imfilter(1ill, h_ml);
1il11_sharp_2 = imfilter(1lill, h_m2);

teravamad.

Niide 2.4 Rakendada piltidele “Lena” ja “lill” aritmeetilist keskmist (keskmis-
tamist) ja mediaani “libiseva naabruse” operatsioonina, kui bloki sunrus on

a)3x37ab)7 x7 piksli.

Lahendus. Keskmistamise jaoks kasutame jillegi kisku imfilter ning me-
diaani jaoks kisku medfi1t2. Enne keksmistamist peame defineerima ka ker-

neli b:

>>
>>
>>
>>
>>

Analoogselt toimime, kui bloki suurus on 7 X 7 pikslit:

>>
>>
>>
>>
>>

h =

h =
lena_
lena_
1i11_
1il1l_new_median = medfilt2(1ill, [7 71);

1/9%ones(3,3);
lena_
lena_
1il11_
1il1_

new_mean = imfilter(lena, h);
new_median = medfilt2(lena, [3 3]);
new_mean = imfilter(1ill, h);
new_median = medfilt2(1ill, [3 3]);

1/49%ones(7,7);

new_mean = imfilter(lena, h);
new_median = medfilt2(lena, [7 71);
new_mean = imfilter(1ill, h);
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Joonis 2.4 — Niites 2.3 toodud modifitseeritud Laplace’i filtri rakendamise
tulemused, kui kernel on 5,,;: “Lena” (A) ja “lill” (B); ning kui kernel on

b, “Lena” (C)ja “lill” (D)

Keskmistamise tulemused on toodud joonisel 2.5 ning mediaanfiltriga filtree-
rimise tulemused joonisel 2.6. Nendelt joonistelt on niha, et kui bloki suurus
on 3 x 3 pikslit, siis mélemal juhul muutuvad pildid ménevdrra zhmasemaks,
s.t viikesed detailid on kadunud. Kui aga bloki suurus on 7 x 7 pikslit, siis
dhmastumise efekt on oluliselt tugevam. O
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Joonis 2.5 — Keskmistamine rakendatuna “libiseva naabruse” operatsioonina
piltidele “Lena” ja “lill”, kui bloki suurus on 3 x 3 pikslit (A) ja (B) ning 7 x 7
pikslit (C) ja (D)
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Joonis 2.6 — Mediaan rakendatuna “libiseva naabruse” operatsioonina pilti-
dele “Lena” ja “lill”, kui bloki suurus on 3 x 3 pikslit (A) ja (B) ning 7 x 7

pikslit (C) ja (D)
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2.3 Fikseeritud blokkide kaupa to6tlemine

Naide 2.5 Rakendada piltidele “Lena”ja “lill” fikseeritud blokkide kaupa kesk-
mistamist (aritmeetiline keskmine), kui bloki sunrus on a) 4 x 4 ja b) 8 x 8 pikslit.

Lahendus. Ulesande lahendamiseks kasutame MATLAB-i kisku blkproc,
kuid enne selle rakendamist defineerime funktsiooni f* keskmistamise rea-
liseerimiseks:

>> f = inline(’mean(x(:))*ones(size(x))’);
>> lena_new_1 = blkproc(lena, [4 4], £);
>> lena_new_2 = blkproc(lena, [8 8], f);
>> 1ill_new_1 = blkproc(1ill, [4 4], f);
>> 1ill_new_2 = blkproc(lill, [8 8], f);

Tulemused on esitatud joonisel 2.7. Sealt on niha, et ka antud juhul toimub
pildi zhmastumine, kuid erinevalt niites 2.4 saadud tulemustest on tekkinud
nn pildi ruudustumine ning see efekt on seda tugevam, mida suurem on bloki
suurus. O

2.4 Miira filtreerimine

Naide 2.6 Unrida, kuidas eemaldavad madalpadsfilter (keskmistamine) ja me-
diaanfilter joonisel 2.8 A ja B toodud piltidelt nn “salt & pepper” miira ning
piltidelt C ja D Gaussi jaotusega valget miira, kui bloki suurus on 5 x 5 pikslit.

Lahendus. Kdigepealt uurime, kui palju on miira antud pilte “rikkunud”:
selleks kasutame ruutkeskmist viga (Mean Square Error), mille leiame jargne-
valt:
T3 :
MSE = — (x(2,7) = 2(2,7))"

NM =1 j=1
kus x(z,7) ja X(,7) on vastavalt originaalpildi ja miira poolt rikutud pildi
pikslite vddrtused. M SE viirtused miira poolt rikutud (filtreerimata) piltide
jaoks on toodud tabeli 2.1 teises veerus.

Miira filtreerimiseks kasutame eelnevalt niites 2.4 toodud filtreid, kuid niiiid
paneme bloki suuruseks 5 x 5 pikslit:

>> h = 1/25%ones(5,5);
>> lena_nf_mean_s_p = imfilter(lena_noise_s_p, h);
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Tabel 2.1 — Niites 2.6 toodud piltide jaoks arvutatud ruutkeskmised vead

(MSE)

Pilt MSE
Filtreeri- Madalpids- | Mediaan-
mata filter filter
“Lena”, salt & pepper (A) || 3725,92 346,32 85,81
“ill”, salt & pepper B) || 4145,07 421,91 62,09
“Lena”, Gaussi miira (C) || 1238,33 148,11 156,39
“[ill”, Gaussi miira (D) || 1149,06 128,22 143,93

>> lena_nf_median_s_p = medfilt2(lena_noise_s_p, [5 5]);
>> 1il1l_nf _mean_s_p = imfilter(1ill_noise_s_p, h);
>> 1ill_nf_median_s_p = medfilt2(1ill_noise_s_p, [5 5]);

>> lena_nf_mean_g = imfilter(lena_noise_g, h);
>> lena_nf_median_g = medfilt2(lena_noise_g, [5 5]);
>> 1i11_nf_mean_g = imfilter(1ill_noise_g, h);
>> 1il1l_nf_median_g = medfilt2(1ill_noise_g, [5 5]);

Filtreeritud pildid on niidatud joonistel 2.9 (“alt & pepper” miira) ja 2.10
(Gaussi jaotusega valge miira). Vastavad M SE viirtused on idra toodud tabeli
2.1 teises ja kolmandas veerus.

Tabelist 2.1 on niha, et kui tegemist on “alt & pepper” miiraga, siis madal-
paasfilter, vOrreldes mediaanfiltriga, ei vihenda miira eriti histi. See tuleneb
sellest, et madalpdisfilter n-6 “mairib laiali” miira poolt tekitatud mustad ja
valged pikslid ka kdrvalolevatesse pikslitesse (vt joonis 2.9 A ja B). Mediaan-
filter toimib antud juhul hésti: praktiliselt on kdik miira poolt tekitatud mus-
tad ja valged pikslid kadunud (vt joonis 2.9 C ja D).

Kui tegemist on Gaussi jaotusega valge miiraga, siis ruutkeskmise vea jirgi (vt
tabel 2.1) annab jillegi veidi parema tulemuse madalpéisfilter. O
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Joonis 2.7 — Keskmistamine rakendatuna fikseeritud bloki operatsioonina
piltidele “Lena” ja “lill”, kui bloki suurus on 4 x 4 pikslit (A) ja (B) ning 8 x 8
pikslit (C) ja (D)
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Joonis 2.8 — “Lena” (A) ja “lill” (B), millele on lisatud 20% “salt & pepper”
miira, ning “Lena” (C) ja “lill” (D), millele on lisatud Gaussi jaotusega valget
miira variatsiooniga 0,2
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Joonis 2.9 — “Salt & pepper” miiraga pildid, mida on filtreeritud madalpais-
filtriga: “Lena” (A) ja “lill” (B); ning mediaanfiltriga: “Lena” (C) ja “lill” (D)
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Joonis 2.10 — Gaussi jaotusega valge miiraga pildid, mida on filtreeritud ma-
dalpidisfiltriga: “Lena” (A) ja “lill” (B); ning mediaanfiltriga: “Lena” (C) ja
“lill” (D)
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Joonis 2.11 — “Lena” (A) ja “lill” (B)

joontena

millel on miira horisontaalsete valgete

e 06 6 0O O O @ O O ® O OO e O O @ O O

e 06 06 0O O O @ O O O @ O @ O O O @ O O

e 6 6 06O o 06 06 0O O O @ O O O O e O O

e 06 06 0O O O @ O O O @ O @ O O O @ O O

e 6 6 0O O O @ O O ® O OO e O O @ O O
a b c d

Joonis 2.12 — Mediaanfiltri kujud, filtris kasutatavad pikslid on tihistatud
mustade ringidega (o)

Tabel 2.2 — Niites 2.7 toodud piltide jaoks arvutatud ruutkeskmised vead

(MSE)

Pilt MSE

Filtreerimata | Filtera | Filter b | Filter ¢ | Filterd
“Tena’(A) 1945,10 6792 | 195334 | 6729 | 31,72
“Ii11(B) 272575 5919 | 271640 | 58.41 | 3645

Naide 2.7 Joonisel 2.11 on toodud pildid “Lena” ja “lill”, millel on miirana
valged horisontaalsed jooned. Unrida, kuidas eemaldavad joonisel 2.12 esitatud
erineva kujuga mediaanfiltrid (5 x 5 pikslit) neid joon:.

Lahendus. Leiame kdigepealt joonisel 2.11 toodud piltide jaoks ruutkesk-
mised vead, need on esitatud tabeli 2.2 teises veerus.
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Filtri a realiseerimiseks kasutame kisku medfilt2:

medfilt2(lena_r, [5 5]);
medfilt2(1ill_r, [5 5]1);

lena_median_a
1ill_median_a

Filtri b ja ¢ realiseerimiseks kasutame kisku n1filter ning eelnevalt defi-
neerime ndutud kujuga mediaanfiltri:

>> F_b = inline(’median([x(3,1) x(3,2) x(3,3) x(3,4)
x(3,5) x(1,3) x(2,3) x(4,3) x(5,3)1)?);
>> F_c = inline(’median([x(1,1) x(2,2) x(3,3) x(4,4)
x(5,5) x(5,1) x(4,2) x(2,4) x(1,5)1));

>> lena_median_b = nlfilter(lena_r, [5 5], F_b);
>> 1ill_median_b = nlfilter(1ill_r, [5 5], F_b);

>> lena_median_c = nlfilter(lena_r, [5 5], F_c);
>> 1ill_median_c = nlfilter(1ill_r, [5 5], F_c);

Filtri d realiseerimiseks voime kasutada nii n1filter kui ka medfilt2 kis-
ku, antud juhul kasutame viimast:

medfilt2(lena_r, [5 1]);
medfilt2(1lill_r, [5 1]1);

>> lena_median_d
>> 1ill_median_d

Tabelis 2.2 on toodud kéikide kasutatud filtrite jaoks ruutkeskmised vead.
Sealt on niha, et M SE m&ttes andis kdige parema tulemuse filter d ning filter
b praktiliselt ei muutnud ruutkeskmist viga, v8rreldes filtreerimata pildiga.
O
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Joonis 2.14 — Niites 2.7 toodud pildid, mida on filtreeritud filtriga ¢: “Lena”
(A) ja “lill” (B); ning filtriga d: “Lena” (C) ja “lill” (D)
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2.5 Fourier’ teisendus

Naide 2.8 Leida piltide “Lena” ja “lill” kahedimensioonilise Fourier’ teisenduse
amplituud ja faas.

Lahendus. Kahedimensioonilise Fourier’ teisenduse arvutamiseks kasutame
kasku ££t2, lisaks kasutame kisku £ftshift, mis paigutab alaliskomponen-
di pildi keskele. Amplituudi ja faasi jaoks kasutame, nagu ikka, kiske abs ja
angle:

>> lena_sp = fft2(lena);
>> lena_amp = abs(fftshift(lena_sp));
>> lena_pha = angle(fftshift(lena_sp));

>> 1ill_sp = ££ft2(1ill);
>> 1ill_amp = abs(fftshift(1ill_sp));
>> 1ill_pha = angle(fftshift(lill_sp));

Tulemuste paremaks illustreerimiseks on vaja saadud amplituudidest vStta
logaritm, s.t esitada nad logaritmilises skaalas. Lisaks on m&ttekas teisenda-
da saadud tulemused (amplituudi ja faasi maatriksid) halltoonide piltideks,
selleks kasutame kisku mat2gray:

figure, imshow(mat2gray(log(lena_amp)));
figure, imshow(mat2gray(lena_pha));

figure, imshow(mat2gray(log(lill_amp)));
figure, imshow(mat2gray(lill_pha));

Saadud tulemused on esitatud joonisel 2.15. O
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Joonis 2.15 — Piltide “Lena” ja “lill” Fourier’ teisenduse amplituudid:

(A) ja “lill” (B); ning faasid d: “Lena” (C) ja “lill” (D)

65






A Lisad

A.1 Kompleksarvud

Kompleksarvuks z nimetatakse arvu kujul z = a + j b, kus a ja b on reaal-
arvud ning j = /=1 tihistab imaginaariihikut. 2 on kompleksarvu reaal-
osa ja b on imaginaarosa. Kasutatakse veel ka esitusviisi z = x + jy, kus x
ja y on vastavalt kompleksarvu reaal- ja imaginaarosa. Kompleksarvu moo-
dul (amplituud) ehk kohavektori pikkus on tahistatud kui |z|. Kompleksarvu
z = x + jy kohavektori ja reaaltelje positiivse suuna vahelist nurka nimeta-
takse kompleksarvu argumendiks (faasiks) ja tahistatakse argz (kasutatakse
veel ka tahistust < z ning ¢).

argz

[QbF-—-—--—-—-—-—

Kompleksarvu z = x + jy moodul |z| on leitab kui

2= /5247 (A1)
ja faas « z kui
L z =arctan 2 (A.2)
x

NB! Kasutades toodud seost faasi arvutamiseks, on vaja arvestada ka seda,
millises veerandis antud arv z on!

Kompleksarvu z kaaskompleksarvuks nimetatakse kompleksarvu kujul z* =
x — jy. Samuti kehtib seos |z|* = zz*.

Kompleksarvu saab trigonomeetriliselt ja eksponentsiaalselt esitada jirgneval
kujul: .
z=|z|(cosp + jsing)=|z|-e’?,
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millest tuleneb Euleri valem:

e/? =cosp+jsing (A.3)

Kasutades Euleri valemit (A.3), saame seosed siinuse ja koosinuse jaoks:

. ej?’_e_j¢
SinQ = ————
A (A.4)
e]?’.'.e_]?”
CoOspp = ——
4 2
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A.2 Osamurdudeks lahutamine

Osamurdudeks lahutamist kasutatakse etteantud ratsionaalavaldise, s.t kahe
hulklitkme jagatise, lihtsamale kujule viimiseks eesmirgiga lihtsustada mingi
operatsiooni (niiteks z-teisenduse, integreerimise) labiviimist.

Siinkohal kisitleme ainult selliseid ratsionaalavaldisi, kus lugejas olev polii-
noom on madalama astmega kui nimetajas olev, s.t tegemist on ratsionaalse
lihtmurruga. Ratsionaalsed lihtmurrud on niiteks

1 2x—x+1
7 A3
x“—1 x—x"4+x—-1

Uurime jirgneva ndite pShjal osamurdudeks lahutamist.

Niide A.1 Olgn meil antud mingi siisteems silekandefunktsioon kujul

5
(1—z"H(1=22z""=327?)

H(z)=
Kirjutada antud iilekandefunkisioon lahutatuna osamurdudeks.

Lahendus. Osamurdudeks lahutamiseks tuleb kdigepealt leida poolused ehk
nimetaja nullkohad. Antud juhul on iiks poolus z; = 1, mis tuleb tegurist

3z72) nullkohad. Leiame need:

1—-2z7'-3272=0]-2%

22 —2z-3=0
z=1x£2
Seega, kaks tilejddnud poolust on z, = —1ja z; =3.

Kasutades niitid leitud pooluseid, saame H(z)-1 kirjutada kujul, kus nimetajas
on teguriteks esimese astme poliinoomid:

5
A = i a )

Osamurdudeks lahutatuna saab H(z) kuju

Hz=—2y 2 4 © (+4)
zZ)= s sk
1—z7'  142z70 1-3271
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kus A, B ja C on kordajad, mis tuleb leida nii, et seosed (x) ja () oleksid
samaselt vordsed, s.t

5 A B C
— N _a-1y 1 -+t -+t =
1=z )14+2z7)(1-327") 11—z 1+z 1-32

Peamine probleem on siin kordajate A, B ja C leidmine. Teeme seda niiteks
resiididel pShineval meetodil: paneme pooluse vairtuse avaldisse (x), kusjuu-
res avaldise () nimetajast jitame vilja selle teguri, mis sisaldab antud poo-
lust.

Leiame kdigepealt kordaja A, s.t poolusele z = 1 vastava kordaja. Selleks jita-
me avaldise nimetajast vilja poolusele z = 1 vastava teguri (1 — z71) ja leiame
tilejdanud avaldise vairtuse kohal z = 1:

5

z=1—> A=
(142z71(1-32z71

z=1

Analoogselt leiame kordajad B (poolus z = —1) ja C (poolus z = 3):

5 5

z=—1 > B= = - = -
(I-z7)(1=-3z7)| _, 8

5 45

z=3 - C= — — = —
(I-z7)14+z7)|_, 8

Pannes leitud kordajate A, B ja C viirtused avaldisse (), saame [8pptulemu-

Se:

_5 5 45

H(z) = 4 8 + 8
2 1—z70 142z 1=3z71

1

Niide A.2 Lahendada néites A.1 toodud dilesanne, kasutades MATLAB-i.

Lahendus. MATLAB-i jaoks on tarvis, et nii murru lugejas kui ka nimetajas
oleks poliinoomid lahti kirjutatud, s.t et ei oleks tegureid. Kuna aga esimeses
niites on murru nimetajas kaks tegurit: (1 —z71)ja (1—2z"'—32z72), siis on
koigepealt vaja nendest vabaneda, s.t need omavahel libi korrutada.

Leiame kdigepealt teise teguri (1 — 2z~ —3z72) nullkohad:

>> roots([1 -2 -31)
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ans =

-1

Seega saime kaks nullkohta: 3 ja —1. Kuna esimese poliinoomi (1—z~") null-
koht on 1, siis niitid leilame MATLAB-i abil nende nullkohtade jirgi vastava
poliinoomi kordajad:

>> poly([1 3 -11)
ans =
1 -3 -1 3
See tihendab, et nimetajas on poliinoom 1 —3z7! — 272 43273 ja H(z)-

avaldise saab kirjutada kujul

5 5
H(z)= =
(=) (1—zN1=2z"1=32z7%) 1-3z1—-27243273

Niitid lahutame H(z)-i osamurdudeks:
>> [r, p, k] = residuez(5, [1 -3 -1 3])
Tr =

5.6250
-1.2500
0.6250

3.0000
1.0000
-1.0000

]

Need tulemused tihendavad seda, et vektor r sisaldab osamurdude kordajaid
(resiide), vektor p vastavaid pooluseid ja vektor k poliinoomide jagamisel tek-
kivat jadki (see on antud juhul tithi vektor, kuna nimetaja aste on suurem kui
lugeja oma).

Nendest tulemustest on niha, et H(z) lahutati kolmeks osamurruks, kusjuu-
res selle osamurru, mille poolus on kohas z = 3, kordaja (resiid) on 5,625 jne.
Nagu niha, iihtib tulemus niite A.1 tulemustega. O
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A.3 z-teisenduse tabel

Olulisemad z-teisenduste paarid ja omadused on ira toodud jirgnevas tabelis:

Signaal z-teisendus
S[n] =, 1
1
E2
u|\n «—>
(7] —
1
E2
—ul-n-—1 —
[—n—1] —
1
a’uln] <, -
l—az”
o 1
—ad"u[-n—1]
1—az™!
P 1—acos(w)z™!

a’cos(nw)u[n] «——

1—2acos(w) z ' +a?z7?
. x asin(w) z7!
a’sin(nw)u[n]

1—2acos(w) z ' +a?2z72

x[n] Z, X(z)
ax,[n]+bxy[n] < aX,(2)+ bX,(2)
x[n—7] <, 277 X(z)
x[n)ex[n] <o X,(2) X,(2)
x[—n] <, X(1/z)

nx[n] =, —ZdX(Z)

dz
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A.4 Moned olulisemad MATLAB-1 kiasud

Jargnevalt on esitatud lithike nimekiri mdnedest olulisematest MATLAB-i
kiskudest, mida v8ib vaja minna signaalitotluses. Iga kdsu kohta on lisa-
tud vaid lithike selgitus, tdpsema info saamiseks tuleb MATLAB-is sisestada
help ’késk’. Niiteks info saamiseks kisu filter kohta kirjutame help
filter.

abs — Absoluutviirtuse v6i kompleksarvu mooduli (amplituudi) leidmine.
angle — Kompleksarvu faasi leidmine.

butter — Butterworthi filtri disainimine.

buttord — Butterworthi filtri jirgu leidmine.

cheblord — TSebdsovi I tiitipi filtri jirgu leidmine.

chebyl — TSebdsovi I tiitipi filtri disainimine.

cheb2ord — TSebdSovi II tiilipi filtri jirgu leidmine.

cheby — TSebdsovi II tiiiipi filtri disainimine.

conv — Konvolutsiooni leidmine ja poliinoomide korrutamine.

ellip — Elliptilise filtri disainimine.

ellipord — Elliptilise filtri jargu leidmine.

fft — Kiire Fourier’ teisenduse (FFT) leidmine.

filter — Signaali filtreerimine.

filtfilt — Signaali filtreerimine nullise faasiga.

firl — FIR-filtri disainimine akna meetodil.

firpm — Parks-McClellani optimaalse FIR-filtri disainimine.

firpmord — Parks-McClellani optimaalse FIR-filtri jirgu leidmine.

freqz — Digitaalse filtri sageduskarakteristiku leidmine.

grpdelay — Digitaalse filtri rithmahilistuse leidmine.

ifft — Kiire Fourier’ poordteisenduse (IFFT) leidmine.

impz — Digitaalse filtri impulsskaja leidmine.
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poly — Nullkohtade poliinoomiks teisendamine.
residuez — Osamurdudeks jagamine.
roots — Poliinoomi nullkohtade leidmine.

zplane — z-tasandi nullide-pooluste diagrammi leidmine.
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