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In this article the author considers various conceptions concerning ontological status of the ob-
jects of mathematics.

The relation is show between these problems and a dispute over universals, and then Platonism,
conceptualism and nominalism as the fundamental standpoints on the question of mathematical
objects are presented. Examples are given of concrete (specific) theories within these standpoints
and their implications (also epistemological ones) are shown.

W kazdej nauce jedng z najwazniejszych kwestii filozoficznych jest
problem ontologii jej przedmiotu, tzn. problem tego, czym sag obiekty,
ktore dana nauka bada, jak i gdzie one istniejg. Rozstrzygniecia w tej
kwestii determinujg (w jakim$ przynajmniej zakresie) zasob i charakter
metod danej nauki oraz, w konsekwencji, jej epistemologie i metodologie.
W ten spos6b wyznaczona zostaje niejako przestrzen teorii (w sensie
ontologicznym i epistemologicznym).

0] czym zatem mowi matematyka? Czym sg obiekty, ktore sie w niej
rozwaza i bada? Co stanowi przestrzeri matematyki jako nauki?

Najprosciej powiedzie¢ mozna by tak: matematyka bada liczby oraz
figury geometryczne i ich wlasnosci. Odpowiedz ta jest jednak niewy-
starczajgca, chocby z tego powodu, ze nie wyczerpuje ona catej tresci ma-
tematyki wspélczesnej. Z drugiej strony, nawet jesli ja przyjaé, to po-
wstaje z kolei pytanie o to, czym sa liczby, jak i gdzie one istnieja. O to
samo mozna pyta¢ w odniesieniu do figur geometrycznych czy innych
jeszcze twordw, jesli takowe dopuscimy.

Przy okazji wida¢, ze méwigc o przedmiotach matematyki i jej prze-
strzeni badawczej, trzeba wziaé¢ pod uwage aspekt historyczny. Przeciez
przedmiot zainteresowania badawczego matematykéw zmieniat sie
(i nadal sie zmienia) w czasie. Czym innym interesowali sie matematycy
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starozytnej Grecji (i co innego byli sktonni uzna¢ za przedmiot matema-
tyki), a co innego stanowi przedmiot badan matematykéw wspétczes-
nych. Ustalmy wiec, ze méwigc w dalszym ciggu o przedmiotach mate-
matyki i badajgc ich status ontologiczny, mie¢ bedziemy na mysli mate-
matyke wspotczesng i badane w niej i przez nig obiekty (oczywiscie jest
to znéw okreslenie nie do korica precyzyjne i ostre, ale wystarczajgce dla
naszych celéw).

Okazuje sie, ze pytanie o status bytowy przedmiotéw matematyki
zwigzane jest bardzo silnie ze starym sporem o powszechniki, czyli uni-
wersalia.

Przypomnijmy, ze problem ten postawiony zostat przez Platona, kto-
ry pytat: co odpowiada pojeciom ogélnym takim, jak prosta, liczba, czto-
wiek, dobro, piekno. Udzielane odpowiedzi mozna podzieli¢ na cztery
grupy, otrzymujac w ten sposéb cztery klasyczne stanowiska w sporze
Ouniwersalia: realizm skrajny, realizm umiarkowany, konceptualizm
1nominalizm.

Wymienione koncepcje maja swe odbicie w ontologii matematyki,
czyli w kwestii tytutowego pytania tego artykutu, doktadniej, swoje odbi-
cie znajdujg tu stanowiska pierwsze, trzecie i czwarte (dlaczego stanowi-
sko drugie nie ma swego odpowiednika, powiemy pozniej). W zwiazku z
tym wyrdznia sie trzy nastepujgce stanowiska w ontologii matematyki:
platonizm (odpowiednik realizmu skrajnego), konceptualizm oraz nomi-
nalizm. Omdéwimy je teraz krotko.

Zacznijmy od platonizmu. Otéz terminem tym okresla sie stanowi-
sko gloszace, iz przedmioty matematyki istniejg obiektywnie, samoist-
nie, niezaleznie od czasu, przestrzeni i poznajgcego umystu. W szczegol-
nosci zatem istniejg zardéwno liczby naturalne 0, 1, 2, ..., jak i zbior
wszystkich tych liczb N, przy czym ten ostatni jest pewnym odrebnym
tworem, niezaleznym w swym istnieniu od poszczeg6lnych liczb. W kon-
sekwencji matematyk nie tworzy, ale odkrywa obiekty matematyczne
i ich whkasnosci. Nawet wiec, gdyby na Swiecie nie byto zadnego matema-
tyka i zadnego dzieta matematycznego, to i tak istniatyby wszystkie
obiekty matematyczne (te, ktdére znamy dzis, te, ktére poznamy jutro, ale
i te, ktorych nigdy nie poznamy i o ktérych matematycy nigdy moéwié
nie beda). Przy przyjeciu takiego stanowiska trzeba wiec méwié o tym,
ze dany matematyk odkryt dang teorig, a nie ze jg stworzyt. A zatem
w szczegolnosci powiedzie¢ trzeba, ze Leibniz i Newton odkryli rachunek
rozniczkowy i catkowy, a nie, ze go stworzyli. Dodajmy jeszcze tylko, iz
platonizm nie glosi, ze przedmioty matematyki nalezg do Platoriskiego
Swiata idei. Mogg one tam naleze¢, ale nie musza.

Platonizm dopuszcza istnienie kazdego obiektu, ktory jest nie-
sprzeczny. Zatem wystarczajgcym (i oczywiscie koniecznym) kryterium



istnienia w matematyce staje sie wewnetrzna niesprzecznos$¢ formalna.
Dzieki temu (ontologiczna) przestrzenh matematyki jest maksymalnie
szeroka i obszerna.

Platonizm jest koncepcjg bardzo popularng wsréd matematykow.
Gtosili go w szczegblnosci sam Platon, Euklides (ok. 365-ok. 300 p.n.e.)
czy neoplatonik Proklos Diadochus (410-485). Ten ostatni twierdzit, ze
przedmioty matematyki sg czyms$ posrednim miedzy bytami najwyzszy-
mi, ktére cechuja sie prostota, nieztozonoscia i niepodzielnoscia, a obiek-
tami materialnymi, ktoére sa ztozone i podzielne. Zrodtem przedmiotow
matematycznych jest dusza, ktéra zawiera ich prawzory co do istoty.

Innym przedstawicielem platonizmu w filozofii matematyki byt
Georg Cantor (1845-1918), matematyk niemiecki, tworca teorii mnogo-
éci, podstawowej dzi$ dyscypliny matematycznej, ktéra stanowi funda-
ment matematyki zaréwno w sensie filozoficznym, jak i logicznym.
Swym przekonaniom platoriskim dawat wyraz w réznych miejscach.
Najjasniej wyrazit to w swej rozprawie habilitacyjnej z roku 1869, ktorej
trzecia teza brzmiata: ,,Numeros integros simili modo atque corpora co-
elestia totum quoddam legibus et relationibus compositum efficere”l
Potwierdzit to swoje stanowisko i u kresu swej twoérczej aktywnosci, gdy
fundamentalne dzieto Beitrage zur Begriindung der transfiniten Mengen-
lehre (1895-97) zaopatrzyt w trzy nastepujace motta, stanowigce jego
filozoficzne credo: ,,Hypotheses non fingo”, ,,Neque enim leges intellectui
aut rebus damus ad arbitrium nostrum, sed tanquam scribae fideles ab
ipsius naturae voce latas et prolatas excipimus et describimus”, ,Veniet
tempus, quo ista quae nunc latent, in lucern dies extrahat et longioris
aevi diligentia”2 W jednym z listéw pisal tez, ze ,w stosunku do tresci
moich prac jestem jedynie sprawozdawcg i urzednikiem”.

Do zwolennikéw platonizmu nalezeli réwniez tworca nowoczesnej
logiki formalnej Gottlob Frege (1848-1925) i najwiekszy logik i badacz
podstaw matematyki XX wieku Kurt Godel (1906-1978). Ten ostatni pisat:

Klasy i pojecia moga by¢ pojmowane jako rzeczywiste obiekty istniejgce nieza-
leznie od naszych definicji i konstrukcji [...] Wydaje mi sie, ze zatozenie istnienia
takich obiektow jest tak samo uzasadnione, jak przyjecie istnienia ciat fizycz-
nych, ajest przeciez wiele racji, by przyjac¢ ich istnienie.

Godel powotuje sie przy tym na Bertranda Russella (1872-1970), ktdry
pisat:

1,Liczby catkowite, podobnie jak i ciata niebieskie, tworzg za pomoca praw i relacji
pewien staty porzadek”.

2 ,Fikcji nie tworze”; ,,Praw nie poddajemy pod osad wtasny rzeczom czy rozumowi,
lecz jako wierni pisarze wydobywamy je ukryte i wytozone w glosie samej natury i opisu-
jemy je”; ,Przyjdzie czas, w ktorym te rzeczy, ktére teraz sg zakryte, wyciagniete zostang
ze starannoscia i pilnoscig na swiatto dzienne na diugie wieki”.



Logika [a takze matematyka, jak wynika z dalszych rozwazanh Russella - R. M.]
zajmuje sie Swiatem realnym, tak jak zoologia, aczkolwiek bada bardziej abs-
trakcyjne i ogélne jego wiasnosci.

Dodajmy tu jednak, ze Russell nie byl konsekwentny w tych swoich
przekonaniach. Po6zniej zmienit zdanie i w swym podstawowym dziele
Principia Mathematica (opublikowanym wspdlnie z A.N. Whiteheadem
w latach 1910-1913) gtosit nominalizm.

Przyjecie platonizmu implikuje odpowiednig postawe badawczg ma-
tematyka. Otdéz matematyk staje wobec danej mu rzeczywistosci mate-
matycznej, w ktdrej nie moze nic zmienié, a ktérg ma adekwatnie opisac.
Nie jest wiec panem sytuacji, ale niejako jej stuga. Trafnie wyrazit to
polski logik Jan tukasiewicz (1878-1956), piszac tak:

Chciatbym na zakonczenie tych uwag nakresli¢ obraz zwiazany z najgtebszymi
intuicjami, jakie odczuwam zawsze wobec logistyki. Obraz ten rzuci moze wiecej
Swiatta na istotne podioze, z jakiego przynajmniej u mnie wyrasta ta nauka, niz
wszelkie wywody dyskursywne. Otéz ilekro¢ zajmuje sie najdrobniejszym nawet
zagadnieniem logistycznym, szukajac na przykiad najkrétszego aksjomatu ra-
chunku implikacyjnego, tylekro¢é mam wrazenie, ze znajduje sie wobec jakiej$
poteznej, niestychanie zwartej i niezmiernie odpornej konstrukcji. Konstrukcja
ta dziata na mnie jak jaki$ konkretny dotykalny przedmiot, zrobiony z naj-
twardszego materiatu, stokro¢ mocniejszego od betonu i stali. Nic w niej zmieni¢
nie moge, nic sam dowolnie nie tworze, lecz w wytezonej pracy odkrywam w niej
tylko coraz to nowe szczeg6ty, zdobywajac prawdy niewzruszone i wieczne.
Gdzie jest i czym jest ta idealna konstrukcja? Filozof wierzacy powiedziatby, ze
jest w Bogu ijest mys$lg Jego.

Przytoczone stowa tukasiewicza odnoszace sie wprawdzie wprost do
logiki (doktadniej logistyki, jak naéwczas nazywano logike formalna),
odnoszg sie tez do matematyki i - moim zdaniem —trafnie opisujg od-
czucia pracujgcego matematyka.

Zauwazmy jeszcze na koniec tych rozwazan o platonizmie, ze impli-
kuje on, iz kazdy problem matematyczny typu pytania-rozstrzygniecia
~tak-nie” ma juz istniejace rozwigzanie. Nie ma tu wiec miejsca na pro-
blemy nierozstrzygalne! Chodzi tylko o to, by znalezé wlasciwa odpo-
wiedz. Moze to by¢ bardzo frustrujgce dla matematyka, ktéremu nie
udaje sie znaleZ¢ tego rozwigzania (co prowadzi¢ moze do smutnych kon-
sekwencji, jak to pokazuje przyktad Cantora, w przypadku ktorego nie-
moznos$é rozwiazania problemu kontinuum, razem z brakiem zrozumie-
nia i akceptacji ze strony innych matematykéw dla stworzonej przez
niego teorii mnogosci, doprowadzity do zatamania nerwowego i dajacej
o0 sobie znac¢ do konca zycia choroby psychicznej).

PrzejdZzmy teraz do drugiego stanowiska, a mianowicie do konceptu-
alizmu. Wedtug niego istniejg tylko te obiekty matematyczne, ktére sg



konstruowalne, czyli takie, ktére mozna skonstruowac¢ z obiektow, ktoé-
rych istnienie jest intuicyjnie jasne. Zauwazmy przede wszystkim, ze
podstawowe tu pojecie konstruowalnosci jest bardzo nieprecyzyjne i nie-
ostre. Nie jest a priori jasne, o jakg konstruowalno$¢ tu chodzi, jakie
metody dopuszcza sie przy konstrukcjach (skonczone tylko czy takze
nieskonczone i w jakim zakresie). W zaleznosci od dalszych precyzacji
mozna wyro6znié nastepujace wersje ontologiczne konceptualizmu:

= obiektywizm, ktéry glosi, ze przedmioty matematyki to obiektywne

wytwory proceséw konstruowania istniejgce niezaleznie od pod-
miotu, ktéry je konstruuje,

= intencjonalizm, wedtug ktérego przedmioty matematyki istniejg

intencjonalnie (tak jak twory kulturowe, a wiec w szczegd6lnosci
utwory literackie czy muzyczne),

< mentalizm, ktéry traktuje przedmioty matematyki jako wytwory

aktow myslowych i twierdzi, ze istniejg one tylko w tych aktach,

= stanowisko gloszace, ze przedmioty matematyki to konkretne

przedmioty czasowo-przestrzenne.

Najbardziej znanym i najmocniej rozwinietym kierunkiem koncep-
tualistycznym w filozofii matematyki jest intuicjonizm chcacy oprze¢
calg matematyke na pierwotnej intuicji liczby naturalnej. Tworca intu-
icjonizmu L. E. J. Brouwer (1881-1966) prébowat ugruntowac te ostat-
nig, odwotujac sie do Kantowskiej koncepcji apriorycznego czasu. We-
dtug intuicjonizmu istnie¢ to tyle, co byé konstruowalnym. Zwro6émy
uwage na to, ze méwi sie tutaj nie o aktualnie przeprowadzonych przez
konkretnego matematyka konstrukcjach (a sg tez takie wersje koncep-
tualizmu), ale o potencjalnych konstrukcjach idealnego matematyka.

Zwolennikéw konceptualizmu znalezé mozna w réznych okresach
historycznych. Byt wérdd nich na przykiad Mikotaj z Kuzy (1401-1464),
filozof, teolog, p6zniejszy kardynat. Glosit on, ze liczby sg dzietem ludz-
kim i istniejg tylko w naszym umysle. Sg one odbiciami (obrazami) liczb
istniejacych w umysle Bozym. Podobnie ma sie sprawa z figurami geo-
metrycznymi. Do zwolennikéw konceptualizmu nalezat tez Henri Poin-
care (1854-1912), czotowy przedstawiciel konwencjonalizmu w filozofii
nauki, czy wielki matematyk niemiecki Richard Dedekind (1831-1916).
Ten ostatni, twdrca Scistej teorii liczb rzeczywistych, gtosit na przykiad,
ze liczby sa wolnym wytworem umystu ludzkiego (piszac o tworzeniu
liczb niewymiernych, uzywat niemieckiego stowa erschaffen, ktore zna-
czy ,stwarzac” i ktére pojawia sie w Ksiedze Rodzaju przy opisie stwa-
rzania Swiata przez Jahwe).

Jednag z konsekwencji stanowiska konceptualistycznego jest koniecz-
nos¢ odrzucenia nieskonczonosci aktualnej i mozliwos¢ dopuszczenia
jedynie nieskoriczonosci potencjalnej (i to tylko przeliczalnej), co stanowi



wyrazne ograniczenie i zubozenie przestrzeni matematyki! Przyjecie tyl-
ko obiektéw konstruowalnych wymusza tez odrzucenie pewnych metod
dowodowych (na przykiad niekonstruktywnych dowodéw twierdzen eg-
zystencjalnych). To z kolei implikuje ograniczenie przestrzeni matema-
tyki w zakresie akceptowanych wynikdéw i dopuszczalnych metod, czyli
w sensie metodologicznym.

Trzecim stanowiskiem w rozwazanej kwestii statusu bytowego
przedmiotéw matematyki jest nominalizm. Glosi on, ze istniejg tylko
przedmioty jednostkowe i wszelkie wypowiedzi o innych obiektach, na
przyktad o zbiorach, mozna interpretowa¢ jedynie jako wypowiedzi (czy
raczej skroty wypowiedzi) o indywiduach. Powstaje tu oczywiscie od razu
pytanie, czym moga by¢ indywidua? Wsrod odpowiedzi na to pytanie
znajdujemy dwa gtéwne stanowiska. Jedno gtosi, ze moga by¢ one do-
wolnej natury (mamy wtedy do czynienia z nominalizmem formalnym),
drugi dopuszcza tylko przedmioty indywidualne okreslonej natury (tak
czynit na przyktad T. Kotarbinski, dopuszczajgc w swoim reizmie tylko
ciata).

Nominalizm ma swoich zwolennikéw wsrod filozoféw matematyki.
Nalezeli do nich w szczeg6lnosci B. Russell i A. N. Whitehead (Slady tego
stanowiska wida¢ wyraznie w ich fundamentalnym dziele Principia
Mathematica), nalezeli do nich logicy polscy Alfred Tarski i Stanistaw
Lesniewski. Ten ostatni traktowat formuty logiczne jako konkretne
fizyczne napisy. Kierunek ten ma wielu zwolennikéw i dzi$, zwiaszcza
w anglosaskiej filozofii matematyki (H. Field, J. P. Burgess, G. Rosen).
Zauwazmy, ze nominalizm stanowi wiasciwie najsilniejsze zawezenie
przestrzeni matematyki, eliminujac z niej wszelkie obiekty abstrakcyjne.

Zwrécmy uwage, ze wsréd koncepcji dotyczacych ontologii matema-
tyki nie ma swego odpowiednika realizm umiarkowany Arystotelesa.
Dlaczego? Ot6z zgodnie z nim nalezatoby traktowaé na przyktad zbiory
jako wihasnosci. Zatem istniatyby one tak, jak istniejg atrybuty, czyli za-
leznie od rzeczy, ktérych sg atrybutami. Wtedy jednak powstaje trudnoscé
zwigzana z istnieniem tzw. cech koekstensywnych, tzn. cech réznych, ale
wyznaczajacych ten sam zbiér przedmiotéw. Aby zachowal ekstensjo-
nalny charakter tworéw matematycznych (a zalezy nam na tym, by ma-
tematyka miata charakter ekstensjonalny!), w tym zbiordw, cechy takie
nalezatoby utozsamié. | tu powstajg trudnosci.

*

PrzedstawiliSmy powyzej trzy stanowiska w kwestii statusu bytowe-
go przedmiotéw matematyki. Zadaé nalezy teraz pytanie: ktore z tych
stanowisk jest stuszne, ktore jest whasciwe, ktére prawdziwe? OdpowiedZ



brzmi: nie wiemy! Sama matematyka nie daje tu zadnego rozstrzygnie-
cia. Co wiecej, brak odpowiedzi na to, zdawatoby sie, zasadnicze pytanie
nie stanowi zadnej przeszkody w skutecznym uprawianiu i rozwijaniu
matematyki. Okazuje sie, ze matematyke mozna z powodzeniem upra-
wiac (i robi sie to!), nie majgc sprecyzowanych pogladéw w rozwazanej
kwestii. Pozostaje oczywiscie problem zasobu dopuszczalnych Srodkow -
pewne stanowiska ontologiczne ograniczajg przeciez ten zaséb (na przy-
ktad konceptualizm dopuszcza jedynie metody i Srodki konstruktywne).
Ale i te trudnos¢ tatwo omingé - mozna, jak czynili to matematycy ze
szkoty polskiej, stosowaé dowolne S$rodki (skonczone, infinitystyczne,
konstruktywne etc.), ale zawsze w sposéb Swiadomy i wyraznie zazna-
czajgc przy kazdym wyniku, jakich (nie przez wszystkich akceptowa-
nych) srodkéw sie uzyto w danym dowodzie. Jest to wiec spos6b na za-
chowanie maksymalnie szerokiej przestrzeni matematyki zaréwno w
sensie ontotogicznym, jak i epistemologicznym, ale wymagajacy wyraz-
nej samoswiadomosci metodologicznej.

Przyznaé trzeba, ze matematycy rzadko zastanawiajg sie nad kwe-
stiami filozoficznymi dotyczacymi przedmiotu uprawianej przez nich
dziedziny. Obserwacja (i samoobserwacja) pokazuje jednak, ze na ogét
zachowujg sie oni w swej pracy badawczej jak platonicy. Oznacza to, ze
nie sg panami czy kreatorami rzeczywistosci matematycznej, przeciwnie,
stajg wobec danej im ,twardej” rzeczywistosci, ktorg starajg sie opisac.
Przyjmujg wiec praktycznie mozliwie najobszerniejszg przestrzen ma-
tematyki, w ktdrej dziatajg. Przy tym akceptujac ,,na co dzien”, roboczo,
platonizm, ,,od swieta”, tzn. Kiedy zastanawiajg sie nad kwestiami filozo-
ficznymi (jesli w ogéle to czynig!), matematycy deklarujg sie na ogdt jako
formalisci, tzn. twierdza, ze matematyka to zespo6t aksjomatyczno-de-
dukcyjnych systeméw sformalizownych i cata praca matematyka polega
na dedukcji twierdzen z przyjetych aksjomatéw za pomoca dowolnych
poprawnych metod. Zauwazmy jednak, ze przy takim podejsciu omija sie
wilasciwie kwestie statusu bytowego przedmiotéw matematyki.

Rozwazany w tym artykule problem statusu ontologicznego obiektow
matematyki nabrat w ostatnim czasie nowego wymiaru. Ot6z w zwigzku
z coraz szerszym stosowaniem komputeréw w matematyce powstaje pro-
blem tego, jak istniejg obiekty kreowane komputerowo (na przykiad
fraktale)? Czy matematyk za pomocg komputera stwarza nowg rzeczy-
wistos¢ istniejaca ... - No wlasnie, gdzie? Na monitorze? W programie?
A moze komputer stuzy tylko do modelowania obiektywnie (po platon-
sku) istniejgcej rzeczywistosci matematycznej i dostarcza nowych metod
i Srodkow jej poznawania oraz umozliwia poznawcze dotarcie do takich
jej obszaréw, ktdre bez uzycia go bytyby niedostepne? Czy wiec stosowa-



nie komputeréw poszerza w jakims$ sensie przestrzern matematyki, czy
nie? Pojawia sie tu tez oczywiscie problem epistemologiczny, a mianowi-
cie, czy matematyka postugujgca sie komputerem jest dalej nauka aprio-
ryczng, czy tez staje sie guasi-empiryczna, a moze nawet wrecz empi-
ryczna? Ale to juz inny problem i inna opowies¢...



