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Palavras - Chave

Resumo

Tansformacdes geométricas de graficos de fungdes, tarefas
exploratdrias, GeoGebra.

Este trabalho tem como objetivo analisar se 0 GeoGebra € um
recurso facilitador do processo de estabelecimento, por parte
dos alunos, das relac@es entre graficos de fungdes e auxiliador
na resolucdo das tarefas propostas.

Para a realizacéo deste estudo selecionou-se alguns estudantes
de uma turma do 10° ano do curso cientifico-humanistico de
Ciéncias e Tecnologias de uma escola, na qual foi
desenvolvida a unidade curricular de Pratica de Ensino
Supervisionada. As técnicas utilizadas para a recolha de dados
neste estudo foram: a recolha documental, a inquiri¢do e ainda
a observacdo. O estudo realizado é um estudo de casos
maultiplos, que se insere num paradigma interpretativo de
indole qualitativa.

Os resultados indicam que, no geral, o recurso ao GeoGebra
parece facilitar o estabelecimento de relacfes entre graficos de

funcdes e auxiliar os alunos na resolugéo das tarefas propostas.
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This work aims to analyze if the GeoGebra is a facilitator
resource in the process of establishing relations between
function graphs, by the students, and a helper in the resolution
of the proposed tasks.

For this study, some students were selected from a class in the
10™ grade of scientific and humanistic course of Science and
Technologies of a school, where the curricular unit of Pratica
de Ensino Supervisionada has taken place. The techniques used
for data collection in this study were: the documentary
collection, examination and further observation. The study is a
multiple case study, whithin a interpretative paradigm of
qualitative nature.

The results indicate that, in general, the use of GeoGebra seems
to facilitate the establishment of relations between function
charts and to help students in the resolution of the proposed

tasks.
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1. Introducao

Inicia-se esta introducdo com a apresentacdo das motivacdes e da pertinéncia deste
estudo. Em seguida apresenta-se a problematica da investigacdo, 0s objetivos e as
questdes de investigacdo a que o mesmo pretende dar resposta. Por fim, descreve-se,

brevemente, a estrutura deste relatorio.

1.1.  Motivacgoes e Pertinéncia do Estudo

As tecnologias assumem um papel fundamental na sociedade atual. Quer seja em
casa ou no local de trabalho, a maioria das pessoas ja ndo consegue passar um dia sem
aceder ao computador ou ao telemdvel, sendo que os alunos ndo escapam a essa
tendéncia. Esta geracdo de alunos é considerada como a geracdo tecnoldgica e é
caracterizada por “uma apeténcia quase inata para descobrir, criar, manusear, desvendar
os trilhos tecnoldgicos” (Marques, 2009, p.28). Os alunos contactam com as tecnologias
desde muito cedo e, “talvez por esse motivo, ndo se interessam por aulas unicamente
expositivas” (Calil, Veiga & Carvalho, 2010, p.3). Cabe a escola e aos professores
acompanhar o desenvolvimento social e levar as novas tecnologias para dentro da sala de

aula.

Atualmente, a maioria das escolas ja possui pelo menos um computador por sala
de aula e em algumas existem salas com varios computadores a disposi¢cdo dos alunos,
onde estes podem trabalhar. Sendo este um elemento indispensavel no dia-a-dia dos
alunos, por que ndo utiliza-lo para contribuir para a sua aprendizagem? Segundo o NCTM
(2008), ““a tecnologia ¢ essencial no ensino e na aprendizagem da matematica; influencia
a matematica ensinada e melhora a aprendizagem dos alunos”(p. 26). O Programa e Metas
Curriculares de Matematica A do Ensino Secundario também faz referéncia a importancia
da tecnologia, dizendo que esta deve ‘“ser aproveitada para ajudar os alunos a
compreender certos contetudos e relagdes matematicas”(Bivar, Grosso, Oliveira, Timoteo
& Loura, 2013, p.28).

Segundo Ponte (2009), as aulas de hoje em dia parecem ainda continuar a ser

muito expositivas, no entanto, deve dar-se énfase ao trabalho do aluno e fazer com que o



este assuma um papel essencial no seu processo de aprendizagem. Segundo Santos
(2011), as tecnologias, como as calculadoras, os computadores, as aplicacGes
informaticas (tais como o GeoGebra e a folha de célculo), encorajam os alunos a resolver
problemas, que provavelmente de outra forma ndo os conseguiriam resolver. Ainda
segundo a mesma autora, estas tecnologias vém dinamizar as aulas, torna-las mais

interativas e fazer com que os alunos tenham um papel central na sua aprendizagem.

Dentro das tecnologias existentes, os softwares de geometria dinamica sdo uma
ferramenta muito Util, ndo s6 para o estudo da Geometria, como também para o estudo de
outros tdpicos, como por exemplo as fungdes. No caso deste estudo, o software adotado

foi 0 GeoGebra, visto que tem um acesso gratuito e € muito intuitivo.

Tendo em conta que o tema Funcdes Reais de Varidveis Reais € um dos dominios
onde os alunos apresentam mais dificuldades (Eisenberg, 1991; Candeias, 2010), decidiu-
se optar pelo estudo de um dos subtopicos presentes no programa de Matematica A do
10° ano. O subtopico escolhido foi “Transformac¢des Geométricas de Graficos de
Fungdes”, dada a escassez de estudos com ele relacionados. No Programa e Metas
Curriculares de Matematica do Ensino Secundario, nesse subtdpico estdo contemplados
0s seguintes descritores: 2.9, 2.10, 2.11, 2.12, 2.13, 2.14, 2.15 e 2.16, disponiveis em
Anexo 6, 0s quais integram este estudo. Segundo Saraiva, Teixeira & Andrade (2010), o
estudo das transformacfes geométricas de gréaficos de funcgdes, além de ser feito com
recurso a tecnologia, deve recorrer também ao lapis e papel. Seguindo esta perspetiva, 0
estudo do subtopico referido anteriormente ira ser estudado pelos alunos com recurso a
fichas exploratérias com o auxilio do GeoGebra e, em seguida, completado com a

resolucdo de tarefas, recorrendo apenas a lapis e papel.

1.2. Questdes de Investigacdo e Objetivos

Além de pretender detetar eventuais dificuldades que os alunos irdo ter na
aprendizagem deste topico, pretende-se perceber que contributos o software de geometria
dindmica GeoGebra fornece aos alunos no processo de construcao de aprendizagem deste
tema. Concomitantemente, procura-se analisar se os alunos conseguem mobilizar esse
conhecimento, anteriormente construido, em tarefas de “lapis e papel”. Para isso coloca-

se a seguinte questdo de investigacao:



Qual o contributo do GeoGebra para a construcdo e aplicacdo do conhecimento

das Propriedades Geométricas de Gréaficos de Funcdes?

Para dar resposta a esta questdo de investigacdo define-se os seguintes objetivos:

Analisar se os alunos mobilizam competéncias desenvolvidas atraves de tarefas
com o0 GeoGebra e as aplicam em tarefas de “lapis e papel”;
Verificar eventuais dificuldades no estabelecimento da relacdo entre a
transformacdo geométrica operada no gréfico de uma funcdo com a
correspondente modificacdo algébrica operada na forma como esta definida,
sempre que ambas as funcdes estejam definidas. Nomeadamente, estdo em causa
as seguintes relacoes:

- Relagéo entre o grafico de uma funcdo f e os graficos das funcdes
fx)+kkER,

- Relacdo entre o grafico de uma funcdo f e os graficos das funcdes
f(x—k),k ER,

- Relacéo entre o grafico de uma fungéo f e o grafico da funcdo —f (x);

- Relacéo entre o grafico de uma fungéo f e o grafico da funcdo f(—x);

- Relacdo entre o gréafico de uma funcdo f e os graficos das funcdes
kf(x), k € R*

- Relacdo entre o grafico de uma funcdo f e os graficos das funcdes
f(kx), k € R*.
Analisar se os alunos consideram 0 GeoGebra um recurso auxiliador no processo

de aprendizagem deste topico;

Em suma, pretende-se, nomeadamente, analisar se 0 GeoGebra é um recurso

facilitador do processo de estabelecimento das relacGes supracitadas, por parte dos

alunos, e auxiliador na resolugéo das tarefas propostas.



1.3.  Organizacao do Relatorio

Este relatorio de estagio esta dividido em quatro capitulos, para além desta

introducao.

O segundo capitulo, destinado ao enquadramento teorico, esta dividido em duas
seccdes: uma destinada ao estudo das transformac6es geométricas e a ligacao entre estas
e as relagcdes entre graficos de algumas funcgdes; na segunda seccdo é justificada a

abordagem didatico pedagdgica que sera utilizada na implementacéo do estudo.

No terceiro capitulo, dedicado ao Meétodo, sdo justificadas as opcdes
metodoldgicas tomadas. Além disso, explicam-se as técnicas e instrumentos de dados

utilizados e faz-se uma breve descricdo dos participantes no estudo.

No quarto capitulo, intitulado Apresentacédo e Analise de Dados, explica-se como
foi feita a selecdo dos casos em estudo. Posteriormente, intercala-se a apresentacao das
questBes analisadas com a andlise das respostas dos casos em estudo a essas questdes e
analisa-se as respostas desses mesmos casos ao questionario. Para finalizar este capitulo,

faz-se uma sintese muito breve das principais conclusdes retiradas com a analise de dados.

No quinto e ultimo capitulo, apresentam-se as conclusdes e faz-se uma reflexao

onde a investigadora refere algumas limita¢6es do estudo.
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2. Enquadramento Tedrico

O enquadramento tedrico deste estudo esta dividido em duas sec¢oes. Na primeira,
faz-se um enquadramento tedrico do topico que ird ser lecionado nas aulas onde se
procedeu a recolha de dados para este estudo. Neste sentido, faz-se uma abordagem
matematica do topico Transformacgdes Geométricas de Graficos de Funcdes tendo em
conta aquilo que esté descrito no Programa e Metas Curriculares de Matematica A do
Ensino Secundério, dando-lhe um pouco mais de profundidade. Na segunda secc¢ao sao
justificadas as opcOes didatico pedagdgicas tomadas para o desenvolvimento dessas

aulas.

2.1.  Abordagem Matematica: Transformacdes Geométricas de Graficos de

Funcoes

Nesta seccdo, analisa-se quais as transformacdes que estdo envolvidas na relacéo

entre graficos de funcBes, nomeadamente:

e Relacdo entre o grafico de uma funcdo fe os graficos das funcgdes
f(x) +k k € R;

e Relacdo entre o grafico de uma funcdo f e os graficos das fungdes
f(x—k), k ER;

e Relacdo entre o grafico de uma funcéo f e o gréfico da fungdo —f (x);

e Relagdo entre o grafico de uma funcéo f e o gréfico da fungdo f(—x);

e Relacdo entre o grafico de uma funcéo f e os graficos das funcoes kf (x), k € R™;

e Relacdo entre o grafico de uma funcéo f e os gréficos das funcdes f (kx), k € R*.

Na subsecc¢éo seguinte estuda-se alguns aspetos basicos relativos a transformacdes
do plano: inclui-se a definicdo de transformacgéo no plano e de algumas transformacdes
de semelhanca que interessam ressaltar neste estudo. Em seguida, relaciona-se essas

transformacgtes geométricas com as relagdes entre gréaficos de fungdes supracitadas.
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2.1.1. Transformagdes Geométricas do Plano

Uma transformacéo do plano é uma aplicacéo bijetiva do plano no plano, que a
cada ponto P faz corresponder um e um s6 um ponto P’ = f(P) do plano (Breda,
Serrazina, Menezes, Sousa & Oliveira, 2011). Segundo 0os mesmos autores, ao ponto P’
da-se 0 nome de transformado ou imagem de P por f. As Unicas transformacdes
geométricas que os alunos reconhecem até ao 10° ano, como tal sdo as isometrias. Este
tipo de transformacdo geométrica caracteriza-se pela preservacdo das distancias entre
quaisquer dois pontos do plano (Breda, Serrazina, Menezes, Sousa & Oliveira, 2011). No
entanto, as isometrias ndo sao as Unicas transformacgdes geométricas existentes e podem
ser englobadas num grupo de transformag6es mais amplo, o das semelhancas, que os
alunos envolvidos no estudo também ja conhecem, embora ndo sejam trabalhadas do
ponto de vista das transformac6es geométricas (Bastos, 2007; Breda, Serrazina, Menezes,
Sousa & Oliveira, 2011). Segundo Rosendo (1987, p. 7),

[pode-se] pensar nas semelhancas como sendo transformacfes geométricas que
ndo causam deformacdes, no sentido em que toda a semelhanca conserva a forma
das figuras; e nas isometrias como as que preservam a forma e as dimensdes das

figuras.

A definicéo de transformacdo de semelhanga que se segue, foi retirada de Breda,
Serrazina, Menezes, Sousa & Oliveira (2011, p. 75), e define transformacdo de

semelhanca:

[como uma] transformacéo do plano no plano que preserva a razéo das distancias
entre quaisquer dois pontos (distintos) do plano e os respetivos transformados.
[Ou entdo,] se f é uma transformacdo de semelhanca, as distancias entre P e Q e

entre f(P) e f(Q) séo diretamente proporcionais.

Uma transformacéo de semelhanca tanto pode ser uma amplia¢do, como uma reducéo ou
uma isometria, sendo esta ultima, uma transformacdo geométrica “[que] mantem
invariante (constante) a razdo das distancias entre os pontos e os seus transformados”

(Breda, Serrazina, Menezes, Sousa & Oliveira, 2011, p. 76).

Do conjunto das isometrias, para a realizacdo deste estudo destaca-se apenas a
translacéo, a rotacdo e ainda a reflexdo. Comeca-se por estudar entdo a translagéo. José

Sebastido e Silva (1975), define translacio da seguinte forma: “Dado um vetor i, chama-
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se translacdo definida por u a aplicacéo [...] que faz corresponder a cada ponto P do

espaco € o ponto P’ = P + 1 do mesmo espago” (p. 39).

Figura 1 - llustracdo: P’ é a imagem de P pela translacéo de vetor u

Ja para definir rotacdo considera-se dois pontos O e P. Diz-se que um ponto P’ é imagem
do ponto P por uma rotagdo de centro O e angulo @ quando os segmentos [OP] e
[OP’] ttm 0 mesmo comprimento e os angulos @ e POP’ tém a mesma amplitude (Bivar,
Grosso, Oliveira, & Timdteo, 2013).

Figura 2 - llustragdo: P’ é a imagem de P pela rotacdo de centro O e amplitude «

Para terminar esta descricdo das isometrias falta apenas definir reflexdo. O
Programa de Matematica do Ensino Basico define dois tipos de reflexdo: a reflexao
central e a reflexdo axial. Para se definir esta ultima reflexdo, a reflex&o axial, considera-
se uma reta r e um ponto P n&o pertencente a r. A imagem de M pela reflexdo axial de
eixo r € 0 ponto P’ tal que r é a mediatriz do segmento de reta [PP’], tal como mostra a

figura a seguir (Bivar, Grosso, Oliveira, & Timoteo, 2013).
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Figura 3 - llustracdo: P’ é a imagem de P pela reflexao axial de eixo r

Para se definir reflexdo central considera-se dois pontos O e P. Diz-se que P’ é imagem
do ponto P pela reflexdo central de centro O quando O for o ponto médio do segmento de
reta [P, P’] (Bivar, Grosso, Oliveira, & Timoteo, 2013).

Figura 4 - llustracdo: P’ é a imagem de P pela reflexdo central de centro O

Outro tipo de transformacao de semelhanca a destacar € a homotetia (que ja nao €
em geral uma isometria). Para isso considera-se um ponto do plano O e um nimero r tal

que r € R\{0}. Chama-se homotetia de centro O e razédo r, a aplicacdo que a todo ponto

P desse plano faz corresponder o ponto P’ do mesmo plano, tal que P’ =0 +70P
(Rosendo, 1987).

‘\“_UA

Figura 5 - llustragdo: O ponto P’é a imagem do ponto P pela homotetia de centro O

Sendo uma semelhanga, toda a homotetia “se pode classificar em: ampliacdo se |r| > 1,

reducdo se |r| < 1 e isometria se|r| = 1” (Rosendo, 1987, p.18). Outra propriedade
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importante das semelhancas € a seguinte: toda a semelhanca do plano é a composta de

uma homotetia com uma isometria (Rosendo, 1987).

As transformacdes geométricas até aqui descritas sdo aquelas com que os alunos
até ao 10° ano contactaram (isometrias e semelhanc¢as). No entanto, a defini¢cdo de
transformac&o no plano é mais abrangente e engloba outro tipo de transformag6es, menos
estudadas. Alias, na proxima subseccao utilizar-se-a a dilatacdo vertical, a contragédo

vertical, a dilatacdo horizontal e a contracdo horizontal, que se definira na altura.

2.1.2. Propriedades Geométricas de Graficos de Funcdes

De seguida, procede-se a identificacdo das relagcdes existentes entre os gréaficos,
listados no inicio desta seccdo, a partir das defini¢bes consideradas na subsec¢édo anterior.
No entanto, as Ultimas duas relacbes mencionadas, como se podera observar, ndo serao

nem isometrias, nem transformacbes de semelhanca, visto que ndo ha preservacdo da

forma.

Relacdo entre o graficos das uma funcdo f(x)e os gréaficos das funcbes
fxX)+kkeR
Comeca-se entdo este estudo por verificar a relacdo existente entre o grafico de

uma funcdo f e o grafico da funcdo g(x) = f(x) + k,k € R.

<
:
I
:
i
I
I
i
I
I
I

=

Hag)fp=mmmmmmmm bt

Figura 6 - llustracéo: Relag&o entre os gréaficos das fungdes f(x) e f(x) + k
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Considera-se a funcéo f, funcéo real de variavel real. Os pontos pertencentes ao
grafico de f tém coordenadas (x, f(x)) e os pontos pertencentes ao grafico de g tém

como coordenadas (x, f (x) + k).

Tal como se pode observar na Figura 6, as distancias entre quaisquer dois pontos
do grafico de f aos respetivos transformados, que constituem o gréfico de g, séo
preservadas. De facto, se P € um ponto, qualquer, pertencente ao gréafico da funcéo f de
coordenadas (x,, f(xy)), 0 ponto com a mesma abcissa pertencente ao grafico de g tem

coordenadas P’(x,, f (xy) + k). Mais,

l_i =P —P= (XOIf(xo) + k) - (xOIf(xO)) = (xO - xo'f(xo) + k _f(xo)) = (O,k)

Assim, para cada ponto P do gréfico de f, existe um ponto P’ no gréafico de g tal
que P’ =P + u,sendo u(0, k). Consequentemente, o gréafico da funcdo g é imagem do

gréafico da funcéo f pela translacédo associada ao vetor %(0, k).

Relacdo entre o grafico de uma fungdo f(x) e os graficos das funcdes
f(x—k),keER

Para se estudar esta relagdo considera-se uma funcdo f de dominio Dy e uma
funcdo g definida por g(x) = f(x — k), k € R, admitindo que x — k € D, para 0 k
considerado. Os pontos que pertencem ao grafico da funcdo f sdo da forma
(x, f (x)), x € Dy. Considera-se um ponto qualquer do grafico dessa funcdo, onde as suas
coordenadas sao da forma (xo,f(xo)),xO € Dr. No grafico de g existe um ponto que

também terd ordenada f(x,). Esse ponto tem abcissa x,+ k. De facto,
glxo + k) = flxo +k—k) = f(xo).

Deste modo, considerando a translagéo associada ao vetor v (k, 0), verifica-se que

P'=(xo+k,g(xo+ k)) éaimagemde P = (x,, f(xy)), por essa translacao.
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Figura 7 - llustracdo: Relagdo entre os gréaficos das fungdes f(x) e f(x — k)

A Figura 7 ilustra a concluséo acima obtida: o grafico de g € o transformado do

gréafico de f pela translacdo associada ao vetor v(k, 0).

Relacéo entre o grafico de uma fungéo f(x) e o gréafico da fungdo —f(x)

Considere-se a funcéo f, real de variavel real e a fungdo g(x) = —f(x). Neste caso,
0 dominio de f e o dominio de g € 0o mesmo. A cada ponto P (x,, f (x,)) do gréfico de f,

pode-se associar de forma Unica um ponto P’(x,, —f (x,)), do grafico de g. Note-se que
0 ponto médio de [PP'] é M(x,,0) e que a reta PP’ de equacdo x = x, € perpendicular a

Ox. Logo, Ox é a mediatriz do segmento de reta [PP'].

— &)

fty) |- ¢

Figura 8 - llustracdo: Relagdo entre os graficos das fungdes f(x) e —f (x)

Sendo assim, pode-se concluir que o grafico da funcdo g é o transformado do

gréfico da funcdo f pela reflexdo de eixo Ox.
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Relacdo entre o gréafico de uma funcgdo f(x) e o gréfico da funcéo f(—x)

Para este caso, considera-se a funcéo real de variavel real f e a funcdo g definida
por g(x) = f(—x). A cada ponto P(x, f (x)) do gréfico de f, pode-se associar, de forma
Unica, um ponto P’ de coordenadas P'(—x, f (x)) pertence ao grafico de g. Assim sendo

P’ é o transformado de P pela reflexao de eixo Oy, situacdo que se encontra ilustrada na
Figura 9.

¢ - —---
[ 3

Figura 9 - llustragdo: Relacdo entre os gréaficos das funcoes f(x) e f(-x)

Sendo o ponto P, um ponto qualquer do grafico da funcdo f, podemos concluir que o

gréafico da funcdo f(—x) € imagem do gréfico da fungdo f(x) pela reflexdo de eixo Oy.

Relacgdo entre o grafico de uma funcgéo f(x) e os graficos das funcdes kf (x), k € R*

A relacdo entre estes dois graficos ndo pode ser descrita usando uma
transformacéo de semelhanga.

Figura 10 - llustracdo: Relacdo entre os gréaficos das funcdes f(x) e kf (x)
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A relacdo entre os dois graficos representados na Figura 10, ndo € dada por uma isometria
visto que ndo sdo preservadas as distancias entre pontos. Também ndo se pode afirmar
que esta relacdo ¢ uma semelhanca, uma vez que a razdo entre a distancia entre dois
pontos e a distancia entre as respetivas imagens nao é constante. Neste caso, como se ira
ver, pode-se encarar o0 grafico de g como a imagem do grafico de f por uma
transformacdo geométrica que é designada por dilatacdo/contracdo vertical (Bivar,
Grosso, Oliveira & Timoéteo, 2013).
Fixado k € R*, considere-se a aplicacdo do plano cartesiano

p:R? — R?

(x,¥) ~ (x, ky)
Note-se que ¢ € bijetiva. De facto, se @ (x1,v1) = @(x,y,) entdo (x1, ky,) = (x5, ky,)

e portanto, porque k # 0, x; = x, e y; = y,. L0go, ¢ é uma aplicacdo injetiva. Também

é sobrejetiva, uma vez que dado (x,,7v,) € R?, existe (xo,%)E]R{Z, tal que

7 (xo,%) = (x0,¥0). L0Ogo ¢ é uma transformacdo geométrica.

@ € designada por dilatacdo vertical de coeficiente k, se k > 1, e por contracdo
vertical de coeficiente k, se k < 1. Note-se que, quando k = 1, ¢ € uma transformacao
de semelhanca, mais concretamente uma isometria. Este caso, ndo € interessante no caso
em estudo, pois f e g = kf, serdo a mesma funcdo.

Aplicando ¢ aos pontos do gréafico de f, obtém-se

o(x f(x) = (x,kf (1) = (x, g(x)),

onde g € a funcdo tal que D, = Dy e g(x) = kf (x). Deste modo, o grafico de g € a
imagem do gréfico de f por ¢. Assim sendo, o gréfico da funcdo g pode ser encarado

como a imagem do gréfico de f pela dilatacdo/contracédo vertical de coeficiente k.

Relacdo entre o grafico de uma funcgéo f(x) e os graficos das funcoes f(kx), k € R*

Tal como acontece com a relagdo anterior, a relacdo entre o grafico da funcéo f e
o grafico da funcdo g, definida por g(x) = f(kx),k € R*, ndo pode ser interpretada a

luz de uma transformacéo de semelhanga.
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Figura 11 - llustragdo: Relagdo entre os gréaficos das fungdes f(x) e f (kx)

A relacdo entre estes dois gréaficos, representados na figura anterior, ndo é dada por uma
isometria visto que ndo sdo preservadas as distancias entre pontos. Também nao se pode
afirmar que seja uma semelhanca, uma vez que a raz&o entre a distancia entre dois pontos

e a distancia entre as respetivas imagens ndo é constante.

Neste caso, como se ird ver, pode-se encarar o grafico de g como a imagem do
grafico de f por uma transformacdo geométrica que é designada por dilatacdo/contracéo
horizontal (Bivar, Grosso, Oliveira & Timoteo, 2013).

Fixado k € R*, considere-se a aplicacdo do plano cartesiano

p:R?* — R?
1
(x,y) ~ (; X, y)

Note-se que ¢ é bijetiva. De facto, se ¢ (x1,y1) = @(x,,y,) entéo (% X1, }’1) = (% Xy, }'z)
e portanto, porque k # 0, x; = x, e y; = y,. L0go, ¢ € uma aplicacdo injetiva. Também
é sobrejetiva, uma vez que dado (x,,y,) € R?, existe (kx, Vo) € R?, tal que

@ (kxo,v0) = (X0, ¥o). LOgO ¢ é uma transformacéo geométrica.

¢ €é designada por uma dilatacdo horizontal de coeficiente % se k<1, e por

contracdo horizontal de coeficiente % se k > 1. Note-se que, quando k = 1, ¢ é uma

transformacéo de semelhancga, mais concretamente uma isometria.

Aplicando ¢ aos pontos do grafico de f, obtém-se
o f0) = (2.7 () = (22,9 (2x)). pois g (3x) = £ (ke 2x) = 00,
onde g é a funcdo definida por g(x) = f(kx) tal que D, = {%:x € Df}. Deste modo, 0

gréfico de g é a imagem do gréafico de f por ¢. Assim sendo, o grafico da funcdo g pode
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ser encarado como a imagem do grafico de f pela dilatacdo/contracdo horizontal de

.. 1
coeficiente -

2.2. Abordagem Didatico Pedagobgica

Como jé foi referido anteriormente esta investigacdo tem como objetivos: analisar
se 0s alunos mobilizam competéncias desenvolvidas através de tarefas com o GeoGebra
e as aplicam em tarefas de “lapis e papel”; verificar eventuais dificuldades na
aprendizagem do tépico Transformacbes Geomeétricas de Graficos de Fungdes e analisar
se 0s alunos consideram o0 GeoGebra um recurso auxiliador no processo de aprendizagem
desse mesmo tdpico. Para isso, os alunos realizaram algumas tarefas onde tiveram a
oportunidade de trabalhar com o software GeoGebra. Nesta subsecc¢do sédo abordados

alguns topicos que justificam a abordagem didatico pedagdgica que foi adotada.
2.2.1. Construtivismo

Rego (2002), citada por Neves & Damiani (2006) descreve esta teoria da seguinte forma:

Em sintese, nessa abordagem, o sujeito produtor de conhecimento ndo é um mero

recetaculo que absorve e contempla o real nem o portador de verdades oriundas

de um plano ideal; pelo contrario, € um sujeito ativo que em sua relacdo com o

mundo, com seu objeto de estudo, reconstroi (No seu pensamento) este mundo (p. 8).
Ainda, segundo esta teoria, “todo 0 acto intelectual se constroi progressivamente a partir
de estruturas cognitivas anteriores ¢ mais primitivas” (Armella & Waldegg, 1992, p. 8).
Mortimer (1996) defende que o construtivismo assenta em duas caracteristicas principais:
(i) a aprendizagem ¢é feita pelo envolvimento do individuo na constru¢cdo do
conhecimento; (ii) os conceitos que o individuo adquiriu anteriormente tém um papel
fundamental na aprendizagem de novos conceitos.

Na &rea da Educagdo Matematica sdo varios os autores que defendem as teorias
construtivistas. Um desses autores é Shoenfeld (1988), citado por NCTM (2008, p. 21),
refere que “os alunos devem aprender matematica com compreensdo, construindo

ativamente novos conhecimentos a partir da experiéncia e de conhecimentos prévios”.
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Além disso, 0 NCTM (2008) refere ainda que a matematica faz mais sentido e é mais
facilmente aplicada e memorizada se os alunos relacionarem conceitos prévios com 0s
conceitos novos de forma significativa. No entanto, os professores que adotam estas
teorias construtivistas parecem revelar alguma dificuldade na sua propria preparacédo para
atuar sobre este paradigma (Mortimer, 1996). De facto, o papel de um professor
construtivista € muito mais complexo do que o papel de um professor dito “tradicional”,
pois este limita-se a transmitir os conhecimentos aos seus alunos. Ja o papel do professor
construtivista, “ [consiste em] esbocar e apresentar situacdes que, fazendo apelo as
estruturas anteriores de que o estudante dispde, lhe permitam assimilar e conformar-se a
novos significados do objeto de aprendizagem e novas operagdes associadas a ele”
(Armella & Waldegg, 1992, p. 8).

Tendo em conta estes aspetos, pode afirmar-se que o0 ensino expositivo nao assenta
nesta perspetiva construtivista, visto que este tipo de ensino é caracterizado pela
transmissao de conhecimentos do professor para o aluno e nele da-se uma grande énfase
a resolucdo de exercicios (Ponte, 2005). Sendo assim, e tendo em conta as caracteristicas
da aprendizagem construtivista, analisou-se que tipo de tarefas se deve propor aos alunos

para que eles tenham um papel ativo na sua aprendizagem.

2.2.2. As Tarefas em Matematica

Segundo Jodo Pedro da Ponte (2005) uma tarefa é o objetivo do envolvimento de
um aluno numa determinada atividade. Na disciplina de Matematica, as tarefas que se
realizam, dentro ou fora da sala de aula, podem ser categorizadas de acordo com o seu
grau de desafio e de estrutura. O grau de dasafio de uma tarefa esta relacionado com o
facto de a tarefa em questdo poder ter um grau de desafio “reduzido” ou “elevado”. Ja o
grau de estrutura esta relacionado com o facto de a estrutura da tarefa poder estar entre o
“aberto” e o “fechado”, sendo que uma tarefa ¢ considerada fechada se a partida ja se
conhece o que ¢ pedido e 0 que é dado, e € considerada aberta se ndo é conhecido a partida
0 que é pedido. Juntando estas duas dimensdes, pode dividir-se as tarefas matematicas

em quarto categorias (Ponte, 2005):
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Desafio reduzido

A
Exercicio Exploracdo
Fechado < > Aberto
Problema Investigacdo

Y

Desafio elevado

Figura 12 - Relacao entre os diversos tipos de tarefas quanto ao seu grau de abertura e desafio (Ponte, 2005)

Deste modo podem realizar-se tarefas de exploragao, tarefas de investigagdo, problemas
e exercicios. No entanto, Jodo Pedro da Ponte (2005) ainda introduz duas novas
dimens@es na categorizacdo destas tarefas: a duracao e o contexto. Estas tanto podem ter
uma duragdo curta, como média ou longa. A divisdo das tarefas, de acordo com esta

dimensdo, encontra-se retratada na figura seguinte:

Curta Média Longa

Al .
- L

Exercicios Problemas Projectos
Tarefas de exploracdo
Tarefas de investigagcdo

Figura 13 - Relagdo entre os diferentes tipos de tarefas quanto a sua duracdo (Ponte, 2005)

Como é possivel verificar por observacao da figura anterior, além das tarefas ja referidas,
introduz-se, um novo tipo de tarefa, os projetos, que sao tarefas de investigacao de longa
duracéo (Ponte, 2005). Em relacao ao contexto, o autor refere que as tarefas podem variar
entre um contexto realista e de matematica pura. Salienta ainda o facto de que o professor
deve diversificar o tipo de tarefas a propor aos alunos.

Neste trabalho, como ja foi referido anteriormente, privilegiou-se as tarefas de
exploracdo. Um ensino onde se privilegia este tipo de tarefas tem o nome de ensino-
aprendizagem exploratorio. “A sua caracteristica principal € que o professor ndo procura
explicar tudo, mas deixa uma parte importante do trabalho de descoberta e de construgéo

do conhecimento para os alunos realizarem” (Ponte, 2005, p. 13). Apesar disso, podem
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coexistir momentos de sistematizacdo de conceitos aprendidos pelos alunos. Christiansen
& Walther (1986), citado por Ponte (2010), refere que uma aula de ensino-aprendizagem
exploratério tem trés fases principais: a introducdo, o desenvolvimento do trabalho e a
apresentacdo de resultados e discussdo. Na segunda fase, desenvolvimento do trabalho,
o0s alunos tanto podem trabalhar individualmente como em pequenos grupos, sendo que

este ultimo modo de trabalho foi o que se privilegiou neste estudo.

2.2.3. Ambiente de Geometria Dinamica no Ensino da Matematica

Nas aulas lecionadas os alunos trabalharam num computador, mais propriamente
num Ambiente de Geometria Dindmica (AGD), o GeoGebra. “Um AGD constitui-se
como uma “poderosa ferramenta” de construcdo e investigacdo que permite aos alunos
explorar, analisar, conjeturar, argumentar, compreender e descobrir conceitos
matematicos, da algebra, da geometria, da trigonometria, do calculo, entre outros”
(Carvalho, 2013, p. 93).

Os AGD apresentam uma facil utilizacdo e possibilitam uma abordagem
exploratoria dos conceitos (Ferreira, 2005). Bravo (2005) considera que a utilizagdo de
ambientes de geometria dindmica no ensino da matematica,

[permite] que os alunos contactem com um grande ndmero de situacdes em tempo

real e se apercebam do dominio de validade das propriedades estudadas. [...] A

sua aprendizagem decorre por etapas e a formulacdo de conjeturas e a sua

validacdo, com a analise de exemplos e contra-exemplos, € facilitada pelo vaivém

continuo facultado pelas ferramentas (p. 28).

Segundo Trindade (2010), este tipo de software € um dos recursos que mais
contribui para a motivacdo dos alunos para a disciplina de Matematica, visto que eles se
sentem motivamos por manipularem este tipo de ferramentas. No entanto, 0 mesmo autor
refere ainda que, além destes ambientes, também é importante que as tarefas propostas
envolvam os alunos na sua aprendizagem.

Apesar do nome AGD remeter para o estudo da geometria, a verdade é que alguns
deles também podem ser utilizados para o estudo das fungbes, como € o caso do
GeoGebra. Um AGD que possui capacidades graficas, “permite a criagdo de multiplas
representacdes, ainda com as vantagens de exibirem representagdes diversas e também
permitirem agdes sobre essas representagdes” (Gafanhoto & Canavarro, 2008, p. 5).

Fernandes (1998) refere que “observando representagdes graficas de varias funcbes de
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uma classe, podemos conjeturar propriedades da classe a que pertencem essas fungdes”
(p. 33). O mesmo autor defende ainda que a medida que se vao fazendo representacdes
gréficas de varios elementos de uma classe, fica-se mais convencido sobre a veracidade

de uma determinada conjetura formulada.

2.2.4. Trabalho de Grupo ou em diade

Tal como nos diz Lopes & Silva (2009, p. 9), “Quem caminha sozinho pode até
chegar mais rapido, mas aquele que vai acompanhado com certeza vai mais longe”. Esta
frase pode perfeitamente ser aplicada a sala de aula visto que os alunos aprendem, na
maior parte dos casos, individualmente e bastante rapido. No entanto, o trabalho de grupo
acrescenta ao trabalho de sala de aula e aos alunos outras caracteristicas que com o
trabalho individual é impossivel obter. Pereira, Cardoso & Rocha (2015) referem que o
trabalho de grupo constitui uma forma de trabalho colaborativo que traz multiplos
beneficios aos alunos, tais como: permite que os discentes mais timidos se libertem,
interajam com os colegas e faz com que estes respeitem 0s colegas e as opinides deles.
Além disso, os mesmos autores salientam que os trabalhos de grupo contribuem para o
aumento da motivacdo dos alunos pela disciplina. Almeida & César (2007) referem ainda
que este tipo de trabalho contribui para a mobilizacdo de diversas competéncias por parte
dos alunos, uma vez que permite que os alunos explorem situacdes e problemas de forma
a encontrarem solugdes, interrelacionem e mobilizem saberes e interajam uns com 0s
outros de forma a chegarem a um consenso. O trabalho de grupo, segundo Ribeiro (2013),
aumenta a responsabilidade dos alunos e faz com que estes desenvolvam um forte
compromisso perante o seu trabalho dentro do grupo. Além disso, “Os discentes tém de
partilhar ideias, estratégias, solucdes, mas também os problemas, as dificuldades e até
receios que sentem perante o trabalho a desenvolver” (Ribeiro, 2013, p. 21).

No decorrer da unidade curricular de Pratica de Ensino Supervisionada, a
investigadora apercebeu-se que os alunos mostravam bastante satisfacdo quando
desenvolviam atividades de grupo. Por uma questdo de organizacéo de sala de aula torna-
se mais complicado gerir o trabalho de grupos de grande dimens&o e, por iSso recorre-se
muitas vezes ao trabalho em grupos com apenas dois elementos (diade). No entanto, 0s
pares ndo devem ser escolhidos pelos alunos, visto que em vez de se formar um par de
trabalho, provavelmente ird tornar-se um par de amigos (Ludovino, 2012). Cabe entdo,

r

ao professor a formagao destes pares que ¢ “fundamental para a obtencao de resultados
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nas exploragdes a serem propostas” (Trindade, 2010, p.31). A formagao da diade por parte
do professor pode ser aleatdria, heterogénea ou homogénea. Entenda-se por uma diade
homogénea aquela que é formada por alunos com aptidées semelhantes, enquanto por
diade heterogénea aquela onde os alunos tém aptidGes diferentes.

Segundo Maria Helena Pato (1995), citada por Ribeiro (2013), o professor deve
formar pares heterogéneos, pois entre alunos de aptiddes diferentes existe uma maior
probabilidade de interajuda, bem como uma maior diversidade de métodos e habitos de
trabalho. Além disso, nestes pares de trabalho o aluno com melhores resultados acaba por
ter a responsabilidade de ajudar o colega a ultrapassar dificuldades existentes na resolugéo
de uma tarefa.

Segundo Ribeiro (2013), o papel assumido pelo professor na preparacdo das
tarefas propostas e na orientacdo das mesmas, enquanto se encontram a ser desenvolvidas,
é muito importante. No entanto, durante a aula o papel desempenhado pelo mesmo é
muito discreto, mas ndo secundario. Para este mesmo autor, o docente deve
“supervisionar todo o trabalho, deve incentivar e quando necessario aconselhar” (Ribeiro,
2013, p.26).

Neste estudo os alunos trabalharam em diade, no entanto, as diades ja se
encontravam formadas desde o inicio do ano, pelo conselho de turma. Visto que os alunos
ja estavam habituados a trabalhar com o respetivo colega, a investigadora decidiu

respeitar essa formacao de diades.
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3. Método

Neste terceiro capitulo intitulado por Método, primeiramente, justificam-se as
opcdes metodologicas tomadas ao longo desta investigacdo. Em seguida, faz-se a
caracterizagdo dos participantes do estudo e ainda se apresentam 0s instrumentos
elaborados e utilizados para a recolha de dados.

3.1.  Opcdes Metodologicas

Este estudo tem como objetivo analisar se 0 GeoGebra € um recurso facilitador
do processo de estabelecimento das relagOes supracitadas, por parte dos alunos, e
auxiliador na resolucdo das tarefas propostas. Para se cumprir esses mesmos objetivos
optou-se por um estudo de natureza qualitativa. Bodgan & Biklen (1994) definem

investigacdo qualitativa de acordo com as seguintes categorias:

- “a fonte direta de dados ¢ o ambiente natural, constituindo o investigador o instrumento

principal” (p. 47)
- “Ainvestigacdo qualitativa é descritiva” (p. 48)

- “Os investigadores qualitativos interessam-se mais pelo processo do que simplesmente

pelos resultados ou produtos” (p. 49)

- “Os investigadores qualitativos tendem a analisar os seus dados de forma indutiva. N&do

recolhem os dados ou provas com o0 objetivo de confirmar ou infirmar hipoteses” (p. 50)
- “O significado é de importancia vital na abordagem qualitativa” (p. 50)

No caso desta investigacdo, pode dizer-se que se trata de uma investigacéo

qualitativa, porque:

- 0s dados (producdes escritas dos alunos, respostas dos alunos aos questionarios e o
preenchimento das grelhas de observacéo) foram recolhidos em ambiente de sala de aula
numa turma do 10° ano de escolaridade e a investigadora foi o instrumento principal da
investigacdo, pois o conhecimento da mesma sobre a turma permitiu uma melhor
compreensdo das producgdes escritas dos alunos e das suas atitudes perante o trabalho que

estava a ser desenvolvido;
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- Esta investigagdo considera-se descritiva pois os dados, como j& foi referido, séo as
producdes escritas dos alunos, as respostas dos mesmos aos questionarios e ainda as

grelhas de observacdo;

- Este estudo pretende analisar se 0 GeoGebra € um recurso facilitador do processo de
estabelecimento das relagOes supracitadas, por parte dos alunos, e auxiliador na resolugéo
das tarefas propostas e, portanto, 0 que interessa nesta investigacdo € o0 processo que 0s
alunos foram desenvolvendo ao longo desta aprendizagem, os erros cometidos, as

relagdes que efetuaram, as duvidas, etc;

- Nesta investigacdo nao se pretende refutar ou confirmar nenhuma hipotese previamente

formulada;

- Esta investigacdo pretende também conhecer a opinido dos alunos quanto ao software
GeoGebra. Mais concretamente, saber se eles o0 consideram um recurso auxiliador no
processo de aprendizagem deste topico.

Além de ser uma investigacdo de indole qualitativa, pode dizer-se que esta tem

caracteristicas de um estudo de caso, visto que:

Um estudo de caso visa conhecer uma entidade bem definida como uma pessoa,
uma instituicdo, um curso, uma disciplina, um sistema educativo, uma politica ou
qualquer outra unidade social. O seu objetivo é compreender em profundidade o
“como” e os “porqués” dessa entidade, evidenciando a sua identidade e
caracteristicas proprias, nomeadamente nos aspetos que interessam ao

pesquisador (Ponte, 2006, p. 4).

Merriam (1988), citado por Bodgan & Biklen (1994, p. 89), refere que um estudo
de caso “consiste na observacao detalhada de um contexto, ou individuo, de uma fonte de
documentos ou de um acontecimento especifico”. Jodo Pedro da Ponte (2006, p. 7)
reforca também esta ideia dizendo que este tipo de estudo “baseia-se fortemente no
trabalho de campo ou em andlise documental”. Ainda de acordo com este autor utiliza-se

este estudo quando,

[se pretende] compreender a especificidade de uma dada situacdo ou fenomeno,
para estudar os processos e as dindmicas da pratica, com vista a sua melhoria, ou

para ajudar um dado organismo ou decisor a definir novas politicas, ou ainda para
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formular novas teorias. O seu objetivo fundamental é proporcionar uma melhor
compreensdo de um caso especifico e ajudar a formular hipoteses de trabalho

sobre o grupo ou a situacdo em causa (p. 16).

Assim sendo, pode concluir-se que este estudo é um estudo de caso, no entanto,
este tipo de estudos pode seguir duas perspetivas distintas: a perspetiva interpretativa e
pragmatica (Ponte, 2006). No caso deste estudo de caso, conclui-se que segue uma
perspetiva interpretativa, pois pretende-se compreender (este tema) na perspetiva dos

participantes.

Tal como o nome indica se se esta perante um estudo de caso, a sele¢cdo um ou
mais casos devera ser feita. Pode escolher-se apenas um caso ou multiplos casos. A
escolha desses casos pode ser feita pela positiva, pela negativa, pela excecionalidade ou
pela neutralidade (Ponte, 2006).

Resumindo, o estudo aqui apresentado é um estudo de caso multiplo, com 4 casos,
que foram selecionados pela investigadora, tendo por base as produgdes escritas dos
alunos, as suas respostas aos questionarios e ainda as grelhas de observacdo que foram
preenchidas pelas colegas de nucleo de estagio e pela orientadora cooperante. O processo

de selecdo destes casos serd explicado no capitulo seguinte.

3.2.  Participantes

Ao longo do ano letivo 2015/2016, a investigadora desenvolveu o seu estagio
curricular, enquadrado na unidade curricular de Pratica de Ensino Supervisionada, numa
escola da regido centro de Portugal. Para este estudo foram selecionados os alunos de
uma turma do 10 ° ano do curso cientifico-humanistico de Ciéncia e Tecnologias, dessa
escola. A turma selecionada é composta por 28 alunos, dos quais 19 sdo do sexo feminino
e apenas 9 alunos, do sexo masculino. De acordo com as informages recolhidas pelas
estagiarias, ao longo do ano letivo, que se encontram descritas no portefélio elaborado na
unidade curricular de Pratica de Ensino Supervisionada, a maioria dos alunos desta turma
possui habitos de estudo e de trabalho, bem como um enorme sentido de responsabilidade
e autonomia. Também, por observacgéo das aulas de matematica e por conversas informais

com a professora titular desta turma, conclui-se que o seu rendimento é bom.
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Para o desenvolvimento deste estudo, os discentes foram divididos em 15 pares
de trabalho, durante as trés aulas lecionadas pela investigadora. Estes pares de trabalho
foram constituidos de forma a que os alunos trabalhassem com o colega com que

trabalharam durante o ano letivo nas aulas de matematica.

Além destes 28 participantes, que sdo considerados nesta investigacdo como
participantes diretos, também a investigadora é considerada uma participante direta, pois
foi ela quem lecionou as aulas onde se procedeu a recolha de dados para este estudo. No
entanto, tanto a docente titular da turma como as duas estagiarias do mesmo nucleo de
estagio da investigadora sdo consideradas participantes indiretas na investigacdo, uma vez
que estavam presentes nestas aulas e ajudaram a investigadora a preencher as grelhas de
observacao e também a auxiliaram no esclarecimento de davidas que iam surgindo, por

parte dos grupos de trabalho, durante a realizacéo das tarefas propostas.

3.3.  Técnicas e Instrumentos de Recolha de Dados

Para dar reposta aos objetivos deste estudo, recorreu-se a trés técnicas de recolha
de dados: a recolha documental, a inquiricdo e a observacdo. Em seguida justifica-se o

facto de se ter optado por estas trés técnicas de recolha de dados.

3.3.1. Recolha Documental

A recolha documental foi feita sob a forma de recolha de producdes escritas de 6
tarefas elaboradas pelos participantes diretos a pares. Estas 6 tarefas foram elaboradas
pela investigadora e consistiam em trés tarefas exploratérias e trés fichas de trabalho.
Com estes instrumentos de recolha de dados pretendia-se recolher evidéncias para
verificar se 0s alunos mobilizam competéncias desenvolvidas através de tarefas com o
GeoGebra (fichas exploratorias) e as aplicam em tarefas de “lapis e papel” (fichas de
trabalho). Além disso, com estas producdes escritas também se pretendia verificar
eventuais dificuldades que surgissem na aprendizagem deste tdpico.

Como ja se referiu anteriormente, a recolha de dados para esta investigacédo foi
feita em trés aulas de 90 minutos, lecionadas pela investigadora. A realizacdo destas
tarefas foi dividida por estas aulas, sendo que em cada uma delas se resolvia

primeiramente uma ficha exploratoria e em seguida uma ficha de trabalho, como é
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possivel verificar pelos planos de aula disponiveis em anexo (Anexo 1.1, Anexo 2.1 e
Anexo 3.1).

Para resolverem as 3 fichas exploratorias os alunos tinham a sua disposi¢do um
computador onde poderiam utilizar o software GeoGebra. Ja para resolverem as fichas
de trabalho os alunos ndo podiam recorrer ao software.

Na primeira aula, como se pode verificar pelo plano de aula (Anexo 1.1), os alunos
resolveram uma ficha exploratdria 1 (FE1), Anexo 1.2, que tinha como objetivo que eles
entendessem que transformacdo geométrica estava envolvida na relagéo entre os gréaficos
das fungdes f(x) e f(x) + k, e entre os graficos das funcdes f(x) e f(x — k), k € R.
Nesta mesma aula, e logo depois de resolverem a FE1 era dado aos alunos a ficha de
trabalho 1 (FT1), Anexo 1.3, onde aplicavam os conhecimentos sobre o assunto que
potencialmente teriam adquirido na execucédo das tarefas propostas na FE1.

Na segunda aula, os alunos resolveram também duas fichas, a ficha exploratoria
2 (FE2) e a ficha de trabalho 2 (FT2), disponiveis nos Anexos 2.2 e 2.3, respetivamente.
Estas duas fichas seguiam os mesmos moldes das fichas resolvidas na primeira aula, no
entanto com a FE2 pretendia-se que os alunos entendessem que transformacgéo geométrica
estava envolvida na relagdo entre os graficos das fungdes f(x) e kf (x),k € R*\{0}, e
entre os graficos das funcdes f(x) e —f (x).

Na terceira, e Gltima aula, os alunos também resolveram duas fichas de trabalho,
a ficha exploratoria 3 (FE3) e a ficha de trabalho 3 (FT3), disponiveis nos Anexos 3.2 e
3.3, respetivamente. Com estas fichas pretendia-se que os alunos identificassem que
transformacéo estava envolvida na relacdo entre os gréficos das funcbes f(x) e f(kx).
Também se pretendia que os alunos reconhecessem a relagdo existente entre os gréaficos
das fungdes f(x) e f(—x).

3.3.2. Inquiricdo

Outra das técnicas de recolha de dados utilizada foi a inquiri¢do, sob a forma de
questionarios, que foram aplicados aos participantes deste estudo no final da terceira aula.
Os questionarios, disponiveis no Anexo 4, foram elaborados pela investigadora com o
objetivo de saber a opinido dos discentes sobre as trés aulas que foram utilizadas para a
recolha de dados para este estudo. Além disso, a investigadora pretendia saber a opinido
dos alunos sobre a importancia da utilizacdo do GeoGebra para a aprendizagem deste
topico. Com este questionario também foi possivel saber a opinido dos alunos quanto a

dindmica de trabalho desenvolvido pelo grupo de trabalho (par) durante as trés aulas.
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3.3.3. Observacéao

A ultima técnica de recolha de dados utilizada foi a observacdo. Durante as trés
aulas lecionadas pela investigadora, as participantes indiretas estiveram a observar os
grupos de trabalho quanto a sua dinamica de trabalho. As observacGes foram registadas
em grelhas de observacdo (Anexo 5), checklist, construidas pela investigadora. Além
disso, nestas grelhas de observacdo também se registaram alguns aspetos achados

relevantes durante as aulas, como dividas e algumas observacdes feitas pelos alunos.
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4. Apresentacido e Analise dos Dados

Neste capitulo procede-se a analise dos dados obtidos a partir das produgdes
escritas dos alunos e das suas respostas aos questionarios, completando-as com as

informacdes obtidas através das grelhas de observagéo.

Para esta analise de dados foram tidas em conta as producdes escritas dos pares
de trabalho nas seis tarefas realizadas (trés delas exploratdrias com o auxilio do
GeoGebra, e as outras trés apenas com recurso a lapis e papel). Para selecionar os casos
de estudo foi feita uma analise prévia de todas as producdes escritas e de todas as respostas
individuais ao questionario. Posteriormente, foram selecionados quatro pares de trabalho,
que nesta investigacdo constituem os casos de estudo. Esses casos sdo caracterizados na
seccao seguinte.

4.1.Casos de Estudo

Como ja foi referido, selecionaram-se quatro casos de estudo, que correspondem
a quatro grupos de trabalho. Os grupos de trabalho séo constituidos por dois elementos,
que serdo caracterizados no quadro seguinte, de acordo com o género de cada elemento e
a classificacdo obtida no final do 2° periodo, do ano letivo 2015/16, numa escala de 0 a

20 valores.

Elemento 1 Elemento 2
Casos em Estudo _ _ i _
Género Classificacéo Género Classificacéo
Grupo 1 Feminino 10 Feminino 15
Grupo 2 Feminino 16 Feminino 16
Grupo 3 Masculino 9 Masculino 15
Grupo 4 Feminino 11 Masculino 11

Tabela 1 - Caracterizacdo dos casos em estudo em relacdo ao seu género e classificacdo
Analisando a tabela acima, pode dizer-se que dos casos de estudo selecionados, 0
grupo 2 e o grupo 4 sédo mais homogéneos a nivel de classificacfes do que os grupos 1 e
3. No entanto, estes casos ndo foram apenas selecionados pelas suas classificacOes e

género.
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Ao analisar as produces escritas do grupo 1, constatou-se que tinha sido o Gnico
grupo de trabalho em toda a turma a identificar duas das transformacfes geométricas
presentes na relacdo entre dois graficos de func@es, e dai ter sido selecionado pela sua
excecionalidade e positividade. O grupo 2 foi selecionado por ser o Unico grupo na turma
a referir nos questionarios que ndo sabiam se gostariam de repetir este tipo de aulas, pois
achavam que tendo aulas com esta estrutura se perdia muito tempo. J& o grupo 3 foi
selecionado por ser um grupo representativo de grande parte da turma, ao nivel das suas
respostas. O grupo 4 foi selecionado por ser constituido por dois elementos que ndo
participam ativamente nas aulas, no entanto, durante estas trés aulas estiveram muito

participativos e as suas producdes escritas estdo bastante completas.

Depois desta selecdo dos casos de estudo, procedeu-se entdo a uma analise
exaustiva das producdes escritas destes quatro grupos de trabalho e das suas respostas aos

questionarios, que se apresenta na seccao a seqguir.

4.2.Apresentacdo e Analise dos Dados

Como ja foi referido anteriormente, os objetivos desta investigacdo passam por:
(i) analisar se os alunos mobilizam competéncias desenvolvidas através de tarefas com o
GeoGebra e as aplicam em tarefas de “lapis e papel”; (ii) verificar eventuais dificuldades
no estabelecimento da relacdo entre a transformacdo geométrica operada no grafico de
uma funcdo com a correspondente modificacdo algébrica operada na forma como esta
definida, sempre que ambas as fungdes estejam definidas; (iii) analisar se os alunos
consideram o Geogebra um recurso auxiliador no processo de aprendizagem deste tpico.

Para dar resposta aos dois primeiros objetivos, foram analisadas as producées
escritas relativas a algumas questfes que constam nas fichas exploratorias e nas fichas de

trabalho. Esta analise vai ser dividida de acordo com a relacdo entre graficos a estabelecer:
e Relacdo entre o grafico de uma funcdo fe os graficos das funcbes

fx)+k kER;

e Relacdo entre o grafico de uma funcdo f e os graficos das funcbes
flx—k),k € R;

e Relagdo entre o grafico de uma funcéo f e o gréfico da fungdo —f (x);

¢ Relacdo entre o grafico de uma funcéo f e o gréfico da fungéo f(—x);

e Relacdo entre o grafico de uma funcdo f e os graficos das funches
kf (x), k € R\{0};
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As questdes que constam nas fichas exploratorias, ndo serdo todas analisadas. Serdo
apenas aqui analisadas aquelas onde os alunos tinham de fazer conjeturas, visto que as

restantes questdes eram de resposta direta através da observacdo do grafico e todos os

Relacdo entre o grafico de uma funcdo f e os graficos das funcdes

F(kx), k € R\{0}.

casos em estudo responderam corretamente.

individuais dos alunos aos questionarios. Na analise de dados que se segue, nao sao feitas
referéncias as grelhas de observacéo, visto que como ja foi explicado no capitulo anterior,
elas serviram para tentar perceber qual a dinamica de trabalho entre os pares. Como a
analise se baseia na analise das tarefas realizadas em pares e como a dinamica de trabalho

entre os grupos foi semelhante, como é possivel ver no Anexo 5.1, ndo se achou relevante

Para dar resposta ao terceiro, e ultimo, objetivo serdo analisadas as respostas

diferenciar os pares em relagdo ao seu ambiente de trabalho.

4.2.1.

Relacéo entre o grafico de uma funcgéo f e os gréaficos das fungdes f(x) + k, k € R

par de fichas de trabalho, FE1 e FT1. Da FE1 faz-se a andlise das producdes escritas

Analise das producdes escritas dos alunos

A relacdo entre estes dois tipos de fun¢des foi estudada com o auxilio do primeiro

relativas as duas questdes: 1.4 e 1.5, ver figura seguinte:

1.1.
1.2

1.3.

1.4.

1.5.

. Abre no computador o software GeoGebra. Representa graficamente, nesse software a

fungéo f(x) = —2x? + 4x? definida em [—1,2].

Determina o dominio e o contradominio da funcéo f.
Recorrendo ao software Geogebra representa o grafico de cada uma das fungdes:

a) f(x)+1 b) f(x)+3 c) fx)-2
Para cada uma das fun¢des anteriores indica o dominio e o contradominio.

Explica como construir o gréfico da funcdo f(x) + 6, a partir do grafico de uma funcéo
f?

Faz as experiéncias que achares necessérias e indica o dominio e o contradominio da
funcéo f(x) + h,h € R.

Explica como construir o grafico da funcéo f(x) + h,h € R, a partir do grafico de uma
funcéo f.

Figura 14 - Partes relevantes da questdo 1 da FE1
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Com a questéo 1.4, esperava-se que os alunos chegassem a conclusdo que Dy, = Dy €
que Df,p, = [a+ h,b + h], sendo Df = [a, b]. Com a questdo 1.5, pretendia-se que 0s
alunos concluissem que o gréfico da funcdo f(x) + h é imagem do gréafico da fungdo

f pela translacéo vertical de vetor (0, h).
Em relagdo a primeira questdo apresentada, trés dos casos em estudo chegaram a

conclusdo esperada, como evidencia a figura a seguir:

Figura 15 - Resposta do Grupo 4 a questdo 1.4 da FE1

O outro caso em estudo, Grupo 2, como se pode analisar pela figura abaixo, ndo conseguiu

determinar corretamente o contradominio da fungéo f(x) + h.

Figura 16 - Resposta do Grupo 2 a questdo 1.4 da FE1

Note-se que as alunas, ndo consideram o contradominio da funcdo inicial para
responderem a esta questdo e, portanto, no caso deste grupo, Grupo 2, ha evidéncias de

que 0 grupo ndo conseguiu estabelecer a relagdo entre contradominios.

Em relacdo a questdo 1.5, todos os casos em estudo chegaram a conclusao
esperada, no entanto apenas um caso, Grupo 1, conseguiu identificar essa relagdo como

sendo uma translagéo vertical, apesar de haver alguma imprecisdo de linguagem:

Figura 17- Resposta do Grupo 1 a questao 1.5 da FE1
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Os restantes grupos, apesar de ndo identificarem essa relagdo como uma translagéo,

entenderam o que se passava e conseguiram chegar a uma conjetura igualmente aceitavel.

Figura 18 - Resposta do Grupo 4 & questdo 1.5 da FE1

Procede-se agora a andlise da questdo 1.2, alinea a, da FT1, pois é a Unica, nessa

ficha, que envolve apenas a relacdo entre as fungdes que esta a ser analisada.

1. Seja f uma funcdo, real de varidvel real, cujo grifico é:

G_f = {(_4’, 2)! (1;3); (3,0), (4’4)}

1.1. Indica o dominio e o contradominio da fungo f.

1.2. Para cada caso, indica o dominio, o contradominio da fungao g e o respetivo
grafico, sendo a fungdo g definida por:

a) g =f(x)+2

Figura 19 — Partes relevantes da questao 1.2, alinea a), da FT1

Analisando as producdes escritas relacionadas com estas questBes, verifica-se que
existem evidéncias de que os alunos perceberam a relacdo existente entre as fungdes f (x)
e f(x) + k, pois todos os grupos de trabalho conseguiram responder corretamente a
questdo. Repare-se que apesar de na FE1, o Grupo 2 ndo ter conseguido estabelecer a
relacdo entre os contradominios das funcbes, nesta ficha, consegue responder

corretamente as questdes propostas:

a) glx)=f(x)+2 242=N

. ~\ . \ \\
DG = *vl"?\'r N3 MY

Figura 20 - Resposta do Grupo 2 a questdo 1.2, alinea a), da FT1

Relacéo entre o grafico de uma funcgéo f e os gréaficos das fungdes f(x — k), k € R
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Esta relagéo, tal e qual como a relagéo anterior, foi explorada pelos alunos com o
auxilio do primeiro par de fichas, FE1 e FT1, mais concretamente com as questdes 2.1 e
2.2.

2. Representa, agora, numa nova pagina do GeoGebra a fungdo g(x) = |x| de dominioc
[=3.3].

2.1. Faz as experiéncias que achares necessarias e indica o dominio, o contradominio & os

2eros da fungdo gix — k), h e K.

2.2. Explica como construir o grafico da fungdo g(x — h), h € R, a partir do grafico da fungdo
g.

Figura 21 - Questéo 2 da FE1

Com a questio 2.1, esperava-se que o0s discentes percebessem que
Dy
os graficos das funcdes g(x) e g(x — h), esperava-se que 0s alunos, atraves da questéo

= é(x_h) = [0,3] e que Dyx-ry = [-3 + h,3 + h]. Relativamente a relagdo entre

2.2. concluissem que o grafico da fungdo g(x — h) é imagem do gréfico de g por uma

translacdo horizontal associada ao vetor i(h,0).

Para verificar se existem evidéncias de os alunos terem conseguido chegar a estas
conclusdes analisa-se as producdes escritas dos casos em estudo, relativamente a estas
questdes. Comega-se entdo pela analise da questdo 2.1, onde existem evidéncias de trés
dos casos em estudo (Grupo 4, Grupo 1 e Grupo 3) terem entendido qual a relacdo entre
0 dominio e o contradominio das duas funcdes estudadas, visto que responderam

corretamente a esta questéo.

Figura 22 - Resposta do Grupo 4 a questdo 2.1 da FE1
O Grupo 2 consegue estabelecer a relacdo entre os contradominios corretamente, mas a
relacdo existente entre os dominios ndo parece ter sido atingida totalmente. O grupo é

contraditério na sua resposta:
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Figura 23 - Resposta do Grupo 2 & questdo 2.1 da FE1

Como se pode constatar pela Figura 23, as alunas nao indicaram corretamente qual o
dominio da fungdo g(x — h). No entanto, no texto ao lado, salientado pelo caixilho, as
alunas ressaltam o facto de que para calcular o dominio de uma fungdo g(x — h), tem de

se adicionar ao dominio h unidades, o que ndo fizeram na sua resposta.

No que toca a questdo 2.2, os discentes parecem entender que o grafico de
g(x — h) se vai deslocar para a direita ou para a esquerda, consoante o valor de h, como

se observava na figura 24.

Figura 24 - Resposta do Grupo 2 a questédo 2.2 da FE1

No entanto, apenas um dos casos em estudo, Grupo 1, conseguiu concluir que a

transformacdo geométrica envolvida era uma translacéo:

Figura 25 - Resposta do Grupo 1 a questédo 2.2 da FE1

Como se pode verificar pela figura anterior, as alunas identificaram a transformacao
envolvida como sendo uma translagéo vertical e ndo uma translagdo horizontal, como
seria correto. Mas em seguida, reconhecem que o grafico da funcéo se deslocara para a
direita e para a esquerda, e portanto, o facto de terem identificado mal a translagéo parece

ter sido um lapso de linguagem. Note-se também que, para que a translacdo estivesse
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correta e formalmente identificada, deveriam ter-lhe associado um vetor. Por isso a

resposta das alunas, é também pouco rigorosa (matematicamente).

Analisa-se agora as questdes 1.2, alineas b e ¢, da FT1, pois sao as Unicas questdes

que envolvem apenas a relacdo entre estas fungdes.

1. Seja f uma funcdo, real de varidvel real, cujo gréfico é:

Gf = {(741 2)! (1;3). (3,0), (4’4)}

1.2. Para cada caso, indica o dominio, o contradominio da fungdo g e o respetivo
grafico, sendo a fun¢do g definida por:

b) g(x) = f(x+1)
c) glx) =f(x—4)
Figura 26 - Questéo 1.2, alineasb e ¢, da FT1
Os Grupos 1 e 3 responderam corretamente a estas duas alineas. O Grupo 4, apesar de ter

evidenciado na FE1 ter percebido a relagdo envolvida entre as fungdes, ver Figura 21,

nédo conseguiu responder com conexao a esta questao.

b) glx f(x+1]

Figura 27 - Resposta do Grupo 4 a questdo 1.2 da FT1

Repare-se que na Figura 21, pode-se verificar que os alunos consideram que
Df(x—ky = [a+k,b + k], sendo D = [a,b], e consideram que D'f,_x) = D's. NoO
entanto, ndo parecem ter tirado partido desse conhecimento prévio para o aplicarem,
adaptando, a tarefa em causa. Na alinea c), em vez de adicionarem 4 unidades ao dominio
da funcéo f, os alunos subtrairam 4 unidades. Na alinea b), procederam de igual forma,
somando uma unidade ao dominio, em vez de subtrairem. Em relagcdo aos dominios das
funcBes os alunos evidenciam terem percebido que estes se mantinham iguais. O Grupo

2, nesta questdo, cometeu 0 mesmo tipo de erro do Grupo 4.
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Relacdo entre o grafico de uma funcdo fe os graficos das funcbes
kf(x),k € R*

Para estudarem a relacéo entre as funcoes referidas acima, os alunos resolveram o
segundo par de tarefas (FE2 e FT2). Na ficha exploratdria, pretendia-se que os alunos
concluissem que se P(x,y) € um ponto do gréafico de f, entdo o ponto P’(x, ky) é um
ponto do gréafico de kf (x). Analisa-se agora, as producdes dos alunos relativas a questdo
1.4 que se apresenta abaixo.

1. Considera a funcdo real de variavel real f, definida por f(x) = x> — 4x. Com o
auxilio do software Geogebra, representa a funcéo f graficamente.

1.1. Determina a(s) coordenada(s) do(s) zero(s) e do(s) extremo(s) da funcéo
f-

1.2. Representa, agora os graficos das funcles e determina as coordenadas
do(s) extremo(s) e do(s) zero(s) de cada funcéo.

a) g =2f(x) ¢) i) =5f()
b) () =4f(x) d) sG) =170
4

1.3. Considera que P(x,y)¢é um ponto do gréfico de f. Seja g(x) = 2f(x).
Qual é a ordenada do ponto de abcissa x no gréafico de g?

1.4. Considera que P(x,y) é um ponto do grafico de f. Seja
g(x) = kf(x),k > 0. Qual é a ordenada do ponto de abcissa x no grafico de
g7?

Sugestdo: Para responderes a esta questdo podes comecar por
particularizar as coordenadas do ponto P.

Figura 28 - Partes relevantes da questao 1 da FE2
Apenas se analisa esta questdo, visto que é aquela onde os alunos concluiram qual a

relacdo entre as ordenadas dos pontos de f e de kf (x), para k > 0 arbitréario.

Todos os casos em estudo conseguiram concluir que a ordenada do ponto de

abcissa x no grafico de g era ky, como se evidencia na figura.

Figura 29 - Resposta do Grupo 3 a questédo 1.4 da FE2
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Com o objetivo de verificar se os alunos mobilizaram os conhecimentos adquiridos com

a FE2, analisa-se as alineas a) e b) da FT2.

1. Na figura estd representada graficamente a
funcdo f, real de varidvel real, que admite:
e Dominio: [2, 6]
¢ Contradominio: [—3, 3]
o Zeros:3e5s

Indica o dominio, o contradominio e os zeros da
funcdo g definida por:

a) g(x) =2f(x)

b) g(x) =2f(x)

-3¢ i

Figura 30 - Questdo 1, alinea a) e b), da FT2

Por questbes de falta de tempo, apenas dois dos casos analisados, Grupos 2 e 3,

responderam a esta questdo. Esses dois grupos responderam corretamente a estas

questdes. Na figura abaixo, pode-se encontrar a resposta do Grupo 3 a esta questéo.

o
X

Figura 31 - Resposta do Grupo 3 a questdo 1, alineas a e b, da FT2

Relacéo entre o gréafico de uma funcgéo f e os gréaficos das fungdes —f(x)

Para estudar esta relacdo os alunos tiveram o auxilio da FE2 e da FT2. Com a FE2,

pretendia-se que os alunos chegassem a conclusdo que o grafico da fungdo - f(x) €

imagem do grafico de f pela reflexdo de eixo Ox. Para ver se os alunos chegaram ou ndo

a esta conclusdo analisa-se a questdo 1.6 da FE2.
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1. Considera a funcéo real de variavel real f, definida por f(x) = x? — 4x. Com o
auxilio do software Geogebra, representa a funcéo f graficamente.

1.5. Ao longo desta tarefa temos vindo a estudar a relacéo entre o grafico da
funcdo f(x) e o grafico da funcdo g(x) = kf(x),k € R¢. Considera agora

que k = —1.
Representa graficamente a funcdo g e, determina as coordenadas do(s)

zero(s) e do(s) extremo(s) da mesma.

1.6. Faz as experiéncias que achares necessarias e, explica como construir o
grafico da funcédo —f(x), a partir do grafico de uma fungéo 7

Figura 32 - Partes relevantes da questdo 1 da FE2

Pelas respostas dadas pelos alunos a esta questdo, parece que todos entenderam que de
facto a funcdo - f (x) sofria uma reflexdo de eixo Ox, em relacdo a fungédo f. Os Grupos
1 e 4 identificaram a transformacg@o geométrica envolvida corretamente, como € possivel

observar pela resposta de um dos grupos presente na figura abaixo.

Figura 33 - Resposta do Grupo 4 a questédo 1.6 da FE2
O Grupo 2 apesar de dizer que “O grafico tera concavidade oposta”, ndo identifica esta

transformacdo como uma reflexdo.
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Figura 34 - Resposta do Grupo 2 a questdo 1.6 da FE2
Também o Grupo 3, ndo consegue identificar a transformagao presente como € possivel

ver na imagem abaixo.

A" _:‘r.\. N AT\ Y YAA

Figura 35 - Resposta do Grupo 3 a questdo 1.6 da FE2
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Para se verificar se 0s alunos conseguiram mobilizar estes conhecimentos aprendidos

durante a execucdo da FT2, analisa-se agora a alinea c) da questdo 1 da FT2.

1. Na figura esta representada graficamente a
funcéo f, real de variavel real, que admite: Y
¢ Dominio: [2, 6] f
* Contradominio: [—3, 3]

* Jeros:3eb 1%

Indica o dominio, o contrademinio e os zeros da al Fl AL 5 &
funcéo g definida por:

) g(x) = —f(x)

Figura 36 - Partes relevantes da questdo 1 da FT2

Tal e qual como aconteceu nos itens analisados anteriormente, apenas dois grupos,
Grupos 2 e 3, conseguiram responder a esta questdo e ambos responderam corretamente.

Na figura abaixo, estd um exemplo da resposta de um dos grupos a esta questao:

Figura 37 - Resposta do Grupo 3 a alinea ¢ da FT2

De acordo com as respostas destes dois grupos, parecem existir evidéncias de que
conseguiram mobilizar os conhecimentos aprendidos durante a execuc¢do da FE2 e aplica-

los nesta alinea da FT2.

Relacdo entre o grafico de uma funcdo fe os graficos das funcbes
f(kx),k € R*

Para estudarem esta relacdo os alunos resolveram o terceiro, e ultimo, par de
tarefas (FE3 e FT3). A conclusdo que se esperava a que os alunos chegassem era de que
se P(x,y) € um ponto do grafico de f, entdo P’ Gy) é um ponto do grafico de f(kx).

Era pedido aos alunos que explicitassem esta concluséo na questéo 1.6 da FT3.
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1. Considera a funcéo real de variavel real f, definida por f(x) = x> — 6x + 8. Com
o auxilio do software Geogebra, representa a funcdo f graficamente.

1.3. Representa, agora os graficos das funcdes e determina as coordenadas
do(s) ponto(s) onde a funcdo g atinge extremo(s) e zero(s) .
a) g(x) = f(2x) ¢) i(x) = f(%x)
b)  h(x)=f(3%) 1
d) st =f(5x)

1.4. Considera que P(x,y) é um ponto do gréfico de f. Seja g(x) = f(3x).
Qual é a abcissa do ponto de ordenada y no grafico de g7

1.5. Considera que P(x,y) & um ponto do grafico de f. Seja g(x) = f(%x).

Qual é a abcissa do ponto de ordenada y no grafico de g7
1.6. Considera que P(x,y) é um ponto do gréfico de f. Seja
g(x) = f(kx),k > 0. Qual é a abcissa do ponto de ordenada y no grafico
de g?
Sugestdo: Para responderes a esta questdo podes comegar por
particularizar as coordenadas do ponto P.

Figura 38 - Partes relevantes da questao 1 da FE3
Assim, analisa-se agora as producdes escritas dos casos em estudo relativamente a esta
questdo. O Grupo 3 ndo conseguiu responder corretamente a esta questdo, pois segundo

os alunos a abcissa do ponto iria ser multiplicada por k.

Figura 39 - Resposta do Grupo 3 a questédo 1.6 da FE3

O Grupo 1, dividiu a sua resposta em dois casos, o primeiro onde k > 1 e 0 segundo onde
0 < k < 1.Paraocasode k > 1, a resposta dada estéa correta, como se pode verificar na
figura abaixo. No entanto para o outro caso, a conclusdo das alunas nao é valida.

Considera-se, portanto, que a resposta do Grupo 1, esta parcialmente correta.

Figura 40 - Resposta do Grupo 1 a questdo 1.6 da FE3
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Quanto aos outros dois grupos, Grupos 2 e 4, conseguiram responder a esta
questdo corretamente, como se pode ver na Figura 41, onde esta apresentada a resposta

de um destes grupos.

Figura 41 - Resposta do Grupo 4 a questdo 1.6 da FE3

Para se verificar se 0s alunos conseguiram mobilizar estes conhecimentos para a

FT3, analisa-se as alineas a) e b) da questdo 1.1 dessa mesma ficha.

1. Dadauma fungdo f sabe-se que:
Gf = {(_4! _1): (_3r2)! (1!3)! (2!5)}

1.1. Para cada caso, determina o grafico da fungao g, definida por:

a) g =1(%)

2

b) g(x) = f(3x)

Figura 42 - Questdo 1.1, alineas a) e b), da FT3

Curiosamente nesta questao, o Grupo 3, que ndo tinha chegado a uma conclusao correta

da FE3, consegue responder corretamente as questdes analisadas como mostra na figura.

a) glx)=f [%)

b) g(x) = f(3x

Figura 43 - Resposta do Grupo 3 a questdo 1.1. da FT3

Também o Grupo 2 responde corretamente a estas questdes. No entanto, 0os Grupos 1 e 4,
que tinham chegado a conclusdes corretas na FE3 evidenciam ndo ter mobilizado os
conhecimentos potencialmente adquiridos, pois ndo conseguiram responder corretamente

a esta questéo.
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a) ']

b) g

Figura 44 - Resposta do Grupo 1 a questdo 1.1. da FT3
Repare-se que segundo, o que os Grupos 1 e 4, concluiram (ver Figura 39), no caso da
alinea a) teriam de multiplicar todas as abcissas dos pontos por 2, no entanto estes grupos

dividiram essas mesmas abcissas por 2.

Relacéo entre o grafico de uma funcgéo f e os gréaficos das fungdes f(—x)

Para estudarem esta ultima relacdo entre funcbes os alunos também resolveram a

FE3 e FT3. Mas desta vez, na FE3 analisa-se apenas a questdo 1.8, ver figura abaixo.

1. Considera a funcéo real de variavel real f, definida por f(x) = x* — 6x + 8. Com
o auxilio do software Geogebra, representa a funcao f graficamente.

1.7. Ao longo desta tarefa temos vindo a estudar a relacdo entre o grafico da
funcdo f(x) e o grafico da funcdo g(x) = f(kx), k € R}. Considera agora
que k =—1.

Representa graficamente a funcdo g e, determina as coordenadas do(s)

ponto(s) onde a funcdo atinge zero(s) e extremo(s).

1.8. Faz as experiéncias que achares necessarias e, explica como construir o
grafico da funcao f{—x), a partir do grafico de uma funcéo f7

Figura 45 - Partes relevantes da questdo 1 da FE3

Com a questdo 1.8. pretendia-se que os alunos concluissem que o grafico da fungéo
f(—x) é imagem do gréafico da funcdo f por uma reflexdo de eixo Oy. Analisando as
producdes escritas dos alunos observa-se que apenas o0 Grupo 3 ndo conseguiu identificar

a transformacéo geométrica envolvida como sendo uma reflexdo de eixo Oy.
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Figura 46 - Resposta do Grupo 3 a questédo 1.8 da FE3

Os alunos poderao ter percebido o que se passava com os gréficos das funcdes, no entanto
a resposta dada ndo mostra evidéncias disso. Para completar a analise desta resposta dos
alunos, analisa-se a resposta deles a questdo 1.2, alinea b) da FT3, onde tinham de aplicar

0s conhecimentos potencialmente adquiridos na resposta a questdo 1.8 da FE3.

1. Dada uma fungdo f sabe-se que:

Gy = {(—4,-1),(-3,2),(1,3),(2,5)}
1.2. Esboga o grafico da fungdo h, definida por:
a) hix)=—f(x)

Figura 47 - Partes relevantes da questao 1 da FT3

Todos os grupos de trabalho conseguiram responder corretamente a esta questdo. Um

exemplo de resposta dos alunos a esta questdo encontra-se na figura abaixo:

1.2. Esboga o grifico da fungdo h, definida por

b) h(x)

Figura 48 - Resposta do Grupo 3 a questdo 1.2, alinea b), da FT3

Pela observacédo da resposta dada, pode-se dizer que poderdo existir evidéncias de que 0s

alunos sdo capazes de esbocar o grafico de f(—x), a partir do conhecimento do grafico

de f(x).
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4.2.2. Analise dos Questionarios

Como ja foi referido anteriormente o objetivo principal de se ter elaborado os
questionarios foi saber a opinido dos discentes acerca do software utilizado. Mais
concretamente, pretendia-se saber se o GeoGebra era um recurso auxiliador na
aprendizagem deste topico. Para se perceber qual a opinido dos alunos em relacéo a isto,
analisa-se trés das questdes que constavam no questionario. Estas questdes foram
escolhidas, pois eram as Unicas de resposta aberta onde os alunos podiam dar a sua
opinido livremente e também porque eram as Unicas focadas no objetivo principal referido

acima. Passa-se a apresentacao dessas trés questdes:

Questdo 1: Consideras que as tarefas realizadas sem o auxilio do GeoGebra sdo mais
dificeis de resolver do que as realizadas com o auxilio desse mesmo software? Porqué?
Questdo 2: Consideras que a resolucdo de tarefas com o auxilio do GeoGebra foi

essencial para a tua aprendizagem? Porqué?

Questao 3: Havendo oportunidade, gostarias de ter novamente aulas com esta estrutura?

Indica os principais motivos.

Em seguida procede-se a analise das respostas a estas questdes dividindo-as por

grupos.

Comecando pelo Grupo 1, pode-se dizer que os dois elementos consideram que as
tarefas resolvidas sem o auxilio do GeoGebra sdo mais dificeis de resolver, pois ndo
conseguem visualizar o grafico das funcdes. Ambas consideram que o software utilizado
foi essencial para a aprendizagem do tépico Transformacgdes de Gréaficos de Fungdes. A
resposta de um dos elementos deste grupo a questao 2 encontra-se representada na figura

abaixo:

_VISia U2aR, MULUET0s 0X¢MPICE

Figura 49 - Resposta de um elemento do Grupo 1 a questao 2
No que toca a terceira questdo, os dois elementos do Grupo 1, gostariam de repetir esta
experiéncia e apontam como principais motivos, o facto de serem “aulas mais divertidas”,
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de se conseguirem “ajudar mutuamente” e consideram que com este tipo de aulas torna

“mais facil a aprendizagem”.

Em relacdo ao Grupo 2, um dos elementos, Elemento 1, acha que as tarefas sem o
auxilio do GeoGebra néo sao mais dificeis de resolver do que as tarefas sem o auxilio do

software, como se pode verificar pela resposta dada, apresentada em baixo:
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Figura 50 - Resposta do Elemento 1 do Grupo 2 a questéo 1

O outro elemento do Grupo 2, tem uma opinido contraria pois “com o GeoGebra temos
uma visao melhor da fun¢ao, conseguindo completar as questdes com mais precisao”. No
que diz respeito a questdo 2, os dois elementos deste grupo também apresentam opinides
contrarias. O Elemento 1, considera que a utilizacdo do GeoGebra nao foi essencial, no
entanto a discente considera que o software a ajudou a perceber as transformacdes
envolvidas na relacdo entre as fungdes. O outro elemento do grupo, considera que 0
software foi essencial, pois tornou a aprendizagem do tépico mais facil. Apesar de terem
opiniBes diferentes em relacdo as duas primeiras questdes, na terceira questdo, ambas
consideram que ndo sabem se gostariam de ter aulas com esta estrutura, pois segundo
ambas, perde-se muito tempo, apesar de perceberem “bem a matéria”. Uma das respostas

das alunas segue-se na figura abaixo:
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Figura 51 - Resposta de um elemento do Grupo 2 a questao 3
Quanto as respostas do Grupo 3 ao questionario, pode-se dizer que os dois
elementos deste grupo consideram que as tarefas resolvidas sem o auxilio do GeoGebra
ndo sdo mais dificeis de resolver do que as realizadas com o auxilio do software. Uma
das razfes apontadas, é o facto de as tarefas previamente executadas com o GeoGebra
Ihes permitirem tirar conclusdes, o que os vai auxiliar depois na resolugédo das fichas de

trabalho sem o auxilio do software. No que diz respeito a questdo 2, um dos elementos
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do grupo, Elemento 1, considera que o auxilio do GeoGebra “nio foi essencial mas
ajudou imenso”. O Elemento 2 deste grupo, considera que o software foi essencial para a
sua aprendizagem. Em relacdo a questdo 3, ambos, gostariam de repetir este tipo de aulas.

A resposta do Elemento 2 a esta questao apresenta-se na figura abaixo:

Figura 52 - Resposta de um elemento do Grupo 3 a questdo 3

Para finalizar esta analise das respostas dos alunos aos questionarios, procede-se
a andlise das respostas do Grupo 4. Em relacdo a questao 1, os dois elementos do grupo,
concordam que as tarefas sem o auxilio do software sdo mais dificeis de resolver do que
as tarefas com o auxilio do mesmo. Apontam como principal fator, o facto de com o
software terem a possibilidade de “visualizar os graficos”. A resposta de um dos

elementos deste grupo encontra-se na figura abaixo:

Figura 53 - Resposta de um elemento do Grupo 4 a questao 1

No que se refere a questdo dois, ambos concordam que o auxilio do GeoGebra foi
essencial para aprendizagem do tdpico em estudo. Estes dois elementos, também
gostariam de ter novamente aulas com a estrutura destas trés aulas. Os alunos consideram
que nestas tém uma autonomia de trabalho maior. A resposta de um dos elementos deste

grupo apresenta-se abaixo:
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Figura 54 - Resposta de um elemento do Grupo 4 a questdo 3

o1



4.3.Analise Sumaria Global e por Grupo

Através da anélise feita anteriormente, parecem haver evidéncias de que os alunos
do Grupo 1 tenham conseguido entender a relagdo entre o grafico da funcdo f(x) e os
graficos das fungdes f(x) + k, f(x — k) e f(—x). No estudo destas trés relagcdes o0s
alunos parecem ter conseguido mobilizar os conhecimentos potencialmente adquiridos
nas fichas exploratdrias e aplica-los nas fichas de trabalho propostas. Este grupo parece
ter conseguido entender qual a relag&o entre o grafico da funcéo f(x) e os graficos das
fungdes kf (x) e - f (x). No entanto, nada se pode dizer acerca da mobilizag&o e aplicacéo
de conhecimentos potencialmente adquiridos, uma vez que este grupo nao realizoua FT2.
Os elementos deste grupo mostraram ter sentido mais dificuldades no estabelecimento da

relacdo entre os graficos das funcbes f(x) e f (kx).

Tendo em conta as respostas do Grupo 2, pode-se dizer que as alunas mostraram
sentir mais dificuldades no estabelecimento da relagdo entre os gréaficos das funcdes f(x)
e f(x — k). Existem evidéncias de terem conseguido mobilizar os conhecimentos
potencialmente adquiridos nas fichas exploratdrias e aplica-los nas fichas de trabalho que
envolvem as relagdes entre o grafico da fungdo f(x) e os graficos das fungdes kf (x),
f(kx)e f(—x). No que toca as relagdes entre o grafico da funcéo da funcdo f(x) e os
graficos das fungdes f(x) + k e - f(x), apesar de as alunas ndo terem conseguido chegar
a conclus@es aceitaveis nas fichas exploratdrias, responderam corretamente as questdes

das fichas de trabalho.

Os elementos do Grupo 3, parecem ter entendido qual a relacdo presente entre o
grafico da funcéo f(x) e os graficos das fungdes f(x) + k, f(x — k) e kf (x). Os alunos
chegaram a conclusdes corretas nas fichas exploratorias, que envolvem estas relacdes, e
parecem conseguir aplicar as conclusdes a que chegaram nas fichas de trabalho. Estes
alunos parecem ter sentido mais dificuldades no estabelecimento das relagGes entre o
gréfico da fungédo f(x) e os gréaficos das funcdes —f (x), f(—x) e f(kx). Apesar de nas
fichas exploratdrias, para estas relagdes, ndo terem chegado a conclusfes aceitaveis, nas

fichas de trabalho os alunos responderam as questdes corretamente.

Os alunos que constituem o Grupo 4 parecem ter conseguido mobilizar os
conhecimentos potencialmente adquiridos nas fichas exploratorias e aplica-los nas fichas

de trabalho no que toca as relagfes entre o grafico da funcdo f(x) e os graficos das
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fungdes f(x + k) e f(—x). No que se refere as relagdes entre o grafico da funcdo f(x) e
os gréaficos das fungdes kf (x) e —f (x), os discentes chegaram a conclusdes validas nas
fichas exploratorias, no entanto ndo realizaram as fichas de trabalho, ndo se podendo dizer
nada sobre a mobilizacéo e aplicagdo dessas conclus@es. J& nas relagdes entre o grafico
da funcdo f(x) e os gréficos das fungdes f (x — k) e f (kx), os alunos apesar de chegarem
a conclusoes validas nas fichas exploratdrias, com o auxilio do GeoGebra, nédo é visivel

que os tenham conseguido mobilizar e aplicar nas fichas de trabalho.

Em resumo, com a andlise das producges escritas tanto das fichas exploratodrias
como das fichas de trabalho, pode-se dizer que os alunos no geral conseguiram mobilizar
os conhecimentos potencialmente adquiridos nas fichas exploratorias e aplica-los nas
fichas de trabalho. No entanto, parece que sentiram mais dificuldades nas relagdes entre
fungdes f(x) e f(x — k), e também na relacdo entre f(x) e f(kx). Através da andlise
dos questionarios conclui-se que a maior parte dos alunos, inquiridos, consideram as aulas
com esta dindmica uma mais-valia para a sua aprendizagem. No entanto, duas das alunas

inquiridas acham que com este tipo de aulas se perde bastante tempo.
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5. Conclusao

Neste capitulo, além de serem referidas as principais conclusdes acerca deste

estudo, também se faz uma reflex&o sobre a implementagdo do mesmo.

5.1.Principais Conclusdes

Com este estudo pretendia-se dar resposta a seguinte questdo de investigacao:
Qual o contributo do GeoGebra para a construcdo e aplicacdo do conhecimento das
Propriedades Geométricas de Graficos de Funcgdes?. Para isso, formularam-se trés
objetivos: (i) analisar se os alunos mobilizam competéncias desenvolvidas através de
tarefas com o GeoGebra e as aplicam em tarefas de “lapis e papel”; (ii) verificar eventuais
dificuldades no estabelecimento da relacdo entre a transformacgédo geométrica operada no
grafico de uma funcdo com a correspondente modificacdo algébrica operada na forma
como esta definida, sempre que ambas as funcbes estejam definidas; (iii) analisar se 0s
alunos consideram o Geogebra um recurso auxiliador no processo de aprendizagem deste

topico.

Em relacéo ao primeiro objetivo de investigacdo, parece poder concluir-se que 0s
alunos mobilizaram algumas competéncias desenvolvidas através de tarefas com o
GeoGebra e depois as aplicaram em tarefas de “lapis e papel”. Segundo os dados
analisados no capitulo anterior, os casos em estudo, no geral, conseguiram perceber a
relacdo entre os graficos das diversas funcBes e depois aplicar as conjeturas criadas nas
fichas de trabalho. Por exemplo, trés dos quatro casos em estudo parecem ter mobilizado
competéncias desenvolvidas nas tarefas com o auxilio do GeoGebra, no que toca as
relacfes entre o grafico da funcéo f(x) e os graficos de f(x + k) e f(—x), e as aplicam
em tarefas de lapis e papel, onde estdo envolvidas essas relagdes. No que diz respeito a
relacdo entre os graficos das funcdes f(x) e f(x — k), trés dos casos em estudo
conseguiram formular conjeturas validas na ficha exploratdria, no entanto apenas 2 destes
casos parecem ter conseguido mobilizar as competéncias desenvolvidas nessa ficha e
aplica-las na ficha de trabalho sem recurso ao GeoGebra. As relacGes entre o grafico da
funcdo f(x) e os gréficos das fungbes kf (x) e - f(x) sdo aquelas em que se pode retirar

menos conclusdes acerca da mobilizacdo e aplicacdo das competéncias desenvolvidas,
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pois sO dois dos casos em estudo resolveram a ficha de trabalho onde estas relagdes
estavam envolvidas. No entanto, na ficha exploratdria onde os alunos estudaram a relagéo
entre o gréafico da fungdo f(x) e kf (x), todos os casos em estudo conseguiram formular
conjeturas validas. No que concerne a relacdo entre os graficos das fungdes f(x) e f(—x)
parece poder dizer-se que 3 dos casos em estudo, além de chegar a conjeturas corretas
acerca desta relacdo, mobilizam competéncias desenvolvidas na ficha com recurso ao
GeoGebra e as aplicam em tarefas com recurso apenas ao lapis e papel. Para finalizar,
pode concluir-se que apenas um dos casos em estudo parece ter mobilizado competéncias
desenvolvidas nas tarefas com o auxilio do GeoGebra, no que toca a relagdo entre os

gréaficos das fungdes f(x) e f(kx), e as aplica em tarefas de lapis e papel.

Quanto ao segundo objetivo de investigacdo, e tendo em conta o que foi dito no
paragrafo anterior, parece que os alunos sentiram mais dificuldades em estabelecer
relagOes entre os graficos das fungdes f(x) e f(x — k) e entre os das fungdes f(x) e
f(kx). Ou seja, os alunos apresentam mais dificuldades no estabelecimento de relagdes

entre os graficos de funcdes que apresentam transformacdes ao nivel das abcissas.

No que se refere ao terceiro e Gltimo objetivo de investigacdo, pelas respostas dos
alunos aos questionarios, conclui-se que a maior parte dos alunos achou que 0 GeoGebra
foi um recurso auxiliador na aprendizagem do topico Transformacfes Geométricas de
Gréficos de Funcdes. Além disso, a maioria dos discentes revelou interesse em participar
em mais aulas com recurso ao GeoGebra, pois consideram-nas mais dindmicas e, segundo
eles, conseguem aprender os conceitos sozinhos, tendo assim um papel ativo na
aprendizagem. Além disso, alguns alunos referiram que estas aulas os motivam para a
disciplina, o que corrobora com a opinido de Jesus (2008) e Trindade (2010). No entanto,
duas alunas referiram que se gasta muito tempo com estas aulas. De facto, estas aulas de
ensino-aprendizagem exploratéria sdo mais “demoradas”, visto que ndo existe a
exposicdo tradicional de conhecimentos por parte do professor, seguida da aplicacédo
desses mesmos conhecimentos em exercicios ou problemas. Em aulas de ensino-
aprendizagem exploratéria, os alunos tém de desenvolver, neste caso, uma tarefa
exploratoria, para tentarem chegar a conjeturas. Alem disso, existem momentos de
dialogo entre professor e alunos para tentar perceber o que os alunos concluiram com a

tarefa exploratdria, e portanto, o processo de aprendizagem torna-se mais moroso.
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Em relagdo a resposta a questdo de investigagdo parece poder dizer-se que de facto
0 GeoGebra é um recurso auxiliador na aprendizagem deste topico. A analise dos dados
recolhidos permite concluir que este software facilita a compreensdo das relaces em
causa entre graficos de funcbes. Além disso, pela andlise dos questionarios e das
producdes escritas, existem evidéncias de que este software ajudou os alunos no

estabelecimento das relacGes supracitadas.

5.2.Reflexao

O desenvolvimento deste trabalho foi muito importante para o desenvolvimento
pessoal e profissional da estagiaria/ investigadora. Com este trabalho a estagiaria teve a
oportunidade de estudar e aprofundar os seus conhecimentos sobre um tema que sempre
Ihe despertou bastante interesse: as tecnologias na educacdo matematica. Também teve a
hipotese de conceber e implementar estratégias de ensino, em matemaética, onde o recurso
tecnoldgico tem um papel central. No entanto, considera que este foi um trabalho bastante

exigente, dada a sua inexperiéncia na execucdo de um estudo desta natureza.

Ao longo deste ano letivo, a unidade curricular de Prética de Ensino
Supervisionada também foi muito importante para a estagiaria tanto a nivel pessoal como
profissional. O facto de ter estado numa escola, em contacto com os alunos, a lecionar, a
desenvolver atividades para a comunidade escolar, permitiu que a estagiaria
desenvolvesse a sua identidade profissional. Considera que ao longo deste periodo

adquiriu bastantes ferramentas que lhe virdo a ser Gteis.

Em relacdo as dificuldades e constrangimentos sentidos ao longo da
implementacdo do trabalho, a estagidria considera que apesar de a experiéncia de
lecionacdo numa abordagem exploratéria ter corrido positivamente, isso também se
deveu ao facto de estarem quatro professoras na sala de aula, a professora titular e as trés
estagiarias. Esta experiéncia fez com que refletisse sobre a dificuldade que um professor
(sozinho e com trinta alunos na sala) devera sentir ao tentar implementar uma aula deste
tipo. Para evitar que o professor seja tdo solicitado, acha importante que os alunos tenham
contacto prévio com o software a usar, dado que deste modo, se poupa tempo de aula para

as tarefas nucleares.
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Outra dificuldade sentida prendeu-se com a gestdo do tempo, tanto para a
planificacdo das trés aulas, como na gestdo do tempo durante as aulas. O Programa de
Matematica A do 10° ano é muito extenso e as aulas reservadas para a lecionacao deste
topico eram apenas trés. Além disso, apesar da planificacdo das aulas ter sido preparada
com bastante rigor, durante a primeira aula a estagiaria deparou-se com alguns problemas
nos comandos do GeoGebra na verséo que estava instalada nos computadores da escola.
Rapidamente se resolveu a situacdo pedindo aos alunos que utilizassem o GeoGebra
online, em vez do GeoGebra que estava instalado no computador. Mesmo assim, isto
levou a que houvesse atrasos em relacdo a planificacdo inicialmente prevista, o que fez
com que se alterassem os restantes planos de aula. A gestdo do tempo durante a aula
revelou-se também uma dificuldade uma vez que os alunos precisaram de mais tempo do
que o previsto para resolver as tarefas, o que fez com que por exemplo na aula 2, grande

parte dos grupos de trabalho ndo resolvessem a FT2.

58



Bibliografia

Almeida, P., & César, M. (2007). Contributos da Interacdo entre pares, em aulas de
ciéncias, para o desenvolvimento de competéncias de argumentacéo. Interacoes, n°
6, 163-196.

Armella, L.M., & Waldegg, G. (1992). Construtivismo e Educacdo Matematica.
Educécion Matematica, 4(2), 7-15. Disponivel em
http://www.tabuleiro.faced.ufba.br/twiki/pub/LEG/WebArtigos/Construtivismo_e

Educacao Matematica.pdf.

Bastos, R. (2007). Transformagfes Geométricas. Educagdo e Matematica, n® 94, 23-27.

Bivar, A., Grosso, C., Oliveira, F., & Timoteo, M.C. (2013). Programa e Metas
Curriculares, Matematica , Ensino Basico. Lisboa: Ministério da Educacédo e
Ciéncia. Disponivel em http://www.dge.mec.pt/programas-e-metas-curriculares-0.

Bivar, A., Grosso, C., Oliveira, F., Timéteo, M.C., & Loura, L. (2013). Programa e Metas

Curriculares, Matematica A, Ensino Secundario. Lisboa: Ministério da Educacéo
e Ciéncia. Disponivel em

http://www.dge.mec.pt/sites/default/files/ficheiros/programa metas curriculares

matematica a secundario.pdf.

Bravo, F. J. B. (2005). Impacto da Utilizacdo de um Ambiente de Geometria Dinamica
no Ensino-Aprendizagem da Geometria por Alunos do 4° ano do 1° Ciclo do Ensino
Bésico. (Tese de Mestrado, Universidade do Minho). Disponivel em
http://repositorium.sdum.uminho.pt/handle/1822/9101.

Breda, A., Serrazina, L., Menezes, L., Sousa, H., & Oliveira, P. (2011). Geometria e

Medida no Ensino Basico. Lisboa: Ministério da Educacdo e dgidc. Disponivel em
www.esev.ipv.pt/matliciclo/temas%20matematicos/070 Brochura_Geometria.pd
f.

Brolezzi, A.C. (2004). Matematica — Funcgdes e Gréaficos, 4° modulo, 1-14. Disponivel em
https://www.academia.edu/8078543/Nome_do_Aluno.

Calil, A.M., Veiga, J.,, & Carvalho, C.V.A. (2010). Aplicacéo do software
GRAPHMATICA no Ensino de Fungdes Polinomiais do 1° grau no 9° ano do
Ensino Fundamental. Revista Praxis, n° 4, 17-27.

59


http://www.tabuleiro.faced.ufba.br/twiki/pub/LEG/WebArtigos/Construtivismo_e_Educacao_Matematica.pdf
http://www.tabuleiro.faced.ufba.br/twiki/pub/LEG/WebArtigos/Construtivismo_e_Educacao_Matematica.pdf
http://www.dge.mec.pt/programas-e-metas-curriculares-0
http://www.dge.mec.pt/sites/default/files/ficheiros/programa_metas_curriculares_matematica_a_secundario.pdf
http://www.dge.mec.pt/sites/default/files/ficheiros/programa_metas_curriculares_matematica_a_secundario.pdf
http://repositorium.sdum.uminho.pt/handle/1822/9101
http://www.esev.ipv.pt/mat1ciclo/temas%20matematicos/070_Brochura_Geometria.pdf
http://www.esev.ipv.pt/mat1ciclo/temas%20matematicos/070_Brochura_Geometria.pdf
https://www.academia.edu/8078543/Nome_do_Aluno

Candeias, A.F.F. (2010). Aprendizagem das Fungdes no 8° ano com o auxilio do software
Geogebra. (Dissertacdo de Mestrado, Universidade de Lisboa). Disponivel em
http://repositorio.ul.pt/handle/10451/2551.

Carvalho, L.T.N. (2013). Ambiente Virtual de Aprendizagem Matematica em contexto

educativo. (Dissertacdo de Mestrado, Universidade de Lisboa). Disponivel em
http://repositorio.ul.pt/bitstream/10451/10336/1/ulfpie046329 tm.pdf.

D’Ambrosio, B.S. (1989). Como ensinar matematica hoje? Temas e Debates, 2(2), 15-

19. Disponivel em
http://www.educadores.diaadia.pr.gov.br/arquivos/File/2010/artigos teses/MATE
MATICA/Artigo Beatriz.pdf.

Domingos, A. (2014). O papel da tecnologia na aprendizagem da matematica. Um

exemplo com recurso ao geogebra. Educac@o e Matematica, n°® 126, 14-16.
Eisenberg, T. (1991). Functions and associated learning difficulties. Advanced
mathematical thinking, 11, 140-152.

Fernandes, J. A. (1998). Tecnologia grafica no estudo de classes de fun¢des. Educacéo e
Matematica, n° 46, 34-36.

Ferreira, E. M. B. (2005). Ensino e Aprendizagem de Geometria em Ambientes
Geomeétricos Dinamicos: O Tema de Geometria do Plano no 9° ano de escolaridade.
(Dissertacdo de Mestrado, Universidade do Minho). Disponivel em
http://repositorium.sdum.uminho.pt/handle/1822/4920.

Gafanhoto, A. P. & Canavarro, A. P. (2008). RepresentacGes Mdltiplas de FuncGes em
Ambiente com GeoGebra: um estudo sobre o seu uso por alunos do 9° ano.
Projecto Praticas Professional dos Professores de Matematica, com apoio da
FCT. Disponivel em https://dspace.uevora.pt/rdpc/handle/10174/4818 .

Jesus, S. M. (2008). Estratégias para motivar os alunos. Educacdo, 31 (1), 21-29.

Disponivel em

revistaseletronicas.pucrs.br/ojs/index.php/faced/article/download/2753/2101.

Lopes, J. & Silva, H. S. (2009). A aprendizagem cooperativa na sala de aula — Um guia
pratico para o professor. Lisboa: LIDEL — Edi¢6es Técnicas, Lda.
Ludovino, P.N.B. (2012). A aprendizagem cooperativa: uma metodologia a aplicar nas

disciplinas de Historia e Geografia. (Dissertacdo de Mestrado, Universidade do

60


http://repositorio.ul.pt/handle/10451/2551
http://repositorio.ul.pt/bitstream/10451/10336/1/ulfpie046329_tm.pdf
http://www.educadores.diaadia.pr.gov.br/arquivos/File/2010/artigos_teses/MATEMATICA/Artigo_Beatriz.pdf
http://www.educadores.diaadia.pr.gov.br/arquivos/File/2010/artigos_teses/MATEMATICA/Artigo_Beatriz.pdf
http://repositorium.sdum.uminho.pt/handle/1822/4920
https://dspace.uevora.pt/rdpc/handle/10174/4818

Porto). Disponivel em https://repositorio-
aberto.up.pt/bitstream/10216/76211/2/69949.1.pdf.

Marques, V. L. (2009). Os Quadros Interativos no Ensino da Matematica. (Dissertacéo
de Mestrado, Universidade Portucalense Infante D. Henrique). Disponivel em
http://repositorio.uportu.pt/bitstream/11328/550/2/ TMMAT%20109.pdf.

Miranda, G.L. (2007). Limites e Possibilidades das TIC na educagéo. Revista de Ciéncias
da Educacéo, n° 7, 41-50.

Monteiro, C. (1992). A educacdo matematica e 0s computadores. Educacédo e
Matematica, n°22, 1-2.

Mortimer, E.F., (1996). Construtivismo, mudanca conceitual e ensino de ciéncias: para
onde vamos?. InvestigacGes em Ensino de Ciéncias, 1(1), 20-39. Disponivel em
http://www.if.ufrgs.br/ienci/artigos/Artigo_ID8/v1l nl_a2.pdf.

Muruci, M.L., Giraldo, V.A., & Guimarées, L.C. (s. d.). Fun¢des Reais: possibilidades

em um ambiente  de  geometria  dinamica. Disponivel em
http://limc.ufrj.br/htem4/papers/69.pdf.

NCTM (2008). Principios e Normas para a Matemética Escolar. 2° edigdo. Lisboa:
APM.

Neves, R. A., & Damiani, M.F. (2006). Vygotski e as teorias da aprendizagem.
UNIrevista, 1(2). Disponivel em http://repositorio.furg.br/handle/1/3453.

Pereira, C., Cardoso, A.P., & Rocha, J. (2015). O trabalho de grupo como fator

potenciador da integracéo curricular no 1° ciclo do Ensino Basico. Saber & Educar,
n® 20, 224-233.
Ponte, J.P. (1995). Novas Tecnologias na aula de Matematica. Educacao e Matematica,
n°34, 2-7.
Ponte, J.P. (2005). Gestdo curricular em Matematica. O professor e o desenvolvimento
curricular, 11-34. Disponivel em
www.ie.ulisboa.pt/pls/portal/docs/1/334285.PDF.

Ponte, J. P. (2009). O novo programa de matematica como oportunidade de mudanca para
os professores do ensino bésico. Interacgbes, 12, 96-114. Disponivel em

http://www1.esec.pt/pagina/fcmat/documentos/NPMatematicaoportunidademudan

ca.pdf.

61


https://repositorio-aberto.up.pt/bitstream/10216/76211/2/69949.1.pdf
https://repositorio-aberto.up.pt/bitstream/10216/76211/2/69949.1.pdf
http://repositorio.uportu.pt/bitstream/11328/550/2/TMMAT%20109.pdf
http://www.if.ufrgs.br/ienci/artigos/Artigo_ID8/v1_n1_a2.pdf
http://limc.ufrj.br/htem4/papers/69.pdf
http://repositorio.furg.br/handle/1/3453
http://www.ie.ulisboa.pt/pls/portal/docs/1/334285.PDF
http://www1.esec.pt/pagina/fcmat/documentos/NPMatematicaoportunidademudanca.pdf
http://www1.esec.pt/pagina/fcmat/documentos/NPMatematicaoportunidademudanca.pdf

Ponte, J.P. (2010). Explorar e Investigar em Matemética: Uma Actividade Fundamental
no Ensino e na Aprendizagem. Union, 21, 13-30. Disponivel em
repositorio.ul.pt/handle/10451/3043.

Ribeiro, C.P.F. (2013). O Trabalho de Grupo Cooperativo nas disciplinas de Historia e

Geografia. (Dissertacdo de Mestrado, Universidade do Porto). Disponivel em
https://repositorio-aberto.up.pt/bitstream/10216/71239/2/72158.pdf.

Rosendo, A. I. (1987). Semelhangas no Plano. Departamento de Matematica, Faculdade
de Ciéncias e Tecnologias da Universidade de Coimbra.

Sanchez, L. (2002). Iniciacdo ao estudo das funcGes reais de variavel real, 10° ano.
Projeto REANIMAT, Departamento de Matematica da Faculdade de Ciéncias da
Universidade de Lisboa e Fundacao Calouste Gulbenkian, 2° edicéo, 61-71.

Santos, E. M. G. S. F., (2011). Discussao na aula de Matematica com recurso a tecnologia:
O caso de uma turma do 7° ano. (Dissertacdo de Mestrado, Universidade do Minho).
Disponivel em http://repositorium.sdum.uminho.pt/handle/1822/19085.

Saraiva, M.J., Teixeira, A.M., & Andrade, J.M. (2010). Estudo das Fun¢6es no Programa

de Matematica A com Problemas e Tarefas de Exploracéo - Tarefas parao 10.°e o

11.° Anos do Ensino Secundario, Materiais de Apoio ao Professor. Projeto IMLNA,

Instituto de Educacédo da Universidade de Lisboa e Universidade da Beira Interior.

Disponivel em
http://www.apm.pt/files/178672_Segment 001_4d3de4ed6e285.pdf.
Silva, J. S. (1975). Compéndio de Matematica, Capitulo 1l — Transformacdes afins e

aplicagbes  lineares.  Volume 3. Edicdo GEP. Disponivel em

http://www.sebastiaoesilval00anos.org/Publicacoes/Compendios-e-Guias-de-

Matemati/Ens-
JSS/Compendio%20de%20Matematica%203%20volume%20Cap%201%20-
%20INTRODUCAO0%20A0%20CALCULO%20VECTORIAL.pdf.

Silva, M.H.G.G. (2013). Tarefas com Recurso a Calculadora Grafica no Ensino
Secundario do 10° ao 12° ano de escolaridade. (Dissertacdo de Mestrado,
Universidade Nova de Lisboa). Disponivel em
http://run.unl.pt/bitstream/10362/11310/1/Silva_2013.pdf.

Trindade, S.C.C.P. (2010). Contributo dos ambientes de geometria dinamica para o
processo de ensino e aprendizagem da Matematica. (Dissertacdo de Mestrado,

62


https://repositorio-aberto.up.pt/bitstream/10216/71239/2/72158.pdf
http://repositorium.sdum.uminho.pt/handle/1822/19085
http://www.apm.pt/files/178672_Segment_001_4d3de4ed6e285.pdf
http://www.sebastiaoesilva100anos.org/Publicacoes/Compendios-e-Guias-de-Matemati/Ens-JSS/Compendio%20de%20Matematica%203%20volume%20Cap%20I%20-%20INTRODUCAO%20AO%20CALCULO%20VECTORIAL.pdf
http://www.sebastiaoesilva100anos.org/Publicacoes/Compendios-e-Guias-de-Matemati/Ens-JSS/Compendio%20de%20Matematica%203%20volume%20Cap%20I%20-%20INTRODUCAO%20AO%20CALCULO%20VECTORIAL.pdf
http://www.sebastiaoesilva100anos.org/Publicacoes/Compendios-e-Guias-de-Matemati/Ens-JSS/Compendio%20de%20Matematica%203%20volume%20Cap%20I%20-%20INTRODUCAO%20AO%20CALCULO%20VECTORIAL.pdf
http://www.sebastiaoesilva100anos.org/Publicacoes/Compendios-e-Guias-de-Matemati/Ens-JSS/Compendio%20de%20Matematica%203%20volume%20Cap%20I%20-%20INTRODUCAO%20AO%20CALCULO%20VECTORIAL.pdf
http://run.unl.pt/bitstream/10362/11310/1/Silva_2013.pdf

Universidade Nova de Lisboa). Disponivel em
http://run.unl.pt/bitstream/10362/5088/1/Trindade 2010.pdf.

63


http://run.unl.pt/bitstream/10362/5088/1/Trindade_2010.pdf

64



Anexos

65



66



Anexo 1: Materiais Aula 1

Anexo 1.1.: Planificagéo Aula 1
Planificagao da Aula

Disciplina: Matematica A Ano/Turma: 10
Data: 15/04/2016 Horario: 11:50 — 13:20 Sala: 33

SUMARIO

e Gréficos de fungdes obtidos por translagdo: relagdo entre os graficos das
fungdes f e g, sendo g(x) = f(x) + k, k € R e relagdo entre os graficos das
fungdes f e g, sendo g(x) = f(x — k), k € R.

DOMINIO/ SUBDOMINIO/ TEMA

e Funcdes Reais de Variavel Real
e Generalidades acerca de fungdes reais de variavel real

e Propriedades geométricas de graficos de funcoes

CONTEUDOS

e Relagdo entre os gréficos das fungdes f e g, sendo g(x) = f(x) + k,k € R

e Relagdo entre os gréficos das fungbes f e g, sendo g(x) = f(x — k), k € R.

OBJETIVOS

e Tragar o gréfico da fungdo f(x) + k, k € R, conhecendo o grafico da fungdo f

e Reconhecer que o gréfico da fungdo f(x) + k, k € R pode ser obtido através
do grafico da fungdo f pela translacdo de vetor %(0, k)

e Tragar o gréfico da fungdo f(x — k), k € R, conhecendo o grafico da fungdo f

e Reconhecer que o gréfico da fungdo f(x — k), k € R pode ser obtido através
do grafico da fungdo f pela translagcdo de vetor u(k, 0)

e Trabalhar em pares

e Utilizar o GeoGebra na resolucao da tarefa proposta

e Respeitar os colegas

e Apreciar as tecnologias enquanto mediadoras da aprendizagem
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DESCRITORES

e FRVR10 - 2.9. Reconhecer, dados uma fungdo real de varidvel real f, um
ndimero real c e um plano munido de um referencial cartesiano, que o grafico
cartesiano de uma fun¢do g definida em D, = Dy por g(x) = f(x) +c é a
imagem do grafico cartesiano de f pela translagdo de vetor U (0, ¢).

e FRVR10 - 2.10. Reconhecer, dados uma func¢do real de varidvel real f, um
numero real c e um plano munido de um referencial cartesiano, que o gréfico
cartesiano de uma fungdo d definida por g(x) = f(x —c¢) no conjunto
D, = {x +c:x € Df} é a imagem do grafico cartesiano de f pela translagdo

de vetor 1(c, 0).

MOMENTOS/ FASES DA AULA (Estratégias a Implementar)

e Registo do sumario no caderno didrio.

Resolucdo a pares da Tarefa Exploratdria 1 com recurso ao software Geogebra;

e Resolucdo a pares da Ficha de Trabalho 1;

e Discussao com os alunos tendo como objetivo de perceber as conclusdes que
retiraram da resolucdo de ambas as tarefas;

e Correcdo das tarefas realizadas;

e Registo no caderno didrio:

Grdficos de funcoes obtidos por translacéo vertical

- Relagdio entre os grdficos das fungdes f e g, sendo g(x) = f(x) + k,k € R

Dada uma fungdo real de varidvel real f, um numero real k e um plano munido de um
referencial cartesiano, o grdfico cartesiano da fung¢éo g definida em Dy = Dy por
g(x) = f(x) + k é a imagem do grdfico cartesiano de f pela translagéo de vetor
(0, k).

Grdficos de funcdes obtidos por translacéo horizontal

- Relagdo entre os grdficos das fungdes f e g, sendo g(x) = f(x — k), k € R

Dada uma fungdo real de varidvel real f, um numero real k e um plano munido de um
referencial cartesiano, o grdfico cartesiano da fung¢do g definida em
D, = {x +k:x € Df} por g(x) = f(x — k) é a imagem do grdfico cartesiano de f

pela translagdo de vetor (k, 0).
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MATERIAIS/RECURSOS

e Computador que contenha o software Geogebra
e Caderno diario
e Ficha de Trabalho

e Tarefa Exploratéria

OBSERVAGOES

Tarefas extra: Exercicios 47 e 49, da pagina 46 do Manual adotado

*Caso estas tarefas ndo sejam resolvidas na aula ficardo para Trabalho de Casa

AVALIAGAO DOS ALUNOS

Grelha de avaliacdo de atitudes e valores dos alunos, de acordo com os critérios

especificos da disciplina

BIBLIOGRAFIA

Bivar, A., Grosso, C., Oliveira, F. Timéteo, M.C., & Loura, L. (2013). Programa e Metas
Curriculares, Matematica A, Ensino Secundario. Lisboa: Ministério da Educacao
e Ciéncia. Disponivel em

http://www.dge.mec.pt/sites/default/files/Secundario/Documentos/Documen

tos Disciplinas novo/Curso Ciencias Tecnologias/Matematica A/programa

metas curriculares matematica a secundario.pdf.

Costa, B., & Rodrigues, E. (2015). Novo Espago — Parte 1 — Matemdtica A 102ano.
Porto: Porto Editora.

Neves, M. A. F., Guerreiro, L., & Silva, A. P. (2015). Maximo — Matematica A — 102
ano. Volume 1. Porto: Porto Editora. Disponivel em

http://www.escolavirtual.pt/e-manuais/html5-

reader/index.html#/bookshelf?usertoken=MzIONDE6MTo010DY4MzRAcG9ydG

8uY29tOjE6Y2xpZW500Dg00jg4dNDoxNTM1MDk6MDoxNDU2MDkONDI1NzQ3

&bookID=13302.
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da Educacao.
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Anexo 1.2.: Ficha Exploratoria 1

PROPRIEDADES GEOMETRICAS DE GRAFICOS DE FUNCOES — 10° ANO
Data: 2016/ 04/15

NOME: NO: Turma:1Q°

NOME: NO: Turma:10°

Lé com atencdo todas as questdes.

Responde com clareza, justificando as tuas respostas utilizando textos e/ou esquemas e/ou
esbocos dos graficos representados no GeoGebra.

TAREFA EXPLORATORIA 1 - 102 ANO

1. Abre no computador o software GeoGebra. Representa graficamente, nesse software a
funcdo f(x) = —2x3 + 4x? definida em [—1,2].

1.1. Determina o dominio e o contradominio da funcgéo f.

Resolucéo:

D'y =[0,6]

1.2. Recorrendo ao software Geogebra representa o gréfico de cada uma das funcdes:

a) f(+1 b) f(x)+3 c) fx)—2

Para cada uma das func¢fes anteriores indica o dominio e o contradominio.

Resolucéo:

a) Sejaglx)=f(x)+1
D, = [—1,2]
D’g = [1,7]

b) Sejah(x) = f(x) +3
Dh == [—1,2]
D'y = [3,9]

c) Sejai(x)=f(x)—2
D; = [-1,2]
D’i == [—2,4']
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1.3.

1.4.

1.5.

2.1

Explica como construir o gréfico da funcdo f(x) + 6, a partir do grafico de uma funcéo

f?
Resolucéo:

O gréfico da fungéo f(x) + 6, € aimagem do grafico de uma fungéo f, pela translagcéo
associada ao vetor 1(0,6).

Faz as experiéncias que achares necessarias e indica o dominio e o contradominio da
funcdo f(x) + h,h € R.

Resolucéo:

Depois de algumas experiéncias, espera-se que 0s alunos concluam que:

Sejag(x)=f(x)+hheR.
D, = [-1,2]
D'y =[0+h,6+h],ouseja D'y = [h, 6+ h]

Explica como construir o gréfico da funcdo f(x) + h,h € R, a partir do gréfico de uma
fungéo f.

Resolucéo:

O gréfico da funcéo f(x) + h,h € R, é aimagem do gréafico de uma funcao f, pela
translagdo associada ao vetor (0, h).

Representa, agora, numa nova pagina do GeoGebra a fungéo g(x) = |x| de dominio
[—3,3].

Faz as experiéncias que achares necessdérias e indica o dominio, o contradominio e os
zeros da fungé@o g(x — h),h € R.

Resolucéo:

Depois de algumas experiéncias espera-se que os alunos concluam que:
Seja h(x) = g(x — h),h € R.

Dy =[-3+h3+h]

D'y =10,3]

Zerosde h:x=nh
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2.2. Explica como construir o gréfico da fungéo g(x — h), h € R, a partir do grafico da funcéo
g.

Resolucéo:

O gréfico da fungéo g(x — h), h € R, € a imagem do grafico de uma fungéo g, pela
translagdo associada ao vetor u(h, 0).

Tarefa inspirada em Brochura de Fungdes 10° ano, ME (1998)
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Anexo 1.3.: Ficha de Trabalho 1

FICHA DE TRABALHO 1 — 10° ANO
Data: 2016/ 04/15

NOME: Ne°: Turma:10°C

NOME: No: Turma:10°C

Propriedades Geométricas de Graficos de Fungdes
1. Seja f uma fungdo, real de varidvel real, cujo grafico é:
Gy = {(-4,2),(1,3),(3,0), (4:4)}
1.1. Indica o dominio e o contradominio da fungao f.
Resolucdo:
Dy = {—4,1,3,4}

D'; ={2,3,0,4}

1.2. Para cada caso, indica o dominio, o contradominio da fungdo g e o respetivo
grafico, sendo a funcdo g definida por:

a) glx) =f(x)+2
Resolucdo:
D, = {—4,1,3,4}
D’g = {4,5,2,6}

Gg = {(_414)1 (1;5); (3;2); (416)}

b) g(x) =f(x+1)
Resolucdo:
D, = {-5,0,2,3}
D’g ={2,3,0,4}

Gg = {(_512)1 (0:3)) (2:0)1 (3’4)}
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) gx)=f(x—4)
Resolucdo:
D, = {0,5,7,8}
D’g = {2,3,0,4}

Gy ={(0,2),(5,3),(7,0), (8,4}

d gx)=fkx-1)-3
Resolucdo:
D, = {-3,2,4,5}
D’g ={-1,0,—-3,1}

Gg = {(_3, _1)! (210)1 (4' _3)1 (5'1)}

2. Na figura esta representada em referencial
cartesiano a fungdo g.
Sabe-se que:
e Dominiode g é [-3, 4];

Contradominio de g é [-3, 2];

Os zeros de g sdo:-2,1e3

gx)=f(x—-4)

2.1. Resolve a equagdo f(x)=0. Mostra como
chegaste a tua resposta.

Resolucdo:
fx) =0 x=—-6Vx=-3Vx=-1
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2.2. Esboga o grafico da fungdo f.

Resolucao:

Adaptado de Novo Espago 10 (2015)
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Anexo 2: Materiais Aula 2

Anexo 2.1.: Planificacdo de Aula
Planificagao de Aula

Disciplina: Matematica A Ano/Turma: 102
Data: 18/04/2016 Horario: 08:25 — 09:55 Sala:33
SUMARIO

e Relagdo entre os graficos das fungbes f(x) e g(x) = kf (x),k € R.

e Relagdo entre os gréficos das fungbes f(x) e g(x) = —f(x).

DOMINIO/SUBDOMINIO/TEMA

e FuncGes Reais de Variavel Real
e Generalidades acerca de fungdes reais de variavel real

e Propriedades geométricas de gréficos de fungdes

CONTEUDOS
e Relagdo entre os gréficos das fungbes f(x) e g(x) = kf(x),k € R
e Relagdo entre os graficos das fungbes f(x) e g(x) = —f(x)
OBIJETIVOS

e Tragar o grafico da fungdo kf (x), k € R, conhecendo o gréfico da fungdo f;

e Reconhecer que o grafico da fungdo kf (x) pode ser obtido através do gréfico
da fungdo f por uma contragdo horizontal de coeficiente k,se 0 < k < 1;

e Reconhecer que o grafico da fungdo kf (x) pode ser obtido através do gréfico
da fungdo f por uma dilatagdo horizontal de coeficiente k, se k > 1;

e Tragar o grafico da fungdo —f(x), conhecendo o grafico da fungao f

e Reconhecer que o grafico da fungdo —f (x) pode ser obtido através do gréfico
da fungdo f pela reflexdao de eixo Ox.

e Trabalhar em pares

e Utilizar o GeoGebra na resolucao da tarefa proposta

e Respeitar os colegas

e Apreciar as tecnologias enquanto mediadoras da aprendizagem
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DESCRITORES

e FRVR10 - 2.11. Designar, dado um plano munido de um referencial ortogonal
e um numero 0 < a < 1 (respetivamente a > 1) , por «contracdo vertical
(respetivamente dilatagdo vertical) de coeficiente a» a transformagdo ¢ do
plano que ao ponto P(x,y) associa o ponto ¢(P) de coordenadas (x, ay).

e FRVR10 - 2.12. Reconhecer, dados uma fungdo real de varidvel real f, um
nimero 0 < a <1 (respetivamente a > 1) e um plano munido de um
referencial ortogonal, que o grafico cartesiano de uma fun¢do g definida em
D¢ por g(x) = af(x) é a imagem do gréfico cartesiano de f pela contracdo
vertical (respetivamente pela dilatagao vertical) de coeficiente a.

e FRVRI10 - 2.15. Reconhecer, dada uma funcdo real de variavel real f e um
plano munido de um referencial ortogonal, que o grafico cartesiano de uma
funcdo g definida em D, = Dy por g(x) = —f(x) € a imagem do grafico
cartesiano de f pela reflexdo de eixo Ox.

MOMENTOS/FASES DA AULA (Estratégias a Implementar)

e Interacdo verbal com os alunos para tentar perceber o que eles aprenderam
na Ultima aula: gréficos obtidos por translacdo horizontal e vertical

e Projetar a imagem do gréfico
representado ao lado e pedir aos L.
alunos que expliguem como u
obtém o grafico da funcdo e 7
f(x) + 3 a partir do gréfico da Vo

funcdo f. A

Perguntar aos alunos como

podiam obter o grafico da fungdo f(x) + k, k € R a partir do gréfico de f.
e Registar no caderno diario:

Grdficos de funcoes obtidos por translacéo vertical

Dada uma fungdo real de varidvel real f, um nimero real k e um plano munido de um
referencial cartesiano, o grdfico cartesiano da fung¢éo g definida em Dy = Dy por

g(x) = f(x) + k é a imagem do grdfico cartesiano de f pela translagdo de vetor

(0, k).
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e Projetar aimagem ao lado e pedir
aos alunos que expliquem como
obtém o grafico da funcdo
f(x —3) a partir do gréfico da
funcao f.

e Perguntar aos alunos como :

podiam obter o graficoda funcdo === v = 7 v 7 &

f(x—k),k€R a partir do )

graficode g.
e Registar no caderno didrio:

Grdficos de funcdes obtidos por translacéo horizontal

- Relagdo entre os grdficos das fungdes f e g, sendo g(x) = f(x — k), k € R
Dada uma fungdo real de varidvel real f, um numero real k e um plano munido de um
referencial cartesiano, o grdfico cartesiano da fun¢do g definida em
D, = {x +k:x € Df} por g(x) = f(x — k) é a imagem do grdfico cartesiano de f
pela translacdo de vetor u(k, 0).

e Correcdo da Ficha de Trabalho 1.

e Registo do sumario no caderno diario.

e Resolugdo a pares da Tarefa Exploratdria 2 com recurso ao software Geogebra;

e Resolucdo a pares da Ficha de Trabalho 2;

OBSERVACOES

Tarefas extra: Exercicios 47 e 49, da pagina 46 do Manual adotado

*Caso estas tarefas ndo sejam resolvidas na aula ficardo para Trabalho de Casa

AVALIACAO DOS ALUNOS

Grelha de avaliacdo de atitudes e valores dos alunos, de acordo com 0s critérios

especificos da disciplina

BIBLIOGRAFIA

Bivar, A., Grosso, C., Oliveira, F. Timéteo, M.C., & Loura, L. (2013). Programa e Metas
Curriculares, Matematica A, Ensino Secundario. Lisboa: Ministério da Educacao
e Ciéncia. Disponivel em

http://www.dge.mec.pt/sites/default/files/Secundario/Documentos/Documen
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Porto: Porto Editora.
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http://www.escolavirtual.pt/e-manuais/html5-

reader/index.html#/bookshelf?usertoken=MzIONDE6MTo10DY4MzRAcG9ydG

8uY29tOjE6Y2xpZW500Dg00jg4NDoXxNTM1MDk6MDoxNDU2MDKONDI1INzQ3
&bookiD=13302.

Teixeira, P., Precatado, A., Albuquerque, C., Antunes, C., & Napoles, S. (1997).
Brochura de Matemdtica — Fungbes 102 ano de escolaridade. Lisboa: Ministério
da Educacao.
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Anexo 2.2.: Ficha Exploratoria 2

PROPRIEDADES GEOMETRICAS DE GRAFICOS DE FUNCOES — 10° ANO
Data: 2016/ 04/18

NOME: NO: Turma:__

NOME: NO: Turma.__

Lé com atencdo todas as questdes.

Responde com clareza, apresentando o raciocinio, os célculos efetuados, esbocos de graficos e as
justificacdes julgadas necessarias.

TAREFA EXPLORATORIA 2 - 102 ANO

1. Considera a fungdo real de variavel real f, definida por f(x) = x? — 4x. Com o
auxilio do software Geogebra, representa a fungao f graficamente.

1.1. Determina a(s) coordenada(s) do(s) zero(s) e do(s) extremo(s) da fun¢do

f.
Resolucdo:

Coordenadas dos zeros: (0,0) e (4,0)
Coordenadas do extremo: (2, —4)

1.2. Representa, agora os graficos das func¢bes e determina as coordenadas
do(s) extremo(s) e do(s) zero(s) de cada funcdo.

a) g =2f(x)
Resolucao:

Coordenadas dos zeros: (0,0) e (4,0)
Coordenadas do extremo: (2, —8)

b)  h(x) =4f(x)
Resolucao:

Coordenadas dos zeros: (0,0) e (4,0)
Coordenadas do extremo: (2,—16)
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o i) =5f)

Resolucdo:

Coordenadas dos zeros: (0,0) e (4,0)
Coordenadas do extremo: (2, —2)

d  s@)=5f()

Resolucdo:

Coordenadas dos zeros: (0,0) e (4,0)
Coordenadas do extremo: (2, —1)

1.3. Considera que P(x,y) é um ponto do grafico de f. Seja g(x) = 2f (x).
Qual é a ordenada do ponto de abcissa x no grafico de g?

Sugestdo: Para responderes a esta questdao podes comegar por particularizar as
coordenadas do ponto P.

Resolucdo:

O ponto de abcissa x tem ordenada igual a 2y, logo P(x, 2y).

1.4. Considera que P(x,y) é um ponto do grifico de f. Seja
g(x) = kf(x),k > 0.Qual é a ordenada do ponto de abcissa x no grafico de
g?
Sugestao: Para responderes a esta questao podes comecar por particularizar
as coordenadas do ponto P.

Resolucdo:

O ponto de abcissa x tem ordenada igual a ky, k > 0, logo P(x, ky).

1.5. Ao longo desta tarefa temos vindo a estudar a relagdo entre o grafico da
funcdo f(x) e o grafico da fun¢do g(x) = kf(x),k € R¢. Considera agora
que k = —1.

Representa graficamente a fung¢do g e, determina as coordenadas do(s)
zero(s) e do(s) extremo(s) da mesma.
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Resolucdo:

Coordenadas dos zeros: (0,0) e (4,0)
Coordenadas do extremo: (2,4)

1.6. Faz as experiéncias que achares necessdrias e, explica como construir o
grafico da fungdo —f (x), a partir do grafico de uma fungdo f?
Resolucao:
O grafico da fungdo - f(x) é imagem do grafico de uma fungdo f pela
reflexdao de eixo Ox.

1.7. Faz as experiéncias que achares necessarias e, explica como construir o
grafico da fungdo —2f(x), a partir do grafico de uma fungdo f?
Resolucdo:

Para construir o grafico da fungdo —2f (x) tem-se que duplicar as imagens
de todos os pontos da funcdo e em seguida fazer a reflexao do grafico obtido
segundo o eixo Ox.
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Anexo 2.3. Ficha de Trabalho 2

FICHA DE TRABALHO 2 — 10° ANO
Data: 2016/ 04/18

NOME: No: Turma:10°

NOME: NO: Turma:10°

PROPRIEDADES GEOMETRICAS DE GRAFICOS DE FUNGOES

Na figura esta representada graficamente a funcao f,
real de varidvel real, que admite: y

e Dominio: [2, 6]
e Contradominio: [—3, 3]
e Zeros:3eb5

Indica o dominio, o contradominio, os zeros e os
extremos da fung¢do g definida por:

a) g(x) =2f(x)
Resolucdo:
D, = [2,6]

D'y = [-6,6]
Zeros:3e5

Minimo Absoluto: -6
Maximo Absoluto: 6

Maximo Relativo: 2
b) g(x) ==f(x)

Resolucdo:

D, = [2,6]

33

Dy=[-5,>
s =132

]
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Zeros:3eb5

Minimo Absoluto: —%
Maximo Absoluto:%

.. .1
Maximo Relativo: 5

) glx) =—-f()
Resolucdo:
D, =[2,3]
D'y =[-33]

Zeros:3eb5

Minimo Absoluto: -3

Maximo Absoluto: 3

Minimo Relativo: -2
d) g(x) =—-2x

Resolucdo:

D, = [2,6]

D'y =[-6,6]

Zeros:3e5

Minimo Absoluto: -6

Maximo Absoluto: 6

Minimo Relativo: -2

e) glx)=—f(x—4)

Resolucdo:

D, =1[6,10]

D'y =[-6,6]
Zeros:7e9

Minimo Absoluto: -6

Maximo Absoluto: 6
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Minimo Relativo: -2

Adaptado de Novo Espaco 10, (2016)
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Anexo 3: Materiais Aula 3
Anexo 3.1.: Planificacao

Planificagao de Aula

Disciplina: Matematica A Ano/Turma: 102
Data: 20/04/2016 Horario: 08:25 —09:55 Sala:33
SUMARIO

e Relagdo entre os gréficos das fungdes f(x) e g(x) = f(kx),k € R,

e Relagdo entre os gréficos das fungbes f(x) e g(x) = f(—x).

DOMINIO/SUBDOMINIO/TEMA

e Funcdes Reais de Variavel Real
e Generalidades acerca de fungdes reais de variavel real

e Propriedades geométricas de graficos de funcoes

CONTEUDOS

e Relagdo entre os graficos das fungdes f(x) e g(x) = f(kx),k € R

e Relagdo entre os graficos das fungbes f(x) e g(x) = f(—x)

OBIJETIVOS

e Tragar o grafico da fungdo f(kx), k € R, conhecendo o gréfico da fungdo f

e Reconhecer que o grafico da fungdo f(kx) pode ser obtido através do gréfico
da fungdo f por uma contragdo horizontal de coeficiente %, sek>1

e Reconhecer que o grafico da fungdo f(kx) pode ser obtido através do gréfico
da funcdo f por uma dilatagao horizontal de coeficiente %, se0<k<1

e Tragar o grafico da fungdo f(—x), conhecendo o grafico da fungdo f

e Reconhecer que o grafico da fungdo f(—x) pode ser obtido através do gréfico
da fungdo f pela reflexdao de eixo Oy

e Trabalhar em pares

e Utilizar o GeoGebra na resolucao da tarefa proposta

e Respeitar os colegas

e Apreciar as tecnologias enquanto mediadoras da aprendizagem

DESCRITORES

e FRVR10 - 2.13. Designar, dado um plano munido de um referencial ortogonal
e um nuimero 0 < a < 1 (respetivamente a > 1), por «contracdo horizontal
(respetivamente dilatagdo horizontal) de coeficiente a» a transformacao ¢ do
plano que ao ponto P(x,y) associa o ponto ¢(P) de coordenadas (ax, y).
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e FRVR10 - 2.14. Reconhecer, dados uma fungdo real de varidvel real f, um
nimero 0 < a <1 (respetivamente a > 1) e um plano munido de um
referencial ortogonal, que o grafico cartesiano de uma fungdo g definida em
D, = {gx € Df} por g(x) = f(ax) é a imagem do grafico cartesiano de f
pela contracdo horizontal (respetivamente pela dilatacdo horizontal) de
coeficiente %

e FRVRI10 - 2.16. Reconhecer, dada uma funcdo real de variavel real f e um
plano munido de um referencial ortogonal, que o grafico cartesiano de uma

funcdo g definida em D, = {—x:x € D} por g(x) = f(—x) é a imagem do
grafico cartesiano de f pela reflexdo de eixo Oy.

MOMENTOS/FASES DA AULA (Estratégias a Implementar)

e Interagdo verbal com a turma com recurso ao Power Point para sistematizar o
gue aprenderam na ultima aula.

e Resolucdo a pares da Tarefa Exploratéria 3 com recurso ao software Geogebra;

e Resolucdo a pares da Ficha de Trabalho 3;

e Preenchimento de um questionario;

e Interagdo verbal com a turma com recurso ao Power Point para sistematizar o

gue aprenderam tanto na Tarefa Exploratéria como na Ficha de Trabalho;

OBSERVAGOES

Tarefas extra: Manual adotado, exercicios das paginas 50, 51, 53 e 55

*Caso estas tarefas ndo sejam resolvidas na aula ficardo para Trabalho de Casa

AVALIAGAO DOS ALUNOS

Grelha de avaliacdo de atitudes e valores dos alunos, de acordo com 0s critérios

especificos da disciplina

BIBLIOGRAFIA

Bivar, A., Grosso, C., Oliveira, F. Timéteo, M.C., & Loura, L. (2013). Programa e Metas
Curriculares, Matematica A, Ensino Secundario. Lisboa: Ministério da Educacao
e Ciéncia. Disponivel em

http://www.dge.mec.pt/sites/default/files/Secundario/Documentos/Documen

tos Disciplinas novo/Curso Ciencias Tecnologias/Matematica A/programa

metas curriculares matematica a secundario.pdf.

Costa, B., & Rodrigues, E. (2015). Novo Espago — Parte 1 — Matemdtica A 102ano.

Porto: Porto Editora.
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Neves, M. A. F., Guerreiro, L., & Silva, A. P. (2015). Maximo — Matematica A — 102
ano. Volume 1. Porto: Porto Editora. Disponivel em

http://www.escolavirtual.pt/e-manuais/html5-

reader/index.html#/bookshelf?usertoken=MzIONDE6MTo10ODY4MzRAcG9ydG

8uY29tOjE6Y2xpZW500Dg00jg4NDoxNTM1MDk6MDoxNDU2MDKONDI1NzQ3

&bookID=13302.

Teixeira, P., Precatado, A., Albuquerque, C., Antunes, C., & Napoles, S. (1997).
Brochura de Matemdtica — Fungbes 102 ano de escolaridade. Lisboa: Ministério
da Educacao.
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Anexo 3.2.: Ficha Exploratéria 3

PROPRIEDADES GEOMETRICAS DE GRAFICOS DE FUNCOES — 10° ANO
Data: 2016/ 04/20

NOME: NO: Turma:__

NOME: No: Turma:__

Lé com atencédo todas as questdes.

Responde com clareza, apresentando o raciocinio, os calculos efetuados, esbocos de graficos e as
justificacdes julgadas necessarias.

TAREFA EXPLORATORIA 3 — 102ANO

1. Considera a funcéo real de variavel real f, definida por f(x) = x? — 6x + 8. Com
o auxilio do software Geogebra, representa a fungéo f graficamente.

1.1. Determina a(s) coordenada(s) do(s) ponto(s) onde a fungéo f atinge um
extremo.

Resolucéo:

Coordenadas dos extremos: (3,—1)

1.2. Determina a(s) coordenada(s) do(s) ponto(s) onde a fungéo f atinge um
zero.

Resolucéo:

Coordenadas dos zeros: (2,0) e (4,0)

1.3. Representa, agora os graficos das fungbes e determina as coordenadas
do(s) ponto(s) onde a fungéo g atinge extremo(s) e zero(s).
a) g(x) = f(2x)

Resolucéo:

Coordenadas dos pontos onde atinge um zero: (1,0) e (2,0)

Coordenadas dos pontos onde atinge um extremo: (1,5; —1)
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b)

c)

d)

h(x) = f(3x)
Resolucéo:

. 2 4
Coordenadas dos pontos onde atinge um zero: (5, 0) e (5, 0)

Coordenadas dos pontos onde atinge um extremo: (1; —1)

i) =1 (5%)
Resolucéo:
Coordenadas dos pontos onde atinge um zero: (4,0) e (8,0)

Coordenadas dos pontos onde atinge um extremo: (6, —1)

1
s09=1 (3
Resolucéo:
Coordenadas dos pontos onde atinge um zero: (6,0) e (12,0)

Coordenadas dos pontos onde atinge um extremo: (9, —1)

1.4. Consideraque P(x,y) é um ponto do graficode f. Sejag(x) = f Gx) Qual
€ a abcissa do ponto de ordenada y no gréfico de g?

Sugestdo: Para responderes a esta questdo podes comecar por particularizar as
coordenadas do ponto P.

Resolucéo:

O ponto P de ordenada y, tem como abcissa 2x. Logo P(2x, y).

1.5. Considera que P(x,y) € um ponto do gréafico de f. Seja g(x) = f(2x). Qual
€ a abcissa do ponto de ordenada y no gréfico de g?

Sugestao: Para responderes a esta questdo podes comecar por particularizar as
coordenadas do ponto P.

Resolucéo:

O ponto P de ordenada y, tem como abcissa %x. Logo P Gx y).
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1.6. Considera que P(x,y) €& um ponto do grafico de f. Seja
g(x) = f(kx),k > 0. Qual é a abcissa do ponto de ordenada y no grafico de

g?
Sugestdo: Pararesponderes a esta questdo podes comecar por particularizar
as coordenadas do ponto P.

Resolucéo:

O ponto P de ordenada y, tem como abcissa %x. Logo P (%x y).

1.7. Ao longo desta tarefa temos vindo a estudar a relacdo entre o grafico da
funcéo f(x) e o gréafico da funcéo g(x) = f(kx), k € R{. Considera agora que
k=-1.

Representa graficamente a funcdo g e, determina as coordenadas do(s)
ponto(s) onde a funcéo atinge zero(s) e extremo(s).

Resolucao:

Coordenadas dos pontos onde atinge um zero: (—4,0) e (—2,0)

Coordenadas dos pontos onde atinge um extremo: (—3; —1)

1.8. Faz as experiéncias que achares necessdarias e, explica como construir o
gréfico da fungéo f(—x), a partir do grafico de uma fungéo f?

Resolucéo:
O gréfico da funcéo f(—x) € imagem do gréafico de f pela reflexdo de eixo Oy.

1.9. Faz as experiéncias que achares necessarias e, explica como construir o
gréafico da funcéo f(—3x), a partir do grafico de uma funcao f?
Resolucéo:

Para construir o grafico da fungéo f(—3x) temos de dividir todas as abcissas dos
pontos da funcdo f por 3 e em seguida temos de fazer a reflexdo de eixo Oy do
gréfico obtido.
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Anexo 3.3.: Ficha de Trabalho 3

FICHA DE TRABALHO 3 - 10° ANO

Data: 2016/ 04/20

NOME: NO: Turma:10°C
NOME: NO: Turma:10°C
Propriedades Geométricas de Graficos de Fung¢oes
1. Dadauma fungdo f sabe-se que:

Gf = {(_4" _1)' (_312)1 (1'3)' (2'5)}

1.1. Para cada caso, determina o grafico da fungao g, definida por:

a) gt =f(%)
Resolucdo:

Gf = {(_8; _1); (_6:2)1 (2,3), (415)}

b) g(x) = f(3x)

Resolucdo:

o={(-41) a0 (53). o)

) glx) =4f(x)
Resolucdo:

Gr = {(—4,—4),(=3,4),(1,12), (2,20)}

d) g0 =£(-3)
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Resolucdo:

Gf = {(8, _1)) (6,2), (—2,3), (_4'5)}

1.2. Esboca o grafico da funcao h, definida por:
a) h(x) =—f(x)

Resolucdo:

b) h(x) = f(—x)

Resolucdo:
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Anexo 4: Questionario
Questionario

Sou aluna do Mestrado em Ensino de Matematica no 32CEB e no Ensino Secundario
da Universidade de Aveiro, e no dmbito da unidade curricular de Pratica de Ensino
encontro-me a desenvolver um projeto de investigacdo para o qual a tua participacdo é

fundamental.

Focando-te apenas nas Ultimas trés aulas de Matematica responde a este

questionario com toda a sinceridade e da forma mais completa possivel.

Dados Pessoais

Nome:

Idade:
Sexo: Feminino |:| Masculino |:|

Nota de Matematica A no 22 Periodo:

Tarefas Realizadas
Ao longo das ultimas trés aulas foi-te proposto que resolvesses dois tipos de tarefas:
uma delas onde tinhas o auxilio do GeoGebra para responder as questdes e outra (Ficha de

Trabalho) onde ja ndo podias recorrer ao software referido.

Consideras que as tarefas realizadas sem o auxilio do GeoGebra sao mais dificeis de resolver

do que as realizadas com o auxilio desse mesmo software? Porqué?

Na tua opinido consideras que as fichas de trabalho foram acessiveis?
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Consideras que a resolucdo de tarefas com o auxilio do GeoGebra foi essencial para a tua

aprendizagem? Porqué?

Havendo oportunidade, gostarias de ter novamente aulas com esta estrutura? Indica os

principais motivos.

Trabalho desenvolvido a pares

Tendo em conta o trabalho realizado durante as aulas em pares, preenche o quadro abaixo

tendo em conta a seguinte escala:

1- Discordo Totalmente, 2- Discordo, 3- Sem opinido, 4- Concordo, 5- Concordo Totalmente

112 (3|45

Prefiro trabalhar individualmente

Eu e o meu colega de grupo resolvemos todas as tarefas

propostas individualmente

Eu e o meu colega de grupo discutimos as nossas ideias durante

a realizagao das tarefas

Eu e o meu colega de grupo decidimos repartir as questdes a

gue cada um respondia

Considero que me empenhei mais na resolucdo de tarefas do

gue o meu colega de grupo

Considero que o meu colega de grupo se empenhou mais que

eu na resolugdo das tarefas.

Obrigada pela colaboragao e disponibilidade
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Anexo 5: Grelhas de Observacéao

Grelha de Observacgao

102 ano

Observador:

‘ Data: Hora:

Sala:

Grupos

Indicadores

Observado

Grupo

Elemento 1:
Elemento 2

Os elementos do grupo resolvem as tarefas propostas
individualmente

Os elementos do grupo resolvem as tarefas propostas em
conjunto

Um dos elementos do grupo revela-se mais empenhado que o
outro elemento a resolver as tarefas propostas

Os elementos do grupo mostram-se empenhados a resolver as
tarefas propostas

Os elementos do grupo trocam ideias entre si

Os elementos do grupo respeitam as ideias do outro colega

Os elementos do grupo partilham as suas ideias com os
restantes colegas da turma

O grupo revela-se persistente na resolugdo de tarefas

Grupo

Elemento 1
Elemento 2:

Os elementos do grupo resolvem as tarefas propostas
individualmente

Os elementos do grupo resolvem as tarefas propostas em
conjunto

Um dos elementos do grupo revela-se mais empenhado que o
outro elemento a resolver as tarefas propostas

Os elementos do grupo mostram-se empenhados a resolver as
tarefas propostas

Os elementos do grupo trocam ideias entre si

Os elementos do grupo respeitam as ideias do outro colega

Os elementos do grupo partilham as suas ideias com os
restantes colegas da turma

O grupo revela-se persistente na resolucdo de tarefas

Os elementos do grupo resolvem as tarefas propostas
individualmente

Os elementos do grupo resolvem as tarefas propostas em
conjunto

103




Grupo

Elemento 1:

Elemento 2:

Um dos elementos do grupo revela-se mais empenhado que o
outro elemento a resolver as tarefas propostas

Os elementos do grupo mostram-se empenhados a resolver as
tarefas propostas

Os elementos do grupo trocam ideias entre si

Os elementos do grupo respeitam as ideias do outro colega
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Anexo 5.1.: Grelha de Observacéo dos Casos em Estudo

Grelha de Observagao

Observado na Aula

Grupos Indicadores n®
1 2 3

Os elementos do grupo resolvem as tarefas propostas
individualmente
Os elementos do grupo resolvem as tarefas propostas em y y y
conjunto
Um dos elementos do grupo revela-se mais empenhado que o

: outro elemento a resolver as tarefas propostas

-§ Os elementos do grupo mostram-se empenhados a resolver as y y y

] tarefas propostas

§ Os elementos do grupo trocam ideias entre si v v v

g

A Os elementos do grupo respeitam as ideias do outro colega y y y
Os elementos do grupo partilham as suas ideias com os
restantes colegas da turma
O grupo revela-se persistente na resolucdo de tarefas y y y
Os elementos do grupo resolvem as tarefas propostas
individualmente
Os elementos do grupo resolvem as tarefas propostas em y y y
conjunto
Um dos elementos do grupo revela-se mais empenhado que o

'; outro elemento a resolver as tarefas propostas

'§ Os elementos do grupo mostram-se empenhados a resolver as y y y

& tarefas propostas

g Os elementos do grupo trocam ideias entre si v v v

2

S Os elementos do grupo respeitam as ideias do outro colega y y y
Os elementos do grupo partilham as suas ideias com os
restantes colegas da turma
O grupo revela-se persistente na resolucdo de tarefas y y y
Os elementos do grupo resolvem as tarefas propostas
individualmente
Os elementos do grupo resolvem as tarefas propostas em y y y
conjunto
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Caso de Estudo 3

Um dos elementos do grupo revela-se mais empenhado que o
outro elemento a resolver as tarefas propostas

Os elementos do grupo mostram-se empenhados a resolver as
tarefas propostas

Os elementos do grupo trocam ideias entre si

Os elementos do grupo respeitam as ideias do outro colega
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Anexo 6: Descritores para o topico Transformacodes de Graficos de
Funcoes

No Programa e Metas Curriculares de Matematica A do Ensino Secundério, para o
topico de Transformacdes de Graficos de Funcdes, lecionado no 10° ano de escolaridade,

estdo contemplados os seguinetes descritores:

FRVR10 - 2.9. Reconhecer, dados uma funcéo real de varidvel real f, um namero real c e
um plano munido de um referencial cartesiano, que o grafico cartesiano de uma funcéo g
definida em D, = Dy por g(x) = f(x) + ¢ € a imagem do grafico cartesiano de f pela
translacdo de vetor (0, ¢).

FRVR10 - 2.10. Reconhecer, dados uma funcdo real de variavel real f, um namero real c e
um plano munido de um referencial cartesiano, que o gréafico cartesiano de uma funcéao d
definida por g(x) = f(x — ¢) no conjunto D, = {x+cxe Df} é a imagem do gréfico

cartesiano de f pela translacéo de vetor (c, 0).

FRVR10 - 2.11. Designar, dado um plano munido de um referencial ortogonal e um nimero
0 <a<1 (respetivamente a > 1) , por «contracdo vertical (respetivamente dilatacdo
vertical) de coeficiente a» a transformacéo ¢ do plano que ao ponto P(x, y) associa o0 ponto
¢ (P) de coordenadas (x, ay).

FRVR10 - 2.12. Reconhecer, dados uma funcdo real de variavel real f, um numero
0 < a <1 (respetivamente a > 1) e um plano munido de um referencial ortogonal, que o
grafico cartesiano de uma funcéo g definidaem Dy por g(x) = af (x) € aimagem do grafico
cartesiano de f pela contracdo vertical (respetivamente pela dilatagéo vertical) de coeficiente
a.

FRVR10 - 2.13. Designar, dado um plano munido de um referencial ortogonal e um nimero
0 < a <1 (respetivamente a > 1) , por «contracdo horizontal (respetivamente dilatacéo
horizontal) de coeficiente a» a transformacdo ¢ do plano que ao ponto P(x,y) associa 0
ponto ¢ (P) de coordenadas (ax, y).

FRVR10 - 2.14. Reconhecer, dados uma fungédo real de variavel real f, um namero

0 < a <1 (respetivamente a > 1) e um plano munido de um referencial ortogonal, que o

grafico cartesiano de uma funcéo g definida em D, = {E:x € Df} por g(x) = f(ax)é a
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imagem do grafico cartesiano de f pela contragéo horizontal (respetivamente pela dilatacéo
horizontal) de coeficiente %

FRVR10 - 2.15. Reconhecer, dada uma funcdo real de varidvel real f e um plano munido
de um referencial ortogonal, que o grafico cartesiano de uma fungdo g definida em

Dy = Dy por g(x) = —f(x) € aimagem do grafico cartesiano de f pela reflexdo de eixo Ox.

FRVR10 - 2.16. Reconhecer, dada uma funcdo real de variavel real f e um plano munido
de um referencial ortogonal, que o grafico cartesiano de uma funcdo g definida em
D, = {-x:x € Df} por g(x) = f(—x) é aimagem do grafico cartesiano de f pela reflexdo

de eixo 0y.
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