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Resumen. Este articulo describe una investigacion cualitativa cuyo interés se ceniré

principalmente en dos puntos:

a) Acercarse a los esquemas conceptuales de los estudiantes, asociados al concepto de
infinito actual, mediante problemas expresados en lenguajes matematicos diferentes.
verbal, geométrico, grdfico, algebraico y numérico.

b) Disedtar un instrumento que permita analizar la coherencia en las respuestas de los
estudiantes a los problemas planteados en el cuestionario.

A partir de las respuestas de los estudiantes y del analisis cualitativo se establecieron tres
lineas de coherencia que hemos llamado: finitista, actual y potencial, las cuales permiten
identificar a aquellos alumnos que no mantienen respuestas coherentes en los problemas
planteados en el estudio y categorizar posteriormente las inconsistencias que se presentan.

Abstract. This paper describes a research focused on two main points:

a) To recognise the students concept images associated to the concept of actual infinity
by means of exercises formulated in different mathematical languages: verbal,
geometrical, graphical algebraic and numeric.

b) Todesign aresearch tool in order to analyse the coherence of the students responses to
the problems of the questionnaire.

From the students responses and the qualitative analysis we established three
coherence paths we named finitist, actualist and potentialist, allowing to pinpoint those
students who's responses are not consistent and mainly to categorise the inconsistencies
which appear.

! Este articulo es un resumen de la tesis de maestria, “Esquemas conceptuales e incoherencias de
estudiantes de Bachillerato en relacion con el concepto de infinito actual contextualizado en problemas
expresados en diferentes lenguajes matematicos: verbal, geométrico, grafico, algebraico y numérico.
Estudio exploratorio.”, realizado por Sabrina Garbin bajo la direccién de la Dra. Carmen Azcdrate, en
el marco del programa de doctorado de! Departamento de Didéctica de la Matematica y Jas Ciencias
Experimentales de 1a Universidad Autdnoma de Barcelona y presentada en Noviembre del 1998,
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Introduccion

La preocupacién por las dificultades del aprendizaje y de la ensefianza de los matematicos
en el bachillerato, en los cursos preuniversitarios y en los primeros de Universidad, nos
hizo escoger la investigacion que presentamos, que desde el punto de vista de las concep-
ciones de los alumnos y alumnas, indague y examine los motivos que hacen de la problema-
tica de un concepto matematico, un tema para comprender. En nuestro caso, la problematica
del infinito matematico.

Nuestra mirada se dirige hacia el trinomio:infinito-lenguaje matematico-incoherencias,
del cual inferimos el problema de investigacion.

Los matematicos, con el fin de lograr alglin tipo de control o dominio sobre el
concepto de infinito, hacen “uso” (Zippin, 1996) de éste como objeto. Enfocado de esta
manera, esta vinculado a muchos conceptos matematicos en todos los niveles de ensefianza,
tanto de forma explicita como implicita, y también es parte de muchos procedimientos
matematicos. Ahora bien, si en matematica el infinito es considerado un concepto consisten-
te, en la realidad psicologica es complejo, contradictorio y fuertemente intuitivo (Fishbein,
Tirosh y Hess, 1979). Estos autores prueban que la intuicidn del infinito es muy sensible al
concepto figural y conceptual del problema en que aparece el infinito.

Por otra parte, Dreyfus (1991), en el marco del “pensamiento matematico avanzado”,
sefiala la importancia de las conexiones cognitivas entre lo visual, analitico, grifico y
algebraico. Tsamir y Tirosh (1997) escriben: ‘(...) dos estudiantes afirmaron que una situa-
cién de contradiccion entre dos respuestas es aceptable en matematica cuando cada una
de estas respuestas esta considerada en un dmbito matematico separado, independiente.
Estos estudiantes afirmaron que Ia primera actividad estaba referida a niimeros, la segunda
a geometria, y tal diversidad ha influenciado los resultados”. Vinner (1990b), expresa que la
compartimentacion y las inconsistencias son temas que la Didéctica de las Matematicas
deberia analizar.

Considerando lo expresado en los parrafos anteriores, se nos plantea el interrogan-
te de cudl es la posible influencia de los lenguajes matematicos en la concepcion del infinito
actual y en las inconsistencias que manifiestan los alumnos.

En orden a dirigimos hacia ¢sta meta en una investigacidn que actualmente estamos
llevando a cabo, hemos realizado una investigacion de caracter exploratorio, cuyo interés
se centrd principalmente en dos puntos:

» Acercarse a los esquemas conceptuales de los estudiantes, asociados al con-
cepto de infinito actual, mediante problemas expresados en lenguajes matemati-
cos diferentes: verbal, geométrico, grafico, algebraico y numérico.

* Disefiar un instrumento que permita analizar la coherencia en las respuestas de
los estudiantes a los problemas planteados en el cuestionario.

Marco Teorico

En una primera parte nos hemos centrado en la teoria cognitiva desarrollada por Tall y
Dreyfus en relacion con el desarrollo y crecimiento del pensamiento matematico avanzado.
Decidimos enfatizar aquellos aspectos que hemos considerado importantes para funda-
mentar nuestra investigacion.




W ESQUEMAS CONCEPTUALES... N Pag.7 ®

El concepto de infinito matematico actual esté vinculado a muchos otros, tratados
tanto en el pensamiento matemético elemental como en el pensamiento matematico avanzado.
El estudio que realizamos en esta investigacion es cualitativo y hacemos uso de un cuestionario
(ademas de entrevistas) como instrumento de recogida de datos. Los problemas que aparecen
en el cuestionario son problemas matematicos, en los cuales estd involucrado el mismo
concepto, el de infinito actual, vinculado a otros conceptos, como el de funcién o de suma
infinita. Por otra parte, los procesos cognitivos que intervienen en la resolucion de dichas
cuestiones son procesos como el de representacion, translacion y abstraccion, entre otros.
Tales consideraciones nos hicieron enmarcar la investigacién en el dominio del [famado
pensamiento matemdatico avanzado y en los procesos del pensamiento matematico avanzado.

Los conceptos tratados fueron, de manera particular, el “concept image " y el “concept
definition” (Tall y Vinuer, 1981), los cuales traducimos como esquema conceptual y
definicion del concepto (Azcarate, 1990); lanocién de procepto (Gray y Tall,1994) en torno
a la dualidad del proceso y concepto, y, otras nociones como las de inconsistencia (Vinner,
1990a) (Tall, 1990) (Tirosh, 1990). En cuanto a procesos, nos ocupamos de los implicados en
la representacion y en la abstraccion.

Dreyfus (1990) afirma que los procesos de representar, transiadar y abstraer, asi
como los de analizar, categorizar, conjeturar, definir, demostrar, formalizar y generalizar no
son exclusivos y caracteristicos del pensamiento matematico avanzado, aunque destaca la
abstraccidn como la mas caracteristica. Afirma que lo que varia de la etapa elemental 2 la
avanzada, es la complejidad y frecuencia de uso de estos procesos. Nos hemos defenido
también a describir los procesos de pensamiento del crecimiento cognitivo en la etapa de
transicion hacia la matematica avanzada desde la elemental, considerando que “el lugar
donde el pensamiento matematico elemental se convierte en avanzado no se ha definido
todavia con precision” (Tall, 1995).

En una segunda parte dimos un breve paseo por la historia del infinito matematico,
con especial interés hacia el infinito actual. En este paseo se puede notar la complejidad
que ha tenido en la historia y su desarrollo en ella: es un concepto que comienza como
pensamicnto y termina como objeto ( Moreno y Waldegg, 1991).

Por tiltimo, presentamos algunas de las investigaciones de interés didactico realizadas
sobre el infinito. Escogimos algunas, que consideramos piloto y pilares en el tema y que
resefiamos a continuacion:

Fishbein, Tirosh y Hess (1979) enfocan la investigacion sobre la intuicion del infini-
to, en la cual concluyen que este concepto es intuitivamente contradictorio y que ni la
edad, ni el proceso de ensefianza influyen de manera significativa en la naturaleza de las
respuestas genuinamente intuitivas.

Tall (1980) formula otra nocién del infinito actual: los niimeros de medicion infinita.
Los niimeros de medicion infinita vienen siendo una parte de un sistema que extiende a los
nimeros reales. Con este enfoque, por ejemplo, el hecho que un segmento de linea largo
tiene mas puntos que otro més corto, es verdad en un esquema de medicion, pero falso ¢n
un esquema cardinal,

Tirosh (1991) se interesd en determinar el criterio intuitivo de los estudiantes com-
parando cantidades infinitas.

Nufiez (1994) realiza una investigacion desde un interés psicolégico y hace uso de
una version de una paradoja de Zenén para ofrecer un acercamiento a como fa mente
construye la idea del infinito.
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Tsamir y Tirosh (1997) introducen un juego sobre conjuntos infinitos y un primer
intento para explorar su eficiencia en hacer conscientes a los estudiantes sobre sus opiniones
del infinito y para examinar las reacciones cuando éstos se dan cuenta de las incoherencias
presentes €n sus respuestas.

El trabajo realizado: recogida de datos

* El estudio se realizé con 58 estudiantes de 3% de B.U.P. de dos Institutos de
Barcelona: Joanot Martorell y Manuel Blancafort, 31 del primer Instituto y 27 del
segundo. No hubo intervencién didactica por parte de la investigadora.

«  Se aplicé un cuestionario escrito a cada grupo que consta de 5 preguntas. El
concepto matematico presente es el mismo en todas ellas, el infinito actual, y los
problemas son de divisibilidad infinita. Los lenguajes matematicos usados son
distintos: geométrico, verbal, grafico, numérico y algebraico.

El cuestionario ha sido disefiado de forma que cada pregunta, con su respectivo
espacio de respuesta, puede ser transformada en una ficha y utilizarse posterior-
mente en las entrevistas.

* Seoptd por el uso de las redes sistémicas como sistema de representacion de los
datos cualitativos obtenidos a partir de las respuestas dadas por los alumnos en
el cuestionario escrito.

El analisis de estos datos permitié un acercamiento a los esquemas conceptua-
les de los estudiantes, asociados al concepto de infinito.

* Anpartir de las redes sistémicas se construyeron unas tablas resumen. Con estas
tablas y ¢l analisis de los datos se disefid un instrumento que permite identificar
a aquellos alumnos que no mantienen respuestas coherentes entre las cinco
preguntas del cuestionario. 4

+ Las entrevistas fi,lerOn individuales'y tuvieron una duracién de entre 30 y 45
minutos; se grabaron con cinta de audio y con previa autorizacion de los entrevis-
tados. Se entrevistaron nueve de los alumnos encuestados, los cuales fueron
elegidos segun el tipo de incoherencias que sus respuestas dejaron en evidencia.

La entrevistadora habfa disefiado previamente un guién abierto y personal para
cada alumno. Este gui6n tiene como tinico objetivo el ser usado como guia durante la entrevista
y contiene preguntas que representan el tipo de informacidn que se espera conocer.

El cuestionario |
| .
Los problemas plantedos en el cuestionario fueron literalmente los siguientes:

1.- Observa la siguiente figura.

Nos muestra un esquema en el que se biseca cada vez el segmento de la derecha, es
decir los puntos M, N, 0, P, son los puntos medios de los segmentos AB, Nm, NB yOB
‘respectivamente.
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Si se siguen haciendo mas y maés bisecciones.
;Crees que es posible llegar a una situacion en la que un punto de la biseccion
coincide con el punto B?.
Explica tu respuesta.

2.- Se deja caer una pelota desde 2 metros de altura sobre una superficie horizontal.Cada

vez que la pelota llega al suelo, tras caer desde una altura h, rebota hasta una altura h/2.
¢Podrias calcular la distancia total recorrida por la pelota?. Explica tu respuesta.
(Podrias decir cuantos rebotes hara la pelota?. Explica tu respuesta.

3.- La siguiente figura representa la grafica de una funcion.

N\ ~—

1~

i "
| | ! f

111 2 311 411

; Crees que se llegara a la situacion en la que para algin valor de x la funcién tome el

valor de 2?. Explica tu respuesta.
¢Hacia qué valor tendria que tender x para que la funcidn sea infinita?., Explica tu

respuesta.

4.- Considera la siguiente suma
1+12+1/4+1/8+1/16+...+

¢ Cual crees que es el valor de esta suma?. Explica tu respuesta.

5.- Dada la siguiente funcion
senx

=24+ —
flx)=2 m
(Crees que se llegara a la situacion en la que para algun valor de x la funcién tome

elvalor de 27. Explica tu respuesta.
¢Hacia qué valor tendria que tender x para que la funcion sea infinita?. Explica tu

respuesta.
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Tres de los problemas (1, 2 y 4) del cuestionario, pueden ser considerados como una
version (diferenciada por el contexto} de la famosa paradoja de la dicotomia y de la tortuga
de Zenon. Utilizando un simil moderno, se podria explicar afirmando Ia imposibilidad de
salir de una habitacidn; en efecto, para llegar a la puerta deberiamos hacer la mitad del
recorrido que nos separa de la misma y, hecho esto, hacer la mitad del recorrido que nos
separa de la puerta y asi sucesivamente. Procediendo de esta manera permanecemos
dentro de la habitacion ya que siempre nos faltaria una cierta distancia para llegar a la
salida.

Geométricamente, esta paradoja deriva de la consideracion que entre dos puntos
cualesquiera de una recta siempre hay otro punto, y entonces, un segmento cualquiera
contiene una sucesién de puntos descendente (12 pregunta). Numéricamente, seria la
sucesion infinita, 1, 1/2, 1/4, ..., que son los términos de la serie de la 42 pregunta.

Expresado verbalmente, el problema de la pregunta 2, igual que la paradoja antes
mencionada enfrenta al estudiante a una situacién que “no es verdadera en la vida cotidiana”
(matematicamente la pelota hara un nimero infinito de rebotes).

Las dos preguntas restantes, expresadas en lenguaje gréficoy algebraico, requieren
el mismo proceso de divisibilidad infinita, pero con la diferencia que la divisibilidad no
implica mitades. De la misma forma que en los otros problemas del cuestionario, esta pre-
sente de marnera implicita una sucesion de puntos descendentes y convergentes que puede
producir el mismo conflicto que la paradoja a la que nos estamos refiriendo.

L.as entrevistas

Al comenzar la entrevista se le presentd al alumno su propio cuestionario transformado en
5 fichas, una para cada pregunta. La instruccion para el alumno fue la de leer nuevamente
las preguntas y sus propias respuestas escritas el dia de la aplicacién del cuestionario.

Se pretendia que ¢l estudiante recordara y se situara nuevamente ante los problemas,
y tomara posicion ante sus respuestas.

La entrevista fue semiestructurada, lo cual permitié que a medida que ésta progresara,
la entrevistadora podia matizar con otras preguntas surgidas en el dialogo, redirigir la
informacion requerida o replantear preguntas en caso de necesidad.

En la primera parte de las preguntas se pretendia aclarar algunos aspectos de las
respuestas escritas por los entrevistados que habian quedado poco claros, eran dudosos
o no habian sido explicitados.

Al ser aclaradas las cinco respuestas, una siguiente cuestion fue dirigida a que el
alumno las relacionara y encontrara alguna similitud entre los 5 problemas del cuestionario.

Por tiltimo, la entrevista se dirigié de manera que el alumno puediera detectar sus
respuestas contradictorias y expusiera su parecer sobre la posible causa de dichas
incoherencias.

El trabajo realizado: andlisis de datos

‘Redes sistémicas

Se optd por el uso de las redes sistémicas (Bliss, Monk y Ogborn, 1983) como
sistema de clasificacién y representacion de los datos cualitativos obtenidos a partir de las
respuestas dadas por los alumnos en el cuestionario escrito.
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Red sistémica de Ja Pregunta |
grupo A.

/p,:,r la finitud del Justifica que el punto de biseccion (1)
segmento. se vaacercando a la letra B y.ll.eg_a (10y°
un momento que no podrd dividir

mds el segmento.
Responde

afirmaRvament Hace explicito que coincidira con | €)

el punto haciendo infinitas

bisecciones.
Por la infinitud de las

sbisecciones. No explicita que sean infinitas ‘ V)

bisecciones.

[ No explicita si el proceso de di- @814
vision es finito o infinito, argu- (11Y16)*
menta por la definicién de pto. QK5)
medio de un segmento. @731

Explicita (5)7)(9)

Por no poder ser B un Endidec 8
punto de biseccion (B es onsidera ¢ proceso

pto. extremo del segmen- infinito de biseccion.

to) Noexplicita. (2)°

(El punto de la
biseccion coin-

cide con el pun- No explicita si el proceso de di-
to B? vision es finito o infinito; posi- (18)%(29)°
bilidad de finitud de bisecciones.
Responde Justifica: los numeros pueden "
negativamente tener infinitos (12)
Por la infinitud del proce- |  decimales.
fodebisttobndenponts | gy ey que hay infinitos
ma, tiendea B °(28)°
’ ‘ puntos en el segmento entre (15)7(28)
el punto de biseccion y B.
Queda implicito que son I (17)(23)
infinitas bisecciones. (30)
Quedas explicitas las infinitas [ (19)(24)(26)
bisecciones.
Considera que la distancia se (6)*
puede hacer cada vez maés (13)*
\ \N o contesta. | (21) pequefia y cuanto se quiera.
Grafico 1

Las redes sistémicas consisten en una determinada configuracién de los datos que
permite mirar de manera efectiva todas las respuestas de los alumnos encuestados. Estos
datos nos interesaron para acercarnos a los esquemas conceptuales asociados al concepto
de infinito.
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~ Seclabord una red sistémica para cada una de las preguntas del cuestionario y para
cada grupo de alumnos; en el grafico 1 se puede observar la red sistémica correspondiente
a las respuestas de los estudiantes del grupo A a la primera pregunta. Alli se pone de
manifiesto que los estudiantes no siempre responden a las preguntas del cuestionario
tomando en cuenta |a infinitud del proceso.

En investigaciones como !as de Fishbein, Tirosh y Hess (1979) y Nufiez (1994), se
han obtenido cuatro categorias de respuestas a partir de problemas de divisibilidad
infinita: el proceso termina; el proceso es infinito; el proceso termina pero en la teoria no;
y los que no contestan. En nuestro estudio, después del andlisis de la 12 pregunta,
establecimos una nueva categoria, la cual esta formada por las respuestas de un grupo de
alumnos que no consideran el proceso de division para fundamentarlas. Para estos
alumnos, el punto B no puede ser un punto de la biseccidn ya que consideran que por ser
extremo del segmento no puede ser un punto medio de ninglin segmento. Hemos llamado
alanueva categoria: “el proceso de divisién finito o infinito no determina la respuesta del
alumno”.

Pensamos que el haber usado la palabra “bisecciones” y que B sea un punto extremo
del segmento, ha provocado este grupo de respuestas en que el proceso de infinitud o
finitud no es determinante para los alumnos.

Debemos destacar que el uso de las redes sistémicas como representacion de los
datos del cuestionario, ha sido de gran utilidad para nuestra investigacion, ya que nuestro
interés, era hacer un analisis de datos cualitativos. Las redes sistémicas permitieron una
determinada configuracion que facilitd mirar de manera efectiva todas las respuestas de los
sujetos encuestados; con éstas nos hemos acercado a los esquemas conceptuales de los
estudiantes, asociados al concepto de infinito actual.

Tablas resumen

A partir de las redes sistémicas disefiadas se construyeron unas tablas resumen, con dos
objetivos principales: la visualizacion de la informacion de manera resumida y la obtencion
de un nuevo instrumento que ayude a mostrar aquellos alumnos que mantienen respuestas
coherentes o incoherentes en el cuestionario. Para fa construccion de estas tablas resumen
se ha considerado pricticamente la misma organizacién estabiecida en las redes.

Lineas de coherencia

Podemos preguntarnos qué lineas coherentes se pueden establecer desde las respuestas
de los alumnos dadas en el cuestionario. El analisis descriptivo de los datos y el acerca-
miento a los esquemas conceptuales asociados al concepto infinito actual de los alumnos,
ha permitido, en nuestro caso, la construccion de las «lineas de coherenciay.

Hablar de coherencia entre las respuestas de estas cinco preguntas no es tan facil
como por ejemplo afirmar que siun alumno se ha mostrado finitista en la primera, éste serd
coherente si se muestra finitista también en las demés preguntas. El lenguaje matematico
utilizado hace un tanto mas compleja la situacién. Por ejemplo, en la 12 pregunta un alumno
se muestra finitista si contesta que el punto de biseccidn alcanza al punto B con un nimero
finito de bisecciones. Sin embargo, en la cuarta pregunta, donde la infinitud esta explicita,
se presenta con un lenguaje numérico: una suma infinita; no cabe la posibilidad de hablar
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de finitud. El alumno puede entonces mostrarse potencialista, dejandose levar por la
expresion numgérica que no acaba, o por otra parte, puede reconocer que cada sumando
representa la mitad del anterior, y que esa propiedad le permite la convergencia de la suma.
Nos preguntamos qué tipo de respuesta, dada en esta pregunta, puede considerarse
coherente con la dada por un alumno que se muestra finitista en la primera pregunta.

Se construyeron las lineas de coherencia, teniendo en cuenta el concepto
involucrado, las respuestas de los alumnos representadas en las tablas resumen y el contexto
de las mismas.

Tomamos en cuenta los procesos explicitados en Nufiez (1994) en el concepto
involucrado en las cinco preguntas, donde estin presentes dos tipos de iteraciones, la
divergente y la convergente. Es decir, si observamos por ejemplo la pregunta 1 del
cuestionario, €l nimero de bisecciones crece mientras que la distancia que cubre cada
divisién disminuye, cada segmento resultante es la mitad del anterior. Por otra parte, lo que
llama Nuifiez naturaleza del contenido tiene dos tipos de atributos: el nimero de bisecciones
referida a cardinalidad y cada segmento referida a espacio.

Construimos tres lineas de coherencia representadas por el instrumento que hemos
llamado finitista, actual y potencial; la finitista, a modo de ejemplo, se puede observar en
el grafico 2. Estos graficos estan formados por tablas conectadas entre si, las cuales han
sido disefladas a partir de las tablas resumen. Si se sigue el orden dado por estas conexiones,
se puede identificar a aquellos alumnos que no mantienen respuestas coherentes entre las
cinco preguntas del cuestionario.

Los cuestionarios de los alumnos habian sido enumerados al azar del 1 al 58, entonces
los nimeros que aparecen ¢n la linea de coherencia del grafico 2 representan los alumnos
que, dependiendo de sus respuestas, han sido ubicados en cada una de las categorias.

Resultados y conclusiones

* En nuestros problemas de divisibilidad infinita, los alumnos mostraron poder
mantener respuestas incoherentes y aceptarlas sin problemas. Son capaces de
asumir las respuestas diferenciando los lenguajes; la diferencia de los contextos
que surgen de estos lenguajes justifica la diferencia de las respuestas. Creemos
que la casi nula influencia mutua entre los contextos determinados por los dife-
rentes lenguajes, es una evidencia de la compartimentacion del conocimiento
matematico y de la ensefianza de la matematica. Creemos que los esfuerzos
docentes deberian ir enfocados a crear relaciones coherentes que eviten la
compartimentacion.

» Las respuestas de los estudiantes no sélo han sido influenciadas por los len-
guajes matematicos usados en el cuestionario, sino también por los esquemas
conceptuales asociados a otros conceptos. Estos conceptos estaban implica-
dos en las preguntas, como por ejemplo, el concepto de funcién o de limite.
Podemos decir entonces que no sélo la intuicion del infinito es “sensible” al
“contexto figural” (Fischbein, Tirosh y Hess, 1979), y en particular, ¢l infinito
actual, sino también lo es a los esquemas conceptuales asociadas a otros con-
ceptos implicados en las cuestiones.

+ Elinfinito, como hemos dicho en la introduccitn, s un concepto cognitivamente
contradictorio. En particular, el infinito actual implicado en problemas de
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divisibilidad infinita es parad¢jico. En nuestra investigacion podemos resaltar
que el conflicto interno que genera la paradoja se evidencia en las entrevistas de
los estudiantes y en las respuestas al cuestionario, interpretadas estas tiltimas
como genuinas contradicciones en el mi3mo sentido de Fischbein, Tirosh y
Hess (1979).

El conflicto interno que genera esta paradoja, lo hemos evidenciado basicamente
en las respuestas de la segunda pregunta, expresada con un lenguaje verbal que genera un
contexto muy cercano al mundo real del estudiante. Aparentemente el resto de lenguajes,
que marcan un contexto matemaético y tedrico no representativo de manera directa de la
realidad, no son detonantes de la misma. En el cuestionario, s6lo 3 alumnos hicieron la
distincion entre una respuesta tedrica y prdctica a una misma pregunta. Estos expresaron
las respuestas sin conflicto aparente y sin que queden afectadas mutuamente.

Con los esquemas conceptuales de los estudiantes y la caracterizacién de las
respuestas, pudimos concluir y matizar que el lenguaje verbal, en un primer lugar, el lenguaje
geométrico, en segundo, y el numérico, en un tercer lugar, activan en los alumnos respuestas
paradéjicas. Hemos llamado respuestas paraddjicas, aquellas que evidencian la paradoja
aunque el alumno no sea consciente de ello en el momento que las escribe, ¢, aquellas en
las que el alumno explicita la posibilidad de dos respuestas: la que es dada con un
planteamiento tedrico matematico que no corresponde con su experiencia de la vida cotidiana
o con lo que observa en una figura o gréfico, y, la que se da desde un planteamiento que los
alumnos Hlaman prdctico, que si corresponde a la experiencia cotidiana o a lo que sc observa
en una figura o grafico.

Por otro lado, la paradoja puede surgir en la mente del estudiante y no ser expresada,
optando éste por una de las dos respuestas. Interpretamos que se hace mas sencillo optar
por una sola de las respuestas obviando la paradoja, y esto se da en un tipo de lenguaje
matematico més que en otros, Es importante seguir investigando este aspecto para determi-
nar en qué grado influye cada uno de los lenguajes matematicos.

+ La conexidn matematica-mundo real, resulta paradojica, en cuanto queremos
conectar infinitud (matematica)- finitud (mundo real). El lenguaje verbal usado
con objetos reales, produce un contexto aparentemente real y concreto, y desde
este contexto el estudiante entra en contradiccidn.

La ensefianza se ha visto favorecida por el uso de ejemplos y problemas de la vida
real y también del aprendizaje de los conceptos matematicos, con el debido cuidado de
generar problemas reales y creibles mas motivadores para los estudiantes.

~ Nos podemos preguntar si la paradoja de Zendn, o el problema de Ia tortuga de
Aquiles o nuestro problema de la pelota, son de verdad problemas del mundo real o sélo
son problemas que hacen uso de un lenguaje verbal narrativo que involucra objetos reales
pero que se mantiene en un marco teérico matematico. Nuestra respuesta a esta pregunta
es afirmativa y es importante que el docente vaya introduciendo este tipo de distinciones
en los alumnos, si no ;por qué un alumno puede creer que un punto de la biseccion llegaa
coincidir con el punto extremo B, en la pregunta 1 del cuestionario, con un proceso infinito
de bisecciones y, sin embargo, ticitamente no acepta la infinitud del proceso en la prcgunta
2, de la pelota?. Aparentemente, estd demasiado arraigada en el alumno la consciencia de
que el problema trata con un objeto real, la pelota. Esto nos plantea considerar que si bien
es importante acercar la matematica al mundo real, también es importante que el docente sea
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consciente de la relevancia de hacer caer en cuenta al estudiante, del uso del lenguaje
verbal y de objetos reales para expresar situaciones que son idealizacioncs de ciertos
fendmenos que no son necesariamente “verdaderos” en el mundo real.

+ Desde un punto de vista metodoldgico queremos anadir que las entrevistas han
sido importantes, como complementarias al cuestionario de los alumnos entre-
vistados, para evitar posibles errores de interpretacién por alguna simbologia o
palabra usada por los alumnos, y también, como instrunento necesario para
detectar nueva informacion. De esta manera se ha extraido de las cntrevistas la
relacion que hacen los estudiantes entre las cinco preguntas del cuestionario
apiicado, la similitud o diferencia existente en ellas, y las posibles causas de
incoherencias en las cinco respuestas. La entrevista ademas, result¢ util para
reubicar a los estudiantes entrcvistados en las lineas de coherencia.

* Por dltimo sc nos ha planteado un problema teérico. Recordamos, en palabras
de Tall y Vinner (1981), que el esquema conceptual asociado a un concepto, s la
estructura cognitiva “total”, que incluye todas las imagenes mentales, las pro-
piedades que lo caracterizan, las expresiones asociadas, los procesos, etc..

Hemos observado, que el esquema conceptual asociado al concepto de infinito
actual no siempre se mantiene coherente, que se pueden evocar iméagenes conflictivas
dependiendo del lenguaje matematico usado en los problemas planteados en el cuestionario.
Por otro lado, se podria decir que algunas de las imagenes mentales, propiedades, relaciones,
representaciones, procesos etc, estan asociadas tanto al concepto como al lenguaje. {Qué
lugar ocupa ¢l lenguaje matematico en el modelo de los esquemas conceptuales?.
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