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Resumen. Este trabajo pretende destacar el interés educativo que podria tener un enfoque
discreto en los métodos del calculo infinitesimal, poniendo de relieve el uso que se hace
de los conceptos de variable y sucesion en el desarrollo de algoritmos, asi como el
papel jugado en este contexto por los lenguajes de programacion y por el propio lenguaje
natural.

Abstract. This paper intends to underline the educational interest of a discrete ap-
proach of the calculation methods and the uses of the variable and succession concepts
which are involved in the algorithm development process, also emphasizing the role
played in this context by the natural and programming languages.

Lo continuo y lo discreto

A menudo la presentacion de la teoria de funciones, con el consiguiente estudio de su
continuidad, de los métodos de aproximacién o de las condiciones de convergencia,
hace olvidar, a quienes abordan el Calculo con una visién marcada por el Anlisis y
la Topologia, los procesos de cilculo efectivo que se concretan en algoritmos. En esa
linea de presentacion de los conceptos, los algoritmos cumplen, a lo sumo, un discre-
to papel como instrumentos para la verificacién efectiva de las proposiciones estableci-
das mediante el analisis. Mas tarde, una vez que han sido recalificados como métodos
de calculo numérico, son cedidos con alivio al dominio de los especialistas en compu-
tacion. '

Este tipo de enfoque, y los comportamientos a que da lugar, conforman el patron
educativo que habitualmente rige en la matematica universitaria, y que acaba heredandose
en las matematicas escolares, por un principio de subordinacién metodoldgica casi
siempre de dudosa oportunidad. Porque, al menos en este entorno escolar, deberia
discutirse si conviene o no dar prioridad a los métodos analiticos. En realidad, a poco
que entremos en la cuestion, observaremos que lo que esté de por medio es una forma de
entender el infinito y los conceptos en que se sustenta.

Una primera idea de infinito, implicita en el recuento numérico, es la que sirve
de base a la formacidn de iteraciones, constituyendo una abstraccién de marcado caracter
constructivo. Pero la formulacidn de un concepto tan basico para el Calculo como el de
ntmero real, mediante las cortaduras de Dedekind, exige otro tipo de abstraccién de
mayor poder operativo en la que emerge la vieja concepcidn del infinito actual. En su
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Breve Historia del infinito sefiala Zellini (1980) la identidad de criterio que liga en este
sentido los proyectos de Bolzano, Cantor y Dedekind. A lahora de llevar estos conceptos
al aula, debemos pensar en la asuncién progresiva de esta abstraccién, que sélo puede
alcanzarse mediante los conceptos de sucesién y limite, y un sistematico ejercicio
numérico asociado al infinito potencial.

Ambas versiones del infinito, que han sido entendidas de forma diversa a lo
largo de los siglos, se remontan a Aristteles, que distingue entre infinito actual o enérgeia,
e infinito potencial o dynamis. Con ellas no se pretende tanto ofrecer un criterio de
magnitud como una forma de fijar lo indeterminado, que en el caso del infinito actual
queda reflejado como un elemento simbélico y operativo, y en el del potencial como un
proceso constructivo.

La exigencia de rigor, que a veces prima en la presentacion de los conceptos de
sucesion y limite, viene a conceder al infinito amplia operatividad en lo algebraico,
mientras con ella se soslaya el desarrollo numérico efectivo y el cardcter constructivo
que es la base de su representacion. En este sentido, la solucion responde mas al espiritu
de Weierstrass que al de Euler. En términos de aprendizaje, la via de acceso a la idea de
limite y de continuidad que, siguiendo a Weierstrass, pasa por su expresion en términos
de € y b-entornos, puede llegar a ser tortuosa, toda vez que exige una lenta maduracion
conceptual y no se ve apoyada y confirmada por sus posibilidades operativas numéricas
(tan caracteristicas para el alumno de la etapa educativa anterior, en la Aritmética), al
omitirse su origen y representacion en forma de algoritmos.

Este aspecto que hemos tomado como referencia de los métodos analiticos no
es casual y apunta a uno de los grandes hitos del progreso matematico: la aritmetizacion
del infinito. ' .

Para dar relieve a este hecho, es necesario que nuestros estudiantes vean en el
limite un modelo de representacion € intervencion numérica, y ésto sélo es posible si
previamente adquiere significacion como proceso de calculo. En las presentaciones
convencionales, basadas en entornos, no se dispone de medios para construir un modelo
semejante. Sin el concurso de la Dindmica y sin el recurso a los algoritmos, presentes en
las formulaciones iniciales de Newton y Leibniz, los esquemas formales que sirven de
soporte a estos conceptos pueden resultar al alumno carentes de sentido, e incluso
retoricos. Para evitarlo es preciso poner de relieve la relacién que existe entre lo discreto
y lo continuo, € ir mostrando los modelos algoritmicos como vias de integracion de lo
concreto en lo abstracto.

- Sera de poco provecho en la ensefianza secundaria hacer prevalecer un estilo
educativo que tienda a la reproduccion de conceptos consolidados y cerrados, y aplace
su proyeccion en los problemas reales, o al menos en marcos en que €l alumno ha
desarrollado cierta destreza operativa, Tampoco tendria mucho sentido dar un papel
preponderante a los algoritmos y a la Matemdtica discreta. Lo que ya no cabe es una
discusion sobre su importancia, abierta en términos provocadores por A. Ralston (1984)
con su articulo Will Discrete Mathematics surpass Calculus in importance?, si
consideramos la amplia difusién de los actuales procesos de mecanizacion del Célculo.
En esta nueva etapa, caracterizada por el uso sistematico de los métodos finitos y por la
necesidad de dar concrecidn, y forma numérica, a los métodos analiticos, los docentes
en general y los disefiadores curriculares en particular deben de interrogarse sobre cudl
seria la funcién educativa de estos métodos, como repercutiria su incorporacion sobre el
curriculum actual y en qué forma deberia darse respuesta a su creciente demanda.
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El fendmeno no parece coyuntural. Pretender que el auge de la computacion, y
con ella de la Matemdtica discreta, se ha producido a fin de dar cobertura a los nuevos
instrumentos electronicos de célculo, es restringir su proyeccion al dominio numérico o
matematico. Pero, en la actualidad, es innegable que la computacién y el uso de algoritmos
responden también a las necesidades de ciencias como la economia o la lingiiistica en
las que se impone lo que Goguen (1968) llamo la 16gica de lo inexacto. Por tanto, aunque
como corriente matematica es de origen instrumental, la Matematica discreta ha dejado
ver su calado tedrico y, a través de sus aplicaciones a ciencias sociales, ha dado ocasion
para reflexionar sobre las limitaciones de los métodos cientificos basados en €l continuo,
propios del Calculo infinitesimal.

El empleo de algoritmos en el aprendizaje

El profesor de secundaria deberia tener en cuenta esta situacion cambiante respecto al
papel de la Matematica discreta, y buscar un equilibrio que devuelva a los algoritmos su
papel y su funcién en el marco de la formacion matematica. La primera exigencia, en
este sentido, consiste en evitar, tal y como indica Maurer (1991), que la idea de algoritmo
quede exclusivamente asociada a los métodos y reglas propios del célculo aritmeético.

En todo caso el uso del algoritmo constituye un conocimiento procedimental,
cuyo estudio es dificil de encuadrar como tema especifico en una secuenciacién de
contenidos, y que encuentra mejor acomodo en el marco mas general de la resolucion de
problemas. Esta ubicacion evita que el algoritmo sea interpretado como mera mecénica
o regla operativa, o como ilustracién procedimental de contenidos pretendidamente
tedricos. Desde ella, por el contrario, se puede recalcar el valor expresivo del algoritmo,
y su importancia a la hora de favorecer la formacion de nuevos conceptos mediante el
desarrollo de las destrezas operativas, y también lingiiisticas, que su uso comporta.

El interés y la viabilidad educativa del algoritmo tampoco estdn subordinados
a la previa adquisicién de un lenguaje algoritmico. En un nivel inicial, para instrumentar
su uso, basta con la ayuda de los medios de expresion disponibles, es decir con el propio
lenguaje natural. La llegada de los lenguajes de programacion como instrumentos de
especificacion de procesos debe darse después, a menos que cedamos a la tentacion de
convertir su conocimiento en un factor de relieve social y los usemos para convertir el
acceso de los jovenes a los computadores en una especie de iniciacion ritual. Este
ejercicio de falsificacién del aprendizaje de la algoritmica por el que se prescinde del
lenguaje natural como instrumento descriptivo elemental a cambio de entrenar al alumno
en un juego simbdlico, atractivo en su economia y eficaz en su capacidad combinatoria,
pero sin referencia ni historia, disminuye su capacidad para percibir el sentidc de las
cosas. Ciertamente los problemas no les seran comunicados en jerga o lenguaje artifi-
cial, ni su uso prematuro contribuira a una interpretacion adecuada de las situaciones
problematicas. Para evitar el deslumbramiento, y ese punto de fetichismo que convierte
la programacion en un intercambio de mensajes entre iniciados, es preciso hacer al alumno
consciente de que la primera especificacion de un proceso es la verbal, y que la expresion
en lenguaje natural de una idea es un logro que permite concebir, integrar y dar una
incipiente estructura l6gica a experiencias dispersas. Servirse de este punto de apoyo es
el mejor modo de dar solidez a la construccion de algoritmos, porque dificilmente
podremos especificar y resolver un problema que somos incapaces de expresar.
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Estas reflexiones nos llevan a considerar el empleo de algoritmos, en el ambito
de la resolucion de problemas, como una actividad que permite inicialmente encauzar
la expresion verbal de las soluciones y posteriormente formular dichas soluciones
mediante un proceso constructivo de cdlculo.

Al analizar estas dos facetas del uso algoritmico, descubrimos en la primera
una funcion semejante a la reservada en la escuela al algebra elemental, con la traduccion
o representacion notacional de situaciones problematicas; mientras que en la segunda,
relativa a la construccion de procesos de cilculo, se adivina la importancia de contar con
esquemas sintacticos (o de destacar aquellos propios del lenguaje natural) que favorezcan
la expresidn de secuencias operativas.

Las dos facetas consideradas apuntan, por tanto, a conceptos matematicos
fundamentales, entre los que destacan el de variable y el de sucesion. De ahi que se
pueda atribuir al empleo de algoritmos en el marco de la resolucién de problemas, tanto
una funcion propedéutica como unificadora respecto al resto del material curricular.
Propedéutica, puesto que la destreza adquirida con €} uso de variables y sucesiones en el
desarrollo de algoritmos daria referencias concretas y un sélido punto de apoyo a
formulaciones mis abstractas, como las que se dan en el Algebra. De ahi que su inclusion
en el curriculum sirva para favorecer la incipiente formacion de conceptos, que mas
tarde se revelaran fundamentales en el conocimiento matematico. Este mismo argumento
hace ver como por medio de la familiarizacion con conceptos, tales como la variable y
la sucesion, se convierte al algoritmo en un factor unificador de los recursos formales en
que posteriormente se basaran el Algebra y el Calculo.

Progreso simbélico e idea de variable -

Cualquier secuenciacion de contenidos, destinada a elaborar un ciclo educativo, plantea
abiertamente la necesidad de distinguir y elegii lo basico para dar con ello curso a lo
complejo. Pero en ocasiones, mas que esta eleccion tematica importa conocer lo que los
distintos métodos y disciplinas pueden aportar a la construccion de un concepto basico.
Porque algunos de estos conceptos, surgidos en el seno de una determinada teoria, enlazan
con criterios o esquemas de mas alto rango epistemologico y son por tanto accesibles
desde muy diversas metodologias cientificas. Identificar este tipo de esquemas de alcance
multiple, investigar sus distintas vias de acceso y contribuir a su afianzamiento con
métodos diversos son tareas que acaban teniendo una importante repercusion didactica.

~ Se enfrentan en este punto dos concepciones del aprendizaje, una caracterizada
por un ajuste lineal de la promocion cognitiva basado en el patrén temporal, y una
segunda en que se crea el tejido cognitivo en torno a una serie de conceptos basicos,
cuyo nimero y calidad de enlace se enriquece al encontrar para el conocimiento nuevas
funciones y actividades.

De esta condicién de bésicos o fundamentales participan los conceptos ya
mencionados de variable y sucesidn, por lo que nos proponemos llevar adelante un
analisis mas detenido de larelacion que a través de ellos se puede establecer entre distintas
metodologias, y a la postre entre dos formas de ver las Matematicas.

Teniendo en cuenta la importancia que estos conceptos tienen para la formacion
de los alumnos de secundaria, y la posibilidad de introducir ambos, tanto con métodos
discretos como con métodos convencionales, podemos preguntamos si existen aspectos
especificos en los algoritmos, entendidos como métodos discretos, que hagan prevalecer
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las ventajas de su empleo frente al uso tradicional de los métodos algebraicos y de
calculo infinitesimal. ‘

Enla primera de las facetas apuntadas anteriormente sobre el uso de algoritmos,
indicabamos que con ellos se promueve la expresion de la solucion mediante una
especificacion verbal, la cual puede dar paso més adelante a una traduccion notacional.
Ya sabemos que no es ésta la tinica via, y que el mismo objetivo puede ser logrado a la
vez por métodos puramente algebraicos como la formulacion de ecuaciones y por métodos
algoritmicos al describir secuencias operativas. Pero lo destacable es que en ambos casos
se promueven estrategias heuristicas de propdsito general para la resolucion de problemas.
De entre ellas quizd sea la mds importante la eleccién de correspondencias entre la
situacion problematica y el marco de resolucion. Por eso no debe extrafiar que uno de
los objetivos fundamentales en cualquiera de las dos perspectivas, algebraica o
algoritmica, sea el fomento de la capacidad para identificar variables, y con ellas establecer
esas correspondencias. _

En algunos estudios realizados sobre la asuncion por el alumno de los métodos
algebraicos (Kiicheman 1981), se presenta una gama escalonada de interpretaciones a
través de las cuales el alumno va ampliando su concepto de variable, y no parece que en
ambas perspectivas, algebraica y algoritmica, subyazca la misma gama de interpretacion.
En el enfoque algebraico, tal y como se recoge en dicho trabajo, se suele hacer progresar
ala variable de la condicién de incognita lingiiistica a la de simbolo neutro caracterizado
por su capacidad operativa. Este progreso, que podemos llamar progreso simbdlico,
representa la distancia que media entre un elemento de la notacion algebraica y un nombre
que encuentra su interpretacion en el lenguaje natural. A medida que se significa en el
simbolo su operatividad, disminuye el alcance de su denotacion.

En'el caso algoritmico la diversidad de interpretaciones sobre la variable no
esta determinada por el progreso simbélico, sino por el paradigma de programacion que
rige en la bisqueda de las soluciones a los problemas. En los tres paradigmas reconocidos:
imperativo, funcional y logico, el estatuto de la variable esta asociado a la interpretacion
y funcion de los programas. '

En el caso de los lenguajes imperativos, en los que los programas estin
constituidos por ordenes o instrucciones, la variable aparece como una etiqueta en el
marco del sistema de almacenamiento, como el nombre de una caja, cuyo contenido y
operaciones han sido previamente tipificadas. Sin embargo, en el paradigma logico el
programa es un conjunto de predicados sobre el que se formula una conjetura o hip6tesis,
lo que que obliga a la instanciacidn, o toma de valor, de las variables a fin de establecer
sus condiciones de satisfaccion. El uso de estas variables se corresponde con el habitual
en‘las variables logicas, es decir son simbolos cuya toma de valor hace cierto o falso el
predicado. Por tltimo, en el paradigma funcional el programa se describe como una
composicién de funciones, de modo que las variables cumplen papeles semejantes a los
que asumen en el calculo.

El criterio de progreso simbdlico, con la correspondiente gama de interpretacion
que lo refleja, puede ser aplicado al estatuto propio de las variables en cada uno de los
tipos de lenguaje, a fin de establecer algtn tipo de correlacion entre las diversas visiones
de la variable aportadas por el Algebra y el Célculo, y las propias de cada uno de los
lenguajes de programacion. Con esta aplicacion se pretende describir con qué idea de
variable caracteristica del dlgebra o del Calculo encaja mejor la variable que se maneja
en cada uno de los lenguajes. Esta tarea debe ir precedida de un anélisis epistemoldgico
de las ideas de variable que conforman lo que hemos denominado una gama sobre el
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progreso simboélico, uno de cuyos modelos, recogido en el trabajo de Kiichemann,
venimos tomando como referencia.

A falta de resultados estadisticos y trabajos de campo, con ayuda de estas
correlaciones presentaremos algunas conjeturas razonables y significativas, que serviran
como orientacidn para fijar las exigencias que es preciso imponer a un lenguaje de
programacion para que el alumno logre en €] una transc:ipcion expresiva, y operativa
con las variables, de la especificacion verbal de la solucion a su problema. Conclusiones
de este orden pueden evitar la aparicion o la persistencia de usos inconsistentes 0
contradictorios en las variables de los algoritmos y del dlgebra, y pueden ser aplicadas,
como veremos en el apartado siguiente, para representar de forma algoritmica y operativa
ciertos conceptos del calculo.

Para hacer la eleccion idonea es de gran interés establecer, a través de la idea
de variable y de su prolongacion en la idea de funcion, las correlaciones apuntadas y
sefialar los casos en que la cooperacion entre algebra y lenguaje de programacion es
mas prometedora. Un repaso a las caracteristicas de los lenguajes mas comunes puede
poner de manifiesto en qué casos se alcanza una mejor adecuacion de las interpretaciones
de variable propias del dlgebra y el uso informatico de ias mismas.

Hay que tener en cuenta que, por lo comin, la convivencia de ambos tipos de
variable, algoritmica y algebraica, suele darse cuando el empleo de algoritmos llega a
una aplicacion en la que ya se ha utilizado el algebra. Puede ser el caso del alumno que
transcribe con un algoritmo las soluciones a una ecuacion de segundo grado. Es preciso,
entonces, dotar a la interpretacion de variable que es mas comin en el dlgebra, en con-
creto al caso en que se trata como incdgnita 0 como signo sustituible, con una idea de
almacenamiento propia de los lenguajes imperativos. El trénsito no parece severo, sobre
todo si en el lenguaje elegido para el algoritmo prima, como en {\sc BASIC} por ejemplo,
lo que Hoare (Hoare 1969) tilda de paradigma de la implementacion automatica de
notaciones. La ventaja de este enfoque es que aprovecha integramente y refuerza el uso
competente de la notacion y convenios algebraicos. Pero el resultado de su aplicacion
restringe drasticamente los recursos lingtiisticos, porque en tal paradigma la expresivi-
dad del algoritmo acaba donde termina la notacion algebraica. No parece tampoco posible
que dicho paradigma promueva el progreso simbblico, y llegue a favorecer, por ejemplo,
la comprensidn del uso de las variables en interpretaciones mas complejas como puede
ser la relacion de correspondencia funcional. De modo que el encaje entre ambas ideas,
al tiempo que favorece cierto reforzamiento del convenciones notacionales, puede
estancar el progreso simbodlico como tal.

Otro aspecto que puede inducir a confusién es la falsa concordancia entre las
variables entendidas como identificadores, es decir estructuras nominativas caracteristicas
de estos lenguajes imperativos, y las notaciones algebraicas para variables y funciones.
Se afiade a esto, en el caso particular del {\sc BASIC} elemental, la falta de flexibilidad
en la representacion de funciones, la carencia de una estructuracion de los datos y la
imposible organizacion del codigo en estructuras sintacticas, lo que hace de este lenguaje
un recurso docil para prolongar cierta capacitacion algebraica, pero limitado como
vehiculo de construccion de algoritmos.

En el caso del lenguaje LOGO la cuestion que nos ocupa ha sido tratada por
algunos autores (Noss 1986) (Sutherland 1988). Ciertamente en este lenguaje se retinen
una serie de caracteristicas que favorecen y potencian las estrategias constructivas de
resolucion. Destacan entre ellas su estructura procedimental, la organizacién funcional
de los procedimientos y la incorporacion de variables locales semejantes a las de los
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lenguajes imperativos. Una revision detenida de estos aspectos nos apunta algunas de
las ventajas del lenguaje. En la situacion, que parece mas comun, de incorporacién del
algoritmo al dominio establecido por el algebra, este lenguaje parece mas indicado,
dado que incorpora y hace compatibles dos usos de la variable, el local y el global. El
empleo de variables locales hace que las expresiones operativas sean similares a las
algebraicas y el paradigma funcional lo hace, a su vez, particularmente indicado para
representar en algoritmos cuestiones relacionadas con la naturaleza funcional del Calculo.
Ademas, por medio de la estructura procedimental se adaptan los enunciados y otros
recursos lingiiisticos al analisis de subproblemas y se favorece el desarrollo de estrategias
heuristicas analiticas.

Podemos decir que este modelo de lenguaje genera nuevos usos de las vari-
ables que afianzan el concepto de funcidn. Sin embargo, obliga a un uso recurrente de
unos esquemas lingiiisticos muy flexibles, pero sinticticamente pobres y alejados del
lenguaje natural. Como instrumento en la representacion de comportamientos funcionales
y en la simulacion de nrocesos propios de las ciencias experimentales (pensemos en
férmulas de la cinematica o modelos de crecimiento) puede llegar a ser idoneo. Pero no
es dificil imaginar la complejidad de la representacion en otro tipo de situaciones y
problemas mas abiertos. Su estructura, que no favorece la formacion de secuencias que
combinen acciones y operaciones, tampoco permite un adecuado aprovechamiento de
la especificacion verbal. Este distanciamiento del lenguaje natural acaba imponiendo un
salto cualitativo al marcar con una diglosia (natural/artificial) la competencia algoritmica
del alumno. En esta circunstancia, no siempre enmendable, se sacrifica el primero, el
natural, y se delimitan con rigidez, y quizé demasiado pronto, los ambitos de los dos
tipos de lenguaje.

La pretension del lenguaje {\sc PASCAL} es més modesta y fruto de una pro-
gresiva decantacion o compromiso entre la descripcion notacional y la sintaxis de los
lenguajes naturales. La prioridad de la estructura secuencial lleva a un segundo plano la
organizacion modular y la idea de funcidn. En este lenguaje la descripcion de procesos
y operaciones se lleva a cabo de forma natural y la distancia que media entre la
especificacion verbal y el codigo es en muchos casos minima. Por otro lado, la idea de
variable asociada a la asignacion de valores en memoria es perfectamente manejable si
se dispone de formacion algebraica. La estructura procedimental, aunque presente, ocupa
un papel subordinado y, al menos en la etapa inicial, no hace competir en un mismo
programa dos formas de ver la variable (como parametro de paso y como identificacion
del almacenamiento) que pueden resultar contradictorias.

Finalmente, la variable [ogica, y el paradigma que representa, es dificil de asumir
en este nivel por el alumno, porque combina la naturaleza predicativa de la hip6tesis con
la instanciacion numérica, y porque en los lenguajes mas comunes, derivados de {\sc
PROLOG}, este mecanismo de instanciacién automdtica no es transparente al
programador. Su empleo, en combinacidén con los métodos algebraicos y analiticos,
requiere un notable grado de progreso simboélico € incluso cierto conocimiento de los
métodos de demostracion automatica.

El balance ofrecido en este apartado, aunque modesto, apunta la posibilidad de
analizar de forma mads extensa y pormenorizada la correlacion existente entre una gama
de interpretacion del progreso simbdlico de origen epistemoldgico, tal como la de
Kiicheman, basada en el aprendizaje de las destrezas algebraicas, y los distintos estatutos
fijados a las variables a través de la sintaxis y de la seméntica de los distintos lenguajes
de programacion.
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Sucesion y principio de induccion

Una vez establecido el modo en que la primera de las facetas sobre el empleo de los
algoritmos arriba anotadas apunta a una revision del concepto de variable, recordemos
que la segunda de dichas facetas ponia de relieve la utilidad de los algoritmos para
formular la solucidn al problema mediante un proceso constructivo de célculo.

La idea de procesos constructivos de célculo nos remite a la de secuencia
operativa. Aunque €l orden de las operaciones es una cuestion importante en el algebra,
apenas se reconsidera al evaluar las expresiones algebraicas. Mas bien se entiende la
secuencia operativa, o calculograma, como una declaracion de intenciones algoritmicas
ajena a las transformaciones algebraicas. Ligado a ella surgen los procesos iterativos,
cuyo fundamento matematico es el concepto de sucesion. Nos encontramos aqui, pues,
no solo ante un nuevo concepto fundamental para el posterior desarrollo del Calculo
Infinitesimal, y origen de las dos visiones del infinito comentadas anteriormente, sino
ante el concepto mediador por excelencia entre lo continuo y lo discreto.

La existencia de estos dos enfoques sugiere también una doble via, analitica y
algoritmica, para afrontar ]a formacion de dicho concepto. Una primera estrategia, que
es la mds comunmente usada, pasa por destacar la relacion del concepto de sucesion con
el de funcién y su entronque con el resto del Célculo. Se completa, mas tarde, esta
estrategia con un andlisis del calculo efectivo, que acaba por revelar su naturaleza
inductiva y lo enlaza con las construcciones sintacticas en que se basan los algoritmos
iterativos. Antes de presentar la segunda via analicemos ésta con mayor detalle.

Para el matematico la importancia de las sucesiones esta fuera de toda duda, ya
que juegan un papel fundamental en el proceso de aritmetizacion del célculo infinitesi-
mal. Gracias a ellas se pueden expresar en forma discreta aproximaciones a los procesos
que discurren o se establecen entre magnitudes basadas en el continuo real. El estudio
de estos modelos de aproximacion, enmarcado en la teoria de funciones, ha situado al
concepto de funcidn como colofén de todo el aprendizaje en la matematica escolar. Y
este s el enfoque que orienta habitualmente la presentacion de las sucesiones.

Un planteamiento (til en dicha presentacion consiste en destacar en la sucesion
la regularidad de sus términos. La idea de regularidad se asocia a la de ley de formacion
de los nuevos términos, y si los conocimientos algebraicos lo permiten, se plantea una
reduccion algebraica de la cuestion dando una expresion funcional al término genérico.

Este tipo de situacion podria ilustrarse, por ejemplo, presentando los primeros
términos en una sucesion

7,14,23, 34, ... .

Al invitar al alumno a un estudio de la regularidad, se proponen diversas
alternativas, que una vez contrastadas dan como siguientes los términos “47,62,79”. Se
le pide a continuacién que dé forma algebraica a esa ley de formacidn que se intuye en
los valores inferidos, y se concluye que el término n-ésimo seria

(m+2)%-2

El planteamiento apunta ciertas virtudes: por un lado, se reconoce con una ley
algebraica general la regularidad en la pauta de formacién; pero, ademas, este resultado
comporta la reversibilidad del proceso. De hecho, 1a sintesis algebraica lograda en el
término general permite la construccién de los infinitos términos de la sucesion, con lo
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que queda puesta de manifiesto la potencia expresiva de esa formula. El caracter sintético
de la expresion, que engloba la totalidad de la sucesion, la convierte en instrumento
idéneo para el desarrolio posterior de nuevos conceptos como el de convergencia,
continuidad, limite de funcion, etc. Lo que viene a dar un indudable interés a este enfoque
en la introduccién del concepto de sucesion.

Situados en la segunda via, parece dificil, en un principio, lograr con ayuda de
algoritmos una sintesis que mejore la expresividad del término genérico o funcional.

Pero algunos de los problemas del enfoque analitico salen a la luz al tratar de
emplear la expresion convenida, i.e.} el término genérico, en el proceso de calculo.

Sin duda este elemento es paso obligado para la transcripcion de la sucesion en
el lenguaje de programacion. Pero con la eleccidn de esa féormula como base de la
construcciéon del algoritmo, hacemos que el proceso de célculo se desarrolle
fundamentalmente en clave algebraica. A efectos algoritmicos el célculo se basa en la
sucesiva toma de valor de una variable “n” en la formula, e indirectamente en la idea de
variable sustituible. Asi vemos que los términos se van obteniendo al sustituir “n” por 1,
2,3,...

a=(1+2)2-2=7
a=(Q2+20°-2=14
a3=(3+2)2-2=23

El empleo de esta interpretacion de variable, nos sitiia en una de las primeras
variantes en la gama de progreso simbélico. De modo que no parece forzar ninguna
mejora en ese concepto, sino que se queda en una vision de la variable que no va més
alla de la obtenida en el dlgebra elemental. Pero, ademas, el hecho de basar el proceso en
la formula resulta bastante pobre, € ineficiente, como recurso efectivo de calculo.

El proceso de construccion de términos, asi concebido, no resulta global sino
local, en el sentido de que la constitucion de un término se efectiia con independencia de
los anteriores. Por ejemplo, para la obtencidn, a partir de la formula

a,=(n+2)2-2

del término a, no tiene mayor interés el conocimiento de a9 0 los anteriores, aunque
quiza este conocimiento aliviaria significativamente su calculo. De hecho, se procede
sustituyendo simplemente n por 20. Cuando no se pretende un célculo aislado sino que
se plantea por ejemplo un proceso de aproximacion, o cualquier otro que involucre a la
sucesion entera, la ineficiencia se torna manifiesta. En términos de programacion éste es
un punto que debe ser considerado cuando se trata de optimizar el rendimiento de las
maquinas.

Un ejemplo que muestra lo inconveniente de esta situacion nos lo ofrece el
célculo aproximado del nimero “¢”. Una de las series que converge a “e” y que permitiria
calcularlo con aproximacion es

1
Z(n—1)z

n—1

Si nos proponemos obtener una apraximacion mediante la suma de 20 términos,
y el término general se denota an, tendriamos
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e=1+1+L1+14+ +L1
213 19

=aq ta,‘tayta,+..+tay

Un célculo posible nos llevaria a la aplicacion reiterada de la formula que refleja
el término general de la sucesion

a, =1 _
(n—1)

20 veces. Pero este enfoque, que calificibamos de local, mejora si consideramos que,
una vez obtenido “a,=1”, se tienen las relaciones siguientes

a a a a,
=% g =24 =9 =%

1 ) T T g

En este nuevo enfoque que llamamos global, y que se basa en la construccion
recursiva de la sucesion, cada término se obtiene a partir del anterior por simple division,
evitando calculos innecesarios. Ademas, la expresion general de la sucesion se adecua
mas al algoritmo al ofrecerse las relaciones de recurrencia

q =

1<i<20

1
a.
i
Esta representacion puede extenderse, en forma recurrente también, a la sucesion
-de sumas parciales, cuyo término 20 define la aproximacidn del nitmero e que buscamos.

S =a
Sipp =8, tay, 1<5i<20

Asi que, desde el punto de vista computacional, 1a expresion global de la sucesion
mediante relaciones de recurrencia parece més indicada para el uso algoritmico que la
que con caracter local se hace a base del término general.

Provisionalmente, el estudio desarrollado en torno al ejemplo anterior, que podria
extenderse a otros muchos casos, muestra dos cosas: la primera, que desde una visién
computacional de las matematicas es posible operar sobre contenidos procedimentales,
o metodoldgicos, sin renunciar a la formacion o a la revision de conceptos tales como el
de sucesion; y la segunda, que una transcripcion algebraica de las sucesiones, por medio
de sus términos generales, enlaza bien con la idea de funcién y puede ayudar a comprender,
e incluso a dar un limitado soporte algoritmico, a otros conceptos del calculo.

No obstante, es en la vision global y constructiva de la sucesion en la que nos
deberiamos basar a la hora de desarrollar algoritmos. No olvidemos que la descripcion
de las sucesiones y series mediante relaciones de recurrencia encuentra inmediata
traduccion en los esquemas sintacticos iterativos y recursivos que sirven de base a la
mayoria de los lenguajes de programacion.

Otro aspecto destacable de la formulacién recurrente o global es que, a diferencia
de la formulacion con término general en que se procede por sustitucion, aqui nos valemos
de un factor constructivo medular en Matematicas: el principio de induccién matematica.
En opinion de Poincaré, el Gnico soporte operativo del infinito.
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Este principio al operar sobre las relaciones de recurrencia permite demostrar
que cualquier término de la sucesion es calculable con ellas. La demostracion es muy
simple. Basta con representar mediante el predicado C(n) el hecho de que el término a,,
es calculable. Con arreglo al principio de induccién si dicha condicién se cumple (o
dicho predicado se satisface) para n = 1 y ademds se cumple para n = k + 1 cuando se
supone para n = k, entonces se cumple para cualquier nimero natural. En el caso
considerado, C(1) se cumple ya que a; viene dado y calculado en la primera relacion. Si
suponemos, como hipétesis de induccion, que C(k) se cumple, esto equivale a que ay es
calculable. Como tenemos una relacién de recurrencia segun la cual

)

) I

y a es calculable, entonces ay, es calculable. Esto significa que C(k + 1) se cumple y,
por el principio de induccion, que la condicién se cumple para todo n natural.

Es curioso también observar el papel que la relacion de recurrencia juega en el
algoritmo, y como se obtiene el término genérico en lo que se denomina relacion invariante
de la iteracion. Para el caso en que se pretende imprimir los 20 primeros términos de la
sucesion que nos ocupa, presentariamos el algoritmo

a1, ne1

mientras n <20 hacer
escribir (a)
a<—aln
ne—n+l

Si a e n representan los valores que tras cada ejecucion del ciclo alcanzan las
variables, es facil comprobar que siempre se verifica la relacion

1
(n=1)!

que por esta razon llamamos invariante de la iteracion, y que en este caso coincide
formalmente con el término genérico de la sucesion. Este hecho pone de manifiesto que
la convertibilidad entre término genérico y relaciones de recurrencia es posible, al igual
que con la expresion funcional, cuando tan sélo contamos con el algoritmo.

Por otro lado, la estrecha relacion existente entre el principio de induccién y
las estructuras algoritmicas que dan soporte a los procesos repetitivos afiade nuevo va-
lor al enfoque algoritmico. Al respecto conviene tener en cuenta que si basamos la espe-
cificacion algoritmica de una repeticion en relaciones de recurrencia podremos verificar
su correccidn, es decir prodremos probar que se obtiene el computo deseado, con la
induccidén matematica.

Este hecho ha sido puesto de manifiesto por Dijkstra (1986) y otros autores,
que entienden que una metodologia de construccién de programas debe apoyarse en es-
quemas o patrones de pensamiento que contribuyan a la formacion de estructuras expre-
sivas de fécil verificacion. Uno de los esquemnas que consideran con preferencia es la
induccidn matemdtica, que a través de la correspondencia apuntada aseguraria la co-
rreccion de los programas.

Podemos ilustrar estas consideraciones con un nuevo ejemplo. Si consideramos
el caso de la sucesion de sumas parciales de la serie natural, las relaciones recurrentes
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55 =1
s =St

ofrecen un método de construccion de valores, inmediatamente traducible a un algoritmo.
En un caso finito, por ejemplo de 20 sumandos

51

2

mientras i < 20 hacer
escribir (a)
sésti
i—itl

El algoritmo, tal y como hemos dicho, puede servir de base para ofrecer una

n(nt1)
2

prueba de la computabilidad de la serie y de que s, = . Si C(n) expresa ahora la

validez de este hecho para €l valor n, podemos razonar:

Se cumple C(1) por la primera relacion de recurrencia. Supongamos que se
cumple C(k), entonces

k(k+1)
S =
2
y por la segunda relacion de recurrencia
S =S tk+1= =-]-c-(—k2i-ll+k+l =——————-(k+1)2(k+2)

es decir, C(k + 1) es también valido. En virtud del principio de induccion podemos
asegurar que C(n) se cumple para cualquier nimero natural ».

En un articulo posterior el propio Dijkstra (1988) va mas all4, y entiende que la
expresion algoritmica puede constituir y ser adoptada como un medio normalizado de
presentacion de una amplia familia de demostraciones matematicas. Esta propuesta

demostraria que no se ha extinguido todavia el espiritu de la polémica suscitada
en los afios 30 por la escuela intuicionista de Brouwer en favor de demostraciones, y
consecuentemente de matematicas, constructivas. Algunos autores (Gray 91) han
propuesto, en este sentido, una revision y reescritura en términos computacionales de
ciertos teoremas clasicos del analisis matematico.

Conclusiones

Entendemos en este trabajo que la adopcion del empleo de algoritmos en la ensefianza
secundaria es un obligado reconocimiento de la importancia que los métodos finitos
estdn alcanzando en Matematicas. Sin embargo, los algoritmos no deben quedar asociados
areglas aritméticas mecanicas, sino que es preciso adoptarlos como recurso lingiiistico
abierto y préximo al lenguaje natural en la resolucién de problemas.

El progreso simbdlico caracteristico de la formacion algebraica no debe verse
impedido, ni obstaculizado por la expresion algoritmica.



B EL USO DE ALGORITMOS EN LA INTRODUCCION DE LOS CONCEPTOS. .. B Pig- 109 m

Las diversas interpretaciones de la idea de variable en el &mbito algebraico e
informatico no parecen excluyentes, pero la eleccion de un formato algoritmico adecuado,
en el seno de un lenguaje de programacion, puede ampliar una vision restringida de las
variables y apoyar la introduccion de conceptos como el de funcion.

El recurso a los algoritmos como expresion de procesos repetitivos se puede
relacionar con la idea de sucesion. De ella se ofrecen dos representaciones, una local y
otra global. Observando las caracteristicas del enfoque local a las sucesiones, tan
sistematicamente usado en las introducciones al Célculo, no puede extrafiar que la
expresion funcional de magnitudes fisicas y el estudio de sistemas dindmicos basados
en tiempo continuo hayan sido historicamente el soporte principal del Célculo infini-
tesimal. Y sin embargo raramente se enlaza la presentacion de las sucesiones con este
hecho.

Por otro lado, la formulacién y calculo basados en tiempo discreto, comunes
en ciencias sociales o economia, hacen de la sucesién un instrumento matematico
diferente, cuya significacién es menos dependiente de la convergencia que del propio
proceso de calculo. En este marco el papel del algoritmo como expresion de la
transformacion efectiva de datos en resultados se revaloriza frente a la representacion

ideal de las situaciones problematicas mediante relaciones funcionales.
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