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Resumen: El tema de recursividad está adquiriendo gran relevancia dentro de la 
i:'nse11a11:a de las matemáticas y otras ciencias, debido a la introducción del uso ele 
co nzp 11 tado ras e 11 e! aula y a un nuevo enfoque de e 11se1"ía11: a basad o e 11 1 a 
n10delació11 ma1e111ática. Debido a esto, creemos que es importante que sea inclui­
do ele manera substancial dentro del curriculwn. 
Orro objetivo de este articulo es mostrar la importancia de introducir en el salón 
de clase contextos reales que den significado a las matemáticas y desarrollar sus 
representaciones numéricas v gráficas. 
En este escrito describiremos e ilustraremos las relaciones recursivas de los tres 
grupos más importanús ele júnciones: las lineales, las c"uadrcíticas y las 
cxponem·iales. Habrá cierta énfasis en sus formas simbólicas debido a que ésras 
presentan las ideas en forma general, además de que son muy poco conocidas. 

Abstract: The subject of recursion Izas gained considerable relei·ance in the 
teaching of nzathematics and other sciences. This is due to the increasing use of 
computers in the classroom and to a rc!atii·ely nes approach of teaching basecl on 
mathematical modeling. I!l this article we argue that this tapie shou!d be mention 
explicitly in the math curricula. 
Another ohjective ofthis paper is show the importance of working in the classroom 
H·itlz rea! contexts, since they give meaning to the mathematics, and to use as much 
as possible numerrica! and graphical representations. 
We a!so describe tlze rrecurrsive re/ationship of the tlzree main groups of Jitnc­
tions: linew: quadratic and exponentia!. This presentation wil! emphasize the 
symbolic representations dueto the fact that expresses in more general terms these 
ideas. 

Introducción 

Actualmente, la modelación matemática como un enfoque de enseñanza de las ma­
témáticas y de las ciencias ha ganado c.onsiderable fuerza en algunos países como 
por ejemplo Inglaterra (Mellar et al; 1994). Algunas de las ventajas de este acerca­
miento son que muestra al estudiante el carácter aplicativo y aproximativo de las 
matemáticas, además de que les da significado. En México, la modelación mate­
mática se está empezando a introducir al ambiente educacional (para un tratamien-
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t\) mis completo de esté tema referir;1os 1] kctor a \lochon. S. y Roj::tno, T. ( l 9S-J; 
'\lochon. S. (199Sl). 

Lo anterior se debe en gr:in parte al uso de herramientas computacion::tles e:--, 
el salón de clase que hacen que este acercamiento resulte más accesible para l,)s 
estudiantes. En particular, se ha demostrado que una de estas herramientas. b hop 
electrónica de cálculo, es idónea para este tipo de actividades de modelaje ya que 
mantiene ''\iva" la situación real estudiada y da la oportunidad al estudiante de kne:­
a su alcance tres tipos de representaciones matemáticas: la numérica. la gráfica y\::¡ 

simbólica (Rojano et al: 1996). Uno de los objetivos de este artículo es mostrar la 
importancia de trabajar en el aula con estas tres formas de representación 

El enfoque anterior tiene que producir un reajuste de las matemáticas que. 
por su relevancia, deben ser incluidas en el currículum. Como veremos posterior­
mente una consecuencia de este acercamiento es que tenemos que darle más énf::i­
sis a procesos de tipo recursivo. 

En la escuela el tema de funciones se enseña utilizando solamente 
ecuaciones de tipo explícito, es decir, relacionando directamente las variables. Sin 
embargo, dentro de la actividad de modelación matemática, aparecen más frecuen­
temente relaciones recursivas. 

Los tres grupos más importantes de funciones para el modelaje de fenóme­
nos reales son: las lineales (rectas), las cuadráticas (parábolas) y las exponenciales. 
¿Cuáles son las relaciones recursivas para estos tres tipos de funciones'7 En este 
artículo las describiremos e ilustraremos su aplicación dentro del modelaje de sis­
temas reales. 

Antes de comenzar con los temas centrales de este escrito conviene des­
mentir tres ideas comúnmente asociadas a las matemáticas. que se contraponen 
con la actividad demodelación matemática (para un tratamiento más completo de 
este tema referimos al lector a: Niochon, S. y Rojano, T., ( 1997); Mochon, S. ( 1998)) 

1. "Las matemáticas no se usan en la vida diaria". No hay nada má:i 
falso que esto. Un poco de reílexión nos convencería de que las mate­
máticas se encuentran porr todas partes. Basta con pensar en dónde 
aparecen números: '·velocidad máxima: 80 krn/hr", ''precio: S259.00'·. 
''Barata: 20% de descuento'', "ganaron 37 a 24" ... 

7 "Las matemáticas son abstractas". Las matemáticas no son una lista 
de ejercicios de mecanización o una mera manipulación de símbolos 
sin significado. El principal objetivo de las matemáticas debería ser el 
resolver problemas reales. 

3. "Las matemáticas son exactas''. Otra idea totalmente falsa. Por ejem­
plo, los símbolos rr y··,,/ 2 se usan para exprresar dos magnitudes que 
no se pueden representar exactamente en nuestro sistema decimal. La 
mayoría de las ecuaciones como: x5 + 2x + 1 = O o 3' j_ x = O, no 
pueden ser resueltas exactamente. Desafortunadamente en el salón de 
clase no se da énfasis al carácter aproximativo de las matemáticas. 

Tres representaciones matemáticas posibles 

El objetivo de modelación matemática es el generar una representación matemáti­
ca útil de una situación real. Existen tres tipos de representaciones conectadas en­
tre sí. A continuación las ilustraremos dentro de dos situaciones reales. 
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Situación rea!. Penset~os en dos situaciones cotidianas: la compraventa 
de mercancía y la caídJ libre de un objeto: 

A) Compraventa: B) Caída libre: 

11 
.--

i\1andarinas 11 

$5.50 el kilo 
I I 
11 

l 1 

Representación numérica: Es una tabla de valores relacionando algunas 
variables del sistema. En las dos situaciones anteriores podríamos tener que: 

Kilos Precio Tiempo Distancia 

1 5.50 o o 
2 11.00 1 5 

3 16.50 2 20 

4 22.00 3 45 

Representación grájzca: Es una gráfica describiendo el comportamiento 
de la situación real. En los dos casos que estamos ilustrando: 

Precio dist. (m) 
50-----------. 

40 

20---~--~-

10 

o 2 3 4 O 0.5 1.5 2 2.5 3 

Representación simbólica: Es un conjunto de ecuaciones que relacionan 
las variables del fenómeno. En nuestros ejemplos tenemos que: 

-- K = Cantidad de kilos 

P = Precio 

P = 5.5 K 

t = tiempo en segundos 

d = distancia en metros 

d = 5 t2 

En matemáticas se ha dado preferencia a la representación simbólica, de­
jando a un lado las otras dos representaciones. El uso de nuevas tecnologías en el 
aula ( como por ejemplo, calculadoras gráficas y hojas electrónicas de cálculo) ha 
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mostraJo que L.JS m:itcmáticas deben estudiarse desde un pL:nto de v ;sta r:ú, ar:,­
plio, dando U!', espacio también a representaciones numáicas y gráficis. 

Modelos lineales 

:\luchas situaciones re::des tienen o pueden ser aproximadas por un comportamien­
to lineal. Ejemplos de éstas son: la relación cantidad-precio en una situación de 
compraventa, la relación distancia-tiempo para un movimiento a velocidad cons­
tante o la relación volumen-temperatura de un gas a presión constante. En realidad. 
todas las situaciones de proporcionalidad directa pueden representarse por medio 
de un modelo lineal. 

Estudiemos un ejemplo particular. Supongamos que un resorte de 5 cm de 
longitud se alarga un centímetro por cada 100 gramos de peso extra. Con esta in­
fonnación podemos generar la siguiente tabla de la longitud del resorte: 

Peso (gr) Longitud ( cm) 

o 5 

100 6 

200 7 

300 8 

¿Cómo podríamos expresar esta relación en forma simbólica'J La descrip­
ción más cercana al planteamiento del problema y a la manera como fue generada 
la tabla sería la siguiente: 

.0.f = 1 cm para t:,.p = 100 gr· 

''El aumento en longitud es de 1 cm por cada 100 gramos de peso" 

Ésta es una relación recursiva que describe el comportamiento del resorte. 
Otra forma de expresar esto mismo sería: ''El aumento en longitud es de O.O 1 cm 
por cada gramo de peso". Así, la ecuación explícita estaría dada por: 

f=5+0.01P 

'"La longitud es igual a 5 cm más 0.01 cm por cada gramo ele peso" 

La relación recursiva expresada en forma general nos dice que para fun­
ciones lineales: 

.0.y = constante para Dx = constante 

"Los cambios de una variable son constantes 
al incrementar la otra en pasos fijos., 

Conceptualmente la forma recursiva da una idea más clara del comporta­
miento de una recta: cambios iguales a intervalos iguales. 

De este ejemplo podemos extraer dos sugerencias didácticas importantes: es 
conveniente trabajar en el salón de clase con a) contextos reales, ya que le dan signifi­
cado a las matemáticas; y b) con ecuaciones recursivas, puesto que expresan mejor el 
comportamiento de sistemas reales y ayudan al desarrollo conceptual del estudiante. 

*El símbolo D se usa para representar el cambio (aumento o disminución) de una variable. 
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\luchas de bs ¿escripciones de un problema se hacen a través de los cambios 
de sus variabies y son por lo ta:ito del tipo recursivo. En el caso lineal podemos citar 
los siguientes ejemplos: '·Ln avión desciende a razón de 50 metros por segundo" o "Gn 
coche quema 5 litros de gasolina por cada 60 kilómetros recorridos". 

Debemos aclarar que no es necesario introducir, desde el principio, las repre­
sentaciones simbólicas en el aula. Se puede usar inicialmente un lenguaje coloquial y 
concentrarse en las representaciones numérica y gráfica. 

Sugerimos al lector que analice k. :-:g:1iente situación, dando una tabla de 
valores, la gráfica, la relación recursiva y la fol"jl":1:Zi explícita: '·Una dieta garantiza la 
reducción de 3 kilogramos de peso al mes (usa tu propio peso como base)." 

Modelos exponenciales 

Al igual que para modelos lineales, muchos fenómenos como el crecimiento de pobla­
c10nes. el decaimiento radioactivo o situaciones económicas tienen un comportamien­
to exponencial. Además, los modelos exponenciales son valiosos porque, como veremos 
más adelante, son la base sobre la cual se pueden construir modelos más complejos. 

Estudiemos un ejemplo particular para ilustrar este tipo de situaciones. Su­
pongamos que un coche nuevo con un valor de $100,000 pierde el 20% de su valor pre­
sente cada año. Con esta información podemos generar la siguiente tabla de valores: 

Año Valor 

o 100,000 

1 80,000 

2 64,000 

3 51,200 

4 40,960 

Si continuamos este procedimiento y graficamos los resultados obtendremos: 
A este tipo de curvas se les conoce como funciones exponenciales. Como 

podemos apreciar, el valor del coche decrece proporcionalmente a su valor anterior. 
Esto se puede expresar de la siguiente man::'.ra: 

Valor($) 
100,000 ------------------ ---------- -- ----

90,000 --

80,000 - - - - --- --- --- ------- - --------- ---- ------------- -· 

70,000 -- - --

60,000 -

50,000 -----------

40,000 -~---------- .. -----+----- ----
30,000 ------- ----
20,000 --- --- _____________________ ' ___ • 

10,000 --- --

º ----- --- --- -- -----------'---
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 O 

Tiempo (años) 
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jy = -O.: ~­

"La disr:1.nucién del valor es del 2V;, ,,:-H:;.:l Je su valor actual" 

Er: general podemos decir entonces que para funciones exponenciales: 

tly = ky para le= constante 
.. Los cambtos de la variable son proporcionales a su\ alor 

presente(al incrementar la otra variable en pasos fijos)" 

Esta propiedad tiene, como en el caso lineal, un carácter recursivo. Re­
gresando al ejemplo del valor del coche, el cual estaba representado por fa re!a­
czon 0.V= -O 2 ~; podemos expresar esta igualdad también de la siguiente manera.· 

V - V = -0.2 V 
s1gu1cnrc Jctuai actl~al 

o despejando V. . tendremos que: 
s1gu1ente 

V = 0.8 V 
s1gu1entc acn.:al 

Esta ecuación nos dice que el valor del coche un año después será su valor 
actual multiplicado por 0.8. El procedimiento anterior puede seguirse para la rela­
ción exponencial general: .6.y = k_v para obtener de manera similar que el valor 
actual de la variable y su valor siguiente están relacionados por una constante 
multiplicativa. En forma simbólica tenemos entonces que, para funciones 
exponenciales: 

V = Cy· 
" s1g111enfr' acr!Jd/ 

para .6..x = constante 

Así por ejemplo, si se observa que una población de bacterias se triplica 
cada hora, esto indica, por la propiedad anterior, que tiene un crecimiento 
exponencial. Otro ejemplo que refleja esta relación es la vida media de un elemen­
to radioactivo, es decir, el tiempo que tarda en reducirse a la mitad de su masa 
actual. Otros ejemplos de comportamientos exponenciales son: ''El interés de una 
cuenta bancaria es del 12% anual" o "El cambio en la temperatura es proporcional 
a la diferencia de temperaturas del objeto y su exterior". 

La relación anterior da además un procedimiento sencillo para generar 
funciones exponenciales: multiplica repetidamente una cantidad por un valor fijo 
para obtener la siguiente. Las dos tablas siguientes son ejemplo de esto. 

3 20 

4.5 16 

6.75 12.8 

10.125 10.24 

15 .19 8.19 

22.78 6.55 

Dejamos al lector que descubra cómo fueron generados estos valores y 
proponer algunas situaciones reales que estén representadas por estas cantidades. 
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:\lodelos cuadráticos 

Los modelos cuadrát:cos aparecen menos frecuentemente que los lineales y los expo­
nenciales. pero son también de gran relevancia por el tipo de situaciones reales que 
representan. Por ejemplo, la gráfica de posición contra el tiempo de un tiro vertical 
tiene una forma parabólica. Aquí daremos una descripción recursiva de este fenóme­
no que nos llevari a descubrir más situaciones con este patrón de comportamiento. 

Analicemos la situación siguiente. Desde el suelo se lanza una pelota ha­
cia arriba con una velocidad de 20 m s. Tomaremos el valor de la aceleración de la 
gravedad como -10 mis:. Esto quiere decir que la velocidad v disminuirá 10 m/s en 
cada segundo. Esto se puede expresar simbólicamente de la siguiente manera: 

j.v=-lOm.15 para 6.t=ls 

Esta relación. como ya vimos, implica un comportamiento lineal para la 
velocidad. Supongamos que queremos calcular la velocidad cada décima de segun­
do. Las igualdades anteriores pueden convertirse entonces en la siguiente relación 
equivalente: 

.,. 
j.v=-1.m.s para j.t=O.ls 

Esto nos dice que la variación de la velocidad será de -1 m/s en cada 
décima de segundo. Así, la velocidad tendrá una variación como la mostrada en la 
tabla siguiente: 

Tiempo (s): 1 Velocidad (mis): 

o 1 20 
1 

0.1 
1 

19 

0.2 
1 

18 

0.3 i 17 

0.4 i 16 

Es fácil verificar que a los 2 segundos la velocidad llegará al valor cero (la 
pelota está a su máxima altura) y que posteriormente sus valores serán negativos, 
indicando que la pelota comienza a descender (sugerimos trazar la gráfica de la velo­
cidad contra el tiempo hasta los 4 segundos). 

¿Cómo podemos obtener ahora la posición de este objeto? La velocidad se 
define como la razón de cambio de la posición con respecto al tiempo. Esto puede 
expresarse en forma matemática como: 

6.s = V para 6.t = ¡ s 

en donde 6.s es el cambio de la posición y 6.t el cambio en el tiempo. Como quere­
mos realizar los ~álculos como antes, cada décima de segundo, es decir: j.t = 0.1 s, 
la igualdad anterior implica que: 

os = 0.1 s para 6.t = 0.1 s 

Csando que la velocidad inicial de la pelota era de 20 m/s, el cambio de 
posición en la primera décima de segundo será de 6.s = 0.1 (20) = 2 metros. Esto 
nos dice que la pelota se eleva 2 metros. Para la siguiente décima de segundo, la 
velocidad se ha reducido a ~9 mis (ver tabla anterior), así que el cambio de posi­
ción será de <'.is= 0.1 (19) = 1.9 m. Con esto, la posición final después de dos 
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d¿cim:.1s de segundo será de 2 -e- 1.9 = 3.9 metros. La rnbl:.1 sigc:iente mues:r:J. los 
valores de estos cálculos h:.1sta los 0.5 segundos: 

Tiempo (s): 1 Velocidad (mis): 1 Cambio pos. (m): 1 Posición ( m J: 

o 20 1 

..., . o 
0.1 

1 
19 

1 
l. 9 2 

0.2 18 1.8 3.9 

0.3 17 1.7 5.7 

0.4 16 1.6 7.4 

0.5 9.0 

Extendiendo estos resultados hasta que la pelota regrese al suelo y grafícando 
la posición de la pelota como función del tiempo obtendremos: 

Posición(m) 
25 ------~~--- -- -------------~-----~- ------ -------

! \ ! i 1 1 ' 1 ' 

: 1 
1¡ 1 

1 1 1 

, : 1 1 ! __ ~ l~-1. -
20 +-----+ ~- i 11 T í 

1 1 : 

15 1 ______ ! ~-!-' _ _J 1 

5 

o ' 
o 0.5 

1 

1 1 1 1 1 . 1- 1 1 

! l 1 

1 

: --~- - ------1-----~---·--!--. 
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 

Del ejemplo anterior se observa que un comportamiento parabólico surge 
cuando los cambios de la variable van siguiendo una variación lineal. Por lo tanto, 
podemos decir en general que para funciones cuadráticas: 

tly = lineal para tlx = constante 

"Los cambios de la variable siguen un comportamiento lineal 
(al incrementar la otra variable en pasos fijos)" 

Con el ejemplo anterior, resulta evidente que cualquier movimiento con 
aceleración constante tendrá asociado una velocidad lineal y, por lo tanto, una po­
sición del objeto de tipo cuadrático. Daremos a continuación otro tipo de situacio­
nes en las que se observa este comportamiento. 

Supongamos que le ofrecen a un empleado un salario inicial de 2,000 pesos, 
con aumentos de 100 pesos cada mes. La tabla siguiente muestra esto: 

• En ésta cómo en las siguientes tablas que contienen columnas de cambios, existe una ambigüedad. Realmente un cam­
bio está dado en todo un intervalo y no sólo en un punto. Por ejemplo, el 2 de esta tabla representa el cambio de pos1c1ón 
entre los tiempos O y 0.1 s. Por simplicidad, lo colocamos en el tiempo cero, pero podría. igualmente valido, colocarse en 
b segunda columna. Lo importante es tener su significado claro. Seguiremos esta convención en el resto de este articulo. 
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1 

. 

1 

! 

tvks: 
1 

1 2 
i 

3 4 5 

Salario mensual: 1 

1 

2,100 i 2.200 
1 

2.000 
1 1 

2.300 2,400 

Así, el salario mensual tiene un comportamiento lineal. Pensemos ahora en 
la cantidad total de dinero pagada en cada mes, es decir, la suma de los salarios 
mensuales pagados hasta ese mes. La tabla siguiente muestra los primeros 5 valores: 

Mes: 
1 

1 2 3 4 5 

Total pagado: 
1 

2,000 4,100 6,300 8,600 11,000 

La variable anterior tiene un comportamiento parabólico porque fue gene­
rada de una relación lineal (salario mensual) que representa sus cambios por mes. 
Es decir: 

t:.(Total pagado)= Salario mensual lineal 

Otro ejemplo similar es el siguiente. Un papá ofrece a su hijo de 21 años 
una ayuda anual de 2,000 pesos, la cuál irá reduciendo a razón de 100 pesos cada 
año subsecuente. Como esta razón de ayuda por año es de carácter lineal, la canti­
dad total de dinero recibida por el hijo tendrá un comportamiento parabólico. 

¿Para qué sirven tablas y gráficas? 

En las secciones anteriores dimos las relaciones recursivas para funciones lineales, 
exponenciales y parabólicas. El propósito fue hacer ver que estas formas están más 
cercanas a la descripción natural de situaciones reales que las ecuaciones explícitas 
como y= mx + b, y= A r' o y= ax2 + bx + e, las cuales resultan muy artificiales den­
tro del modela je de estos fenómenos. Esto nos lleva a la conclusión de que sería con­
veniente introducir y aplicar estas relaciones recursivas en el salón de clase. Lo anterior 
no se debe mal interpretar presentando sólo las formas simbólicas. Por el contrario, 
éstas deben estar precedidas de un acercamiento numérico y gráfico exhaustivo. 

Aquí mostraremos que no es necesario representar una situación por medio 
de expresiones matemáticas para modelarla. Muchas veces una estructura en forma 
de tablas nos puede ayudar a desarrollar un modelo ya que organiza tanto las cantida­
des como las relaciones que intervienen en ella. Las gráficas son un complemento 
visual muy importante que nos da el comportamiento global de estas cantidades. 
Veremos con un ejemplo las ventajas que ofrecen estas dos representaciones. 

.. En una ciudad de 100,000 habitantes ñay 2 partidos políticos: el UVW y el 
XYZ. Un año antes de las elecciones, 80,000 personas manifiestan que votarían por 
el UVW y 20,000 por el XYZ. Al ir tomando encuestas se encuentra que regularmen­
to cada semana, el partido UVW pierde el 10% de sus votantes mientras que el parti­
do XYZ pierde sólo el 5%. ¿Qué podemos predecir al tiempo de las elecciones (52 
semanas)? 

En la primera semana el UVW perderá 8,000 votantes (10%) y el XYZ, 
1,000 (5%). Así, el UVW tendrá 80,000 ~ 8,000 + 1,000 = 73,000 votantes y el 
XYZ, 27,000. Podemos repetir este procedimiento para las siguientes semanas, 
encontrando los resultados de la tabla siguiente. 
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Tiempo 1'-iúmero de p;úmero de 1 p;úmero de t\Úmero de 
(semanas): personas que personas que se personas que se personas que 

votarían por pasan del UVW pasan del XYZ votarían por 
el UVW al XYZ (10%) al UVW (5%) el XYZ 

L:licio: 80,000 20,000 

1 

2 

3 

73,000 8,000 1,000 ! 27,000 
1 

67,050 7,300 1,350 32,950 

61,993 6,705 1,648 38,007 

Podemos continuar con estos cálculos y de ellos obtener la gráfica siguiente: 

80,000 \ 

X 
70,000 t\ ¡x 

1 ~ 
60,000 1 ~ 

i ~ 
50,000 _¡_ 

1 

l 40,000 1 

i 

30,000t 

1 

20,000 
1 

1 

10,000-! 
1 

,=X- NG~~r;de - ' 
:,:: ¡ personas 

:»':ry. j que votarían i 

::r:r:rl:fi:f . por el UVW · 
l))))))llllll)llllll)llll~l)ll

1 

__,.,__ N' d 
· -..;- umero e 

personas 
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Obviamente una lista tan grande de números puede resultar difícil de ana­
lizar, pero la gráfica sintetiza muy bien los datos obtenidos. Se observa en ella que 
a partir de la séptima semana, el partido XYZ rebasa al UVW y que después de 30 
semanas se estabiliza el número de votantes de cada partido (el doble para el parti­
do XYZ). 

El punto importante de este ejercicio es que en ningún momento se necesi­
taron las ecuaciones recursivas del fenómeno para generar resultados y obtener 
predicciones. 

¿ Cuáles son los beneficios de las fórmulas? 

Cuando nos enfrentamos a situaciones complicadas, los procesos de cálculo pue­
den resultar largos y difíciles de seguir, Las fórmulas que representan estos proce­
sos nos ayudan a poner estos procedimientos numéricos dentro de un marco 
simbólico sintético cuyo seguimiento es automático. Además resulta una estructu­
ra más fácil de generalizar. Daremos a continuación un ejemplo de esto. 
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Queremos simular aqu: una batalb del viejo oeste entre indios. con sus ar­
cos: flechas. y vaqueros. con sus riflr:s y pistolas. Pensemos que los vaqueros estín 
res~uardados atrás de sus carret:.is formando un círculo y los indios, montados en sus 
caballos. dan rneltas alrededor de ellas. Así. supongamos que la ··efectividad" de los 
vaqueros es de, es decir. l de cada 5 vaqueros alcanza a herir un indio (por minuto). 
Tomemos la "efectividad'' de los indios como J_. es decir. uno de cada 20 indios 
logra herir un vaquero (por minuto). 

21) 

Analicemos el caso en que inicialmente tenemos 100 vaqueros y 300 indios. 
¿Qui¿nes deben ganar la batalla? El proceso de cálculo sería el siguiente. De los 100 
vaqueros, 20 de ellos (la quinta parte) logrará herir un indio, así que de los 300 indios 
quedarán 280 al final del primer minuto. De igual manera, 15 (la veintava parte) de 
los 300 indios "darán en el blanco" quedando activos 85 vaqueros. La tabla siguiente 
organiza los datos y el proceso de cálculo: 

Tiempo 1 Vaqueros Vaqueros Indios Indios 
(minutos) ¡ activos heridos activos heridos 

O (inicio) 100 15 20 300 

1 85 14 17 280 

2 71 263 

Es claro que es dificil recordar cómo se obtienen cada uno de los valores 
de la tabla. Esta dificultad se elimina escribiendo y aplicando las fórmulas de este 
proceso. Las ecuaciones que relacionan la cantidad de indios (I) y la cantidad de 
vaqueros (V), serían:: 

DV= _J_ I 
20 

o 

o 

I =! -lV 
s1gwt'l1ft' actual 5 (1,_·tual 

V =V _ _l_¡ 
s1g:11t:'Jllt' acr11ul 20 tHflul 

Con ellas podemos calcular más eficientemente estas cantidades. La tabla 
siguiente muestra los resultados: 

Tiempo (s): Vaqueros Indios 
(minutos) activos activos 

O (inicio) 100 300 

1 85 280 

2 71 263 

3 58 249 

4 45* 237 

5 34 228 

6 22 221 

7 11 217 

8 o 215 
.. 

· Parecería como si algunos de es:os resultados estuvieran incorrectos. Por eJemplo. esre 45, se calcularía como: 
SS - IJ.05(249J = 45.55, el cual se redondea a 46. Sin embargo, hay que tomar en cuenta que el 249 que usamos en este 
cilculo no es exacto y que en la compuraJora tiene una representación decimal intana que se usa para hacer el cálculo. 

l.. 
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;Los indios gan:1r1 1 Este resultJdo ilustra otra de las razones para constnn 
u;-i modelo. btuiti\ a1c1ente esperaríamos que los vaqueros ganaran ya que su efe e­
t;·, idad es -J. veces mayor. con la cantidad de indios de sólo 3 , e ces mayor. C n 
modelo nos ayuda a o'cte;:-;,er resultados más confiables. 

lín pequeño estudio 

En un estudio informal. se pidió a veinte profesores de matemáticas de secundaria· 
que dieran una lista de situaciones reales cuya representación gráfica fuera: a) una 
recta, b) una parábola y c) una exponencial. A continuación damos una descripctón 
de las respuestas dadas. 

Para las situaciones de tipo lineal, diez de ellos mencionaron relaciones de 
movimiento como: '·la velocidad de un móvil y la distancia que recorre"' o '"el movi­
miento uniforme de un móvil". Siete citaron situaciones de compraventa como: '·can­
tidad de artículos y el costo''. Otros cuatro dieron problemas de variación directa y 
algunas otras relaciones interesantes como: ''dosis de un medicamento en relación al 
peso de la persona"' o "el alargamiento de un resorte". Un gran número de respuestas 
no eran de carácter lineal como: '·crecimiento de una población", "velocidades. áreas. 
volúmenes, etc.", o no tenían mucho sentido, como por ejemplo: "una aceleración". 

Para situaciones de tipo parabólico, nueve de ellos no dieron ningún ejem­
plo. Siete de los que respondieron se refirieron al tiro parabólico: '·lanzamiento de 
proyectiles" o "'disparar una flecha con un arco", aún cuando es claro que estaban 
refiriéndose más a la trayectoria del objeto que a la gráfica misma. Los restantes 
dieron respuestas diversas como: ··cantidad de automóviles que circulan a lo largo de 
un día" o ··Luis tiene una cantidad y Juan tiene el cuadrado de ella''. Se observa aquí 
una gran dificultad de los profesores para dar ejemplos de este tipo. 

Para las relaciones exponenciales, siete no contestaron. Ocho de las res­
puestas fueron del tipo: ··crecimiento de una población" o '·reproducción de amibas". 
Otras respuestas fueron: '"depreciación de un artículo'', '"Interés", ''Inflación" y ''par­
tículas emitidas por un cuerpo radioactivo''. Las demás, no tenían mucho sentido. 

Se puede notar de lo anterior, la gran dificultad de los profesores para tan 
sólo mencionar situaciones reales que estén relacionadas con las matemáticas. Sería 
razonable esperar que veinte profesores dieran cada uno, dos o tres respuestas de 
cada tipo, es decir, aproximadamente cincuenta respuestas en cada situación. Éste 
obviamente no fue el caso, lo cual da una indicación de la forma tan abstracta como 
se presentan las matemáticas en el aula en el nivel secundaria. Un enfoque de 
modelación matemática requeriría que los profesores estuvieran más en contacto con 
las aplicaciones de las matemáticas que enseñan. 

Conclusiones 

Uno de los problemas de la ens;:;ñanza de las matemáticas es la escasa vinculación 
con sus aplicaciones, convirtiéndolas en una mera manipulación de símbolos sin sen­
tido. El enfoque de enseñanza basado en modelación matemática no sólo comple­
menta las matemáticas con sus aplicaciones para darle significado, sino que son éstas 
mismas las que generan los tópicos relevantes, justificando así su estudio. 

· Estos profesores formaban un grupo que estaba tomando un curso de actualización en el Departamento de Matc:máttca 
Educati,a del CL\!VESTAV. 
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En particular, acwalmenk las ecuaciones que se estudian en el aula son del 
tipo explicito (relacionando las variables x e y). Sin embargo, estas no tienen la for­
ma apropiada para usarse en describir el comportamiento de fenómenos reales. Para 
esto se necesitan ce relaciones locales llamadas recursivas (definen el cambio Dy 
p:ua un cambio Dx fijo). 

De lo expuesto aqui podemos concluir que los procesos recursivos forman 
una parte importante de este acercamiento didáctico y por lo cuál deberían ser intro­
ducidos en el ~alón de clase. 

' En este artículo se dieron las relaciones recursivas para los tres grupos más 
importante'S d,; funciones: las lineales, las exponenciales y las cuadráticas. La discu­
sión estuvo centrada en las representaciones simbólicas para poder presentar las ideas 
de una manera general. Sin embargo, en el salón de clase, sobre todo a nivel elemen­
tal, se debe seguir un tratamiento numfrico, acompañado del gráfico para visualizar 
mejor los resdtados. Esto implica que se debe poner mucha más atención en el aula 
a la lectura e interpretación de gráficas que tengan un contexto real. Esto puede lograrse 
de manera na:uraL utilizando hojas electrónicas de cálculo para la construcción de 
los modelos ( ~ara mayor información al respecto, ver Rojano, et al; 1996). 

La p:esentación de estos temas debe tocar primero las relaciones lineales 
que son las rr:ás sencillas, luego las exponenciales y por último las parabólicas por 
tener el tipo ele relación recursiva más complicada. Cada una debe comenzar con la 
construcción de tablas de acuerdo a su proceso recursivo y posteriormente apoyarse 
en gráficas para un mejor análisis de la situación real. Se sugiere dejar al final la 
representació1 simbólica, la cual ya puede mezclar tanto ecuaciones del tipo recursivo 
como del tipc, explícito, comparando sus ventajas y desventajas. 

Al pisar a la representación simbólica, las descripciones de las relaciones 
recursivas deben estar dadas en un primer momento con un lenguaje coloquial. Por 
ejemplo, parz. las lineales podemos decir que "los cambios de 'y' resultan iguales si 
los cambios ce 'x' son iguales". Sobre todo, se les debe dar significado ilustrándolas 
con situaciones reales relevantes como: "'por cada docena extra de naranjas que com­
pre, tendré que pagar cinco pesos más". 

Pero. para que el acercamiento anterior tenga éxito. necesitamos cambiar 
nuestra concepción de la matemática como algo "'inútil, abstracto y exacto". 

Referencias bibliográficas 

.\IELLAR, H.; BOOHAN, R.: BLISS, J.; 
OGBORI\. J. and TO.\IPSETT, C. (Ed,., 
1994) Learning with Artificial Words: 

Computer Basecl Afocklling in the Cur­

riculum, The Falmer Press, London and 
\Vashington D. C. 

MOCHON, S .. yROJANO, T (1997) LaMo­
delación a Nivel Secundaria: el Puente 
entre las \,fatemátieas y las Ciencias 
Investigaciones en lv!atemcítica Edu­
cati1·a JI (XXXV Aniversario del 
CI~VES-~AV-IPN). Grupo Editorial 
Iberoamérica. México. 

MOCHON, S. ( 1998) Modelos Afatemáticos, 

Colección de Cuadernos Didácticos, 
Grupo Editorial Ibcroamérica, México. 

ROJANO, T, SUTHERLAND, R., JINICH, 
E., MOCHON, S. y MOLYNEUX, S, 
( 1996) Las Prácticas Matemáticas en las 
Materias Científicas de la Enseñanza 
Media: El Papel de la Modelación, Irrves­
tigac iones en "\fatemática Educatim, 
(XX Aniversario del Departamento de 
.\Iatemática Educativa del CI'-/VESTAV­
IPN), Grupo Editorial Iberoamérica, 
México. 




