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Resumen: £/ tema de recursividad estd adquiriendo gran relevancia dentro de la
enseianza de las matemdticas v otras ciencias, debido a la introduccion del uso de
computadoras en el aula y a un nuevo enfoque de ensefianza basado en la
modelacion matematica. Debido a esto, creemos que es importante que sea inclui-
do de manera substancial dentro del curriculum.

Otro objetivo de este articulo es mostrar la importancia de introducir en el salon
de clase contextos reales que den significado a las matematicas y desarrollar sus
representaciones numéricas v graficas.

En este escrito describiremos e ilustraremos las relaciones recursivas de los tres
grupos mds importantes de funciones: las lineales, las cuadrdticas y las
exponenciales. Habrd cierto énfusis en sus formas simbolicas debido a que éstas
presentan las ideas en forma general, ademds de que son muy poco conocidas.

Abstract: The subject of recursion has gained considerable relevance in the
teaching of marhematics and other sciences. This is due to the increasing use of
computers in the classroom and to a relatively nes approach of teaching based on
mathematical modeling. In this article we argue that this topic should be mention
explicitly in the math curricula.

Another objective of this paper is show the importance of working in the classroom
with real contexts, since they give meaning to the mathematics, and to use as much
as possible numerrical and graphical representations.

We also describe the rrecurrsive relationship of the three main groups of func-
tions: linear, quadratic and exponential. This presentation will emphasize the
symbolic representations due to the fact that expresses in more general terms these
ideas.

Introduccion

Actualmente, la modelacion matemadtica como un enfoque de ensenanza de las ma-
tematicas y de las ciencias ha ganado considerable fuerza en algunos paises como
por ejemplo Inglaterra (Mellar et al; 1994). Algunas de las ventajas de este acerca-
miento son que muestra al estudiante el caracter aplicativo y aproximativo de las
matematicas, ademas de que les da significado. En México, la modelacion mate-
matica se estd empezando a introducir al ambiente educacional (para un tratamien-
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to mds completo de este tema referimos al lector ar Mochon, S. v Rojano, T.. (1957

Mochon. S. (1998)).

Lo anterior se debe en gran parte al uso de herramientas computacionales en
¢l salon de clase que hacen que este acercamiento resulte mas accesible para los
estudiantes. En particular, se ha demostrado que una de estas herramientas. la hoja
electronica de calculo, es idonea para este tipo de actividades de modelaje ya que
mantiene “viva’ la situacion real estudiada y da la oportunidad al estudiante de tener
a su alcance tres tipos de representaciones matematicas: la numérica, la grifica v la
simbolica (Rojano et al; 1996). Uno de los objetivos de este articulo es mostrar la
importancia de trabajar en el aula con estas tres formas de representacion.

El enfoque anterior tiene que producir un reajuste de las matematicas que,
por su relevancia, deben ser incluidas en el curriculum. Como veremos posterior-
mente una consecuencia de este acercamiento es que tenemos que darle mas énfa-
sis a procesos de tipo recursivo.

En la escuela el tema de funciones se ensefia utilizando solamente
ecuaciones de tipo explicito, es decir, relacionando directamente las variables. Sin
embargo, dentro de la actividad de modelacion matematica, aparecen mas frecuen-
temente relaciones recursivas.

Los tres grupos mds importantes de funciones para el modelaje de fenome-
nos reales son: las lineales (rectas), las cuadraticas (parabolas) y las exponenciales.
;Cudles son las relaciones recursivas para estos tres tipos de funciones? kEn este
articulo las describiremos e 1lustraremos su aplicacion dentro del modelaje de sis-
temas reales.

Antes de comenzar con los temas centrales de este escrito conviene des-
mentir tres ideas cominmente asocladas a las matematicas, que se contraponen
con la actividad demodelaciéon matematica (para un tratamiento mds completo de
este tema referimos al lector a: Mochon, S. y Rojano, T., (1997); Mochon, S. (1998)).

1. “Las matematicas no se usan en la vida diaria”. No hay nada mds
falso que esto. Un poco de reflexion nos convenceria de que las mate-
maticas se encuentran porr todas partes. Basta con pensar en donde
aparecen nimeros: “velocidad maxima: 80 km/hr”, “precio: $259.00",
“Barata: 20% de descuento”, “ganaron 37 a 24”...

“Las matemadticas son abstractas”. Las matematicas no son una lista

de ejercicios de mecanizacion o una mera manipufacion de simbolos

sin significado. El principal objetivo de las matematicas deberia ser el
resolver problemas reales.

3. “Las matemdticas son exactas . Otra idea totalmente falsa. Por ejem-
plo, los simbolos 7y 2 se usan para exprresar dos magnitudes que
no se pueden representar exactamente en nuestro sistema decimal. La
mayoria de las ecuaciones como: ¥’ + 2x + [ =00 3"+ x = 0, no
pueden ser resueltas exactamente. Desafortunadamente en el saldn de
clase no se da énfasis al caracter aproximativo de las matematicas.

9

Tres representaciones matematicas posibles

El objetivo de modelacion matematica es el generar una representacién matemati-
ca atil de una situacion real. Existen tres tipos de representaciones conectadas en-
tre si. A continuacion las ilustraremos dentro de dos situaciones reales.
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Situacion real: Pensemos en dos situaciones cotidianas: la compraventa
de mercancia y la caida libre de un objeto:

A) Compraventa: B) Caida libre:
Sq] &
| Mandarinas a0
| $5.50 el kil i
- 55.50 el kilo | -5
| ale

Representacion numérica: Es una tabla de valores relacionando algunas
variables del sistema. En las dos situaciones anteriores podriamos tener que:

Kilos Precto Tiempo | Distancia
1 5.50 0 0
2 11.00 1 5
3 16.50 2 20
4 22.00 3 45

Representacion grafica: Es una grafica describiendo el comportamiento
de la situacion real. En los dos casos que estamos ilustrando:

Precio dist. (m)
22 - prey 50
165 +— L L R —
P4+—— e —
11 &- o ‘
20
55 f——
Kilos 107
0 0
0 1 2 3 4

Representacion simbolica. Es un conjunto de ecuaciones que relacionan
las variables del fenémeno. En nuestros ejemplos tenemos que:

- K = Cantidad de kilos t = tiempo en segundos
P = Precio d = distancia en metros
P=55K d=51t

En matematicas se ha dado preferencia a la representacion simbélica, de-
jando a un lado las otras dos representaciones. El uso de nuevas tecnologias en el
aula (como por ejemplo, calculadoras gréificas y hojas electronicas de calculo) ha
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mostrado que las matematicas deben estudiarse desde un punto de vista mas am-
pliv, dando urn espacio también a representaciones numericas y graficas.

Modelos lineales

Muchas situaciones reales tienen o pueden ser aproximadas por un comportamien-
to lineal. Ejemplos de éstas son: la relacion cantidad-precio en una situacion de
compraventa, la relacién distancia-tiempo para un movimiento a velocidad cons-
tante o la relacidon volumen-temperatura de un gas a presion constante. kn realidad.
todas las situaciones de proporcionalidad directa pueden representarse por medio
de un modelo lineal.

Estudiemos un ejemplo particular. Supongamos que un resorte de 5 cm de
longitud se alarga un centimetro por cada 100 gramos de peso extra. Con esta in-
formacién podemos generar la siguiente tabla de la longitud del resorte:

Peso (gr) Longitud (cm)
0 5
100 6
200 7
300 | 8

.Como podriamos expresar esta relacion en forma simbodlica? La descrip-
c16n mas cercana al planteamiento del problema y a la manera como fue generada
la tabla seria la siguiente:

A€ =1lcm para AP =100 gr’
“El aumento en longitud es de 1 cm por cada 100 gramos de peso”
Esta es una relacién recursiva que describe el comportamiento del resorte.

Otra forma de expresar esto mismo seria: “El aumento en longitud es de 0.01 cm
por cada gramo de peso’. Asi, la ecuacion explicita estaria dada por:

€=5+001P
“La longitud es igual a 5 cm mas 0.01 ¢cm por cada gramo de peso”

La relacién recursiva expresada en forma general nos dice que para fun-
ciones lineales:

Ay = constante para Dx = constante

“Los cambios de una variable son constantes
al incrementar la otra en pasos fijos”

Conceptualmente la forma recursiva da una idea mas clara del comporta-
miento de una recta: cambios iguales a intervalos iguales.

De este ejemplo podemos extraer dos sugerencias didacticas importantes: es
conveniente trabajar en el salon de clase con a) contextos reales, ya que le dan signifi-
cado a las matematicas; y b) con ecuaciones recursivas, puesto que expresan mejor el
comportamiento de sistemas reales y ayudan al desarrollo conceptual del estudiante.

*El simbolo D se usa para representar el cambio (aumento o disminucion) de una variable.
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Muchas de las descripeiones de un problema se hacen a través de los cambios
de sus variables v son por lo tanto del tipo recursivo. En el caso lineal podemos citar
los siguientes ejemplos: “Un avion desciende a razon de 50 metros por segundo” 0 “Un
coche quema 3 litros de gasolina por cada 60 kilometros recorridos”.

Debemos aclarar que no es necesario introducir, desde el principio, las repre-
sentaciones simbélicas en el aula. Se puede usar inicialmente un lenguaje coloquial y
concentrarse en las representaciones numérica y grafica.

Sugerimos al lector que analice = s:guiente situacion, dando una tabla de
valores, la grafica, la relacién recursiva y la térmala explicita: “Una dieta garantiza la
reduccién de 3 kilogramos de peso al mes (usa tu propio peso como base).”

Modelos exponenciales

Al igual que para modelos lineales, muchos fenomenos como el crecimiento de pobla-
ciones, el decaimiento radioactivo o situaciones econbémicas tienen un comportamien-
to exponencial. Ademas, los modelos exponenciales son valiosos porque, como veremos
méas adelante, son la base sobre la cual se pueden construir modelos mas complejos.
Estudiemos un ejemplo particular para ilustrar este tipo de situaciones. Su-
pongamos que un coche nuevo con un valor de $100,000 pierde el 20% de su valor pre-
sente cada afio. Con esta informacién podemos generar la siguiente tabla de valores:

Ano Valor
0 100,000
1 80,000
2 64,000
3 51,200
4 40,960

Si continuamos este procedimiento y graficamos los resultados obtendremos:

A este tipo de curvas se les conoce como funciones exponenciales. Como
podemos apreciar, el valor del coche decrece proporcionalmente a su valor anterior.
Esto se puede expresar de la siguiente manzra:

Valor ($)

100,000 \ - — e
30,000 ——N— - : I

70,000 ——— ——
60,000~~~ - - ‘
50,000 —————————> e
40,000 ‘

30,000 —

200000 7= T T | —
10,000 - ; ‘

v 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (anos)
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DOF Wio

AV =01
“La dismonucicn del valor es del 267 anval de su valor actual

Er general podemos decir entonces que para funciones exponenciales:

Ay =ky para Ax = constante
“Los cambios de la variable son proporcionales a su valor

presente(al incrementar la otra variable en pasos fijos)

Esta propiedad tiene, como en el caso lineal, un caracter recursivo. Re-
gresando al ejemplo del valor del coche, el cual estaba representado por la rela-
cion AV'=-0.21). podemos expresar esta igualdad también de la siguiente manera:

_ =-02V
siguientz actuaf actual
o despejando ¥ tendremos que:
sigulente
V. =087}
siguiente actual

Esta ecuacidn nos dice que el valor del coche un afio después serd su valor
actual multiplicado por 0.8. El procedimiento anterior puede seguirse para la rela-
cion exponencial general: Ay = kv para obtener de manera similar que el valor
actual de la variable y su valor siguiente estdn relacionados por una constante
multiplicativa. En forma simbdlica tenemos entonces que, para funciones
exponenciales:

v o =Cy para Ax = constante
< Siguiente actudt

Asi por ejemplo, si se observa que una poblacidn de bacterias se triplica
cada hora, esto indica, por la propiedad anterior, que tiene un crecimiento
exponenclal. Otro ejemplo que refleja esta relacion es la vida media de un elemen-
to radioactivo, es decir, el tiempo que tarda en reducirse a la mitad de su masa
actual. Otros ejemplos de comportamientos exponenciales son: “El interés de una
cuenta bancaria es del 12% anual” o “El cambio en la temperatura es proporcional
a la diferencia de temperaturas del objeto y su exterior’.

La relacién anterior da ademds un procedimiento sencillo para generar
funciones exponenciales: multiplica repetidamente una cantidad por un valor fijo
para obtener la siguiente. Las dos tablas siguientes son ejemplo de esto.

3 20
4.5 16
6.75 12.8

10.125 10.24
15.19 8.19
22.78 6.55

Dejamos al lector que descubra como fueron generados estos valores y
proponer algunas situaciones reales que estén representadas por estas cantidades.
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Modelos cuadraticos

Losmodelos cuadraticos aparecen menos frecuentemente que los lineales y los expo-
nenciales, pero son también de gran relevancia por el tipo de situaciones reales que
representan. Por ejemplo, la grafica de posicion contra el tiempo de un tiro vertical
tiene una forma parabolica. Aqui daremos una descripcidn recursiva de este fenome-
no que nos llevard a descubrir mas situaciones con este patron de comportamiento.

Analicemos la situacion siguiente. Desde el suelo se lanza una pelota ha-
cia arriba con una velocidad de 20 m:'s. Tomaremos el valor de la aceleracion de la
gravedad como ~10 m/s*. Esto quiere decir que la velocidad v disminuird 10 m/s en
cada segundo. Esto se puede expresar simbolicamente de la siguiente manera:

Av =-10 m/s para At=1s

Esta relacion, como ya vimos, implica un comportamiento lineal para la
velocidad. Supongamos que queremos calcular la velocidad cada décima de segun-
do. Las 1igualdades antericores pueden convertirse entonces en la siguiente relacidn
equivalente:
- Av=—l.ms para At=0.1s
Esto nos dice que la variacién de la velocidad serd de —1 m/s en cada
décima de segundo. Asi, la velocidad tendra una variacion como la mostrada en la
tabla siguiente:

Tiempo (s): Velocidad (m/s):
0 20
0.1 19
0.2 18
0.3 17
0.4 16

Es facil verificar que a los 2 segundos la velocidad llegara al valor cero (la
pelota estd a su maxima altura) y que posteriormente sus valores seran negativos,
indicando que la pelota comienza a descender (sugerimos trazar la grafica de la velo-
cidad contra el tiempo hasta los 4 segundos).

¢Como podemos obtener ahora la posicion de este objeto? La velocidad se
define como la razon de cambio de la posicion con respecto al tiempo. Esto puede
expresarse en forma matematica como:

As =y para At=1s
en donde As es el cambio de la posicion y At el cambio en el tiempo. Como quere-
mos realizar los ¢alculos como antes, cada décima de segundo, es decir: At=0.1 s,
la 1igualdad antertor implica que:
As=0.15s para At=0.1s

Usando que la velocidad inicial de la pelota era de 20 m/s, el cambio de
posicion en la primera décima de segundo sera de As = 0.1 (20) = 2 metros. Esto
nos dice que la pelota se eleva 2 metros. Para la siguiente décima de segundo, la
velocidad se ha reducido a 19 m/s (ver tabla anterior), asi que el cambio de posi-
cion serd de As = 0.1 (19) = 1.9 m. Con esto, la posicion final después de dos
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décimas de segundo serd de 2 + 1 3.9 metros. La tabla siguiente mues:ra los

9=
valores de estos calculos hasta los 0.3 segundos:

Tiempo (5): | Velocidad (m/s): | Camblio pos. (m): | Posicidn (m):
0 20 2° 0
0.1 19 1.9 2
0.2 13 1.8 3.9
0.3 17 1.7 5.7
0.4 16 1.6 7.4
0.5 9.0

Extendiendo estos resultados hasta que la pelota regrese al suelo y graficando
la posicion de la pelota como funcion del tiempo obtendremos:

Posicion(m)
25 ‘ ;
i '!
204
|
15
10
!
| ) \
l i
| i | |
0 - S } d N SO SOS . W
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4\

Del ejemplo anterior se observa que un comportamiento parabolico surge
cuando los cambios de la variable van siguiendo una variacion lineal. Por lo tanto,
podemos decir en general que para funciones cuadraticas:

Ay = lineal para Ax = constante

“Los cambios de la variable siguen un comportamiento lineal
(al incrementar la otra variable en pasos fijos)”

Con el ejemplo anterior, resulta evidente que cualquier movimiento con
aceleracion constante tendrd asociado una velocidad lineal y, por lo tanto, una po-
sicion del objeto de tipo cuadratico. Daremos a continuacion otro tipo de situacio-
nes en las que se observa este comportamiento.

Supongamos que le ofrecen a un empleado un salario inicial de 2,000 pesos,
con aumentos de 100 pesos cada mes. La tabla siguiente muestra esto:

" En ésta como en las siguientes tablas que contienen columnas de cambios, existe una ambigiiedad. Realmente un cam-
bio esta dado en todo un intervalo y no sélo en un punto. Por ejemplo, ¢l 2 de esta tabla representa el cambio de posicion
entre los tiempos 0 y 0.1 s. Por simplicidad, lo colocamos en el tiempo cero, pero podria, igualmente valido, calocarse en
la segunda columna. Lo importante es tener su significado claro. Seguiremos esta convencion en el resto de este articulo.
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n

Mes: \ 1 | 2 3 4
|

Salario mensual:| 2,000 2,100 2,200 2,300 2,400

Asi, el salario mensual tiene un comportamiento lineal. Pensemos ahora en
la cantidad total de dinero pagada en cada mes, es decir, la suma de los salarios
mensuales pagados hasta ese mes. La tabla sigulente muestra los primeros 5 valores:

Mes: ! 2 3 4 5
Total pagado: ) 2,000 | 4,100 | 6,300 | 8,600 | 11,000

La variable anterior tiene un comportamiento parabolico porque fue gene-
rada de una relacion lineal (salario mensual) que representa sus cambios por mes.
Es decir:

A(Total pagado) = Salario mensual lineal

Otro ejemplo similar es el siguiente. Un papd ofrece a su hijo de 21 anos
una ayuda anual de 2,000 pesos, la cudl ird reduciendo a razon de 100 pesos cada
afio subsecuente. Como esta razon de ayuda por ano es de caracter lineal, la canti-
dad total de dinero recibida por el hijo tendrd un comportamiento parabdlico.

cPara qué sirven tablas y graficas?

En las secciones anteriores dimos las relaciones recursivas para funciones lineales,
exponenciales y parabolicas. El propoésito fue hacer ver que estas formas estan mas
cercanas a la descripcion natural de situaciones reales que las ecuaciones explicitas
comoy=mx+b,y=4r o y=ax’+bx+c,Ilas cuales resultan muy artificiales den-
tro del modelaje de estos fendomenos. Esto nos lleva a la conclusion de que seria con-
veniente introducir y aplicar estas relaciones recursivas en el salon de clase. Lo anterior
no se debe mal interpretar presentando solo las formas simbolicas. Por el contrario,
estas deben estar precedidas de un acercamiento numérico y grafico exhaustivo.
Aqui mostraremos que no €s necesario representar una situacion por medio
de expresiones matematicas para modelarla. Muchas veces una estructura en forma
de tablas nos puede ayudar a desarrollar un modelo ya que organiza tanto las cantida-
des como las relaciones que intervienen en ella. Las graficas son un complemento
visual muy importante que nos da el comportamiento global de estas cantidades.
Veremos con un ejemplo las ventajas que ofrecen estas dos representaciones.

- Enuna ciudad de 100,000 habitantes Hay 2 partidos politicos: el UVW y el
XYZ. Un afio antes de las elecciones, 80,000 personas manifiestan que votarian por
el UVWy 20,000 por el XYZ. Al ir tomando encuestas se encuentra que regularmen-
te cada semana, el partido UVW pierde el 10% de sus votantes mientras que el parti-
do XYZ pierde solo el 5%. ;Qué podemos predecir al tiempo de las elecciones (52
semanas)?

En la primera semana el UVW perdera 8,000 votantes (10%) y el XYZ,
1,000 (5%). Asi, el UVW tendra 80,000 — 8,000 + 1,000 = 73,000 votantes y el
XY¥YZ, 27,000. Podemos repetir este procedimiento para las siguientes semanas,
encontrando los resultados de la tabla siguiente.
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Tiempo ! Numero de Numero de Numero de Niumero de
(semanas): | personas que | personas que se | personas que se | personas que
votarian por | pasan del UVW | pasandel XYZ | votarian por

el UVW al XYZ (10%) al UVW (5%) el XYZ

[nicto: 80,000 20,000

I 73,000 8,000 1,000 | 27,000

2 67,050 7,300 1,350 1 32,950

3 61,993 6,705 1,648 ’ 38,007

Podemos continuar con estos calculos y de ellos obtener la grafica siguiente:

80,000 X
\
D 4
70,000 T\
X
X
60,0007
X RN
50,OOOL ’ Numero de
personas ‘
que votarian |
40,000 Yr,aiﬁ por el UVW |
]311]}}11]}111} |
PRPRRPYBRDRD DD W Nimero de |
30,000 personas 1
que votarian !
20,0004 porel XYz |

\
|
|
O 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Obviamente una lista tan grande de nimeros puede resultar dificil de ana-
lizar, pero la grafica sintetiza muy bien los datos obtenidos. Se observa en ella que
a partir de la séptima semana, el partido XYZ rebasa al UVW y que después de 30
semanas se estabiliza el nimero de votantes de cada partido (el doble para el parti-
do XYZ).

El punto importante de este ejercicio es que en ninglin momento se necesi-
taron las ecuaciones recursivas del fendmeno para generar resultados y obtener
predicciones.

¢Cuales son los beneficios de las formulas?

Cuando nos enfrentamos a situaciones complicadas, los procesos de calculo pue-
den resultar largos y dificiles de seguir. Las formulas que representan estos proce-
s0s nos ayudan a poner estos procedimientos numeéricos dentro de un marco
simbolico sintético cuyo seguimiento es automatico. Ademads resulta una estructu-
ra mas facil de generalizar. Daremos a continuacidn un ejemplo de esto.
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Queremos simular aqu! una batalla del viejo oeste entre indios. con sus ar-
cos v flechas, y vagueros, con sus rifles y pistolas. Pensemos que los vaqueros estin
reszuardados atrds de sus carretas formando un circulo y los indios, montados en sus
caballos, dan vueltas alrededor de ellas. Asi, supongamos que la “efectividad” de los
vaqueros es de, es decir, 1 de cada 5 vagueros alcanza a herir un indio (por minuto).
Tomemos la “efectividad” de los indios como --. es decir, uno de cada 20 indios
logra herir un vaquero (por minuto). -

Analicemos el caso en que inicialmente tenemos 100 vaqueros y 300 indios.
.Quiénes deben ganar la batalla? El proceso de calculo seria el siguiente. De los 100
vaqueros, 20 de ellos (la quinta parte) lograra herir un indio, asi que de los 300 indios
quedardn 280 al final del primer minuto. De 1gual manera, 15 (la veintava parte) de
los 300 indios “daran en el blanco™ quedando activos 85 vaqueros. La tabla siguiente
organiza los datos y el proceso de calculo:

Tiempo | Vaqueros | Vaqueros | Indios Indios
(minutos) | activos heridos | activos | heridos
0 (inicio) 100 15 20 300

| 85 14 17 280
2 71 263

Es claro que es dificil recordar como se obtienen cada uno de los valores
de la tabla. Esta dificultad se elimina escribiendo y aplicando las férmulas de este
proceso. Las ecuaciones que relacionan la cantidad de indios (I) y la cantidad de
vaqueros (V), serian:;

DI=-LV} 0 ! =/ Ly
g siguiente actual 3 actual
DV=-17 0 Vv =V =+
20 sigutente actual 20 actisn

Con ellas podemos calcular mas eficientemente estas cantidades. La tabla
siguiente muestra los resultados:

Tiempo (s): Vaqueros Indios
(minutos) activos activos
0 (inicio) 100 300

1 85 280
2 71 263
3 58 249
4 45* 237
5 34 228
6 22 221
7 11 217
8 0 215 °

' Pareceria como si algunos de estos resultados estuvieran incorrectos. Por ejemplo, este 45, se calcularia como:
33 - 0.05(249) = 45.55, el cual se redondea a 46. Sin embargo, hay que tomar en cuenta que el 249 que usamos en este
cafculo no es exacto y que en la computadora tiene una representacién decimal interna que se usa para hacer el cilculo.
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‘Los indios ganan! Este resultado tlustra otra de las razones para construir
un modelo. [ntuitivamente esperariamos que los vaqueros ganaran ya que su efec-
o

tividad es 4 veces mavor, con la cantidad de indios de s6lo 3 veces mayor. Un
modelo nos ayuda a obtener resultados mas confiables.

Un pequeiio estudio

En un estudio informal. se pidi¢ a veinte profesores de matematicas de secundaria”
que dieran una lista de situaciones reales cuya representacion grafica fuera: a) una
recta, b) una pardbola y ¢) una exponencial. A continuacion damos una descripcion
de las respuestas dadas.

Para las situaciones de tipo lineal, diez de ellos mencionaron relaciones de
movimiento como: “la velocidad de un movil y la distancia que recorre” o “el movi-
miento uniforme de un movil”. Siete citaron situaclones de compraventa como: “can-
tidad de articulos y el costo”. Otros cuatro dieron problemas de variacion directa v
algunas otras relaciones interesantes como: “dosis de un medicamento en relacion al
peso de la persona” o “el alargamiento de un resorte”. Un gran niimero de respuestas
no eran de cardcter lineal como: “crecimiento de una poblacion”, “velocidades, areas,
volimenes, etc.”, 0 no tenian mucho sentido, como por ejemplo: “una aceleracion’”.

Para situaciones de tipo parabolico, nueve de ellos no dieron ningin ejem-
plo. Siete de los que respondieron se refirieron al tiro parabolico: “lanzamiento de
proyectiles™ o “disparar una flecha con un arco”, atn cuando es claro que estaban
refiriéndose mas a la trayectoria del objeto que a la grafica misma. Los restantes
dieron respuestas diversas como: “cantidad de automoviles que circulan a lo largo de
un dia” o “Luis tiene una cantidad y Juan tiene el cuadrado de clla”. Se observa aqui
una gran dificultad de los profesores para dar ejemplos de este tipo.

Para las relaciones exponenciales, siete no contestaron. Ocho de las res-
puestas fueron del tipo: “crectmiento de una poblacion™ o “reproduccion de amibas’.
Otras respuestas fueron: “depreciacion de un articulo”, “Interés”, “Inflacion” y “par-
ticulas emitidas por un cuerpo radioactivo . Las demds, no tenian mucho sentido.

Se puede notar de lo anterior, la gran dificultad de los profesores para tan
solo mencionar situaclones reales que estén relacionadas con las matematicas. Seria
razonable esperar que veinte profesores dieran cada uno, dos o tres respuestas de
cada tipo, es decir, aproximadamente cincuenta respuestas en cada situacion. Este
obviamente no fue el caso, lo cual da una indicacion de la forma tan abstracta como
se presentan las matematicas en el aula en el nivel secundaria. Un enfoque de
modelacion matematica requeriria que los profesores estuvieran mas en contacto con
las aplicaciones de las matematicas que ensefian.

Conclusiones

Uno de los problemas de la enscnanza de las matematicas es la escasa vinculacion
con sus aplicaciones, convirtiéndolas en una mera manipulacion de simbolos sin sen-
tido. El enfoque de ensefanza basado en modelacion matematica no sélo comple-
menta las matemadticas con sus aplicaciones para darle significado, sino que son éstas
mismas las que generan los topicos relevantes, justificando asi su estudio.

" Estos profesores formaban un grupo que estaba tomando un curso de actualizacion en el Departamento de Matemarica
Educativa del CINVESTAV.
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En particular, actualmente las ecuaciones que se estudian en el aula son del
tipo explicito (relacionando las variables x e ). Sin embargo, estas no tienen la for-
ma apropiada para usarse en describir el comportamiento de fenémenos reales. Para
esto se necesitan de relaciones locales llamadas recursivas (definen el cambio Dy
para un cambio Dx fijo).

De lo expuesto aqui podemos concluir que los procesos recursivos forman
una parte importante de este acercamiento didactico y por lo cudl deberian ser intro-
ducidos en el salon de clase.

~ En este articulo se dieron las relaciones recursivas para los tres grupos mas
importantes de funciones: las lineales, las exponenciales y las cuadraticas. La discu-
s10n estuvo centrada en las representaciones simbolicas para poder presentar las ideas
de una manera general. Sin embargo, en el salon de clase, sobre todo a nivel elemen-
tal, se debe seguir un tratamiento numérico, acompanado del grafico para visualizar
mejor los restltados. Esto implica que se debe poner mucha mds atencion en el aula
alalectura e interpretacion de graficas que tengan un contexto real. Esto puede lograrse
de manera na:ural, utilizando hojas electrénicas de calculo para la construccion de
los modelos (para mayor informacidn al respecto, ver Rojano, et al; 1996).

La presentacion de estos temas debe tocar primero las relaciones lineales
que son las mas sencillas, luego las exponenciales y por Gltimo las parabdlicas por
tener ¢l tipo de relacion recursiva mds complicada. Cada una debe comenzar con la
construccion de tablas de acuerdo a su proceso recursivo y posteriormente apoyarse
en graficas para un mejor analisis de la situacion real. Se sugiere dejar al final la
representacion simbolica, la cual ya puede mezclar tanto ecuaciones del tipo recursivo
como del tipc explicito, comparando sus ventajas y desventajas.

Al pasar a la representacion simbolica, las descripciones de las relaciones
recursivas deben estar dadas en un primer momento con un lenguaje coloquial. Por
ejemplo, parc las lineales podemos decir que “los cambios de *1v” resultan iguales si
los cambios ce “x’ son iguales”. Sobre todo, se les debe dar significado ilustrandolas
con situaciones reales relevantes como: “por cada docena extra de naranjas que com-
pre, tendré que pagar cinco pesos mas .

Pero. para que el acercamiento anterior tenga €xito, necesitamos cambiar
nuestra concepcion de la matemadtica como algo “inutil, abstracto y exacto™.
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