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Resumen

En este trabajo se hard un breve resumen del andlisis histdrico y epistemoldgico de la funcion exponencial, la revision de
algunos libros de texto, y algunos obstaculos epistemologicos presentes en el proceso de ensefianza y aprendizaje de la funcion
exponencial.
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Abstract

In this work a brief summary of the historical and epistemological analysis of the exponential function, a review of some
textbooks and some epistemological obstacles present in the process of teaching and learning of the exponential function.

Key words: Exponent, function, exponential function, obstacle.

INTRODUCCION

Cuando los estudiantes aprenden un concepto deben manejarlo con destreza y agilidad en situaciones que lo
requieran, ya sea dentro o fuera del aula de clase; el concepto de funcidon exponencial presenta dificultades para
que los alumnos comprendan este concepto, es por eso que para lograr que el estudiante entienda este objeto de
ensefianza se debe analizar tanto la construccién que ha tenido este objeto a nivel histérico y la forma en como se
ensefia en las escuelas, estos aspectos son importantes para poder comprender por qué y para que surge este
conocimiento matematico.

ANALISIS EPISTEMOLOGICO

Para la investigacidn histdrica referente a la construccién matematica de la funcidon exponencial se toma como
referencia el trabajo hecho por Sierra (2002).

En donde sustenta que la funcidn exponencial aparece implicita por primera vez en los elementos de Euclides, en
donde se enuncia la igualdad a™*™ = a™a", para m y n naturales, luego para la edad Media Nicolds Oresme

(francés, s XVI) vuelve a hallar esta regla hablando de exponentes racionales y estableciendo otras identidades
i Li L . . . . .
como (ab} ‘» =a 'mh '™ Pero estas ideas no fueron entendidas sino hasta un siglo después cuando N, Choquet

las retoma.

Al parecer la nocién de exponente cero, y negativo surge en el marco del pensamiento algebraico de Nicolds
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Chuquet (siglo XV).

Este matematico en La tripalty en la Science des Nombres (documento fechado en 1484) construyo la nocién de
exponente cero y negativo. En este primer momento se nota que Choquet introduce el exponente cero para indicar
que se trata de una cantidad estricta (sin incédgnita); es decir no se interpreta como la potencia cero de una
cantidad continua, sino més bien como su ausencia, ejemplo 12% quiere decir doce, 12* (ndmero lineal) indica
12x, 12% (nUmero superficial cuadrado) significa 12x%. Se puede ver que Chuquet utiliza estas expresiones para la
economia de la escritura de las multiplicaciones, para esta época no se hablaba de x” = 1 ya que el exponente

cero se utilizaba para denotar la ausencia de la cantidad.

Dentro del pensamiento algebraico existieron exponentes fraccionarios para denotar la raiz cuadrada y la raiz
cubica. Esta investigacion no pudo determinar las razones que motivaron el uso de esas expresiones pero es de
suponer que la relacion entre las progresiones aritmética y geométrica tuvo un papel en ello. En todo caso se
refleja un intento de unificar las notaciones de las raices y los exponentes naturales.

Wallis (1665) en su Arithmetica Infinitorum, resolviendo el problema de las cuadraturas le permite darle un
significado al exponente cero ya que y = x” debe tener una razén caracteristica de 1, debe ser una linea

horizontal. Y ademas afirma que el indice apropiado de y = V=¥ debe ser p,/q, y ademas introduce los

. . . i .1 i
exponentes negativos, definiendo al indice de > como -1, el indice de 22 como -2, etc.

El paso a exponentes racionales fue debido a Stifel (siglo XVI), y el paso a exponentes reales fue realizado por
Napier (1614-1620) de manera intuitiva, quien es ademas quien introduce el nimero & de forma muy discreta; J,

Bernoulli (1683) examino el problema del interés compuesto y, durante su andlisis del interés compuesto
. 1" ) )
continuamente, trato de encontrar el lim,_. .. (1 + ;) . Uso el teorema del binomio para encontrar que estaba

entre 2 y 3. Hasta donde se sabe, la primera vez que el nimero & aparece explicitamente es en 1690; En ese afio,
Leibniz le escribié una carta a Huygens en la que usa la notacidn b para lo que nosotros conocemos por &. Por fin el
numero & tenia nombre (aunque no sea el actual) y era reconocido. Es tanta la notacion matematica actual que le
debemos a Euler que no sorprende descubrir que la notacidn & para este nimero se la debemos a él. La afirmacién
que se ha hecho algunas veces de que Euler uso la letra & porque era la primera letra de su nombre es ridicula. Es
probable que & ni siquiera venga de “exponencial” sino que sea simplemente la vocal que sigue de la “a”, la cual
Euler ya estaba usando en su trabajo. Sea cual fuera la razén, la notaciéon & aparece por primera vez en una carta
que le escribié Euler a Goldbach en 1731. Euler hizo varios descubrimientos respecto a & en los afios siguientes
pero no fue sino hasta 1748 con la publicacion de Introduction in Analysin infinitorum cuando Euler dio un
tratamiento completo a las ideas alrededor de &. Demostré que

1,1 1 . 13"
e—1+E+;+;+“', Y que E—AL_.E(1+;)

Euler dio una aproximacién de & con 18 decimales, & = 2,718281828459045235. Casi todo el mundo acepta que
Euler fue el primero en probar que & es irracional. Y sin duda fue Hermite quien probdé en 1873 que & no es un

numero algebraico.
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De acuerdo con las investigaciones de Sierra (2002). Dentro de la matematica erudita de fines de siglo XVII el
principal objeto de estudio era la curva Una curva en un sistema de referencia involucra las relaciones entre
distintas cantidades geométricas variables definidas con respecto a un punto variable sobre la curva. Tales
cantidades geométricas variables son por ejemplo: ordenada, abscisa, longitud de arco, radio, arco polar,
subtangente, normal, tangente, drea entre curva y eje, rectdngulo circunscrito, sélido de revolucion, etc. Las
relaciones entre esas cantidades geométricas variables eran expresadas, si esto era posible, por medio de
ecuaciones. Pero esto no siempre era posible; ya que justo antes del fin del siglo XVII no habia férmulas para
relaciones transcendentes, (que trascienden las expresiones algebraicas). De entre las curvas que no contaban con
féormula se encuentra la que hoy conocemos como la funcidn exponencial. En este sentido aparecen dos causas
para la ausencia de una formula para las curvas exponenciales: la ausencia del concepto de funciéon y una
matematica que requiera de dimensionalidad en sus interpretaciones. En la primera mitad del siglo XVIII el centro
de interés cambio de la curva y de las relaciones entre las cantidades geométricas a las expresiones algebraicas que
las relacionaban. Las expresiones analiticas que involucraban numeros y letras, mas que los objetos geométricos de
que se apoyaban, se convirtieron en el centro de atencion. Este cambio en el foco de interés hizo posible la
emergencia del concepto de funcion como férmula que involucraba una variable (y no la cantidad geométrica). En
donde el término variable era referido, por Euler por ejemplo, como:

“una cantidad indeterminada, o universal, que comprende en si misma a absolutamente todos los valores
determinados... en consecuencia, una cantidad variable comprende en si misma absolutamente a todos los
numeros, tanto positivos como negativos, tanto enteros como fraccionarios, tanto racionales como irracionales y
trascendentales. Ni siquiera el cero o los numeros imaginarios quedan excluidos del significado de cantidad
variable”

Y funcién como: “... La funcion de una cantidad variable es una expresion analitica compuesta de cualquier manera
a partir de esa cantidad variable y de numeros o cantidades constantes...”

Fue bajo estas circunstancias que se construyé la férmula de la funcién exponencial tal y como la conocemos en

nuestros dias. La férmula de la funcién exponencial ¥ = al®,

La funcién exponencial como solucion de una ecuacién funcional.

Una de las formas de definir la exponencial es la de construirla como solucidn de una Ecuacién Funcional.

Cauchy encontré que la funcidn exponencial era la Unica funcion que satisfacia dos propiedades muy importantes.
Cauchy pregunta en su Cour’s de Analyse:

“Determiner la fonction @(x) de maniere qu'elle reste continue entre deux limites reelles quel conques de la variable
x, et que I'on ait pour toutes les valeurs reelles des variables x et y:”

o (x+y)=@(x)o(y)

(Fragmento de Cauchy, citado por NAGEL, R. (2000).)

Y encontré que evidentemente quien satisfacia esta propiedad era la funcién exponencial. Se define también una
caracteristica de la funcion exponencial para la ecuacidn funcional “Sea f una funcién con dominio en los reales no
nula, continua en el punto cero que verifica que f{x +y) = f(x) f(¥) para todos los reales x y ¥. Entonces existe
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un real e tal que,”
F{x) = &%, Para todo real x.

De acuerdo con lo anterior deducimos que la funcidén exponencial nace como consecuencias de esta y otras
propiedades que cumple, lo que contradice lo presente en la ensefianza de los libros de texto en donde derivan
estas propiedades del concepto de funcidn exponencial.

La Exponencial como solucién de una ecuacion diferencial.

Una de las formas de definir la exponencial es la de construirla como solucidn de una ecuacidn diferencial.
De acuerdo a Debarre en su exponentielles et logarithmes M ethode d’euler quien sustenta en un teorema que:

“Existe una unica funcion derivable con dominio en los reales, que verifica que la funcion evaluada en cero es igual
a uno y que ademds satisface que f* = f.”

Y de este teorema se deriva otro aspecto importante: “Sea @ un numero real y g una funcion con dominio en los
reales derivable que satisface que: &g = g donde dg determina la derivada de la funcién g.” De aqui se determina
que gl0} =a.

ANALISIS DIDACTICO

Este da cuenta del estado de la ensefianza, los ambientes de aprendizaje, el reconocimiento de las dificultades,
errores y obstdculos en la aprension de los objetos y su significado.

Revision Libros de Texto

Para la revision de los libros de texto se toma al azar un libro de cada época comprendida entre los afios 70 y el afio
2000, correspondiente al grado 9 de la basica secundaria. Aclaramos que en todos los textos seleccionados la
presentacion de la funcion exponencial rompe toda relacidn con la componente histérica de este conocimiento
matematico.

Matematica Moderna Estructurada (1976)

En este texto parten de la potenciacidn, para introducir el concepto de funcidén exponencial. La estructura
fenomenoldgica esta contextualizada a problemas de la vida real, utilizando también el problema del interés

compuesto como ayuda didactica.

DEFINICION EJEMPLOS

REPRESENTACION - CARACTERISTICAS
GRAFICA g DERIVADAS DE LA
REPRESENTACION GRAFICA

Serie Matematica Progresiva (1984)

Suponen las propiedades que tiene la funcidn exponencial como ciertas ya que no las demuestran sustentando que
no estan al alcance del curso. Pero no son introducidas sino hasta después que introducen el concepto de funcion
logaritmica, y son utilizadas para demostrar las propiedades de logaritmo. Lo que no concuerda con el estudio

EJEMPLOS > REPRESENTACION 26

GRAFICA

A\ 4

DEFINICION
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epistemolégico ya que la funcidn exponencial surge como consecuencia de las propiedades que satisface y no al
contrario. Los ejemplos son totalmente descontextualizados, basados en operaciones aritméticas. El esquema
metodoldgico para la ensefianza es el siguiente:

Matematica 9 (1992)

Se contextualiza la funcidn exponencial con el problema del interés compuesto, es utilizado como un auxiliar
didactico, para definir la funcién exponencial, el texto no presenta una definicién formal de la funcién exponencial,
para los ejemplos recurren solamente a los sistemas de representacion grafica. El esquema para la ensefianza es el
siguiente:

Algebra Y Geometria Il (2004).

Los ejemplos estan basados en operaciones aritméticas, y no son colocados en un contexto real. Nombran las
posibles situaciones en donde sea necesario aplicar la funcién exponencial, mas no citan ejemplos de como
aplicarla a las situaciones nombradas. No se habla de las propiedades que cumplen estas funciones, se suponen ya
conocidas. El esquema metodoldgico para la ensefianza es el siguiente:

CARACTERISTICAS

DEFINICION L_y| EJEMPLOS , REPRESENTACION L, "0 o
GRAFICA

EXPONENCIAL

Una Mirada a los Lineamientos Curriculares de Matematicas.
En los lineamientos curriculares tienen por objeto y cito Tal cual:

“Desarrollar en los estudiantes una sélida comprension de los conceptos, procesos y estrategias basicas de la
matematica e, igualmente, la capacidad de utilizar todo ello en la solucion de problemas”.

“Desarrollar en los estudiantes la habilidad para reconocer la presencia de las matemadticas en diversas situaciones
de la vida real.”

Lo correspondiente al estudio de la funcidon exponencial se encuentra enmarcado en forma implicita en lo que se

III

denomina “pensamiento variacional” sistemas algebraicos y analiticos.

Los estudiantes de grado noveno deben aprender a reconocer una funcidn exponencial, construir su grafica en el
Plano cartesiano, y debe describir sus caracteristicas e identificar sus componentes principales. Los estudiantes
deben tener cocimientos previos: funcion, reales, plano cartesiano, representaciones graficas que aprenderdn
progresivamente en el transcurso de su ciclo académico.

Obstaculos en el Proceso de Ensefianza Aprendizaje de la Funcion Exponencial.

Al intentar que el alumno construya su significado del conocimiento colocdndolo en situaciones donde tengan que
luchar con sus concepciones anteriores y produzcan uno propio que le permita resolver problemas del comun,
obviamente la construccion de este conocimiento no estda privado de errores, en donde juegan un papel
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importante no solo las situaciones disefiadas en torno al conocimiento, sino también las concepciones de los
alumnos, sus nociones previas.

De acuerdo a la investigacion de Socas (1997) y Ferrari (2001) encontramos algunos obstaculos epistemoldgicos
ligados a la ensefianza de la funcién exponencial.

Cuando se parte de la ensefianza de estructuras multiplicativas desde las aditivas y el uso de las primeras para
introducir la potenciacidn, se convierte en un obstaculo para la apropiacion y entendimiento de las funciones
exponenciales por parte de los alumnos. Por ejemplo, luego que los alumnos dominan la adicidn, se les ensena la
multiplicacién, presentandola como una suma reiterada, es decir: 3+3+3+3+3 = “cinco veces el tres” = 5x3 a su vez,
se los introduce al concepto de “potenciacion”, como una multiplicacion repetida, por ejemplo:

3x3x3x3x3= “cinco veces el tres” = 3%

Se ve que, ante esta definicion de la  potenciacién desde estructuras  multiplicativas,
3% significa multiplicar la base por si misma tantas veces como indique el exponente. Esta explicacién tiene sentido
para los alumnos en tanto se trate de exponentes enteros y positivos, pues se puede traducir como cinco veces el
tres. Pero, qué significado podrian conferirle a 31-":3 o 3“5, ¢Cbémo calcular “media vez el tres” o “raiz de dos veces
tres”? Incluso, iqué sentido darle al calculo de 2 o 2*? ¢Qué significa multiplicar cero veces el dos o una vez el
dos? Respuestas persistentes y que se encuentran con facilidad giran en torno al 0 o al 2.Claramente una notacion
que les era familiar y util, con el que tenian éxito, deja de funcionarles al extender el dominio de validez de los
exponentes. Otro tanto sucede con los exponentes negativos cuando tienen 27%, que lo dotan de otro significado

por ejemplo:

272 =(-2)(-2)(-2) = (-8)
CONCLUSIONES

El hecho de suponer las propiedades que satisface la funcion exponencial (como la ecuacion funcional), como una
consecuencia del concepto estad en contradiccidon con el andlisis epistemoldgico de la funcidén exponencial, ya que
este concepto de funcidn exponencial surge como consecuencia de estas propiedades y no al contrario.

Los alumnos presentan obstaculos de caracter didactico que los llevan a cometer errores y es un papel del profesor
plantear situaciones problemas en donde el uso de los exponentes no naturales tengan significado y sentido.

Los estdndares curriculares del ministerio de educacion nacional desean desarrollar en los estudiantes una sdlida
comprension de los conceptos, procesos y estrategias basicas de la matemadtica e, igualmente, la capacidad de
utilizar todo ello en la soluciéon de problemas, ademas el estudiante debe identificar fendmenos en la fisica, la
ingenieria, la economia u otras ciencias que pueden modelarse mediante funciones y ecuaciones exponenciales, y
al ver algunos libros de texto nos damos cuenta que los ejemplos no estan contextualizados a estas situaciones
problema.

De acuerdo al anadlisis hecho anteriormente, podemos ver que la ensefianza de la funcién exponencial puede ser
problematica, ya que los estudiantes tienen dificultad para comprender el concepto de este conocimiento
matemadtico, lo cual no les permite desenvolverse bien en la resolucion de situaciones en donde sea necesario
aplicar estas funciones. Debido a esto surge el interés de disefiar una unidad didactica que permita que los

128

Uptc Facultad Seccional Duitama-Boyaca
2011



[MEMORIAS ENCUENTRO NACIONAL DE EDUCACION MATEMATICA Y ESTADI'STICA] 8y 9 de Septiembre

estudiantes construyan su propio conocimiento, y que esto les facilite identificar y resolver problemas en la fisica,
economia, u otras areas; para esto deseo plantear situaciones a los estudiantes, en donde puedan identificar
fendmenos, por ejemplo de crecimiento o decrecimiento de acuerdo a representaciones graficas de diferentes
funciones, ademas deseo disefiar problemas relacionados a situaciones reales que permita que el alumno vaya
construyendo su propio conocimiento y que pueda superar los obstaculos que lo llevan a cometer errores, en
donde el papel del profesor es el de servir de guia del estudiante, lograndolo llevar a construir el conocimiento, sin
darle la respuesta, o las soluciones del problema, también es importante aclararle al alumno la importancia de
estas funciones, por qué surgieron y para qué son utiles.
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