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Resumen

Algunos trabajos investigativos constatan el fracaso respecto a la capacidad
del estudiante para formular una demostracion (Balacheff, 1988), esto se
debe a que conciben la matematica como la memorizacion de algoritmos,
limitandose a copiar los procesos que plantea el docente en sus clases, como
sefiala Gascon (2001) y Balacheff (1988) quien formula; ;Qué nivel de
comprension alcanzan los estudiantes en una demostracion, si ésta se basa
exclusivamente en la imitacion?

Ante esta problemadtica se plantea una propuesta, que pretende que tres
estudiantes para profesor de matematicas, se involucren con un problema
que exija la demostracion geométrica y asi reconocer la importancia de
caracterizar y analizar la tarea argumentativa que emerge en ellos. Por ello se
exploran las fases de resolucion de problemas, entendiendo la metacognicion
como una estrategia de autocontrol y autoconocimiento, que lleva consigo
procesos de planificacion, supervision y valoracion, para una comprension y
reflexion de los mismos.

Palabras clave: Metacognicion, demostracion, geometria, resolucion de
problemas.
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1. Introduccion

El proyecto de Licenciatura en Educacion Bésica con Enfasis en
Matemadticas y su eje de didactica y resolucion de problemas, aborda la
demostracion desde lo aritmético, algebraico y geométrico, constituyendo la
importancia de la demostracion en la formacién de docentes en matematicas.
Como dice Harel (1998) (Citado por Gutiérrez, 2013, p. 197), la
demostracion se concibe como una prueba formal y dominante, por la serie
de enunciados organizados y validados desde un conjunto de reglas que le
dan la esencia de veracidad, se caracteriza por su forma estructurada de gran
rigor y formalidad, “Esta se convierte en tal, después del acto social de
aceptar que lo es”.

Para analizar los procesos de demostracion y encarar dicha situacion
problema tomamos como referente metodologico Gutiérrez (2001), que
muestra una serie de categorias en relacion a dos tipos de demostracion,
pragmaticas y concretas, Manson, Burton & Stacey (1992), estudian los
métodos para resolver problemas en matemadticas, y Polya (1989) habla del
quehacer matematico del estudiante dentro de un ambiente de resolucion de
problemas.

En su trabajo Gutiérrez (2001), afirma que no por el hecho de que la
demostracion sea en si misma un contenido de ensefianza, €sta puede dejar
de ser tratada como un tema especifico y esencial dentro de la ensefianza de
las matematicas. La propuesta de Manson, Burton & Stacey (1992), plantea
un valioso método para resolver problemas en matematicas, considerando el
estudio de las caracteristicas de los procesos cognitivos que involucra toda
actividad matematica: particularizacion y generalizacion.

Y finalmente Polya (1989) que se ubica en el quehacer matematico del
estudiante; basandose en métodos heuristicos donde a partir de la actitud
investigadora del estudiante se conlleve al descubrimiento por medios
propios, esto a partir de unos procesos planteados por el autor, comprender el
enunciado, confeccionar un plan, ejecutar un plan y examinar la solucion,
que seran necesarios para el proceso de resolucion de la situacion problema.

Desde estos referentes, la propuesta tiene como objetivo primordial,
caracterizar, evidenciar y reflexionar sobre la actividad argumentativa que
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emerge en la practica de resolucion de problemas especificamente al
demostrar geométricamente en tres estudiantes para profesor.

Este trabajo autoreflexivo sera significativo en dos sentidos, uno personal y
otro a nivel profesional. La busqueda por comprender desde nosotros
mismos cOmo la cognicion se comporta dentro de las estrategias y rutas de
resolucion en el campo de la demostracion, estudiando la manera en que
evoluciona y los posibles problemas que se encuentran, esto nos dard la
oportunidad de consolidar herramientas y experiencias, a partir de la
pregunta: ;Qué procesos cognitivos emergen en la practica de resolucion de
problemas en estudiantes para profesor, especificamente al demostrar
geométricamente y codmo realizar un proceso de reflexion y comprension de
los mismos?

2. Marco de referencia

Al plantear una propuesta de resolucion de problemas con un grupo de
estudiantes para profesor que trabajen en demostracion, se caracterizan los
procesos que emergen en cada individuo al momento de demostrar.
Igualmente esto ayuda a la hora de evidenciar el trabajo demostrativo de
futuros estudiantes, valorando no solo el producto de la demostracion, sino
todos aquellos procesos que se generan tras abarcar distintas estrategias,
formulaciones y usar varios argumentos. El presente proyecto se desarrolla a
partir de referentes teoricos, que centran la atencién en la resolucion de
problemas a la hora de demostrar; para hablar de demostracion en
matematicas, es necesario aclarar el concepto, ya que se confunde con otros
como prueba o explicacion.

Una prueba se da cuando una explicacion es reconocida y aceptada por un
grupo o comunidad. Es decir la proposicion de un sujeto llega a ser prueba
cuando ha sido analizada, examinada y aceptada por una sociedad que le da
tal estatus. Sin embargo, asi como una prueba puede ser aceptada por una
comunidad, también puede ser rechazada por otra, los cuales la concebiran
como explicacion o proposicion.

Las pruebas se pueden clasificar en pragmaticas o intelectuales, las primeras
apuntan a la accion o a la manifestacion de los juicios o presunciones, las
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segundas son las que separandose de la accion, se apoyan en formulaciones
de las propiedades y relaciones.

Ahora bien, Boero (2007) indica que la demostracion se fundamenta sobre
un conjunto de definiciones, teoremas y reglas de deduccion, cuya validez es
aceptada socialmente.

Sobre la metacognicion y su importancia en la resolucion de problemas,
Santos (2007), identifica tres categorias, que garantizan dicho proceso; el
contenido matematico construido del propio proceso de aprendizaje, la
operatividad y el seguimiento de estrategias utilizadas en la resolucion de
problemas y la determinacion de que tan acertado es tener en cuenta un
conjetura o hipodtesis que sustente y valore el contenido matematico
trabajado.

Dicha propuesta se enmarca en Gutiérrez (2001), quien propone una nueva
clasificacion que complementa las teorias de los autores Balacheff (1988), su
clasificacion se enfoca en el andlisis de los vacios conceptuales que generan
los estudiantes al interpretar la geometria. Esta clasificacion enmarca a los
estudiantes en etapas que se basan en los andlisis e interpretaciones
pertinentes. Sus dos grandes grupos, demostraciones empiricas en las que el
elemento de verificacion son los ejemplos y las demostraciones deductivas,
que se basa en el andlisis y razonamiento de propiedades logicas de
abstraccion formal. (Véase la figura 1).

Empirismo naif o ingenuo: los estudiantes
seleccionan ejemplos especificos,

Experimento mental: aunque la
demostracion puede llegar a ser

reconociendo propiedades a través de la
manipulacion o la wisualizacion (métodos
perceptivos)

"Experimento crucial: aunque los estudantes
saben que es pnmordial la generalizacion en la
demostracion, lo hacen con el ejemplo menos
especifico, estableciendo cuatro estructuras, la
ejemplificacién, cuando la demostracién es
mostrar un experimento crucial, el constructivo,
cuando d como obtuvo el ejemplo, el
analitico, cuando la demostracion se basa en
propiedades matematicas y el intelectual,
cuando la demostracion se separa de lo
empirico y se basa en propiedades
matematicas y relaciones deductivas

deductiva y abstracta, todavia se
reconoce la ayuda del ejemplo, por tal
razéon se enmarcan dos tipos de
expenmentos, los transformativos,
cuando la demostracion se basa en la
modificacion de un enunciado y los
axjomaticos, cuando la demostracion
es logica y se sustenta a través de
teoremas, definiciones y postulados,
que garantizan y verifican su proceso

"Ejemplo genérico: buscan evidenciar las
transformaciones y propiedades abstractas, a
través de la légica matemdtica, pero todavia
por medio de un ejemplo, teniendo en cuenta la
etapa de generalizacion

Demostracion formal: Sus
demostraciones muestran una sene
de pasos logicos formales y sin
recurrnr a ejemplos.

Figura 1. Categorizacion de los procesos de prueba y demostracion Gutiérrez (2001).
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Esta sera la clasificacion que caracterice el trabajo, porque expone las etapas
desde la misma demostracion geométrica y los procesos que
desencadenan. Para la caracterizacion de los razonamientos y acciones de los
estudiantes, se considerar a Manson, Burton & Stacey (1992), quienes
aluden a la resolucién de problemas en matematicas desde el estudio de
procesos cognitivos “particularizacion y generalizacion” y con la propuesta
de Polya (1989) basandose en métodos heuristicos donde a partir de la
actitud investigadora del estudiante se conlleve al descubrimiento por

R
Con >

medios propios. (Véase la figura 2).

POLYA

Mason Burton Stacey

1- ¢Entendemos el
problema?

2- ;Podemos replantear
el problema en nuestras
propias palabras?
3- ¢Distinguimos cuéles
son los datos?
4- ;Sabemos a qué

queremos llegar?
5.~ ¢cHay suficente
informacion?

6- ¢Hay informacion
extraria?

7- ¢Es este problema
simifar a algun otro que
hemos resuelto antes?

Prepara el tereno para
un postericr ataque eficaz
y se debe dedicxr el
tempo conveniente, es
decir jleer atentamente el
problema!

El trabajo en esta fase se
estructura hacia tres
preguntas: (Qué es lo
que s€?, ;Qué es lo que
quiero? y ¢Qué puedo
usar?

1- Ensayo y Emor
(Conjeturar y probar la
conjetura).

2- Buscar un Patoén
4.- Resolver un problema
similar  mas  simple.
6.- Hacer una figura.
7.- Hacer un diagrama
8-  Usar propiedades
9.- Resolver un problema
equivalente.

12- Trabajar hacia atras.
13. Ussr casos.
14- Usar un modelo.
17- Usar andisis
dimensional.
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1.- implementar la o

las estrategias que
dedyjimos o
escogimos.

2.- Tomar el tiempo
razonable y que sea
necesarno para
resover el problema.
3.- solicitar
sugerencias

3.- Si es necesario hay
que vofver a empezar.

Esta fase inicia cuando el problema ya se ha
instalado en la mente, cuando la persona se ha
apropiado de él y termina cuando se abandona o

resuelve.

En esta fase se pueden poner en juego diversos
planes y ensayar diferentes enfoques.

1.- ¢Es la solucion

correcta? ¢cla
respuesta

satisface o
establecido en el

problema?
2- ¢Hay
solucion
sencilla?
3.- ¢Podemos ver
como  extender
nuestra solucién a
un caso general?

una
mas

Cuando se tiene
una solucién o se
abandona el
problema se
revisa el trabajo
hecho. Esto
requiere
comprobar o que
se hizo y
reflexionar sobre
los procesos a la
par

Figura 2. Fases y etapas de resolucidn de problemas Polya (1989) y Mason, Burton & Stacey (1992)

3. Aspectos metodoldgicos

El presente trabajo se desarrolla como una investigacion de carécter
cualitativo, en tanto se encarga de indagar y describir textualmente lo
sucedido en los momentos de resolucion de problemas de caracter
geométrico, enfatizando en los procesos de argumentacion y demostracion.
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Es un estudio de caso, desde la adaptacion, aplicacion y evaluacion de
situaciones al demostrar geométricamente por estudiantes para profesor y
seguira las siguientes fases:

¢ Planteamiento y asignacion del problema: A cargo del profesor
e Resolucion del problema: A cargo de los estudiantes para profesor

e M¢étodo de resolucion del problema: A partir de las fases de
resolucion de problemas descritas por Mason-Burton-Stacey (1992)

e Exploracion de fases de resolucion de problemas: Desde las
categorias de demostracion en geometria de Gutiérrez (2001)

4. Desarrollo de la propuesta

El problema asignado:

“Sobre los lados de un cuadrado se construyen cuatro triangulos
rectdngulos iguales, de tal forma que cada lado del cuadrado es la
hipotenusa de cada triangulo”

La situacion problema permite desarrollar de manera auténoma procesos de
exploracion tales como la formulacién de hipotesis, validacion grupal y
segun sea el caso su reformulacion; haciendo de la situacion una forma en el
que se dinamicen los conceptos inmersos en ella y se relacionen las
conceptualizaciones particulares con las formas universales socialmente
construidas.

En las conversaciones de los resolutores se menciona explicitamente la
importancia que tiene el planteamiento de preguntas, evidenciando que a
partir de sus preguntas y exploraciones logran abordar el problema desde las
representaciones graficas con miras a esclarecer los conceptos inmersos en la
situacion y plantearse su problema de demostracion. (Véase la figura 3).
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Figura 3. Trabajo de resolutores.

En esta parte del momento de exploracion, surge en los estudiantes la
necesidad de un esquema que dé mayor informacién de la situacion, por lo
que proponen el cambio de representacion, de lo dicho en la situacion, a una
construccion. En esta parte de interaccion grupal se evidencia la necesidad
por cambiar de representacion, un dibujo o esquema que les permita
evidenciar lo que la situacion propone.

Ahora bien, haciendo el contraste de las evidencias con las categorias de
analisis propuestas en el marco de la demostracion geométrica, podemos
afirmar que los EPP (Estudiantes para profesor) se encuentran en la primera
fase de ataque-empirismo ingenuo dado que se hace necesaria una
representacion visual que pueda ser construida, para poder obtener
informacion de la situacion. Aqui los EPP dependen totalmente del dibujo
pues es a partir de éste que logran hacer sus hipodtesis y aserciones. (Véase la
figura 4).

[

Figura 4. Evidencia cuadernos resolutores.
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Es importante decir que en este caso la representacion grafica puede o no ser
favorable en un trabajo resolutor, en el sentido de limitarse solamente a
hablar de aspectos fisicos o perceptivos de las representaciones graficas,
haciendo dificil el razonamiento y andlisis de sus propiedades. Tal como lo
afirma Gutiérrez (2013):

“Es interesante analizar como las representaciones graficas de objetos y
conceptos geométricos producen muchas veces dificultades durante la
resolucion de problemas y en la demostracion en Geometria”

Sin embargo, se evidencia que los EPP evocan la construccion de la
situacion para tener una vision mas determinada del problema. En este
sentido la representacion grafica fue de ayuda porque permitid evidenciar
ciertos atributos de la construccion asi como hacerse una idea de los posibles
caminos que podrian establecer. De igual manera en lo que corresponde a la
demostracion y sobre todo en la geometria siempre se ha utilizado el dibujo
(construccion) como caracter significante de lo que es la geometria,
obteniendo propiedades y caracteristicas a través de su visualizacion.
Entonces los EPP realizan la construccion con el objetivo de ser ayudas
visuales para establecer hipdtesis, conjeturas o deducciones logicas de una
demostracion. Chevallard (1982) (Citado por Balacheff, 1988, p.4)

Es aqui donde podemos afirmar que en la misma etapa de exploracion del
problema, los EPP se encontraban en dos fases simultaneas, la de ataque-
empirismo ingenuo y abordaje- empirismo ingenuo, donde no solo hacen la
reconstruccion figural de la situacion sino se basan en ella para construir sus
primeras interrogaciones, el dibujo sirve como ayuda a enfocar el trabajo
resolutor, cuando efectiian una afirmacion intentan justificarla ya no desde el
mismo dibujo, sino evocando mds construcciones, ampliando asi la gama de
ejemplos que logran representar desde la percepcion de los estudiantes la
misma situacion. De esta manera se remiten a la construccion rigurosa de
varias representaciones graficas que incorporen el problema en su
generalidad, es decir que intentan llegar a un esquema que les permita decir
finalmente que representa la situacidon con todas sus propiedades.

El trabajo resolutor de los EPP empieza a formalizarse cuando establecen
relaciones entre las construcciones que realizan y lo que propone el
problema, es aqui donde se generan discusiones frente a la manera de
abordarlo y se construyen conjeturas que se empiezan a demostrar. En este

Universidad Distrital Francisco José de Caldas

- 149 .



R
Encuentro Distrital de >

Educacion Matematica 2 Primer Encuentro. Practicas y propuestas innovadoras en

el aula de m aticas: realidades y desafios. MEMORIAS Comunicaciones breves

proceso de interaccion y de discusion de representaciones surge la
importancia de recordar las experiencias de los EPP frente a problemas
trabajados anteriormente que fuesen muy similares a este, hacen una
retrospeccion de su trabajo como estudiantes para determinar la manera en
que deben proceder para realizar una construccién exacta que represente la
situacion planteada y su respectiva demostracion. A continuacion se presenta
una de las conjeturas obtenidas por el grupo y su respectiva demostracion.

Conjetura 1

“Si los cuatro triangulos estan en el mismo sentido, dos de ellos opuestos y
dentro del cuadrado, al unir los vértices entonces se obtendrd un
paralelogramo™

Afirmacion Razén
Hallar el centro E del cuadrilatero FGHI trazando las diagonales FH
y Gl
Unir los vértices que no estan sobre el cuadrado de los tridngulos
rectangulos iguales.
Unir cada uno de los vértices de los triangulos al centro E del
cuadrilatero

Construccién

Construccién NC1

Construccién NC1

Digo que los tridngulos BCE y AED son iguales GC=Al Criterio de semejanza de
DI=GB triangulos lado-angulo-
4FGC = 4HIA lado

Si quitamos cosas iguales

4BGC = 4DIA ;
a cosas iguales los
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restantes seran iguales

Por tal razén los triangulos AID y GBC seran iguales al igual que los
lados ADy BC

Criterio LAL

Unamos FEy EH

Construcciéon NC 1

FE=EH

Porque E es la mitad de
la diagonal FH del
cuadrado

AF=HC

Por ser lados de
tridangulos iguales

4AFG = AIHC si quitamos los angulos iguales AGFHy4IHE
respectivamente, entonces 4AFE = 4CHE

Si quitamos cosas iguales
a cosas iguales los
restantes serdn iguales

Por lo tanto los tridangulos EHC y AFE seran iguales al igual que sus
lados AE=EC

Criterio LAL

Consideremos ahora los triangulos FEB y HED, donde FB=DH

Lados de tridngulos
iguales

FE=EH

Diagonal del cuadrado

4GFB = 4DHI (1)

Angulos de tridngulos
iguales

4IFH = AGHF (2)
Quitemos a los dngulos iguales
ACF=2GHT (1) y (2) respectivamente, entonces
AFEFB = AEHD
Por lo tanto los tridngulos EFB y EHD son iguales al igual que sus
lados EB y DE

Criterio LAL

Digo que los tridngulos AEB y DEC son iguales porque
DH=FB
AF=HC
4CHI = 34AFG (1)
4IHD = 4GFB (2)
Quitando (2) de (1) resulta
4CHD = 4AFB
Por lo tanto AB=DC y AE=EC
Entonces los tridngulos AEB y DEC son iguales

Criterio LAL

Sumemos las areas de los triangulos iguales
DEC+BEC=DAE+AEB
Pero ABCD es un cuadrildtero al que la diagonal DB lo divide en dos
partes iguales lo que pasa Unicamente con los paralelogramos.

Si a cosas iguales le
sumamos cosas iguales
los resultados serdn

E es centro del cuadrado FGHI pero también vértice de los iguales
triangulos anteriores por lo tanto E debe estar en el segmento BD
Q.E.D Q.E.D

Finalmente mediante una organizacién de pasos logicos, cada uno de ellos
justificado de manera detallada, los EPP logran construir una demostracion
valida por lo menos para el grupo, pues consideran que en ella se evidencia
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formalidad, justificaciéon de cada paso y un orden légico. Como vemos
unicamente se hace necesaria la construccion representativa de la
demostracion ya no como soporte indispensable, sino como ayuda para
construir la demostracion, no hace falta de recursos ajenos a la misma
demostracion ni de explicaciones detalladas para justificar alguno de los
pasos. Por lo tanto al finalizar esta etapa, los estudiantes se encuentran en la
fase de ataque-demostracion formal; ya que realizan deducciones e
implicaciones logicas y ordenadas, basadas en teorias formales, aunque
aludiendo al ejemplo genérico, como ayuda para su comprension.

5. Conclusiones

El grupo resolutor a manera general siguid6 un esquema ordenado y
progresivo por las fases de analisis que se sintetizan en los siguientes items:

e El grupo resolutor inicia con afirmaciones desligadas y poco
convincentes apoyadas Unicamente de esquemas y dibujos que de la
situacion problema podian obtener.

e En una etapa posterior logran dividir los casos especificos en
subgrupos de ejemplos del problema con caracteristicas comunes, por
lo que generalizan una hipoétesis para cada subgrupo, sin embargo ain
no encuentran una generalidad para todos los casos, que fue la
colinealidad. Asi logran manipular un ejemplo que si bien es
particular, actiia como representantes de su clase.

e Se hace el paso de representaciones pictoricas con lapiz y papel, al
uso de tecnologias como Geogebra, que aseguraban una mayor
precision y certeza de la construcciones tenidas en cuenta; ello
permitid que las conjeturas que obtenian de los casos tuvieran mayor
aceptacion y validez en el grupo.

e Al no encontrar una generalidad que agrupase todos los casos, se
decide demostrar las conjeturas que agrupaban los casos especificos,
probando de manera abstracta y deductiva cada conjetura pero a partir
de manipulaciones con ejemplos genéricos.
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e Finalmente se construye una cadena de implicaciones logicas basadas
en propiedades, axiomas o definiciones para cada conjetura aceptadas
por el grupo, donde el ejemplo genérico y el dibujo ya no es la
esencia de la demostracion sino una simple ayuda para proveer las
transformaciones mas convenientes y organizar las cadenas de
implicaciones, sin embargo aun con la necesidad de tenerlo en cuenta.

A manera general esta fue la ruta de demostracion seguida por el grupo, se
enfatiza en el por qué no se logré6 una demostracion formal en la fase de
revision, aunque se pretendia que la demostracion fuera una cadena de
deducciones logicas sin soporte de ejemplos de ninguna clase y donde el
dibujo o representacion del problema no fuera esencial para construirla.
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