ARTICULOS

Intuicion Primera versus Pensamiento
Analitico: Dificultades en el Paso
de una Representacion Grafica
a un Contexto Real y Viceversa

Resumen
Diferentes investigaciones sobre el concepto de funci6on han demostra-
do la importancia del estudio especifico acerca de las dificultades que
tienen los estudiantes al pasar de una representacion de concepto a
otra. El trabajo esta relacionado con la deteccion de errores al pasar
de un tipo de representacion (grafica de una funcion) a otra (disefio de
un recipiente) y viceversa. El estudio se dirigio al analisis de respuestas
dadas por profesores de matematicas; se encontraron errores al no
contextualizar (analiticamente) la variable independiente que aparece
en una grafica, y al no hacer una traduccion) —preservando el signifi-
cado—, al pasar al contexto real, y viceversa. La visualizacion perma-
necio6 a un nivel intuitivo primario, en donde la ausencia de procesos
analiticos, no permitio a los profesores de matematicas (nivel medio
superior en México) pasar a otro nivel de abstraccion que les propor-
cionara elementos de comparacion con sus procesos intuitivos.

DESARROLLO DEL ESTUDIO

Visualizacion e imagenes mentales

“En la visualizacion matematica, precisamente en lo que estamos in-
teresados es en la aptitud de los estudiantes para elaborar diagramas
apropiados (con lapiz y papel, o en algunos casos con microcompu-

En el presente estudio utilizaremos la expresion Visualizacion matemdtica como
preludio de la abstraccion de conceptos. Como lo sefiala Simmermann y Cun-
ningham (1991):
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tadora) para representar un concepto matematico o un problema del
uso del diagrama para alcanzar la comprensién y como ayuda en la re-

solucién de problemas”.

Desde este punto de vista, no sélo se espera que el individuo pueda crear una
imagen mental de un concepto si no que ademas procese interiormente (segiin
transformaciones mentales) los conceptos matematicos adquiridos, y pueda exte-
riorizar esa imagen mental del concepto de manera que sea observable, ya sea de
manera verbal, sobre papel, pantalla, etc. La articulacion de una representacion a
otra tiene que ver con el proceso de asociar mentalmente —preservando el
significado— las diferentes representaciones de un concepto. Es decir, esperamos
que un individuo pueda exteriorizar las diferentes representaciones mentales que
tiene de un determinado concepto, a través de diagramas, simbolos, frases; en su-
ma, en representaciones externas relativas al concepto en cuestion.

Consideramos que un conocimiento asociado a un concepto es estable en un
individuo, si éste puede articular las diferentes representaciones del concepto sin

contradicciones.

En consecuencia, nuestros disefios de estrategias de aprendizaje deben prestar
especial atencion al tipo de representacion (Fig. 1) que se utilice para designar un
objeto matematico (para mayor conocimiento en malentendidos por malas repre-

sentaciones, véase Adda, 1987).
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Figura 1

Diferentes investigaciones se han realizado en relacion con algunas represen-
taciones. Por ejemplo, Vinner y Dreyfus (1989) reportan que los alumnos entre-
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vistados en su experimentacion, no vinculan la ‘‘definicion del concepto’’ (fija-
cion de la nocion, que la persona, tiene en la mente) con su ‘‘imagen conceptual’
(nociones mentales de cualquier estilo que surgen al evocar el concepto). Por
ejemplo, sefialan que los alumnos no pueden reconocer como representacion gra-
fica de una funcion lo mostrado en la Figura 2 (izquierda). Estos alumnos argu-
mentan que la grafica muestra un ‘‘cambio en su regularidad’’ al pasar de curva a
recta. Ello indica que ese tipo de linea no encaja con la imagen conceptual que
tienen sobre las graficas de funciones, y no vinculan la definicion del concepto
para verificar si efectivamente es la grafica de una funcion o no. Este fenomeno
se puede también encontrar en el trabajo de Markovitz et al. (1986), quienes sefia-
lan que un alto porcentaje de alumnos no considera la grafica de la Figura 2 (de-
recha) como representacion de una funcion. Es decir, en el primer caso los estu-
diantes no han incorporado a su imagen conceptual, representaciones graficas de
funciones definidas por varias expresiones algebraicas, y en el segundo, funciones
definidas en conjuntos discretos.

% /\: RN

Figura 2
2. Sistemas de representacion

2. Estudios acerca de los problemas del paso de una representacion a otra de un
concepto matematico, ha llevado a la idea de considerar a las representaciones de
un mismo tipo, junto con las operaciones que se puedan realizar segiin reglas pre-
establecidas, como un sistema (Kaput, 1987). Por ejemplo, lo mostrado en la Fi-

gura 3.
Sistema algebraico ‘Sistema grafico
Representaciones algebraicas Representaciones graficas

flx) =x+2, x€eR

‘ 3

e

flx) +g(x) =5, x€eR

G,.,

(x) =-x+3, xeR

Figura 3. Representaciones en los sistemas algebraico y grafico.
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En este contexto de los sistemas de representacion se menciona el trabajo de
Duval (1988), quien sefiala la importancia de realizar estudios acerca de las difi-
cultades de articulacion entre diversos sistemas de representacion. En su estudio,
afirma que es mas dificil pasar del sistema grafico al algebraico, que a la inversa.
Ruthven (1990) coincide en su estudio con esta afirmacion.

En nuestro caso, consideramos la importancia de investigaciones que nos per-
mitan aclarar los procesos de articulacion entre diferentes representaciones del
concepto de funcion. El estudio que reportamos en esta ocasion, forma parte de
uno mayor en donde se consideran diferentes representaciones de dicho concepto.

3. Experimentacion

En la presente investigacion se trabaja explicitamente con la representacion grafi-
ca de ciertas funciones y su vinculacion con una representacion en un contexto
fisico (dibujo de un recipiente). El objetivo del estudio consiste en saber qué
representaciones son evocadas por los profesores al plantearles ejercicios sobre el
concepto de funcion en un contexto no algebraico.

En el estudio participaron nueve profesores de matematicas del nivel medio
superior de México, y a manera de comprobacion de resultados, seis profesores
de matematicas de ensefianza media y superior, de Guatemala. El anélisis lo
restringiremos exclusivamente al estudio realizado en México..

Se disefid un cuestionario que presento al principio un ejemplo (Fig. 4) y des-
pués se plantearon 32 preguntas que describimos a continuacion. En las diez pri-
meras se solicitdo que dadas las formas de 10 botellas, se bosquejaran las graficas
correspondientes, suponiendo que los recipientes se llenaban gradualmente de
liquido, y teniendo en cuenta que la variable independiente era la altura del
fluido, y la variable dependiente, el area de la superficie del liquido (véanse Fig. 4
y Tabla I). En las siguientes 10 preguntas se proporcionaron graficas cuya va-
riable independiente era la altura, y la variable dependiente, el volumen; en este
caso se pidi6 que dibujaran los frascos, correspondientes (véase Tabla II). Final-
mente se presentaron 12 graficas (altura contra area seccional de la superficie del
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Figura 4
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TABLA I

liquido) y se solicito que dibujaran las botellas correspondientes (véase Tabla III).
El tiempo maximo permitido en la resolucion del cuestionario fue de 2 horas y
media.

4. Analisis de resultados

Analizaremos las respuestas de todo el cuestionario segtin dos puntos de vista. El
primero: éxito y fracaso por pregunta; el segundo, relacion con las respuestas
contradictorias de los profesores. Cabe aclarar que aunque el profesor 1 siempre
dibuj6 un niimero finito de puntos para bosquejar las graficas, para los proposi-
tos de nuestro analisis consideramos valido su desempefio aun cuando no realizd
trazos continuos.

En primer lugar analizaremos las respuestas a las preguntas 1, 5y 7, dado que
la botella 1 tiene partes en comun con las otras dos (Fig. 5). En relacion con las
tres preguntas podemos observar en la Tabla | y comprobar con la Figura 5 que
son contradictorias las respuestas de los profesores 1, 2, 3, 4, 5, 7y 8.
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Hubo dos respuestas correctas a la pregunta 1, siete correctas a la 5, y una
correcta para la pregunta 7. Las respuestas contradictorias son las de los profeso-
res 1, 2, 3,4,5,7y 8 (véase Tabla I).

La influencia de la percepcion de las formas de las botellas es mas evidente en
el desempefio mostrado en los ejercicios 2 y 6 (véanse Figura 6 y Tabla I). Las res-
puestas dadas a estas preguntas por los profesores 3, 4, 5y 7 (véase Tabla I) son
contradictorias.

Analizando globalmente las preguntas 1, 5, 7, 2 y 6, se aprecia como influye
negativamente la conformacion de la botella en la forma de la grafica. Contornos
redondos de las botellas producen curvas suaves en las graficas correspondientes.
Contornos rectos inducen lineas rectas. Por ejemplo, las graficas erroneas pro-
porcionadas al ejercicio 2 (Tabla I), deberian corresponder a una botella en don-
de la variable independiente estuviera relacionada con una funcion lineal y no con
una cuadratica (Fig. 6).

Area

altura

Figura 6

Finalmente, para este primer grupo de preguntas, analizaremos las respuestas
correspondientes a los elementos o cuestiones3, 4, 8 y 9. Resultaron ser muy
simples, tal vez porque el ejemplo que se proporcion6 al inicio del cuestionario es-
ta relacionado con ellas.

Las dificultades detectadas se resumen en forma grafica en la Figura 8. A par-
tir de estos resultados, podemos inferir que el caracter global de la intuicion
(Fischbein, 1987) se antepone al pensamiento analitico, lo cual no solo puede pro-
ducir que algunas de sus respuestas sean erroneas, sino que ademas es tan fuerte
su dominio que incluso induce al profesor a emitir respuestas contradictorias. Co-
mo lo sefiala Fischbein (ibidem, pag. 53):

“La intuicién es también descrita como una vision global, sintética,
opuesta al pensamiento analitico...”

El pensamiento analitico queda oculto en la mente de la persona cuando inter-
viéne una intuicion global.
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Figura 7

Podemos interpretar estas dificultades de la siguiente manera:

e Las formas de los recipientes inducen las formas de las graficas: Traslacion
de formas. Las graficas erroneas fueron producto de que la variable inde-
pendiente no se analizo dentro de un contexto analitico. La intuicion global
no permiti¢ visualizar la variable independiente para promover un pensa-

miento analitico.

e Existe primacia de las funciones continuas sobre las discontinuas.

La segunda dificultad, de la primacia de las funciones continuas sobre las dis-
continuas, puede explicarse a partir del hecho de que en forma natural existe una
tendencia en los individuos a pensar en funciones continuas (Hitt, 1994). La his-
toria del desarrollo del concepto de funcién muestra que en el surgimiento del

concepto éste se hallaba ligado a la idea de funci6n-continuidad
pag. 11).

(ibidem, 1994,

En la segunda parte de la experimentacion se solicitd a los nueve profesores
que dadas las diferentes graficas de funciones (véase Tabla II), dibujaran botellas
correspondientes, en donde la variable independiente representaba la altura de
liquido en un recipiente desconocido, y el volumen del fluido en funcion de esta

variable.
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TABLA 11

Analizaremos las preguntas 3, 6 y 7. Tres profesores (6, 8 y 9) respondieron
correctamente a las tres preguntas. Salvo un profesor, los restantes cometieron
los errores comentados en relacion con el 4rea de la superficie de un liquido (co-
mentarios, Tabla I). El profesor 5 en las preguntas 2 y 3 introdujo un nuevo tipo
de recipiente (por ejemplo, véase recipiente superior izquierdo de la Figura 8); fue
el primero en cambiar de area circular (parte superior del recipiente) a area rec-
tangular. Sin embargo, realizando un proceso analitico como el mostrado en la
Figura 8, obtenemos que el volumen en terminos de la altura (variable indepen-
diente), es una cibica y no una recta. Un proceso analogo se puede seguir al elegir
un cono circular.

Las preguntas 1 y 5 son combinaciones de las graficas anteriores. En la pre-
gunta 1 hubo tres respuestas correctas, y en la 5, dos. Los errores en estas pregun-
tas fueron semejantes a los sefialados con el area de la superficie de un liquido.
Sélo los profesores 1 y 8 propusieron recipientes distintos pero también erroneos.

Analizaremos las preguntas 2, 4, 8, 9y 10. En la pregunta 2 se obtuvieron tres
respuestas correctas, las de los profesores 6, 8 y 9. Hubo una influencia de la pri-
mera parte de la grafica que es una curva suave, implicando una forma esférica de
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los recipientes. La pregunta 4 la respondi6 bien el profesor 2. La pregunta 8 obtu-
vo dos éxitos, el del profesor 2 y 6. Las preguntas 8 y 9 obtuvieron uno cada una, -
el del profesor 5 y el del profesor 6, respectivamente.

Resumiendo lo obtenido en este apartado:

* En las graficas donde se muestra un segmento recto, los profesores aso-
ciaron regularmente con un cono o un cono truncado (traslacion.de formas)
¢ En las graficas en donde se muestra una curva, los profesores asociaron su
correspondiente parte de la botella también curvada (traslacion de formas).

Comportamientos como los arriba sefialados en este apartado fueron detecta-
dos también en jovenes ingleses, de nivel de secundaria, en un estudio realizado
por el personal académico de Shell Centre of Mathematical Education (Bell,
1985). En un estudio mas reciente en un contexto diferente (graficas de tiempo
contra velocidad), Monk (1992) identifica fenomenos similares clasificAndolos
como “‘traslacion icénica’’. En nuestro caso, el fendmeno no es el de traslacion
icOnica, sino —mas bien— el de traslacion de formas (Gestalt).
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La tercera parte de la experimentacion consistio en solicitar un proceso inver-
so al pedido en la primera parte en relacion por el area de la superficie de un
liquido. Es decir, en este caso se proporciond a los profesores una grafica (altura
contra area) y se les pidio que dibujaran un recipiente de acuerdo con la grafica
(véase Tabla III).
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TABLA III

Analizaremos las preguntas 1, 2, 3,4, 5, 7, 8 y 9. La pregunta 7 esta muy bien
representada por los recipientes dibujados por los profesores, éxito total. Nueva-
mente, las grandes dificultades se presentaron en donde la funcién no era cons-
tante. Como en la parte anterior, los segmentos de rectas no horizontales de las
graficas fueron interpretados como lados rectos de los recipientes correspondien-
tes;-ademas, los profesores propusieron siempre frascos con base y boca circular.
De ahi que, salvo por la pregunta 12 que tuvo dos aciertos, no hubo una sola res-
puesta correcta.

Podemos resumir estos tipos de error en la siguiente clasificacion:
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¢ La forma de la grafica determino el tipo de recipiente que los profesores di-
bujaron. La traslacion de formas y la no contextualizacion de la variable in-
dependiente, jugd un papel preponderante fortaleciendo el error.

e Existe una primacia en dibujar botellas con boca circular.

CONCLUSIONES

El estudio muestra que en el caso del area de la superficie de un liquido dentro de
un recipiente, existe una gran dificultad para pasar del modo grafico al contexto
real (dibujo de un recipiente), pero igualmente, a la luz de los resultados, el proce-
so inverso es dificil. En el caso de una grafica que relacione el volumen de un reci-
piente con su forma, también se mostro que hay problemas para pasar de la grafi-
ca al contexto real.

Las dificultades detectadas son: 1) falta de asociacion de la variable indepen-
diente con la dependiente en un contexto analitico; 2) la forma de la grafica deter-
mina (sin analisis previo) la conformacion de la botella; 3) la forma de las botellas
es preferentemente de base y boca circulares; 4) la primacia de las funciones con-
tinuas sobre las discontinuas.

La explicacion que podemos dar acerca de las dificultades mencionadas es que
la experiencia de la percepcion y del pensamiento quedaron dominadas por las
formas, impidiendo la interaccion con el pensamiento analitico. En términos ge-
nerales, la intuicion global se opuso al citado pensamiento. La primacia de las
funciones continuas se da en forma natural en el surgimiento del concepto de fun-
cion.

Los resultados muestran que el concepto de funcidn no es un conocimiento es-
table en dichos profesores, dado que al interaccionar con diferentes representa-
ciones del concepto, caen en contradicciones.

El desarrollo de la intuicién a niveles mas altos, implica la puesta en practica
de resolucion de problemas que enriquezcan la imagen conceptual del individuo,
a fin de que permita la incorporacion del pensamiento analitico cuando se esta en
el proceso perceptivo en relacion con un problema.

En otro estudio posterior con profesores de enseflanza media y superior de
Guatemala, se encontr6 que incurrieron exactamente en el mismo tipo de errores
que los profesores de México. Esto sefiala que las conductas observadas en los
profesores mexicanos pueden ser mas generales que lo que permite concluir una
muestra tan reducida.

Los resultados de este trabajo muestran la importancia de disefios de lecciones
y software que simulen hechos de la vida real y que puedan compaginarse con ac-
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tividades matematicas. La visualizacion de conceptos debe trabajarse paralela-
mente con procesos analiticos, para evitar que se generen respuestas erroneas, po-
siblemente dominadas por el nivel intuitivo primario en €l que se encuentra un in-

dividuo o persona.
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