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Bevezeto

A végtelen grafok kutatasanak nagy tradicioja van Magyarorszagon. Ez volt az egyik kedvenc teriilete
Frdés Palnak, a magyar matematika egyik legkiilonlegesebb, legnagyobb hatast képvisel§jének. Erdés ezen
kutatasainak gyakori kiindulépontja volt véges grafelméleti tételek végtelen altalanositédsainak a keresése
(egy kivalo osszefoglalo errdl [18]). A teriilet tijabb eredményei koziil elsésorban R. Aharoni, R. Diestel, C.
Thomassen és S. Shelah munkai inspiraltak minket.

Némely véges grafelméleti tétel trividlis okokbol hamis végtelen grafokra vagy igaz marad ugyan a
végtelen esetben (esetleg valamilyen megszoritassal) de lényegében ugyanaz a bizonyitds miikodik mint a
véges esetben. Disszertacionkban olyan esetekre koncentralunk, ahol a végtelen eset targyaldsa a véges
esethez képest 1ényeges 1j gondolatokat igényel.

A disszertacio hét fejezetének mindegyikében egy-egy kiilonélld, véges grafelmélet altal motivalt, vég-
telen gréfelméleti eredményiink keriil bemutatasra. Jelen tézisfiizetben ezen eredményeket mutatjuk be

tomoren, bizony{tasok nélkiil.

1. Gomory-Hu fak végtelen, élstilyozott grafokban

Legyen G = (V, E) egyszerti graf és legyen ¢ : E — R egy koltségfiiggveny. Hivjuk V' részhalmazait
vagasoknak. Azt mondjuk, hogy X egy u — v vagas ha v € X és v ¢ X. Az X vagéas szepardlja az u
és v csucsokat ha X egy u — v vagas vagy egy v — u vagéas. Legyen d.(X) = ZeEoutG(X) c(e) és legyen
Ac(u,v) :=inf{d.(X): Xisau—vcut }haus#veV. Az X vigas egy optimalis u—v vagas hau—v
vagas és d.(X) = Ae(u,v). Egy T = (V, F) fa Gomory-Hu fa (V| E, ¢)-re nézve, ha minden u # v € V
esetén van e € F, hogy az e-hez tartozo6 alapvagasok (azaz a T — e graf komponenseinek csiucshalmazai)
optimalisan szeparaljak az u és v cstucsot. Gomory és Hu igazolta [15], hogy véges graf esetén mindig létezik
Gomory-Hu fa. Mi altalanositottuk ezen eredményiiket végtelen grafokra [7] azzal a megszoritassal, hogy
a koltségek Osszege véges (azaz ) . .pc(e) < 0o). Megmutattuk, hogy ez a megszoritds nem elhagyhato.

Példaul a kovetkezg élsiilyozott grafnak nincsen Gomory-Hu faja.

1. 4bra. Barmely csticspar elvilaszthato véges vagassal, de nem létezik Gomory-Hu fa

Valéjaban egy altalanosabb tételt bizonyitottunk, ahol a vigésok kdltségeit nem feltétleniil egy élsulyo-
zott graf indukélja:

1. Tétel. Legyen V megszamldlhato és b: P(V) — Ry U {oo}, melyre:
0. b(X)=0<= X € {0,V},
1. b(X)=b(V\X) ha X CV (b szimmetrikus),

2.0(X)+bY)>bXNY)+bXUY) ha X,Y CV (b szubmoduldris),



3. ha (Xy) egy C-csokkend sorozat, akkor b((,—o Xn) = limb(X,,) (b monoton-folytonos),

4. minden u # v esetén van X, melyre b(X) < oo és X egy u — v vdgds. (b végesen szepardl).

Ekkor létezik egy absztrakt Gomory-Hu fa a b-re nézve, azaz van eqy T fa a V' csicshalmazon, hogy birmely

u#v eV esetén van olyan X alapvdgdsa T-nek melyre b(X) =inf{d(Y):ueY Av ¢ Y}.

2. Nagy osszefiiggdségii végtelen digrafok, melyek nem tartalmaznak egy

adott cstcspar kozott éldiszjunkt oda-vissza utakat

R. Aharoni és C. Thomassen megmutattak egy konstrukcioval sok sszefliggéséggel kapcsolatos véges

grafelméleti tételrdl, hogy végtelen grafokra mar nem igazak.

2. Tétel (R. Aharoni és C. Thomassen, [11]). Minden k € N esetén van egy k-dsszefiiggd G = (V, E) grif

és s,t € V, hogy tetszdleges az s és t csicsok kézotti ut éleit tordlve a maradék graf mdr nem dsszefiiggd.

Mi a véges digrafoknak a kivetkez§ élosszefiigg@séggel kapcesolatos tulajdonsidganak megvaltozasat vizs-
galtuk a végtelen esetben. Ha D egy véges, k-élosszefiiggs digraf, akkor minden s1,t1,..., sk, tx € V(D)
esetén taldlhatoak paronként diszjunkt Py, ..., Py iranyitott utak, hogy P; az s;-b6l megy t;-be. Ez a tény
azonnal kovetkezik Edmond fenys tételének erds alakjabol (16. Tétel illetve [14] 349. oldal 10.2.1 tétel)
vagy példaul Mader aldbbi tételébdl.

3. Tétel (W. Mader, [19]). Legyen D = (V, A) eqy k+ 1-élosszefiiggd véges digraf és legyen s,t € V. Ekkor
van egy olyan P irdnyitott it s-bél t-be, hogy a (V, A\ A(P)) digrif k-élosszefiiggd.

Konkrét konstrukcioval igazoltuk, hogy nincs olyan k£ € N, ami végtelen digrafok esetén garantalja,
hogy béarmely s1,11, s2,t2 cstcsok esetén létezik egy s1 — t és egy s — 1o Gt, melyek éldiszjunktak. Még

abban a specialis esetben sem, amikor t; = sg és to = s7.

4. Tétel (A. Joo, |2]). Minden k € N esetén létezik k-élosszefiiggd D digrdf, amiben nem léteznek éldiszjunkt

oda-vissza utak alkalmas s,t € V(D) csicsok kozott.

5. Probléma. Mi az a legnagyobb N € N U {0}, hogy tetszdleges k € N-re létezik megszamldlhato, k-
élosszefiiggs D = (V, A) digrdf és sp,t, € V (n < N), hogy m < n < N esetén nincsenek D-ben éldiszjunkt

Sm — tm €8 8, — t, utak?

A 4. Tétel felhasznalasdval konnyen megmutathatd, hogy N > 3.

3. Egy végtelen digraf éleinek iranyitott korokre valé particionalhatésaga

Koénnyt belatni, hogy egy véges digraf élhalmaza pontosan akkor particionalhaté irdnyitott korokre, ha
minden csics esetén a ki- és befok egyenls. Végtelen digrafokra ez mar nem igaz, tekintsiink példaul egy
mindkét irdanyban végtelen iranyitott utat. Nash-Williams igazolta a kovetkezd irdnyitatlan grafokrol szolo

tételt.

6. Tétel (Nash-Williams, [20]). Egy irdnyitatlan grdif élhalmaza pontosan akkor particiondlhato korokre,

ha nincs benne pdratlan sok élt tartalmazd vdgds.



Megszamlalhatd G esetén a probléma kénnyt, megszamlalhatonél nagyobb G-re valik nehézzé. Soukup
Lajos elemi részmodellek segitségével adott Nash-Williams fenti tételére egy jelentsen révidebb bizonyitast,
és altalanos modszert dolgozott hasonlé felbontési problémék kezelésére (lasd [22], 5.1 és 5.4 Tételek).
Nash-Williams ismerte az el6bbi tételének iranyitott grafokra vonatkozé megfelel§jét is, de hozzaférhet6

bizonyitast nem talaltunk hozza, csak emlitést.

7. Tétel (Nash-Williams, [20] 237. old. Tétel 3’). Fgy végtelen digrdf élhalmaza pontosan akkor par-
tictiondlhatd irdnyitott kordkre, ha minden vdgdsban az egyik és a mdsik iranyba mend élek szdmossdga

egyenld.

Az iranyitatlan eset L. Soukup-féle bizonyitdsat olvasva megsejtettiik és belattuk a fenti irdnyitott esetet
[4]. Ehhez L. Soukup ,,jol-tiikr6z6ds” tulajdonsiagokon alapulé elemi részmodelles f6lbontasi technikajanak
egy modositasat hasznaltuk. A f6 nehézség az irdnyitatlan esethez képest, hogy mig irdnyitatlan esetben
egy paratlan vagas az egy véges tanu a feltétel sériilésére, addig az irdnyitott esetben nem garantalhato

hasonl6 véges tani.

4. T-kotések végtelen grafokban

Legyen G egy iranyitatlan graf és legyen T' C V(G). T-k6tés alatt paronkeént éldiszjunkt G-beli utak
egy olyan P rendszerét értjiik, melyre a P-beli utak végpontjai a T' halmaz egy kételemd halmazokra
valo particionéalasat adjak (mas szavakkal a T-beli csticsokat péarositjuk éldiszjunkt G-beli utakkal). A
T-kotések hasznos eszkéznek bizonyultak kombinatorikus optimalizilasi problémakban, egy alapvets példa
erre a Kinal postas probléma. Véges T és Osszefliggs graf esetén konnyt belatni, hogy T-kotés létezésének
sziikséges és elégséges feltétele |T'| parossaga.

Mi T-kotések létezésével kapcsolatos problémakat vizsgaltunk végtelen grafokban. Végtelen T' esetén
nem feltétleniil létezik T-kotés egy Osszefiiggd, végtelen grafban. Tekintsiink példaul egy végtelen csillagot,

osszuk fel minden élét egy Uj cstcesal, és valasszuk T-t a teljes csticshalmaznak.

2. dbra. Ha egy végtelen csillag minden élét felosztjuk egy csticesal, akkor a teljes csticshalmazra nézve

nincsen T-kotés.

Egyik eredményiink, hogy 1ényegében ez az egyetlen ellenpélda.

8. Tétel (A. Joo, |5]). Egy végtelen dsszefiiggd G grifhoz pontosan akkor taldlhato végtelen T C V(G),
hogy G-ben nincs T-kotés, ha G-bdl élosszehizdsokkal és hurkok torlésével megkaphatd a 2. dbrdn ldthato

felosztott végtelen csillag.

A masik eredményiink ezen teriileten ahhoz kapcsolodik, hogy T' véges megvaltoztatasai hogyan befo-

lyasoljak a T-kotés létezését. Véges T és Osszefiiggl G esetén ha nem létezik T-kotés, akkor ha kidobunk



egy csucsot T-bol, vagy belevesziink egy ujat, akkor mar lesz. (Ez nyilvanvalo, hiszen ekkor csak |T'|

paritasatol fiigg a T-kotes létezése.) Meglepd modon azonban ez igaz marad a végtelen esetben is.

9. Tétel (A. Joo, [5]). A {(G,T) : G dsszefiiggd grif és T C V(T)} osztdly az aldbbi hdrom nem dres

részosztdlyra particiondlhato:

(A) G minden olyan T' esetén tartalmaz T'-kotést, melyre |T'AT| < oo,

(B) G minden olyan T' esetén tartalmaz T'-kétést, melyre |T'AT| véges és pdros, de egy olyanra sem,

melyre pdratlan,

(C) G minden olyan T' esetén tartalmaz T'-kitést, melyre |T'AT| véges és pdratlan, de egy olyanra sem,

melyre pdros.

5. Megszamlalhato Menger tétel végeskorid matroidokkal a bemend éleken
A Menger tétel (él-valtozat, iranyitott) a kovetkezét mondja ki.

10. Tétel (Menger). Legyen D = (V, A) egy véges, irdnyitott grdf, ahol s #t € V. Ekkor az éldiszjunkt

s — t utak maximdlis szdma egyenld az s — t utakat lefogd élek minimdlis szdmdval.

Erdgs Pal még tanulméanyai alatt megfigyelte, hogy a tétel igaz marad végtelen esetben is (szdmok
helyett szdmossagokat mondva), de érezte, hogy nem ez az ,jigazi” végtelen altalanositasa a tételnek. Meg-
fogalmazta sejtésként az igazi” végtelen altalanositast (Erdés-Menger sejtés). Megfigyelte, hogy a véges
tételben egy maximalis méretd P utrendszer és egy minimadlis méretd C' lefogd élhalmaz sziikségképpen
ugy viszonyul egymaéshoz, hogy C minden P-beli uthol pontosan egy élt tartalmaz és C' minden eleme
valamely P-beli utra esik (komplementaritasi feltételek). Az Erdds-Menger sejtés azt allitja, hogy végtelen
esetben is mindig létezik a komplementaritési feltételeket teljesits (P, C) par. Részeredmények hosszi sora
és évtizedek vezettek a sejtés pozitiv megvalaszolasahoz, az els§ igazén jelentds attorés a megszamlalhatéd

eset igazolasa volt.

11. Tétel (R. Aharoni, [9]). Legyen D = (V, A) egy megszamldlhats digrdf és tegyiik fel, hogy s #t € V.
Ekkor létezik paronként éldiszjunkt s — t utaknak egy P rendszere és eqy az s — t utakat lefogo C C A,

hogy C minden P-beli 1uthdl pontosan egy €lt tartalmaz és C minden eleme valamely P-beli itra esik.

R. Aharoni és E. Berger végiil 2009-ben belattak az eredeti sejtést is (lasd [10]), ami a végtelen graf-
elmélet egyik csucsteljesitménye. Mi Ron Aharoni fenti, megszdmlalhato Menger tételének a kivetkezd

matroidos ergsitését lattuk be.

12. Tétel (A. Joo, [8]). Legyen D = (V, A) egy megszamldlhato digrdf és tegyiik fel, hogy s # t € V.
Legyen tovdbbd adva minden v € V esetén egy végeskord M, matroid a v-be belépd éleken és jeldlje M
az My matroidok direkt dsszegét. Ekkor létezik pdronként éldiszjunkt s — t utaknak eqy P rendszere, ahol
Upep A(P) fiiggetlen M-ben, és létezik egy C C A, melyre spany,(C) lefogja az s — t utakat, hogy C

minden P-beli 1itbdl pontosan egy élt tartalmaz és C' minden eleme valamely P-beli itra esik.

13. Probléma. Elhagyhaté-e a megszdmldilhatosdgi feltevés D-re illetve a végeskdriségi feltevés az M,

matroidokra a fenti tételben?



6. King-serf duo monokromatikus utakra nézve élszinezett turnamentek-

ben

Ez az eredmeény Bérczi Kristoffal kozos. Kutatdsunkat Erdés Pal kovetkezd sejtése motivalta [21, 274.
oldall.

14. Sejtés (Erdés). Minden pozitiv k egész esetén van egy (legkisebb) f(k) pozitiv egész, hogy tetszéleges,
véges, k-élszinezett T turnamentben létezik S C V(T), hogy |S| < f(k), és minden csicsbol S elérhetd

monokromatikus uton T-ben.

Ismert, hogy f(1) = f(2) = 1, tovabba példak mutatjak, hogy ha f(3) jol definialt, akkor f(3) > 3
(Isd. [21]). Nem ismert viszont n > 3 esetén, hogy f(n) létezik-e. Erdds azt sejtette, hogy f(3) = 3.
Az eredeti sejtés egy gyengitése, hogy ha diszjunkt nyels és forras halmazokat keresiink csak nyel§ halmaz
helyett. Ennél azonban tovabb megyiink és csak legfeljebb kett& hosszi monokromatikus utakat engediink
meg az eléréseknél. Pontosabban fogalmazva egy king-serf duo a monokromatikus utakra nézve egy
K és egy S cstuicshalmazbol all, ahol K NS = @ és minden v csucsra van egy legfeljebb ketts élbdl 4116
monokromatikus 1t, ami vagy K-bol megy v-be vagy v-b6l megy S-be. A duo mérete |K|+ |S].

F6 eredménytink a kovetkezd:

15. Tétel (K. Beérczi és A. Joo, [6]). Minden (véges vagy végtelen) k > 0 szdmossdghoz van egy A\
szamossdg, hogy minden k-élszinezett turnamentben létezik eqy king-serf duo a monokromatikus utakra

62500

nézve, melynek mérete legfeljebb \i,. Ha k véges, akkor A\, < K garantdlhatd, mig végtelen k esetén a

A < expyg(K) korldt biztosithatd (ahol expy(k) = Kk €s exp,, (k) = 2Pn(K) ),

7. Fiiggetlen és maximalis fenyves pakolas végtelen, matroid-gyokérzeti

digrafokban

Egy D digrafot fenyvesnek mondunk ha irdnyitatlan értelemben erdd, és minden csucsa elérhetd egy
egyértelmi iranyitott aton az R := {v € V(D) : [inp(v)| = 0} halmazbél. Ez az R a fenyves gybkérzete.

Egy digraf feszit6fenyvesének egy olyan feszit6 részgrafjat nevezziik, ami fenyves.

16. Tétel (Edmonds fenys tétel (erds alak), [13]). Legyen D = (V, A) egy véges digrif és R C V nem
dres halmazok i = 1,... k. Tegyiik fel, hogy minden nem tres X CV esetén legaldbb annyi él lép be X -be
ahdny R; halmaztol X diszjunkt. Ekkor van D-ben pdronként éldiszjunkt feszitdfenyvesek egy {Biti1<i<k

rendszere, ahol B; gydkérzete R;.

A fenti tétel nem marad igaz végtelen digrafokra, tekintsiik példaul a 4. Tételt k = 2 esetén és legyen
Ry = {s}, R2 = {t}. Olyan példa is adhato, ahol minden a gyokérzetekbél kiléps él belép egy ,veszélyes

halmazba’:



uo U1 @ us @ Uus @ uy - -

]

Vo U1 V2 U3 Vg U5 Vg vr .-

3. dbra. Két gyokérzet van. Az R; a karikazott, mig Ry keretezett csticsokbol all. Minden nem iires csiics-
halmazba belép legaldbb annyi él, ahdny R; halmaztdl diszjunkt. Ha viszont egy R;-b6l kilépd tetszéleges

e €l végpontjaval bovitjik R;-t és a digrafbol tordljiik e-t, akkor ezen feltétel megséril.

A fenti ellenpéldék ellenére adhat6 értelmes végtelen altalanositas Edmonds fenyd tételére bizonyos

megszoritasok mellett. Els§ eredményiink a téméban a kovetkezd:

17. Tétel (A. Joo, [1]). Edmonds fenyd tételében (16. Tétel) D végessége helyett elegendd feltenni, hogy
minden D-beli eldre-végtelen it taldlkozik az osszes R; halmazzal. (Ez teljesil példdul ha D-ben egydltaldn

nincs elére-végtelen 1it.)

Kés6bb azt vizsgaltuk, hogy milyen feltételek mellett lehetne végtelen sok feszité fenyvest pakolni
elsirt {R;}ien gyokérzetekkel. Ebben az esetben az Edmonds feny6 tételében szerepld feltétel mar azt
sem garantalja, hogy a gyokérzetekbdl minden cstics szimultdn elérhetd paronként éldiszjunkt utakkal.
Tovabba ha a szimultan elérhetéséget feltessziik, akkor is az elére-végtelen utak kizarasa nem elegendd a

kivant feszitéfenyvesek létezéséhez, amit a kdvetkezd példa is mutat:

(0,0) (0,1) (0,2) (0,3) (0,4) (0,5)

L)
/)

\
/
)

4. abra. A csucsok az {(m,n) € NxN:m < n}U{t} halmaz elemei. A gyokérzetek: R, = {(0,n)} (n € N).
A vastagitott élek végtelen sok parhuzamos élt jeldlnek. A ¢ csiicsbol minden pératlan sorban 1évs cstcsba

vezet egy-egy él, amit nem jeldltiink a rajzon.

A koévetkezd tételt bizonyitottuk a téméaban:

18. Tétel (A. Joo, [3]). Legyen D = (V, A) egy digrdf és R; C V egy eldirt halmaz minden i € N-re.
Tegyiik fel, hogy minden v csticshoz van éldiszjunkt utak egy {P}}ien rendszere, ahol PP az R;-b6l megy

v-be. Tovabbd tegyiik fel azt is, hogy tetszdleges hdtra-végtelen it D-ben az dsszes R; halmazzal taldlkozik.

Ekkor van D-ben pdronként éldiszjunkt feszitéfenyvesek eqy {B;}icn rendszere, ahol B; gyokérzete R;.



Edmonds feny6 tételének a véges esetben sokféle altalanositésa ismert. Ezek egyike a matroid gyokerd,
elérhetdség alapu fenyvespakolds. A jelenlegi legaltalanosabb végtelen gréafos fenyvespakolasi eredményiink
kozos altalanositdsa a két emlitett korabbi cikkiinknek (17. és 18. Tétel). Tovabba altalanositasa Kiraly
Csaba egy véges fenyGpakolasi tételének (lasd [17]), ami az ugynevezett Japéan feny6 tétel [16] és egy matroid
alapu feny6pakoléasi tétel [12] kozos altalanositdsa. Eredményiink kimondéaséhoz némi el@késziiletre van
sziikségiink.

A R = (D, M, ) harmast a matroid-gyokérzetd digrafnak mondjuk, ha D = (V, A) egy digraf,
M = (S5,7) egy matroid és 7 : S — P(V)\{@}. Hal € T és T C V akkor (I,T)-kapcsolas alatt
paronként éldiszjunkt utak egy olyan {P;};es rendszerét éertjik, ahol P; a 7(i)-b6l megy a T-be. A B
egy fenyves pakolas az fR-re vonatkozoan, ha B = {B;};cs, ahol a B;-k paronként éldiszjunkt fenyvesek
D-ben és B, gyokérzete m(i). Ha X C V, akkor legyen S(X) ={i € S: 7w(i)N X # @}. Egy matroid-
gyokérzetd digrafot fiiggetlennek mondunk ha S(v) € Z minden v € V. Egy feny6pakolas fiiggetlen ha a
B := (D, M, ) matroid-gydkérzetii digraf fiiggetlen, ahol 7 (i) = V(B;). Alljon M (X) C S azokbol az
elemekbdl, amiket azon i matroid-elemek generélnak amikhez létezik 7(i) — X ut D-ben. Egy B fenyves
pakolast maximalisnak mondunk, ha minden v € V esetén a Sp(v) := {i € S: v € mu (i)} halmaz fesziti
N(v)-t M-ben. Igy tehat egy B fenyves pakolas fiiggetlen és maximalis pontosan, akkor ha Sy (v) egy
béazisa N (v)-nek minden v € V esetén.

Ahhoz, hogy létezzen fiiggetlen fenyves pakolas egy adott J-hez nyilvanvaldan sziikséges, hogy R maga
fiiggetlen legyen, hiszen S(v) C Sy (v) teljesiil tetszbleges B fenyGpakolas esetén. A maximalitéas a kovetkezd

trividlis sziikséges feltételt adja.

19. Condition (kapcsolat-tulajdonsag). Minden v € V esetén van egy (B,v)-kapcsolat D-ben, ahol B
bazisa N (v)-nek.

Kiraly Csaba megmutatta [17], hogy véges esetben a fiiggetlenség és a kapcsolat-feltétel egyiittesen
elegendd is maximalis és fiiggetlen fenyves pakolas 1étezéséhez. (Pontosabban szolva a kapcsolat-feltételt
mi vezettiik be és Cs. Kiraly egy olyan feltételt hasznalt, ami a véges esetben ekvivalens vele, de végtelenben
mar szigoruan gyengébb.)

F6 eredménytink a kovetkezd:

20. Tétel. Legyen (D, M,7) eqy figgetlen matroid-gyiokérzetd digraf, ami teljesiti a kapcsolat-feltételt.

Ekkor az aldbbi tulajdonsdgok bdrmelyike elegendd, hogy létezzen fliggetlen és mazimdlis fenyves pakolds.
o M véges rangi és D-ben minden eldre-végtelen P iitra teljesiil, hogy N'(V(P)) C span(S(V(P)))
o M elddll megszamlalhato sok véges rangi matroid direkt dsszegeként és D-ben minden hdtra-végtelen
P ditra teljesil, hogy N (V(P)) C span (S(V(P)))
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