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Capitulo 1

INTRODUCCION

1.1 Antecedentes

s conocido que el campo difractado por una transparencia periddica e infinita bajo iluminacidn coherente
y monocromatica resulta también scr periddico tanto transversal como longitudinalmente. Este fenémeno
llamado efecto Talbot o de autoimégenes fue descubiert> por H F. Talbot en el siglo pasado (1], y da
origen a la aparicién, por simple propagacion de la luz ea el espacio libre, de réplicas equicspaciadas de
la apertura a lo largo del eje optico llamadas autoimagenes. El valor del espaciado entre autoimagencs
sucesivas, para el caso de una iluminacion normal (haz colimado), sélo depende de la longitud de onda de
la 1luminacién y del periodo de la apertura. Para el caso de una fuente puntual de iluminacién situada
a distancia finita aparece también una dependcncia con la curvatura dcl haz incidente. Logicamente, si
la fuente de iluminacién no fuera monocromatica, se generara una serie de patrones de distintos colores
y distintas distancias de equiespaciado. La primera explicacion tedrica del fendineno la delineo Lord
Rayleigh (2], en base al estudio de la interferencia de rayos difractados por la red.

El primer reporte del analisis del fenomeno de las autoimagenes o "imagenes de Fourier” mediante
simulaciones computacionales tiene lugar en una publicecion de G. L. Rogers [3], quien consider6 a las
aperturas como redes lineales finitas.

J. T. Winthrop y C. R. Worthington [4] realizaron un cstudio analitico de las "imagenes de Fresncl”,
que corresponden a las intensidades de planos intermedios a los de Talbot, para aperturas periodicas
bidimensionales y bajo iluminacion de fuentes espacialmente coherentes e incoherentes situadas a distan-
cias finitas. Consideraron las ejcs de periodicidad de las transparencias no necesariamente ortogonales,
encontrando expresiones generales para las distancias de autoimagen. Ticmpo después se realizaron

aportes a los métodos dc magnificacion cn los trabajos d: D. Joyeux y D. Cohen-Sabban [5, 6] tomando



en cuenta cuidadosamente la compatibilidad de las magni:udes en juego con las apraximaciones utilizadas
para los calculos analiticos, como es el caso de la aproxiraacion parabdlica inherente en la aproximacion
de Fresnel de la difraccion.

Si bien las aperturas originalmente tratadas en el estudio del efecto de autoimagenes fueron periddicas,
éstas no son las Unicas que verifican este fenémeno. W. Duane Montgomery (7] dedujo las condi-
ciones necesarias y suficientes que debe satisfacer un objeto plano e infinito bajo iluminacién normal
y monocromatica para que genere réplicas en la amplitud periddicamente distribuidas a lo largo de la
direccién de i\luminacion. Este analisis demostro que las (ransparencias periddicas son un caso particular
de este conjunto de objetos.

En el caso que la fuente de iluminacion sea espacialmente incoherente, ocurre un fenémeno relacionado
con el efecto Talbot que fue descubierto a mediados del presente siglo por E. Lau [8]. En dicha experiencia,
detris de la red apertura se sitia una réplica de la misma observandose que para ciertas distancias
discretas de separacion entre las redes el dispositivo produce un diagrama de {ranjas en el infinito;
en otras palabras, se genera coherencia espacial. Esta distancia, como en el caso del efecto Talbot,
también esta determinada por la longitud dc onda de la radiacion iluminante y el periodo de las redes.
Si la iluminacion se realizara con una fuente extensa y aolicromatica se producen una serie de franjas
coloreadas en el infinito.

El fenémeno es denominado cfccto Lau, y puede verificarse alin para redes periédicas no idénticas
aunque con ciertas relaciones discretas entre sus frecuencias cspaciales (efecto Lau generalizado) (9, 10].

Ademas de la explicacién proporcionada por el propio Lau, existen diversos enfoques que justifican
este efecto. Entre otros, Jahns y Lohmann [11) utilizaron la tooria cscalar de la difraccién, los trabajos de
Gori (10], y de Sudol y Thompson [12, 13], se busan en la teoria de la coherencia, mientras que Patorski
lo interpreté como la superposicion incoherente de miiltiples efectos de autoimagencs (14, 15].

Los fenomenos Talbot y Lau tienen su base en el acoplamiento entre las periodicidades laterales y
axiales dc los campos difractados [16-19]. Las fuertes snalogias entre ambos efectos llevo a diversos

investigadores a intentar enmarcarlos dentro de una mis na teoria (20-22].

1.2 Motivaciones y objetivos de esta tesis

La importancia dcl estudio de los efectos Talbot y Lau radica en sus posibilidades dc utilizacion en
procesadores 6pticos sencillos y versatiles, Son innumerasles sus aplicaciones a la interferometria, espec-
trometria, técnicas de filtrado espacial, restauracion de imagenes, ctc. [23]; aunque éstas sc cncontraban
restringidas al empleo de dispositivos con redes de transmitancia periddicas.

En base a los estudios presentados en esta tesis, sc lofrd climinar cn gran medida la restriccion de la



periodicidad para las aperturas utilizadas en dispositivos Talbot y Lau, y por consiguiente se ampliaron
las posibilidades de empleo de aperturas con funciones de transmitancia mds gencrales. Por otra parte, en
lo que rcspecta al analisis del filtrado espacial en la regién de difraccién dc Fresnel, trabajos precedentes
(24, 25] han indicado las ventajas dc la utilizacion del analisis de Walsh-Hadamard [26] frente al de
Fourier. Este formalismo permite la implementacién inmediata de proccsos computacionales debido a su
binaridad intrinseca [27]. Las funciones de Walsh forman un conjunto completo de funciones bivaluadas,
finitas y no pcriddicas en general. Es precisamente el cnfoque de Walsh-Hadamard el que se utiliza
en la presente tesis para desarrollar y estudiar una serie extensiones y generalizaciones de arreglos
interferométricos basados en los efectos Talbot y Lau.

Se realiza ademés un analisis de la cficiencia, poder de selectividad y limitaciones de los disposi-
tivos propuestos. Este estudio se fundamenta cn un minucioso desarrollo analitico, cuyos resultados y
predicciones son corroborados mediante simulaciones computacionales.

Los restantes temas expuestos en esta tesis, apuntan a mostrar la potencialidad y ductilidad del
analisis de Walsh-Hadamard, a través de su aplicacién ea campos ciertamente disimiles.

Sc presenta un estudio de las propiedades de autosimi.aridad de los campos difractados por redes pre-
fractalicas [28]. Aquellas estructuras que verifican algin tipo de invariancia de escala se dice que poseen
propiedades de autosimilaridad y se las denomina fractales. Mientras que las funciones que poscen cicrto
grado de autosimilaridad y mediante algin limite se transforman en fractales, son denominadas prefrac-
tales. Las estructuras fractalicas han tomado importancia en los Ultimos anos debido a su utilizacién en
modelos de ajuste tedricos de determinadas formaciones o contornos encontrados en la naturaleza. En
lo que respecta al comportamiento difractivo de objetos fractalicos, los trabajos realizados hasta el mo-
mento enfocaban su atencion casi exclusivamente en la cifraccién en la regién de Fraunhofer, donde las
propiedades de autosimilaridad se mantienen significativamente. Pero pocas publicaciones han tratado
la difraccién en la regién de Fresnel debido a que implicii una mayor dificultad. El anélisis desarrollado
aqui, apunta a completar ¢l panorama de estos estudios ocupandose del campo difractado en la region
de Fresncl. Para esto, se emplean una vez mas técnicas basadas en el anilisis de Walsh-Hadamard.

Por otra parte, es conocida la frecuente utilizacion de as técnicas de moiré [29] cn sistemas destinados
a la deteccion y evaluacion de irregularidades superficiales, dcsajustes o apartamicntos de objetos o
imagenes respecto de un patrén, etc.. El fendmeno de moiré ocurre cuando se superponen dos redes
perioddicas o casi-pcriddicas, y consistc cn la apariciéon dc un diagrama dc franjas que no corresponde al de
las redes individuales. Existen dispositivos que hacen uso de los efectos Talbot o Lau junto con el analisis
del moiré, como es el caso de los interferometros. En est:. tesis, se presenta un dispositivo de moiré en el
cual las redes son sintetizadas por funciones de Walsh, y no por redes de Ronchi como cs mas frecuente

Se analizan sus particularidades y ventajas mediante un conjunto de resultados experimentales.



Finalmente, se hace notar el gran desarrollo y la frecuente utilizacion de las técnicas destinadas al
analisis digital de imagenes (30, 3]]. En este sentido, en le. presente tesis, se mucstra un novedoso enfoque
de la técnica de procesado digital de imdgenes basada en el empleo de las propiedades de la correlacion

diddica y el formalismo discreto de Walsh-Hadamard.

1.3 Resumen de la tesis

Se realiza a continuacién una sintesis del contenido de los proximos capitulos del presente trabajo de
tesis.

En el Capitulo 2 se resumen algunos analisis tedrico de los fenémenos Talbot y Lau, y seguidamente
se describen algunas aplicaciones, particularmente las destinadas al filtrado espacial.

Dado que los estudios mas frecuentes de los efectos Talbot y Lau se circunscriben a la consideracion
de aperturas periddicas, en el Capitulo 3 se explican algunos trabajos tendientes a la generalizacion de
ambos efectos. Se trata de la demostracién de las extersiones de los fenéomenos de autoimagenes y de
generacion de coherencia para aperturas sintetizadas por funciones de Walsh binarizadas. Se introducc
asimismo, el formalismo de la transformada de Walsh-Hadamard y su interpretaciéon como espectro dc
secuencias.

En los capitulos subsiguientes se desarrollan los aportes originales de csta tesis.

Los Capitulos 1 y 5 se deducen las propiedades del campo difractado y la evolucién del estado
de coherencia en un sistema de miltiples aperturas dispuestas en serie. Se considera que las funcioncs
transmitancias de estas aperturas pueden estar representadas por funciones no necesariamente periodicas.
En este sentido, se estudia la verificacion parcial de los electos Talbot y Lau utilizando el analisis de
Walsh-Hadamard. Se analizan las sucesivas interacciones del campo y la funcién cohercncia mutua
con las aperturas del arreglo en base a desarrollos analiticos, mostrandose seguidamente un conjunto
de resultados computacionales que ilustran y corroboran las predicciones tedricas. Posteriormente se
exponen las posibilidades de aplicacion de estos arreglos como filtros selectivos de frecuencias o secuencias
espaciales.

Un estudio de la difraccién de aperturas binarias prefractilicas se realiza en el Capitulo 6. Se trata
de las funciones binarias llamadas barras de Cantor. La técnica consiste en simular computacionalmente
el campo difractado por este tipo de funciones en la region de Fresnel, analizando las variaciones y
dependencias del grado de autosimilaridad o fractalidad en base al formalismo de Walsh-lHadamard.

En la primera parte del Capitulo 7 se desarrolla un e:tudio geométrico de los diagramas de moiré de
las funciones de Walsh. Por un lado se trata la superposicion plana de dos transparencias sintetizadas

por funciones de Walsh mediante métodos analiticos y computacionales. También se propone y analiza la



utilizacién de las funciones de Walsh como redes en un dispositivo de moiré aplicado a la determinacién
de curvas de nivel sobre superficics volumétricas. En este caso, los argumentos teoricos se afirman en
base a resultados experimentalcs.

En la segunda parte del Capitulo 7 se expone un novedoso enfoque de la técnica de procesado digital
de imagenes basada en las propiedades de la correlacién diddica y el andlisis de Walsh-Hadamard discreto.

Finalmente, en el Capitulo 8, se detallan las conclusiones generales del presente trabajo.



Capitulo 2

EFECTOS TALBOT Y LAU

2.1 Efecto Talbot

Existen diversas formas de encarar el estudio del clocto Talbot. Para comenzar con una interpretacién
tedrica del fenémeno, se considerars en principio una situacion simplificada.

Sea una onda plana monocromatica quc se propaga cn la direccion z:

w(T; z < 07 ) = exp(ikz} , (2.1)

siendo k = 27/ ¢l mimero de onda, con X la longitud de onda incidente. Supdngase ahora que en z =0
se encuentra un objeto plano infinito dc transmitancia periédica en una dimension (segun el eje ). El

campo detrcas de dicha apertura segun la apraximacion de Kirchhoff sera:

u(r; 2 =0%) =i(z) , (2.2)

donde t(z) es la funcién transmitancia de la transparencia (figura 2.1).
Siendo la apertura periddica, ésta puedc desarrollarse: en serie de Fourier:

+o0

Hz) = Z A, exp(2irnvz) (2.3)

n=—aoo
en donde v = 1/d es su {recuencia espacial si d es su periodo. Entonces es licito escribir ¢l campo dado

por (2.2) como:

+ oo
ulz; z=0%) = Z Ay exp(2imnz) (2.4)

Ti=-—d



Y

Figura 2-1: Dispositivo Talbot.

Puede establecerse la expresion del campo a una distancia z propagado libremente desde la trans-
parencia en funcién del campo en z = O*_ Para esto se¢ hace usv de la teoria escalar de la difraccién,
valida para distancias 2 suficientemente grandes y siempce que las dimensiones de la pupila sean mucho
mayores que la longitud de onda \. Se utiliza ademas a aproximacion de Fresnel-Kirchhoft para una
regién de observacion mucho menor que z (ver por ejetiplo [32]). De este modo, la expresion para el

campo difractado resulta:

+oa :
u(zT;2) = /_ w(z';z =0 exp [% (z— :.5")2} dr' (2.5)

o

Reemplazando el desarrollo (2.4) en (2.5) y agrupando convenientemente los términos se obtiene:

}./’+00 exp [% (' —z+ -n)\vz)Q] dr’ (2.6)

--o0

“+oo .
u(x; 2) = Z Anexp {;—z [1:2 — (& — nAvz)?

n=—oa

La integral de Fresnel que aparece en (2.6) solo corresponde a un factor de fase por lo que sera desesti-

mado, entonces el campo resulta:

10



+oa
ufx;z) = Z A, exp [-—f.ﬂ' (n)® Az] exp(2imnve) (2.7)

N=—0C
De la ecuacion (2.7) es evidente que la distribucidn luminosa sera igual a la transmitancia original (2.3)

en los planos donde z verifique la relacién:

7 (gr)° Az =218 | (2.8)
o dc otra forma:
z=lzr = 22N = 2Ud® /), (29)
donde £ =1,2,3,..., y:
2 =2d%/N (2.10)

es la llamada distancia de Talbot o de autoimagen. Mientras que en los denominuados " planos de Talbot”,
establecidos por las distancias dadas por (2.9), la amplitud del campo es idéntica a la funcién transmi-
tancia periddica ¢(z), también puede observarse que en los planos intermedios, donde z = (¢/2)zr la
amplitud del campo (2.7) reproduce a t(z) pero desplazida en medio periodo. En ocasiones la funcion
desplazada coincide con la transmitancia original con contraste invertido Rl'—), es por esto que a estas
imagcnes sc las suclc denominar "autoimagencs negativas”.

De lo deducido se infiere que, la periodicidad transversal de la apertura infinita gcnera una periodi-
cidad longitudinal y transversal del campo a lo largo del eje z.

Es posible hallar expresiones de la distancia (2.9) para frentes de ondas mas generales, como por

ejcmplo un frente de iluminacién gaussiano o esférico, pura ambos frentes la iluminacion de onda plana

es un caso limite o particular [23].

2.1.1 Efecto de ”walk-off”

Cabe preguntarse en qué medida son vélidas las deducciones realizadas respecto del efecto de au-
toimagencs mmds alld de la limitacién impuesta por la utilizacién de la aproximacién de Fresncl en (2.5).
Se considerara aqui la influencia del tamano finito de la apertura, lo cual aproxima el analisis a un
modelo mas realista. Para determinar la region de validez del efecto, siguiendo los razonamientos de

Lohmann (33|, se supondra una apertura peridica coser oidal; esto es:

11



1+ cos{2
oy = LER D) 1)
siendo vy la frecuencia cspacial de la red.

En este caso el campo inmediatamente detris dc dicha apertura sera también:

wz;z=0%) = 1 + cos(2mnz)

(2.12)

Se propone para la forma general del campo a una distancia z arbitraria detras dc la apertura, la

siguiente relacion:

u(z; 2} = Ao{z) + A1{2) cos(2n1z) | (2.13)

expresion que debera verificar necesariamente la ecuacién de onda:

Vu(r; 2) + k*u(z;2) =0 . (2.14)

Reemplazando (2.13) en (2.14), y aplicando la condivién de contorno (2.12), sc llcga con facilidad a

la siguiente cxpresion para el campo detras de la apertura cosenoidal:

u(w;2) = 3 explikz) + § exp {ik [woz -+ 29T (ou)?| } +

g0 {ik [z 42/ T (ul]} (2.15)

de donde se observa que es valido interpretar a u(r; z) como la interferencia de tres ondas planas: el
primer término u orden 0 es una onda plana que avanza en la direccion del eje z o del vector £(0; 1); ¢l
segundo u orden +1 avanza en la direccion k (/\VO; \/ITW), mientras que el tercero u orden —1 lo
hace en la direccion k& (—;\ug; m)

Puede analizarse este argumento considerando la aproximacion parageométrica y suponiendo que en
la realidad la apertura tendra una dimension finita dad: por un ancho transversal D = Md, donde M
es el numero de periodos d contenidos cn la red. [En cste scntido, sc supone quc detras de la apertura sc
proyectan tres ondas planas dc ancho finito las cuales irdn scparandose y cuya interfercencia producira cl
efecto de autoimagenes. Por lo tanto, dejara de generars: el efecto cuando estas ondas se alejen y ya no
se superpongan. Para el calculo de esta distancia z,,4: € utilizan sencillos argumentos geométricos ¢cn
base a la figura 2.2. Por un lado, la tangente del angulo a que subtiende la direccién de propagacién

del orden +1 con ¢l cje 2 es:



Md

Zmax y

>
ry

Figura 2-2: Superposicion de los érdenes de difraccion 0, +1 y -1 en un diagrama explicativo del cfecto
de " walk-off™.

Md
tana = —- | (2.16)
Zmda
y por otro el seno resulta:
sena = Ay (217)
Aproximando la expresion (2.15) al seno, e igualéndola « (2.17) | se obtiene:
Md?
Tmix = T ' (218)

cantidad que determina la distancia maxima de verificacion del efecto Talbot medida desde la apertura
finita y periédica. Debe tomarse en cuenta que la ap-oximacion paragcométrica utilizada es valida
sicmpre que 2 < D?/\ = M2d?/), o sca 2 < Mz,,;,. Como en general M > |, resulta ser 2 & 24,
de donde se deduce que los calculos realizados cumplen holgadamente la condicién paragcométrica.

La expresién (2.18) indica que la distancia maxima z,5; aumenta con el nimero de periodos presentes
en la objeto y decrece con la frecuencia espacial y la longitud de onda. De esta forma, para aperturas

con grandes frccuencias cspaciales dcbe considerarse cuidadosamente la fidelidad de una autoimagen



rclativamente alcjada dcl objcto.

2.1.2 Condiciones necesarias y suficientes

Hasta aqui se demostré que la periodicidad de la apertura es una condicién suficiente para la obtencidn
del efecto Talbot, pero puede avanzarse en el analisis ¢stablecicndo las condiciones necesarias y sufi-
cientes para que este fenémeno se verifique. Estas condiciones fueron inicialmente deducidas por W. D.
Montgomery (7], y en el presente estudio se seguira el trabajo de Lohmann (33].
El campo dctras de la apcrtura, con la aproximacion escalar, debera verificar la ecuacién de ondas
(2.14) que se considerara como una ecuacion en tres variables:
Viu(z,y,2) + k*ulz,y,2) = ([%25 + %22 + %) w(z,y, z) + Ku(z,y,2) =0 . (2.19)
En el caso que esta funcién tridimensional u(z,y, z) fuera periédica a lo largo del eje z, con periodo Az,

podria scr desarrollada en una seric de Fourier del tipo:

+oo .
u(:z, y‘z} = Z 'Um(Iry) e{p (2 :_-:‘T ) ) (220)

m=0
dondc los términos con m < 0 sc descartan ya que representan ondas retrocediendo.

El desarrollo (2.20) debera verificat ademas la condicién dc contorno:

+oo
u(z,y,0) = Z‘l—'m(a"f,y)=f(1?,y) 1 (2.21)
m=0

donde f(z,y) es la funcién transmitancia de la apertura

Reemplazando (2.20) en la ecuacidn de ondas (2.19), se obtiene que:

2 2 2
a vgz(::;,y} N tol U%E;B,y) k2 [1 _ (g) ] Um(z,y) =0 . (2.22)

Esta ecuacidn tendra tres tipos de soluciones dependiendo del signo del término 1 — (1n/\/Az)2.
Si se supone que: 1| — (mA/Az)? < 0, las soluciones de (2.22) resultan ondas que divergen para
valores oo dc z ¢ y, lo cual no ticne significado fisico, micntras quc si se toma: 1 — (m)\/Az)2 =0, se

obtiene una ondas plana propagandose en la direccion 2. Por lo tanto, la situacién relevante ocurre para

la condicion:

1— {(mA/Az)2 >0 (2.23)

0, de otra forma:



0<m<Az/x | (2 24)

lo que establece un valor maximo para m: M4, < Az/\

Se introducen los desarrollos integrales de Fourier de las funciones vm(z,y):

+oa
om(@,9) = [ Tl exp (imo 4 )] dwpe (2.25)

y se los reemplaza en la ecuacion (2 22), de lo cual se obtiene:

T 2
]]ﬁm(u, 1) exp [2im (v + py) {—(271-)2 (1,2 + ”2) + K2 ll - (Tz—;\) :| } dvdu =0 . (2.26)

Fste desarrollo sera nulo si Um (v, ) y/o el término entre corchetes lo son. Considerando la iltima
alternativa, se obtiene la siguiente relacion para las frecuencias espaciales:
v2+,u2=)\i2-—(%)2zpfn , (2.27)
esta expresion representa circunferencias de radio pn, en 3l dominio dc las frecuencias (v, i), es decir, los
llamados "anillos de Montgomery”. Por lo tanto la funcién transmitancia dc la apertura debera ser tal
que su espectro de frecuencias espaciales sea discreto y localizado sobre cstos anillos de Montgomery de
radios ppn,. Los primeros anillos aparecen graficados en la figura 2.3.
El término m = (, que correspondera a un anillo de radio pgp = 1/A, responde a ondas evanescentes

(fenomeno débil de autoimagenes).
Como cada Uy, (v, ) debe sec nulo en todo este dominio excepto en ub anillo particular m de radio

pm (figura 2.3), tendran una expresion en coordenadas polares del tipo:

(v, 1) = Vin(0,8) = Cnb o — pra)dm(0) (2.28)

dondc py, = ++/1% + p? y 6 = arctan(p/v), o v = pcos(€) y 4 = sen(f). Reemplazando (2.28) en (2.25),

se obtiene:

+
U (T, Y) = Conpm f ¢m{0) exp [2imp.p (cos(P)z + sin(f)y)] d0 (2.29)

Utilizando aqui las coordenadas cilindrizas r = rcos(y) e y = rsin(y), se llega a:



4

Figura 2-3: Anillos de Montgomery.

O (2,9) = Vi (1, 9) = Conpim / B (8 exp [2impr cos(8 — 2)) 0 (2.30)

Finalmente, en base a la expresion (2.30) para los coeficientes del desarrollo de Fourier (2.20) del campo,

u(z,y, z) puede escribirse:

Mmix

ulz,y,2)=Ulr, ¢,z Z Conpm /ﬂqu(ﬂ) exp {21'?1' [p'r cos(f — ) + g] } dé (2.31)

expresion que contempla todos los campos periddicos en z, cuyos periodos vienen dados por un cierto
valor Az.
Utilizando el resultado (2.31) en la expresion (2.21), todos los objetos apertura capaces de generar

un efecto de autoimadgenes, tendran una funcién transmitancia de la forma:

TMemas

flz,y) = Fr,¢) Z Conpm / S (0. exp {2in [prcos(8 — )]} db | (2.32)

m=0

donde My, < Az/A
Puede demostrarse que el caso de anillos equidistantes en el plano de frecuencias, caracteristicos de
redes difractivas circulares, y que el caso de puntos equidistantes en dicho plano, caracteristicos de redes

difractivas lineales, corresponden a anillos de Montgomery con mimeron =0, 1,4,9, ..., m2. Por lo tanto,
S oA e e
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los objetos con periodicidad lateral de la experiencia oriyginal de Talbot son sélo un subconjunto dentro

del conjunto de todos los objetos capaccs de generar ¢l f2némeno de autoimagenes.

2.1.3 Otros enfoques del efecto Talbot

Una altcrnativa al estudio de la difraccién en base a la integral de propagacién de Kirchhoff es la
formulacion de Booker-Ratcliffe-Shinn o de transformade. inversa de w, la cual fue utilizada por R.
F. Edgar [34] para analizar la formacion de autoimagenes a partir de estructuras periddicas.

A. Kolodziejczyk [35] presenté una apraximacién dilerente al efecto de autoimagenes, para lo cual
expreso la propagacion del campo de Fresuel en forma de convolucion y utilizé un desarrollo matematico
propio, suponiendo aperturas periédicas bidimensionales infinitas.

Restringiéndose a redes periodicas binarias y de rendijas muy estrechas, P. Latimer y R. F. Crouse
(36] realizaron un cuidadoso analisis en base a la interferencia de rayos con el que explicaron la aparicién
de otras distribuciones de intensidades periédicas ubiczdas entre las autoimagenes (ya reportadas en
diversas cxpcricncias (37, 4, 3)).Estas "autoimagenes se:undarias", con frecuencias mayores que las dc
las "autoimagenes fundamentales” y con intensidad menor, se sitian en miltiplos racionales de d?/ .

Por otra parte, la cxpericncia de Hiedemann y Breazcale [37], de 1959, se ocupd del efecto Talbot cn
el caso quc las redcs de transmision son producidas por andas ultrasonicas.

Otro enfoque posible es el desarrollado por C. Colautti, B. Ruiz, E. E. Sicre y M. Caravaglia [24] en

base a la transformada de Walsh-Hadamard que sera analizado en el Capitulo 3.

2.2 Efecto Lau

2.2.1 Enfoque en base a la optica geométrica

Respecto al fenomeno Talbot las alternativas de descrip:ion y justificacion del efecto Lau son aidn mas
diversas.

Se realizara a continuacién una aproximaciéon al efecto Lau desde el punto de vista de la 6ptica
geométrica tal como lo presentan J. Jahns y A. W. Lohmann (11]. Supéngase que se ilumina con una
fuente espacialmente incoherente un arreglo en serie de dos redes de amplitud binarias, pcriédicas e
idénticas, colocdndose detrds dc la scgunda rod una lent:: convergente de distancia focal f. Se pretende
hallar las condiciones para las cuales la distribucion de iitensidad en el plano focal / de la lente resulta
scr un diagrama de interferencia. Puede pensarse que la primera red R1 actia como un arreglo periodico

de fuentes incoherentes que ilumina la segunda red R2 (idéntica a R1), situada a una distancia z, de la

primera (ver figura 2.4).
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Figura 2-4: Dispousitive Lau.

Se supone que el ancho de las rendijas de las redes es mucho menor que la separacion entre ellas, o de
otro modo, que el periodo de las redes d es muy proximo il ancho de las bandas opacas. De esta manera,
una cierta rendija S de RI actuara como una fuente linet| la cual emitira ondas cilindricas (figura 2.5),
que llegardan a R2 generando en é&sta una serie de fuentes secundarias en las rendijas /70, P1, etc.. Para
que estas fuentes emitan en fase, las distancias SPO, SPI, ctc., habrdn de diferir en nimeros enteros de

A, siendo A la longitud dc onda de iluminacion. Asi, utilizando el Teorema de Pitagoras:

Va+ & =n+A=2+N1 | (2.33)

donde A es la diferencia entre las distancias SPOy SP1 y N es un nimero entero. Ademas suponiendo
que A € d K zg, resultara:
1 2 d?
Zovl+ (dfzp)? =2 |1+ —(d/2)| =20+ — (2.34)
2 22
Igualando (2.33) a (2.34), se obtienc:

20 = d’/2N)> (2.35)
Si se considera que el desfasaje A es sélo de una longitud de onda A, es decir N = 1, (2.35) resulta:
zp =d2/2n (2.36)
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Figura 2-5: Analisis del efecto Lau en base a la dptica geométrica.

que es la denominada distancia Lau. De esta forma, li. luz proveniente de la rendija S de la red Rl
producira un diagrama de interferencia en el plano focal, luego de difractarse en R2. La deduccion es
vélida para toda rendija de R1, y por lo tanto, cada una produce el mismo patron de interferencia. Como
la iluminacidn es espacialmente incoherente todos los pa:rones sumaran sus intensidades, generando asi
un diagrama de franjas de alto contraste.

La similitud de las dcpendencias con la longitud dc onda A y la periodicidad espacial d, en las
expresiones de las distancias caracteristicas 27 (dada por (2.10)) y z;, (dada por (2.36)), indican una

marcada relacion entre los efectos Talbot y Lau.

2.2.2 Enfoque en base a la teoria de la coherencia

En trabajos casi simultaneos, F. Gori [10], y R. Sudol y B. J. Thompson (12, 13] presentaron un analisis
del efecto Lau utilizando la teoria de la coherencia. Para desarrollar este analisis se emplea la funcion
densidad espectral mutua C(z,z’;v) [38], tomando en cuenta particularmente una iinica componente
monocromatica de la fucnte policromadtica S que ilumina ] dispositivo Lau. La densidad espectral mutua
G(z,z’;v), es la transformada de Fourier de la funcion ccherencia mutua I'(z, z';7), la cual coincide con
la intensidad mutua J(z,z') o I'(z,z’), para cl caso cuacimonacromdtico (1 = 0).

Siguiendo la publicacién de Sudol y Thompson, se suponen dos aperturas ¢ y h (figura 2.6) de
funciones transmitancias g(z) y h(z) respectivamentc. La fuente cspacialmente incoherente S que ilumina

la primera transparencia g, tendrd una densidad espectral mutua Gg(r,z';v) = i.6(z — z'), dondc
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Figura 2-6: Dispositivo Lau con redes de transmitancias g(x) y h(x).

1, es una cantidad real y positiva asociada con la int:nsidad dptica de la fuente a la frecuencia v.

Inmediatamente después de atravesar g, la densidad espoctral mutua vendra dada por:

Gl (z,2'v) = g(a)g"(2)ivb(z — x ) = |g(z)]* 1.6(z — 2} (2.37)

de esta forma, la apertura ¢ actia como un arreglo de fuentes incoherentes cuya distribucion depende
directamente de su funcion transmitancia g(z).

La densidad G dada por la ecuacion (2.37) se propagard desde la apertura g hacia la apertura A,
situada a una distancia zg, segin lo indica el Teorema de van Cittert-Zernike [39|, e inmediatamente

antes de h tendra la siguientc cxprcsion:

exp [ik(z? — 2’
{(Az)?

G, (z,z';v) =

2y 4o “+oa
)/2) ] () 1% 2, exp [ik(z — a')é/20) dE (2.38)

en donde la variable £ recorre toda la extension unidimensional de g.
Luego de interactuar con h, la densidad espectral mutua G sera el producto de la expresion (2.38)

por la funcién transmitancia h(z) y su conjugada evaluada en z';

Gy (z,2';v) = Gy (x, 2" 1)h(z)h* (z7) (2.39)

Haciendo uso nuevamente del teorema de van Cittert-Zernike para analizar ¢l proceso de propagacion de
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la densidad espectral inutua a través de la lente L, hasta el plano focal, la expresion de G sobre plano

de observacion sera:

Gilz,z';v) f2_/ Gr &, v)enp (zk i fxg)dédf’ , (2.40)

siendo f de distancia focal, y donde se aplicé la aproximnacion parabdlica para el cainbio de fase en la
lente L.

La intensidad se relaciona con la funcién coherencia mutua y la densidad espectral mutua de la

siguiente forma (38]:

I{z)=T(z,z%0) = /G(:r,x,v)du , (2.41)

asi, la distribucion de intensidad debida a una cierta iluminacion de frecuencia v, sera:

L{z}) = G(z,z;v) . (2.42)

Entonces, a partir de (2.42) y (2.39), la intensidad observada en el plano focal vendra dada por:

Ia(zv) / Gy (6, € )MEN" () exp (—m il - “)d{d&* (2.43)

Para avanzar en los calculos se hace necesario conenir una serie de restricciones respecto a las
transmitancias de los objetos. Se supondra que son redes idénticas, binarias y periddicas de periodo d,

es decir:

lg(@)” = @) = tz) ,  t{z) = t{x+ad) (2449)
Por lo tanto las transmitancias podran representarse por una serie de Fourier, esto es:

+oo

> Cnexp(innz/d) | (2.45)

n=—00

donde los coeficientes de Fourier C,, vienen dados por:

Ca =é /t(z) exp{—2innz/d)dz (2.46)

— o0

Reemplazando cstas expresiones en (2.38) y (2.40), la densidad espectral mutua inmediatamente
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antes de la red h toma la siguiente forma:

. +o0
)

G; (z + Az, z;v) = /\— oxp (ikzAz/z0) Y exp {inhzgn?/d?) Cob(Ax — Azgn/d) (2.47)
1]

==-—00

y la intensidad (2.43) en cl plano de observacion:

+oo
Ia(e) = [[ Grle+ A niee + e)e (© expl-ikatrg/ faade (2.48)

donde se introdujeron los cambios de variablessz = 'y Az =z — 1’.
Como la densidad espectral mutua inmediatamente antes de la red h representada por (2.47), es
periédica con periodo Azo®/d, la intensidad (2.48) dcpendera también de este periodo. Realizando el

reemplazo (2.47) en (2.48), la intensidad en el plano focal resulta:

. +0oo
Iralz,v) = X;z‘:f_z Z Cn Bn exp (27 zonzfdz) exp(—2imnzzn/df) (2.49)

n=—mno

donde los coeficientes By, vienen dados por:

+oo
B, = f (& + Azon/d)t* (&) exp(2innl/d)dE (2.50)

—oe
La distribucién de intensidad dptica en el infinito dada por la expresion (2.49), obviando el factor de
fase cuadratico en la sumatoria, aparece como el desarrollo de Fourier de la correlacion de dos funcioncs.
Los coeficientes de una de las funciones son los C,, dados por (2.46), y los dc la otra son los coeficientes
B, dados por (2.50). Este ltimo coeficiente puede int:rpretarse como una funcién del periodo de la
funcidn densidad espectral mutua: Azg/d, en el plano dc la segunda red, y considerando que el periodo
de t(z) es d, la expresion (2.49) representara un conjunto de franjas de alto contraste en el infinito para

aquellos valores de zg que satisfagan la condicién:

d2
T @AEL23,. (2.51)

_
o= B

para una longitud de onda dada.
La ecuacion (2.51) indica una generalizacion del cfecto Lau, ya que demuestra quc el fenomeno no
s6lo se verifica para las tipicas distancias de miltiplos enteros de z; = 2d? /), como se obtuvo en (2.36),

sino que tendra lugar ain cuando la separacion es un mualtiplo racional de la distancia caracteristica

d?/x.
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Del analisis de las expresiones (2.47) y (2.48) que lleva a la obtencién dc la condicion (2.51), puede
intcrpretarse que en el marco del formalimo de ls teoris de la coherencia empleado por Sudol y Thompson,
el efecto Lau es el resultado de la correspondencia o "meacheo” cntre ¢l periodo de la segunda red h y cl
periodo de la densidad cspectral mutua del campo incidente sobre dicha red G, (¢ + Az, z;v).

Los mismos Sudol y Thompson verificaron el ajuste de los datos cxperimentales con sus predicciones
tedricas [13].

En su publicacién, Gori [10] llega a la misma expre:ién para la distancia Lau generalizada (2.51),
utilizando también la teoria de la coherencia, aunque tcabajando con la intensidad mutua J(z,z'), y
aproximando la transmitancia de las redes a peines de Cirac al suponer que las ranuras son extremada-
mente delgadas. Dc una mancra muy simple intcrpreta el efecto Lau como el ajuste entre la periodicidad
de la intensidad mutua inmediatamente antes de la segunda red (calculada utilizando el teorema de van
Cittert-Zernike) y la periodicidad de dicha red. Es decir que la segunda apertura actia como un filtro
de coherencia que selecciona el paso solo de los maximos de la funcién intensidad mutua. Este "macheo”
lleva a la condicion (2.51) para la distancia Lau generalizada. Estos razonamientos son muy similares
a los utilizados por Sudol y Thompson, pero Gori los emplea con un enfoque geométrico mas simple e
intuitivo.

Finalmente dentro de las aproximacioues al efecto Lau en base a la teoria de la cohercncia se menciona
la publicacién de B. J. Thompson y C. Roychoudhuri [40]. Los autores trazan una minuciosa analogia
entre la propagacion de la coherencia mutua I'(z,z’,7) y la de la amplitud de campo considerando
particularmente los ejemplos de transmitancias de una, dos y /V rendijas.

Los desarrollos originales incluidos cn csta tesis cn cuanto a sistemas iluminados con luz espacial-
mente incoherente, hacen uso de basicamente de los formalismos empleados en los trabajos de Sudol y

Thompson, y de Gori que se han detallado en esta seccidon.

2.2.3 Otros enfoques del efecto Lau

En el trabajo ya citado, J. Jahns y A. W. Lohmann [11] explican e] efecto Luu también a través de lu
teoria escalar de la difraccidon.

Patorski |14, 15] desarrollé una justificacion tedrica del efecto Lau introducicndo el concepto de
superposiciones incoherentes de efectos de autoimagenes. Supuso a la primera red como un arreglo
mutuamente incoherente de fuentes lineales colierentes » luego tomo en cuenta el tamaho finito de las
ranuras. Consideré que para observar un conjunto de franjas bicn definidas las autoimdagences dc la
segunda red generadas por cada una de esas fuentes lineales, deben superponerse en el espacio. Analizé
cuidadosamente los casos en que la separacion entre las ‘edes es finita [14] e infinita [15].

G. J. Swanson y E. N. Leith [41, 42] interpretaron el efecto Lau como un caso particular del inter-
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ferémetro de dos rcdes en "tandem”, previamente propuesto por F. O. Weinberg y N. B. Wood [44].

K. -H. Brenner, A. W. Lohmann y J Ojeda-Castaneda describieron el efecto Lau utilizando el
formalismo de la funcién de transferencia 6ptica (OTF) [43]. Postcriores aplicaciones de la OTF en
dispositivos Lau fueron reportados por K. Hane y C. P. Grover [45, 46]. En particular J. Sethuraman
[47] realiz6 un estudio del efecto en base a la OTF y a las sropiedades de las funciones de Bloch utilizadas
en la fisica del estado sélido.

El efecto Lau puede también explicarse utilizando otro modelo geométrico [48] en cl cual las dos redes
actian como selector dc canales. Mediante el formalismo presentado por S. Jutamulia, T. Asakura y H.
Fuji, el sistema espacialmente incoherente es convertido ¢n un sistema multicanal coherente, donde cada
canal es originado por un nico punto independiente cor stituyente dc la fucnte extendida.

Lohmann, Ojeda-Castanieda y Streibl [20] justificaron la periodicidad de los campos coherentes y
parcialmente coherentes asociandolos a las autofunciones del operador que representa las soluciones de
la ecuacion de Helmholtz, deduciendo las condiciones necesarias y suficicntes para la verificacién del
fenémcno.

Empleando el concepto de transformada virtual de Fourier y el tratamiento ondulatorio de las abe-
rraciones Jahns, Lohmann y Ojeda-Castaneda (21| describiecon los efectos Talbot y Lau en términos del
formalismo parageométrico. Dicho desarrollo no sc restringe a objetos con periodicidad lateral ni a la
aproximacion paraxial.

J. Ojeda-Castaneda y E. E. Sicre [22] explicaron ambos efectos utilizando las propiedades de propa-
gacién paraxial de la funcién distribucién de Wigner. E:n base a esta representacién dual espacio-fase
trataron los efectos Talbot y Lau cn términos de la desc:ipcion de la dptica geométrica.

Existe un estudio del efecto Lau en el marco del analisis de Walsh-Hadamard (25] que seré desarrollado

en el siguiente capitulo.

2.3 Aplicaciones de los efectos Talbot y Lau

La importancia del estudio de los efectos Talbot y Lau rside en la gran variedad de aplicaciones que se
sustentan en dichos fcnémenos, y que han sido propuestas y utilizadas en las Gltimas décadas. En esta
seccion se haréa una rapida revisién de algunas de las mas significativas. En particular es pertinente,
debido a la tematica de la presente tesic hacer incapié en los sistemas destinados al filtrado espacial en
la region de difracciéon de Fresnel, por lo que se les dedicara especial atencidn.

A. W. Lohmann [49] presents en 1961 la primera aplicaciéon del efecto Talbot. Se trata de un
dispositivo discnado para caracterizar el espectro temporal de una fuente. Este espectrémetro de Fourier

consta de dos redes periddicas idénticas colocadas en secie una detras de la otra. Si la (uente ilumina
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la primera de las redes, el campo difractado detris de ella presentara una periodicidad sobre el eje
de propagacion que dependera de la longitud de onda de la luz emitida; asi, el barrido de la segunda
red sobre esta zona de Fresnel producira un cfecto espectrométrico. La observacion del desplazamicnto
normal de la segunda red dara una medida del contraste de la intensidad de campo, que légicamente
sera maxima cuando se la sitie en un plano de autoimagen. Una vez establecida esta distancia puedc
deducirse la magnitud de la longitud de onda correspondiente. H. Klages [50] realizé un estudio mas
detallado de este espectrometro.

Es posible también disenar interferémetros basados en el efecto de autoimagenes. Supdngase como en
la experiencia Talbot tradicional que sec ilumina con un haz colimado monocromatico una red periédica
plana, y que se ubica coplanarmente una segunda red, réplica de la anterior, en el campo difractado de
I'resnel. En el caso que esta segunda red se colocase en ua plano de autoimagen, centrada respecto al eje
optico, la autoimagen y la transmitancia ajustaran perfoctamente. Pero si entre ambas transparencias
se inserta un cierto objeto de fase, la autoimagen se distorsionara dando lugar a un diagrama de franjas
o "moiré” (vecr Capitulo 7) en cl plano dc la segunda rei. Dicho diagrama brindara informacién sobre
la derivada espacial respecto a la coordenada transversa! de la distribucion de fase del objeto. Senciltas
variantes de este dispositivo se obtienen desplazando le segunda red en medio periodo o colocandola
en una distancia dc autoimagen negativa, obturandose ile esta forma cl paso de luz. Anédlogamente al
caso anterior, el analisis del diagrama de moiré que aparece cuando se inserta el objeto de fase, brinda
informacion sobre su funcion distribucion de fase.

Estos intcrferémetros Talbot o de “shearing” con dos rzdes, fueron inicialmente propuestos en traba jos
casi simultaneos por S. Yokozeki y T. Suzuki, y D. E. Silva y A. W. Lohmann. Postcriormente se ha
presentado una gran cantidad de variantes.

Yokozeki y Suzuki [51) desarrollaron una interpretacion tedrica de este tipo de interferémetro, y
estudiaron su aplicacion en la medicion de gradientes de fase y aberraciones de lentes, utilizando el
analisis del moiré.

Lohmann y Silva demostraron su posible aplicacion al analisis de las derivadas primera y segunda
dc los objetos de fase (52, 53|, y aun de la derivada radial mediante la utilizacion de redes con simetria
circular (53, 54]. Ademds Silva propuso un método interferométrico del tipo Talbot para establecer el
grado de colimacion de un haz [55).

Se ha disenado también un interfer6metro donde la segunda red puede generarse en forma conveniente
por métodos computacionales [56].

Los dispositivos interferométricos basadaos en el efecto Talbat pueden aplicarse ademas al estudio de
vibracioncs de objctos de fase [57], a mediciones de curvasuras y longitudes focales (58, 59| y de pequeinas

inclinaciones [60, 61], etc..
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Se han desarrollado también versiones incoherentes de las interferometros mencionados, ¢s decir,
basados en el efecto Lau, como los estudiados por Bartelt y Jahns [62], Patorski (63, 15], N. Bolognini,
J. Ojeda-Castafieda y E. E. Sicre [64], y J. Ojeda-Castan:da, J. Ibarra y J. C. Barreiro [65). El principio
del funcionamiento es el mismo, generar un diagrama de franjas con una primera red, ajustarlo con otra,
y examinar las desviaciones del moiré cuando se intercala un objeto de fase.

Bartelt y Jahns (62, 66] disefiaron dus interferémetros basados en el efecto Lau para objctos de fase.

Con el propésito de desarrollar sistemas computacivnales basados en la 6ptica que aprovechen la
velocidad y capacidad de transmisién y procesado dc informacién en paralelo, se han presentado una
serie arreglos opticos que realizan operaciones logicas. En este sentido, se han publicado algunos trabajos
que se basan en las propiedades del efecto Lau (72-74).

Se ha propuesto también la utilizacién del efecto de autoimagenes para la codificacion de la infor-
macién volumétrica de ciertos objetos mediante la técnica dc pscudocolorcado. En el estudio de estas
técnicas se basaron los trabajos de Chavel y Strand [75, 76|, y de Rodriguez-Vera, Kerr y Mendoza-
Santoyu [77]. También se han presentado algunos dispositivos de este tipo empleando iluminacién in-
coherente (78, 71|.

Otra aplicaciéon del efecto Talbot en el procesamiento dc imagencs ¢s la técnica de restauracion de
objetos cuasi-periédicos (79-82]. Olof Bryngdahl [83] ademas propuso dos métodos para la obtencién dc

miltiples imagenes a partir de un sélo objeto mediante la utilizacion del efecto de autoimagenes.

2.3.1 Abplicaciones de los efectos Talbot y Lau al filtrado espacial

El filtrado espacial de imagenes es extensamente utilizado en la éptica. Desde que se demostro las
propiedades de las lentes de generar la transformada de Fourier de las imagenes bajo iluminacién cohe-
rente, se comenzo con el desarrollo de las técnicas de filtrado espacial en el plano focal de {recuencias.
A partir de la década del 70 también han surgido dispositivos de filtrado en la region de difraccion de
Fresnel basados en las propiedades de autoimagen.

Eu, Liu y Lohmann [67. 68] estudiaron la aplicacién dcl cfecto Talbot al filtrado cspacial para la
obtencién de la diferenciacion de la imagen. Con la implemcntacién de varios dispositivos demostraron
la obtencion de la derivada de primer orden y ordenes superiores de transmitancias objeto.

Lohmann, Ojeda-Castaneda y Sicre [69, 70] basandose en el espectrémetro de Fourier (49, 50| pro-
pusieron otra aplicacion del fenomeno de autoimégenes al filtrado cspacial para objetos binarios. Sc
trata de filtros que utilizan la dependencia de la distancia de autoimagen con la [recuencia espacial dcl
objeto. Las aperturas consideradas poseen funciones transmitancias dadas por una superposicion de
funciones de Rademacher, es decir redcs de Ronchi (ver Capitulo 3, seccion 3.2.2), cada una con una

frecuencia cspacial determinada y diferente. Los dispositivos propuestos son capaces de eliminar de la
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imagen alguna de estas frecuencia en forma variable. Ein uno de los arreglos se coloca una réplica de
la primera red en la distancia de autoimagen negativa correspondiente a la frecuencia que se pretende
eliminar, al presentar la intensidad en este plano un contraste invertido, la interaccién cancela el aporte

de la frecuencia en cuestién (figura 2.7 (a)). Es posible eliminar la segunda red situando un espcjo a la

A

Rn Rn
Fuente I II
| I
Voo
/; n 7
(a)
Rn
Fuent:c_, I g
. | . Espejo
|
A~ Enf2 —

(b)

Figura 2-7: Interferémetros Talbot *

mitad de la distancia de las autoimagenes negativas, es Cecir a un cuarto de la distancia Talbot (figura
2.7 (b)). La selectividad es mejorada con dispositivos que impliquen miltiples intcracciones, como un
anélogo de un interferémetro Fabry-Perot (figura 2.8 (a)) o un filtro de Lyot-Ohman (figura 2.8 (b))
[70]. Estos arreglos de miltiples interacciones campo-apertura en serie son la base de gran parte del
trabajo original presentado cn esta tesis.

En cuanto a los sistemas de filtrado que opcran bajo iluminacion espacialmene incoherente, se han
propuesto dispositivos basados en el efecto Lau [71], los cuales han sido analizados en base al formalismo

propuesto por Gori [L0] y Sudol y Thompson (12, 13]. Andlogamente al arreglo descripto en la figura
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Figura 2-8: (a) Interferémetro Fabry-Perot. (b) Filtro de Lyot-Oman.

2.7 (b), se dispone la red frente a un espejo situado a la mitad de la distancia de Lau (figura 2.9),
y se supone que la funcién transmitancias de la apertura es una superposicion lineal de funciones de
Rademacher. La distancia zo puede seleccionarse de tal forma que corresponda a la distancia Lau
de una (o de algunas) de las frecuencias presentes en la sintesis. Esto permitira el ajustc entrc la
funcién coherencia mutua proveniente del espejo, inmediatamente detras de la red con el espaciado
de la Rademacher correspondiente a esa [recuencia. De esta forma se originan [ranjas de alto contraste
debido a esta componente, mientras que el resto de las Rzdemacher presentes en el desarrollo dan lugar a
diagramas de franjas de bajo contraste. Dicho de otra forma, por el simple mecanismo dc desplazamiento
del espejo, puede seleccionarse o "sintonizarse” la frecuencia (o las frecuencias) que sedesea transmitir
en detrimento de las restantes.

Una extension de los dispositivos de filtrado espacial en la regién de Fresnel para funciones transmi-

tancias generalizadas fue presentada en base a redes sint:tizadas por funciones de Walsh [24, 25], dichos
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trabajos serdn detallados en el siguiente capitulo.
Finalmente, se menciona que Ojeda-Castaneda, Ibarra y Barreiro [65] propusieron un dispositivo que
realza una determinada frecuencia espacial de una red apertura de frecuencia variable, basado en el

efecto Lau.
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Capitulo 3

FUNCIONES DE WALSH:
PROPIEDADES DEL CAMPO
DIFRACTADO

3.1 Introduccién

La 6ptica de Fourier ha demostrado ser el marco adecuado pera describir las propiedades difractivas
de gran parte de los sistemas formadores de imagenes (32, 84]. En estos sistemas la senal de entrada
se considera como una sintesis lineal de funciones sinusoidales (desarrollo de Fourier). El principio de
superposicion permite analizar independientemente los efeclos del sistema sobre cada una de las com-
ponentes del desarrollo, y calcular la respuesta del sistema a la senal original mediante la superposicion
lineal de las respuestas individuales.

La utilizacidon de lentes en los sistemas opticos implica el acceso a las transformadas de Fourier de las
imagenes, de aqui la conveniencia del uso del analisis de Fourier para el estudio de estos procesadorcs.
En estos términos es relativamente sencillo implementar operaciones de filtrado espacial sobre el espectro
de frecuencias de la senal objeto. Ahora bien, si deben considerarse interacciones campo-aperturas en
la region de difraccion de Fresnel, donde las informaciones espaciales y espectrales de las senales estan
mczcladas, la aplicacion del analisis de Fourier deja de ser sencilla. Es el casou de los sistemas de multiples
aperturas en "tandem”, aplicados por ejemplo al filtradc espacial en la region de Fresnel.

Como se ha senalado en el capitulo anterior, en este tipo de dispositivos son de frecuente empleo

las redes binanas y periodicas que generan por simple propagacion campos también periodicos, y que
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son binarios. Dado que la interaccion campo difractado-apertura binaria representa un simple producto
(dentro de la aproximacion de Kirchhoff), parece adecuado aqui introducir la utilizacién del analisis de
Walsh-Hadamard [26).

Las funciones de Walsh-Iladamard constituyen un conjunto complcto y ortogonal de funciones bi-
valuadas, lo que permite que cualquier funcion arbitraria (por ejemplo la funcién transmitancia de una
apertura en un sistema 6ptico) sca descompuesta como una sintesis lineal en esta base. Por lo tanto, el
comportamiento difractivo de un dispositivo 6ptico con una o varias aperturas, podra obtenerse mediante
cl anahsis de los aportes difractivos de cada una de las funciones de Walsh intervinientes en los desar-
rollos de las funciones transmitancia de tales aperturas. Ejemplos de este tipo de sistemas son los fltros
espaciales de Talbot y Lau presentados cn cste capitulo, y cuyas versiones generalizadas consistentes en
arreglos de miltiples aperturas binarias, se proponen y cstudian en los Capitulos 4 y 5.

Ademas se hace notar que el anélisis de Walsh-lladamard ha adquirido gran importancia a partir de
su comprobada utilidad en técnicus de procesado digitsl de imagenes [30] y otros campos relacionados

con el proccsado de la informacién (27].

3.2 Definiciones Matematicas

3.2.1 Frecuencia y secuencia

El término frecuencia es aplicable al conjunto de funciones sinusoidales (periddicas) para las cuales los
cruces por cero estan uniformemente espaciados. Este parametro f es el que caracteriza una funcion
individual perteneciente al conjunto de las funciones sir.usoidales {sen(2nft)} y {cos(2nft)}, y puede
interpretarsc como el nimero de ciclos completos que yenera la funcion por unidad de tiempo, o un
medio de la cantidad de cruces por cero en la unidad de tiempo (86]. Para el caso de las funciones
no-periddicas sc define la frecuencia generalizada o secuincia como un medio del nimero de cruces por
cero en la unidad de tiempo [87].

Cuando se trabaja sobre coordenadas espaciales como en el presente caso, debe entenderse que las

frecuencias espacialcs y las secuencias espaciales se toman logicamente por unidad de longitud.

3.2.2 Las funciones de Rademacher

Las funciones de Rademacher son un conjunto ortogonsl aunque incompleto de funciones periodicas y
bivaluadas definidas dentro de una regidn finita del espacio. Estas funciones fueron desarrolladas por I1.
Rademacher [85] en 1922.

La funcién de Rademacher de orden k > 0, que sz denotara como Ri(t), cs un tren de pulsos
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rectangulares con 2* ciclos en el intervalo [0,1), que toma los valores +1 o —1. En la figura 3.1
se indican las graficas de los primeros ordenes de las funciones segiin la convencion empleada en este
trabajo. Puede notarse que salvo para k = 0 y k = |, estas funciones son periodicas y posecn un periodo

dependiente del orden k cuyo valor es d = 2" % es decir

By(t+ a2y = Re(t) k=23,...; a==+1,42 .., (3.1)

y légicamente su secuencia sera 1/d = 2%~ 1.

Pueden definirse las funciones de Rademacher utilizando la funcion signo:

Ry (t) = sign [cos (Qkﬂ't)] =sign [cos (27t/d)] , te [0,1). (3.2)

Para cl caso de un dominio espacial centrado, del tipo = € [—xo/2,20/2], la expresion (3.2) resulta:

sign [— sen (w;”;)] . k=0
Ri(z) = { sign [— cos (ZN%)J k=1 (3.3)
sign [oos (2”“71’%)] ; k>1.

Con este cambio de variables, ¢l periodo espacial de una funcién de orden & toma la siguiente forma:
dk = Zl_kx(, . (34)

3.2.3 Las funciones de Walsh

Las funciones de Walsh forman un conjunto completo y ortogonal de funciones bivaluadas, y pueden

definirse como productorias de funciones de Rademacher mediante la siguiente expresién (88]:

Waly(z) = [[ (@)™  z|<m/2, (3.5)
k=0

donde Waln(x) es la funcién de Walsh de orden n > 0, v los coeficientes m y ¢i estan relacionados con

7 a través de su desarrollo binario:

n=3 2 . (36)
k=0

Es decir que m es el rango del desarrollo binario de n, y .os coeficientes g, son los correspondientes bits,
NDol.

A diferencia de las funciones de Rademacher, las funciones de Walsh no son en general periédicas.
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I'n la figura 3.2 se encuentran representados los primeros érdenes de estas funciones; debe notarse que
se hallan ordenadas en forma creciente con su secuenciu (convencion de Walsh [89]). La sccuencia de

una funcién de Walsh de orden n viene dada por:

0 n=20
l/d= n/2 si n par (3.7)
(n+1)/2 sinimpar ,
Para ser consistente con la definicién de la secuencia como la cantidad de cruces por cero n (o n + 1)
dividido por dos, debe tomarse estrictamente el intervalo semicerrado z € [—zo/2,20/2), pero por
simplicidad en realidad se trabaja con el dominio | z |< rg/2, como se indica en (3.5).

Utilizando las expresiones (3.3), la definicién (3.5), resulta:

Wal,(z) = [sign (— sen (r%))} .

x sign [—— cos (2?711:_1:3)] ! ﬁ [sign (cos (2’“17%))}% T < 30/2. (3.8)

k=2
Con el propésito de analizar las propicdades de difraccién de configuraciones dpticas, es conveniente

reescribir las funciones de Walsh en todo el espacio y tomando los valores O y 1, en lugar de +1; ¢s decir:

W, (z) = % [l + Wal, (2)] rect (:.io) . (3.9)

3.2.4 Transformada de Walsh-Hadamard

La completitud del conjunto de las funciones de Walsh {W, (z)}, permite desarrollar cualquier funcién

arbitraria f(z) definida en el intervalo z € [—zo/2,z¢/2] como una sintesis de la forma:

flz) = i w, Wuly () (3.10)
n=0

donde, dada la ortogonalidad de las funciones de Wals, los coeficientes del desarrollo w, se pueden

expresar como:

+x0/2
1
Wn = — / f(x) Wal, (z) dz . (3.11)
0
-'10/2

La expresion (3.11) puede interpretarse como la transforriada de Walsh-lladamard (WHT) de la funcién

f(=z):
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w, = WHT {fiz)} , (312)

que resulta ser una funcion de variable discreta n = 0,1,2,... (dominio de las secuencias), y representa

los diferentes pesos de la funcién f(z) en la secuencia n-ésima, es decir, su espectro de secuencias.
Z

3.3 Propiedades difractivas de las funciones de Walsh

En trabajos prccedentes se demostré que el formalismo de las funciones de Walsh bajo ciertas circuns-
tancias es el adecuado para estudiar los sistcmas opticos londe tanto la propagacion libre de la luz como

la interaccion entre el campo y las aperturas son relevantes (24, 25).

3.3.1 Iluminacién coherente

Bajo iluminacién coherente los desarrollos indicaron qu: en determinadas circunstancias las funciones
de Walsh verifican la condicién de autoimagen [24], a peiar de tratarse de funciones de dominio finito y
en general no-periédicas. Para demostrarlo se procede de la siguiente forma.

Se considera una apertura binaria cuya funcién tranimitancia es una tnica funcién de Walsh bina-
rizada arbitraria W, (). Si ésta es iluminada por una onda plana monocromatica de longitud de onda
A que se propaga cn la dircccion 2, la amplitud de campo difractado en la region de difraccion de Fresnel

a una distancia z de la red, sera:

Uy (;2) = F {(W,. (=)} (313)

donde F; {...} es el operador difraccion de Fresnel:
+ o0 , i 1 ,
F, (W, (z}} = W (") exy > (z—z")" | dz (3.14)

-

Segiin las expresiones (3.5) y (3.9), para W, (z) pucde proponcrsc:

|

W, (x) =

.

R

[1 + ﬁ [Rk(xl]g“] rect, (x%) , (3.15)

k=0

I

Introduciendo aqui los desarrollos de Fourier de las funciones de Radeinacher intervinientes en la sintesis

de Wal, (), se obtiene:
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VV(:I:)—l 1+ f f c9° ¢ exp |2mix M—J— +M rect | — (3.16)
n - 2 50" Cam EXP do dm Zo : ’

Apg=—00 Am=—00

Reemplazando la relacién (3.16) en la expresion (3.14), y desestimando el patrén de Fresnel producido

por una abertura finita | T |< zy/2, se llega a:

kg =
. T goko gmkm
* ginc [.’E{) (E_?__K)] (3.17)

donde * denota operacion convolucion.

Para que las funciones de Walsh exhiban, en la propzgacion libre del campo difractado, propiedades
de autoimagen, debe por lo menos minimizarse el efecto del tamano finito de W, (z) sobre u,(z;2) en
la ecuacién (3.17), ya que el fenémeno se verifica para aocrturas dc cxtension infinita. En este scntido,
la serie de funciones sinc deben aproximarse a funciones § de Dirac. Esto sera factible en la medida que
la separacion entre los sucesivos maximos del arreglo de funciones sinc, denotado por sinc(z; kg, ..., km),
sea mucho mayor que los anchos individuales de las funciones. El ancho medio para todas las funciones
sinc sera Az = Az/xo, y la separaciéon entre maximos sucesivos de la funcién sinc(z; kp, = 1, ki 1=
1,kj,kjsr = 1,..km = 1) es 6x; = Az/d; = 27" 'Az/1¢, con p < j < m, donde p corresponde al menor
orden de las funciones de Rademacher intervinientes en la sintesis de W,(z). Como éz;/6z, = 2777,
siempre habra coincidencia entrc algunos maximos. Por otra parte, la minima distancia entre maximos
adyacentes dcl arrcglo completo sera la correspondient: a p: 6z = 6z, = 2°"'Az/z9. Por lo tanto
la aproximacion deseada sinc(.) >~ 6§(.) sera valida si 6t > Az, o equivalentemente 27 > 1. Si esta

condicion es satisfecha pueden reemplazarse en (3.17) las funciones sinc por funciones 8, y realizar la

convolucion, obtcni¢ndose:

m 2
x exp |—imhz (Z g_;h) . (3.18)
l"=p r

Por conveniencia se reescribe la expresion (3.18), separando cl término proveniente de una dc las funciones
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de Rademacher arbitraria R;(z) presentes en la sintesis, de la siguiente manera:

D) DD Dp I AL AL IS

ki1 ki

2

X exp -27rz'mZg;—kT exp |—imAz
r#i r#j

k; . fﬂf Azk; G ker
X Zc;,, exp ( 2m;t:d ) exp (—m,\zg) exp | —2m Z . (3.19)

? d; r#j
Analizando las dos ultimas exponenciales, la sumatoria sobre k; reproducira el desarrollo de Fourier de

R;j(z), siempre que:

k2
A3 =2k, h=12,.., (3.20)
&
Yy:
’\Zkf Z gk _ g=1,2,.... (3.21)
J' r;é_]

Ambas condiciones se verifican si se cumple la relacion:

20z

W N = 1‘2,3... ' (322)

Z; =

donde se utilizé la expresion (3.4). En estos valores de z, la distribucion de amplitud dada por la ecuacién
(3.19) sera la a—ésima autoimagen positiva de R;(z) espicialmente modulada por las restantes funciones
de Rademacher desenfocadas, las cuales actuaran como fuente de ruido.

Puede notarse que:

2 =22, p<i<m, (3.23)

lo que significa que la primera autoimagen de R;(z) coincidira con la autoimagen nimero a = 2m-J de
R..(z), con lo que se deducc que en los planos de las sutoimagenes asociadas & R,(z), todas lus funciones
de Rademacher que sintetizan W,(z) se encontraran correctamente enfocadas. De forma que, para las

distancias:

2= oz = 00 a=1,2,3..; (3.24)
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las relaciones (3.20) y (3.21) sc verifican para todo r. Entonces de las expresiones (3.18) o (3.19) se

obtiene:

1 o grkr L1
Un (% 2) = 3 ZZci:ci: exp (—Z'MIZ gd —) =3 H [Be(x))* = QWGIR(I) .
k k. r=p

k:p

Considerando nuevamente el factor 1, desestimado en (3.17), sera:

U (T} 2) == % [1+Wal,(z}]

(3.25)

(3.26)

que, dentro del dominio 1 € [—z¢/2, zy/2], es la distribucién de amplitud correspondiente a una autoi-

magen de la funcién de Walsh W, (z) con contraste directo.

De esta manera, se concluye que las funciones de Walsh verifican el efecto Talbot siempre que el

menor orden de las funciones de Rademacher prescntes en la productoria (llamado p) sea alto, es decir

si2P > 1.

3.3.2 Iluminacién incoherente

En el caso de la iluminacion incoherente, analogamente se demostré que las funciones de Walsh verifican

el elccto Lau bajo circunstancias similares [25], a pesar de tratarse de funciones no periédicas. Se

| R1=Wn | R2=Wn _L I

Y

[AVVWIN Y

A\

——70 2 f—

S
*,

Figura 3-3: Dispositivo Lau con funciones de Walsh como transmitancias.

39



considera un sistema de dos aperturas binarias idénticas de funcién transmitancia W, (z) que viene
dada por la ecuacion (3.9). Como indica la figura 3.3 en un tipico dispositivo Lau, la primera red R1 es
iluminada por una fuente cuasimonocromatica y espacialmente incoherente de longitud de onda A que se
propaga en la direccién 2. De forma que la funcién intensidad mutua ['(z, z2; z = 0(*}) inmediatamente

detras de R1, sera:

[(z1,z9; 2 = 0)) = W, (2 )W, (22)8(z1 — 22) . (327)

Segiin el Teorema dc van Cittert-Zernike (39], y a partir de (3.27), la funcién I’ inmcdiatamente antes

de la red R2, luego de propagarse libremente una distancia zg, tendra la siguiente expresion:

+oo
() i 2 ) : —2 N ’

T = exp | (22 — w, — . . 3.28

(z1,23;25 ') = exp [Azo (=3 IQ)J f (:Bl)exp[ v zy (Ty — T2) | dx} (3.28)

En z = zg el campo interactia con la segunda red R2, también de transmitancia W,(z), inmediatamente

después de csta nueva interaccion la funcién de coherencia mutua vendra dada por:
r Ty =r 28 YW (20) W (22) 3.29)
(I].!I'Z!zlj ) - (I11I2:zﬂ } H(Il) n($2 - ( .
En el plano focal posterior de la lente convergente, la intensidad mutua sera:

—2m

Af

=+ o
Te{zy, 220 +2f) = //F(z;,zé; zé”) exp [ (T1z) — 1:21:’2)] driydz) . (3.30)

En esta expresion, tomando r, = z; = z como se indico en la ecuacion (2.41), se obticne la distribucion

de intensidud en el plano focal Iy(z):

+oo
If(z) = f/r(mj,zé;zé"')) exp [:?}?—T:r(m; - xé)} dridry . (3.31)

Introduciendo la expresién con los desarrollos de Fourier (3.16) en (3.28), y aplicando cste resultado

a (3.29) y (3.31), se llega a:

+ oo —
Ii(z)=C+ Z Z A

k,,= [= ) k,,,:—m

40



+oa "
"y
X ﬁWn(m;)W;(ma)sinc T —TH — Az E % ( (2 — x5 ))
; J
-0 i=p

X exp [—)\2;7(.1' (z] — 3:'2)} dzdzTy | (3.32)

donde la constante C es proporcional al area definida por W, (z) y donde se explicit a p como el menor
orden de las funciones dc Rademacher presentes en la productoria de W, (z). Las funciones sinc pueden
sustituirse por funciones § de Dirac sicmpre que 27 >> |, como s¢ dedujo en la scccién anterior. Con

dicho reemplazo y aplicando las deltas, se obtiene:

Ifz)=C+ Y g

™ 5k
fW{$1W(x1 )\zgzgj 7Y exp 217rxizgd—_" X
4

JPJ i=p

2
) =~ g;k; 2 v gik;
X exp [ —imAzg Z——ld_ exp 2371':.972(1— . (3.33)
j=p 7 i=p

Analizando la exponencial con la sumatoria al cuadrado en la ecuacion (3.33), la intensidad en el plano

focal posterior representara un sistema de franjas de alto contraste si es que se verifica:

2

Esta condicion se cumple si zg guarda la relacion propucsta cn (3.24), es decir:

20z}
2n = W f = 1,2,3 - (335)
Con estos valores de zg la intensidad (3.33), rcsulta:
]
nw=cr 5. ¥ drdo
p=—00 = — 00
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wt -k-
x An(a; ) exp Qz'mrz—f Z 5% . (3.36)
i=p 7

donde se ha introducido la funcién Ambiguedad [90]:

P

An{a; B) = ] Wa(z' )W (2’ — 208d,) exp (%Zﬁ I;) dx’ . (3.37)

En la expresién (3.37) el factor 3 = i g;ik;2’~F es un entero impar, y d, = 2' ~Pzq es el periodo de la
funcién dc Rademacher de menor orcji;rr: p entre las que sintetizan la funcién W, (x).

La ecuacién (3.36) representa la productoria de los desarrollos de Fourier que sintetizan W, (1)
magnificados cn 29/ f y con los cocficicntes c,; pesados por los valores que toma la funcion Ambigiedad
An(a; B). De esta manera, el patron de franjas observado en el plano focal, reproduce la funcién apertura
de Walsh salvo los factores de peso mencionados.

En este caso, como con los obtenidos en la seccion anterior, los resultados también fueron avalados

por una serie de experiencias (25].

3.4 Funciones transmitancia generales. Aplicaciones al filtrado
espacial

En las dos secciones anteriores se obtuvieron las respuestas de sistemas con aperturas cuya funcion
transmitancia es una uUnica funcion de Walsh. Se demostrd que las respuestas de estos sistemas, tanto
bajo iluminacion cohcrente como c¢n el caso de iluminacion incoherente, dan lugar a expresiones relati-
vamente simples, que dentro de ciertas condiciones, verifican los efectos Talbot y Lau. Esto constituye
la generalizacion dc los fcnémenos Talbot y Lau para aperturas finitas y no periddicas.

La importancia de estos resultados surgidos del analisis de las funciones de Walsh como transmitancias
en sistemas Opticos sc debe a que, como ya se dijo, constituyen un conjunto completo de funciones.
De esta manera, cualquier funcién transmitancia arbitraria situada en un cierto sistema 6ptico, puede
descomponersc como una superposicién de funciones de Walsh. En base a dicha sintesis, la respuesta del
sistemna se obtendra como la superposicion lincal de las rcspuestas de las funciones de Walsh individuales
presentes en el desarrollo.

Dadas las propiedades de generacion dec los cfectos Talbot y l.au por parte dc las funciones de
Walsh, se han propuesto dispositivos que realizan el filtrado espacial con redes cuyas transmitancia

son funciones de Walsh (24, 25], analogos a los que emplean redes pcriédicas de Ronchi [69-71). Los
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dispositivos clasicos de filtrado espacial utilizando iluminacion coherente e incoherente fueron descriptos
en cl capitulo antcrior (seccion 2.3.1). Las generalizacioncs y extcnsiones del analisis a sistemas 6pticos
de miiltiples aperturas, y sus aplicaciones en dispositivos de filtrado espacial son algunos de los aportes

originales de esta tesis, y seran desarrollados en detalle cn los dos capitulos siguientes.
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Capitulo 4

MULTIPLES INTERACCIONES:
APERTURA-CAMPO
DIFRACTADO

Particndo dc los resultados obtenidos en trabajos anteriores y detallados en el Capitulo 3 (seccién 3.3.1)
para el caso de una sola apertura, se ahalizard en el presente capitulo ¢l comportamiento difractivo de
sistemas de miiltiples aperturas periédicamente espaciadas, bajo una iluminacion espacialmentc coheren-
te. No se restringira el estudio a aperturas cuyas funciones transmitancias estan representadas por una

unica funcion de Walsh, sino que se considerara el caso de aperturas de transmitancias rcalcs arbitrarias.

4.1 Propiedades difractivas

Se considerara una apertura general. Su amplitud transmitancia siempre puede sintetizarse como una

superposicion lineal de funciones de Waish en la forma:

t(z) = Zanw,z (z} , (4.1)

donde las funciones {W, (z)} estan definidas en (3.10) y las cantidadcs e, son los cocficicntes del desa-
rrollo.

Si dicha apertura es iluminada por una onda plana monocromatica que se propaga a lo largo del eje
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2z, el campo difractado en la regién de difraccion de Fresnel a una distancia 2 sera:
u(w; 2) = F, {u{x;0)}

= Zaan {Wp{z)} , (4-2)

donde £} {...} es el operador transformada de Fresnel definido en (3.14).
Se establecio en el capitulo anterior (seccion 3.3.1, ecuacién (3.24)) que las distancias de autoimagen
de una funcién de Walsh tienen una dependencia con el menor orden de las funciones de Rademacher

presentes en su sintesis: p, dada por:

a=1,2,3.., (4.3)

siempre que 27 >> |. Dcesta forma, a una dcterminada distancia z = zg de la apertura, algunas funciones
de Walsh generaran autoimagenes y otras no. Por lo tanto la ecuacién (4.2) puede reescribirse de la

siguiente manera:

ulz;2p) = Z ant Foy {Wae (2)} + Zanquo {War ()}, (4.4)

nr
dondc {W,. (z)} son aqucllas funcioncs dc Walsh para las que la distancia z es una distancia de au-
toimagen (de contraste positivo), mientras que {Wp. (1)} son las restantes funciones de Walsh que
contribuiran al campo en esa distancia con un cierto nivel de ruido provenicnte dc sus autoimagenes

descnfocadas. En este sentido, puede escribirsc:
Foo {Wa ()} = W (2) (4.5)

Froo (War (@)} = @0 (7520) (4.6)

donde las funciones {®,~(Z;2)} representan los aportes de las autoimagenes desenfocadas. Reem-

plazando cstas expresiones en la ecuacion (4.1), el campo difractado a una distancia 2 sera:

e

w(z320) =D anWar (2) + Y anod, (%320 - (47)

Se considera ahora un atreglo de aperturas equiespaciadas arbitrarias pern con idéntica funcién
transmitancia ¢(z), tal como lo indica la figura 4.1. E: dccir que, detrds dc la apertura que se acaba
dc cstudiar sc colocan una serie de réplicas dc la mismi a lo largo del eje z, situadas a las distancias
2=az ,a=1,23,... dadas por la expresion (4.3).

En cste caso, cuando el campo difractado por la primera apertura (ecuacion (4.7)) interactia con la
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Figura 4-1: Dispositivo de multiples aperturas.

segunda apertura de funcién transmitancia ¢ (z) (dada por el desarrollo (4.1)), la amplitud transmitida

resulta:

U (x; z((,"')) =t(r)u (:r:; z((}')) =
=t(xz) [Z W (7)) + Zan:@nn (x; zo):r =

= (Z an Wy (2) + z%nwn” (:n)) Z%’Wn’ (Z)+t(z) Zﬂ'n”q’n” (x; 20) =

nN

= Z%’Wn' (x) Ean- Wy (x) + Z e W, () Z an' Wy (2) + () Z ann®, (2 20) =

ntt

= ZZ @} Gy Wi () Wy (z) + Zzan‘an”wn‘ () W, (z)+

r L3
T Py
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I) Z a’ﬂ"q)n” (:L'; ZU) ? (48)

nli
donde los indices nj y nj recorren los mismos valores que n’' y sc los introdujo para explicitar los
productos cruzados de las funciones de Walsh {Wal,- (z)}. Aqui puede utilizarse la siguiente propiedad

para dos funciones de Walsh arbitrarias de 6rdenes n' y n'':

Waly: (x) Wal,» (z) = Walpgn () , (4.9)

donde n’@n" denota el niimero cuyo desarrollo binario presenta 0 en las posiciones donde los desarrollos
binarios de n' y n” poseen el mismo nimero (0 o 1), y presenta un 1 donde son diferentes. Tal operacion
es también denominada suma diddica o suma de médulo 2 sobre los desarrollos binarios. En base a la
ecuacién (4.9) y a la dcfinicién (3.9),sc obtienc una rclacién para dos funciones W, (2} y W, »(z) dada

por:

Wi (2) W, () = % [Wor () + W, (2) = Woroms (@)] (4.10)

donde W“:@nu(r) denota la funcién de Walsh Wyig. () pero con contraste invertido.

Reemplazando la expresion (4.10) en el desarrollo (4.8), y distribuyendo, se obtiene:

w (A7) = 23S angan Way (245 33 aman W () -
nl w

ny m

= 3) T ARSI} ) ATHENES 3 ST AIEE
L

nt nt n' nt

‘% D2 awta Wagnr (@) +1{2) ) anr®,» (33 20) - (4.11)

nt no ntt

Agrupando las sumatorias, se llega a la siguiente expresion:

(.1: z,g"')) Za »Zan W (z) + Za”""z an W () + Zan Zﬂn”W w(r)—

nt

_% Zzanian n! EBﬂz $)+ZZaRJanuWn ) +t($)zr}.nn¢nn (:I:;zo) =
ng

h.; nt nf nt
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NH Nl
- (N * T) Z O Wat (2) + 7)o W ()=

_% 3 ST 0 Wngn: (@) +£(2) Y b0 (53.20) (4.12)

ﬂ”

donde se introdujeron las cantidades:

N = Za“: , N/ == Za,,u ) (4.13)

pyr

Puede notarse del andlisis de la expresion del campo en 2, que debido a la interaccion con la apertura
reaparecen las funciones {W,~ (1)} que estaban desenfocadus, pero sdemds se generan nuevas funcioncs
de Walsh aunque con contraste invertido: las funciones {W ,@n (z)} que no existian en la sintesis original.

Una vez que el campo interactuo con la segunda apertura, se considera la postcrior propagacion hacia
la tercera apertura colocada también a una distancia zg.

Para esto debe estudiarse cuidadosamente la propagacion libre de las funciones {W ,gn (z)}, donde,
como se indicé en las ecuaciones (4.4) a (4.7), n recorre los ordencs n’ de las funciones de Walsh cuya
distancia de autoimagen es zg, mas los 6rdenes 7" de las que sc hallan desenfocadas a dicha distancia. La
distancia de Talbot de las funciones {W g, (z)} coincidira con la de las funciones de contrastc dirccto
{Wran' (z)}. Ahora bien, la distancia de autoimagen depende, en cuanto al orden de la funcién de Walsh
en cuestion, exclusivamente del menor orden de las funciones de Rademacher presentes en su productoria
(ver ecuaci6n (3.24)), llamado genéricamente p. De aqui que las funciones {W, (1)} poseeran un factor
p"” distinto al de las funciones {W,(z)}, dado por p’; aiin mas, dc (3.23) sc deduce que p’ > p” (ya que
para que zg no sea distancia de autoimagen de W, (z), estas funciones deben tener una distancia Talbot
mayor y no menor quc Z9). Entonces en sus desarrollos binarios, n’ tendra su primer 1 en el lugar p’, y
n" en una posicion anterior p”, de donde se deduce que n"” @ n’ poseera su primer 1 en el lugar p”. Por
lo tanto, las funciones {Wnu@", (z)} originaran imagenes desenfocadas en la distancia z9. Logicamente
n| @ n; poseera su primer 1 en una posicién posterior a p’, salvo en el caso que nj = nj que originara
ccros en todas las posiciones, es decir: Wi ga: () = Wo(z) = T = 0. Entonces {W,: gn: (z)} dara
lugar a autoimagenes en 2.

En base a estas conclusiones puede expresarse la propagacion libre de las funciones {W,,@,.A ()

oomo:

on {W‘n”ﬂ)n’ (.'1‘.‘)} = d’u”ﬂ}n' (I; zo) , (414)
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Y,

Fao {Whigny (%)} = Waieny (2) (4.15)
seglin n recorra los érdenes n' o n'.

Tomando esto en cuenta, la propagacion del campo (4.12) resulta:

u(;r;?z[(,_)) (N'+N—)Zaan :BJ——ZZ%;%,_ oy (Z)+
2

2 Zanu@ w (5 20 ——ZZanuan@ rayn (T; 20) +

nt ql

+t (:B)Za,.u'bnu (z;20) . (4.16)

pyr
Puede observarse, como en la anterior propagacién (4.7), el término de las funciones enfocadas en 2
y la contribucién del ruido dada en este caso por tres términos de imagenes desenfocadas; pero ademas
la aparicion de nuevas funciones de Walsh W,,:‘@,,; cor. contraste invertido, provenientes como ya se
comento, de la interaccién con la apertura situada en z = 3zg.
Considerando la geometria mostrada en la figura 4.1, lucgo de ¢ interacciones sucesivas entre aper-
turas y campo difractado y las consiguientes € propagaciones, se llega a una expresion general para el

campa, dada por:

B N £-1 ’ N .
ufz; €2 ) = (Nr‘*‘ 5 ) > an W (=} -3 (N +T) D0 anjan, Wagn, (@)+

! !
kL ny Fig

1 , N7 €2 1 , N -2 o
() "Bt () “E

n't n' n

+ipe (T, 20) + Ye (T, 20) , (417)

donde se introdujeron las siguientes rclaciones de recurrencia:

e (23 70) = Fy {z(m) [(N + "‘;) e (=20) + e (ﬂ:;zo)]} L e=3.45..; (4.18)
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welz;0)=0, £=1,2; (4.19)
Ve {; 20) = Fip {t(x)0e-1 (T520)} , £=3,4,5... ; (4.20)

Ve (F;20) = Fiy {t(:v)zannfbnn (a; zo)} P Yoo (2 20) =0 (4.21)

n'*

En la ecuacién (4.18) se utilizé la definicion:

2

n’' n't

x (2; 20) = %N' Zﬂ'n”‘bn" (x;20) — L Y Zanr:a“r$nr:@n; (z;20) - (4.22)
En la expresion (4.17) puede observarse que el campo en z = #zg, tras ¢ interacciones tendré un com-
portamiento determinado preponderantemente por las funciones de Walsh cuya distancia de autoimagen
coincide con 2 ; por un lado las que se hallaban originalmente en la sintesis de ¢(1), es decir el conjunto
{Whn' ()}, mds el conjunto de las funciones originadas por las interacciones, esto es {W,,;@n; (1)} El
resto de los términos adicionan ruido a estas imagenes, y provienen del desenfoque también de dos grupos
de funciones: las funciones de Walsh presentes originalmente en el desarrollo de ¢(z) y cuya distancia de
'albot no coincide con zg, definidas por {W, ()}, y las generadas en las interacciones cuya distancia
de autoimagen tampoco coincide con 2z, o sea {Wyrga(1)}.
Si se toma la distancia zg de tal forma que sea distancia de autoimagen para todas las funciones de
Walsh presentes en el desarrollo de ¢(z), el campo expresido en (4.17) presentaraé la sintesis original, mas

el término de las funciones de Walsh "generadas” en la interaccion con las aperturas y cuya distancia

Talbot también coincide con zp, es decir:

u(@i2§7) = (V) Y anWa (@) = 5N 3037 s m, W ma (0) =

ny Nz

= (M) z) — % N2 6y 0, W oms (3) - (4.23)

n) ig
Como era de esperar, el caso particular en que t(z) se halla sintetizada por una iinica funcion de

Walsh, el campo propagado dado por la ecuacion (4.17), replica la funcién transmitancia de las aperturas:

u(z; fzt()_)) =W, (z) . (4.24)
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4.2 Arreglo de multiples aperturas como dispositivo de filtrado
espacial

Con respecto al dispositivo de miiltiples aperturas analizado, si bien en los planos en que sc sitian
las aperturas se encuentran enfocadas naturalmente las funciones de Walsh del subconjunto llamado
{W,/(z)} (ver ecuacién (4.4)), el efecto de la colocuscion de las aperturas es reforzar esta propiedad. De
tal forma que, a una distancia ¢zg el peso de estas funciones en la sintesis del campo sea mayor (con el
sistema de aperturas propuesto), respccto del quc tendrian cn una experiencia con simple propagacion
libre a la misma distancia. Esto no ocurrira con las funciones "desenfocadas” del otro subconjunto:
{Wor(2)).

El arreglo mostrado en la figura 4.1 puede utilizarse a modo de un selector o filtro de frecuencias
espaciales, como una extensién y generalizacién del citado en el Capitulo 3 (seccién 3.4), pcro para el

caso de multiples aperturas con funciones transmitancias de amplitud generales.

4.3 Resultados

Con el fin de ilustrar el analisis desarrollado en las socciones 4.1 y 4.2, se cfoctuaron una serie de
simulaciones computacionales de las sucesivas interacciones apertura-campo difractado, en base a la
configuracién optica presentada en la figura 4.1 Con este propésito, se calcula el campo propagado

u(z;2) a través del dispositivo de miltiples aperturas mediante la aplicacién sucesiva de las ecuaciones:

-+ o0 :
u (.7:; t’z[(,_)) = / u(zz= (€ - 1)25) exp [% (x—~ x’)Q} dz’; (4.25)
U (:c; Ez(()"')) =t(x)u (:I:; Ez((,_") . €=1,2,3,.... (4.26)

La transformada de Fresnel, dada por la ecuacion (4.2!i), que propaga el campo difractado entre dos
aperturas sucesivas se realiza mediante la utilizacién del algoritmo de la transformada rapida de Fourier
(FF'T); mientras que la expresién (4.26) pcrmite abteaer el campo inmediatamente detras de cada
apertura.

En principio sc considcra una scric de aperturas cuya funcién transmitancia consiste en una inica
funcién de Walsh, dada por: Wags (z) = § (1 + R (%) Rg (z) Ry (z)) rect(z/zo). Una parte de dicha
funcién, muestreada en total con 4096 puntos, se encuentra graficada en la figura 4.2 (a). Como puede
verse en la figura 4.2 (b), el espectro de Walsh-Hadamard o WHT (ver seccién 3.2.4) asociado con

tal apertura tiene una unica componente (n = 896). Como cn este caso, z se eligc segin la expresion
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(4.3) y la condicién 2P = 27 > | se verifica, el campo transmitido luego de las sucesivas interacciones
u(_)(:t,é’zo) es casi completamente sintetizado por Wsgs (). Esto puede observarse en los espectros
de Walsh-Hadamard de las distribuciones de amplitud inmediatamente antes de la segunda y cuarta
interacciones (correspondientes a las aperturas situadas en 29 y 32), graficados cn las figuras 4.2 (c)
y (d), respectivamente. Los espectros de secuencias se abtienen también por célenlos computacionales
utihizando el algoritmo de la transformada rapida de Walsh-Hadamard.

Si la distancia zg entre las sucesivas aperturas sc varia de tal forma quc deja de coincidir con la
distancia de Talbot, dada por la expresion (4.3), entonces la energia contenida inicialmente en la compo-
nente dc Walsh n = 896 se distribuye en todo el espectro luego de unas pocas interacciones. Las figuras
4.3 (a) y (b) ilustran esta situacion, a través de los graficos de los espectros de Walsh del campo
inmediatamente anles de la segunda y cuarta aperturas, pero espaciadas en este caso por la distancia
"desenfocada” z' = 1.21z.

Scguidamente se repite el procedimiento utilizado en el primer ejemplo pero con otra funcién de
transmitancia, dada por la funcion de Walsh: Wzgq(z) = § (1 + Rg (z) R (T) Ry (2)) rect(z/z0), y se-
leccionando la distancia 29 como una distancia de Talbot scgin la rclacion (4.3). Una seccion de esta
funcién de Walsh, y su contenido espectral, se muestran en las figuras 4.4 (a) y (b). Los resultados
obtcnidos, graficados en las figuras 4.4 (c¢) y (d), manifiestan un comportamiento similar al de las
distancias "desenfocadas” para Caso anterior. Esto se deve a que el parémetro p de la funcion Wigq (7),
no verifica suficientemente la condicion 2P > 1, ya que p = 4, y las aproximaciones utilizadas para hallar
las distancias dc autoimagen cn la seccién 4.1 no son validas.

Se considera a continuacion el mismo dispositivo de aperturas miltiples, pero con una funcién dc
transmitancia consistente de una superposicion de funciones de Walsh procurando ilustrar el resul-
tado (4.17), y su aplicacién al filtrado de frecucncias. Sc supone quc t(x) = 0.5Wrea () + 0.5W 6 (z) +
0.25W) 26 (z), donde por definicién, Wres (2) = § (1 + Ro ‘1) Rg (z)) rect(z/z0), Wias (z) = 5 (1 + R7 ()
rect(z/xg), y Wie (z) = § (1 + Ry (z)) rect(z/z0). En las figuras 4.5 (a) se grafica una parte de esta
sintesis, y en la figura 4.5 (b), su cspectro dc Walsh. Se cstudia la propagacion del campo para tres
distancias de resonancia distintas.

En primer lugar sc elije la distancia de Talbot z tomando p = 7 en la expresion (4.3). Los espectros
de Walsh de los campos inmediatamente antes de la segunda y cuarta interacciones se indican en las
figuras 4.5 (c) y (d), respectivamente. Es evidente que el peso de las componentes otiginales n = 768
y n = 128 practicamente se conservan cn cl mismo valor, mientras que el de la restante componente
n = 16, se degrada. La conservacion del orden correspondiente a W25 (z) se debe a que su parametro p
coincide con el utilizado para el cdlculo de la distancia zo. La constancia de la funcion Wsgg (z) se explica

en forma anéloga, ya que al paseer un parametro p mayor que 7 (p = 8 > 7), la distancia seleccionada

52



1.2 T T T 1.2 — T T
10N mACIAAN NACT 1.0 .
0.8 1 — U8} B
®
X 06 H & 06 .
2 =
= 04} H E 0.4 .
0.2 M 0.2 .
o0 FHLULIUUL UL LIULLY 0.0
-0.2 L L . -0.2 L L L
0 32 64 96 128 0 256 512 768 1024
X n
(a) ®)
1.2 T T T 1.2 T T T
1.0 | . 1.0 - -
- 08 - - 0.8 =
N N
[ [aa]
> 0.6 1 X 06 .
=] z
= 04 - 2 04 -
E X a .
0.2 - - § 02 .
0.0 - A mamn S 0.0 ‘  Emman
_0-2 | J 1 _0.2 ] | 1
0 256 512 768 1024 0 256 512 768 1024
n n
(c) )

Figura 4-2: (a) Parte de la funcién de Walsh de orden 896, (b) su espectro de potencias y los espectros
del campo luego de la (c) primera y (d) tercera interacciones.
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Figura 4-3: Espectro de secuencias del campo luego de la (a) primera y (b) tercera propagacioncs con
distancia Zo "desenfocada”.

zo es un multiplo entero de su distancia dc resonancia (como indica la ecuacién (3.23}). Mientras que
la degradacidon de la energia originalmente localizada en n = 16, se debe a que su parametro p es menor
que 7 (p = 4 < 7), lo que indica que se halla desenfocada para el valor de z; elegido.

El reciente ejemplo mostré la eleccion adecuada de 2, para el filtrado de W¢ (z), frente a lu propa-
gacion de los 6rdenes de Wygs () y Woeg (z). Seguidamente con la misma apertura se procura la no
transmision de Wyg (1) y Wiz (z), y la propagacion del orden Woeg (z). Para esto se elije z; con la
expresion (4.3) pero tomando p = 8. Las figuras 4.6 (a) y (b) manifiestan la eficiencia del dispositivo
propuesto.

Manteniendo la misma funcién transmitancia, se sitiian ahora las aperturas con un espaciamiento
mayor seleccionando una distancia 2§ calculada con p =: 4, de tal forma de enfocar las tres funciones.
Los resultados mostrados en las figuras 4.7 (a) y (b) indican una marcada degradacién de los tres
ordcnes. Esto se explica en parte por lo bajo del valor p = 4, pero ademas, por considerar distancias

relativamente grandes ( de (3.23) resulta: 25 = 256235 = 6429) comicnza a ser importante la incidencia
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Figura 4-4: (a) Parte de la funcién de Walsh de orden 7&4, (b) su espectro dc sccuencias y los espectros
del campo luego de la (c) primera y (d) Lercera propagaciones.
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t(x)

WHT{u(x;z)}

Figura 4-5: (a) Parte de la funcién dada por una sintesis de funciones de Walsh, (b) su espectro de
secuencias, y los espectros del campo luego de la (c) primera y (d) tercera propagaciones con Zo calculado

para p=7.
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Figura 4-6: Espectro de Walsh del campo luego de la (a) primera y (b) tercera propagaciones con la
distancia Zo calculada para p=8.

del efecto de " walk-off” (ver seccion 2.1.1).

Respecto al aporte de los 6rdenes de Walsh provenientes de los productos cruzados predicho en la
ecuacién (4.17), puede notarse la aparicion de un pequeno méaximo en n = 896 en las figuras 4.5
(c) y (d), resultante del producto W25 (z) W7es () = Waos (). En la situacion correspondiente a la
figura 4.6, la funciéon de Walsh Wygs (1) esta desenfocada y silo contribuye al ruido, micntras que en
la correspondiente a la figura 4.7, esta funcidn esta afectada por el efecto de "walk-off”. En cuanto a
las funciones generadas por los productos Wg (z) Wyas (z) = Wige (z) y Wie (T) Wags () = Wagy (z),
no presentan contribuciones notorias en ninguno de los tres ejemplos debido a que su parametro p es
demasiado bajo (p = 4).

Finalmente cn la figura 4.8 se compara graficamente los comportamientos, a través de cuatro in-
teracciones sucesivas, de diferentes funciones transmitancias sintetizadas por un conjunto de funciones
de Walsh. Se trata dc las funciones Walzgs(r) = Ro(2:)Ra(z) (p = 8), Walizs(z) = Ry(z) (p = 7),
Walges(z) = Ro(z)Ra(z)Rr(x) (p = 7), Walis(z) = Ry(z) (p = 4) y Walise(z) = Ro(z)Ha(T)Ru(7)

57



1.2

1.2

L T T T T
1.0 - 1.0 -
_ 0.8 ~ 7_\; 0.8 ]
:N :[:]’
¥ 06 4 % 06 4
2 e
h 0-4 . ‘[—_.-ﬂ-‘ ".4 —
§ 0.2 - § 0.2 -
0.0 + et H—— + 0.0 J f———r———t ¥ l
-0.2 : ' ' 0.2 L ! .
0 256 512 768 1024 0 256 512 768 1024
n n
(@) ®)

Figura 4-7: Espectro de Walsh del campo luego de la (a) primera y (b) tercera propagaciones con la
distancia Zo calculada para p=4.

(p = 4). En el eje vertical se representa la energia (normalizada) asociada con el orden de Walsh original
de la apertura (n), llamado C,, mientras que el eje horizontal representa el ndmero de la interaccidn:
campo propagado-apertura. Las energias se obtuvieron de los espectros de Walsh calculados sobre los
campos inmediatamente antes de las interacciones, excepto la correspondiente a la primera apertura que
simplemente se trata del peso en el espectro de secuencias de la apertura, de la funcién de Walsh que
sintetiza las diferentes transmitancias, es decir: 1.

Puede observarse que la conservacion del peso C, del orden original no solo depende de p, sino
también del nimero de funciones de Rademacher presentes en la productoria que genera la funcién de
Walsh. El andlisis indica que cuanto menor es ¢l nimero de (unciones de Rademacher intervinientes en

la sintesis, mejora la transmision del orden en cuestiéon, ain para un mismo valor de p.
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4.4 Conclusiones

En el presente capitulo se han analizado algunas propiedades del campo difractado por un arreglo de
miltiples aperturas, iluminado por una fucnte cspacialmentc cohercnte y monocromatica, utilizando las
propiedades de las funciones de Walsh.

Para la configuracion oplica propuesta, se demostré que las funciones de Walsh, como funciones
de transmitancia de las aperturas, seran bien transmitidas mediante autoimagenes para ciertos valores
discretos de separacion (distancias de Talbot), siempre que verifiquen la condicién: 2P >»> |. Mientras
que si se desenfoca el dispositivo o si la condicién sobre p no es suficicntemente satisfecha, los 6rdenes
correspondientes se degradarén, de tal forma que la energia de las funciones de Walsh desenfocadas se
distribuye en el resto de los ordenes. Este comportamiento se manifiesta como un nivel de ruido cn la
intensidad de campo propagado.

Se estudio la eficiencia del dispaositivo propuesto como sistema de filtrado espacial, y sus limites. En
este aspecto, el anélisis de Walsh-Hadamard, a través de su transformada, ha demostrado ser el adecuado
para el andlisis y la comprension de estas propiedades.

Los resultados obtenidos en base a simulaciones corroboran los calculos tedricos reahizados previa-
mente, y la importancia de las aproximaciones empleadas.

Finalmente, puede entenderse el desacrollo presentado como una extension del efecto de autoimagenes

para dispositivos de miiltiples aperturas arbitrarias y de tamano finito.



1.2 T T

Figura 4-8: Graéfico comparativo dc la evolucién dc la energia del orden correspondiente a la funcion
de Walsh que sintetiza la apertura, calculada para los campos propagados a través de una serie de 4
interacciones, considerando como transmitancias 5 funciones de Walsh distintas.



Capitulo 5

MULTIPLES INTERACCIONES
BAJO ILUMINACION
INCOHERENTE

En el presentc capitulo se desarrollara el estudio de las propicdades dec la coherencia espacial de la
luz transmitida por el sistema de miiltiples aperturas idénticas y arbitrarias propuesto en el capitulo
anterior. Este analisis se basa en algunos resultados anteriormente publicados y que fueron detallados
en el Capitulo 3 (seccién 3.3.2). En el citado trabajo se consideraba el caso de un solo par de aperturas,

y cuya funcidn transmitancia era representada por una tinica funcién de Walsh.

5.1 Propiedades de la coherencia espacial

Se supondra una apertura real arbitraria. cuyo desarrollo dc Walsh sera como cn (4.1):

tz) = D aaWalz) | (5.1)

donde las funciones W, (z) vicnen dadas por la expresion (3.10) y las cantidades a,, son lus coeficientes

del desarrollo.

Si esta apertura es iluminada por una fuente cuasimonocromatica espacialmente incoherente, la
intcnsidad mutua (ver seccién 2.2.2) I'(z,,z2;z = 0*)} inmediatamente detras de la apertura vendra

dada por:
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[y, 225 2 = 09 = (2 )" (22)6 (21 — m2) =

=3"Y anal Wa (:1) Wy (z2) 6 (z1 — 22) (52)

donde tanto n como n' recorren los mismos valores dados en el desarrollo (5.1), y el simbolo « indica cl
complejo conjugado.
Por simplicidad se considerara una unica de las funciones dc Walsh presentes en la sintesis de ¢(z).

En tal situacién, la ecuacion (5.2) se reduce a:

D(xy, 2252 = 00F)) = W, () W (a2) 6 (21 — 22} . (5.3)

Aplicando la transformaciéon de Zernike para la propagacién libre de la intensidad mutua (seccion

2.2.2) suponiendo la aproximacion paraxial, se obtiene:

+oo
D2y, z0;2=257) = exp [% (z§ - .1:%)} f/ C(z},zh; 2 = 0 ) x

X exp [;—ﬂ (= - x’f)] exp [—T—W (z12) — 3:2:1:'2)] dzydey =
20 )

—exp[ (a? ~ IQ]//W -+ (2) 6 (z) — z4) x

2

X exp [% (27 — a:’f)] exp [—ﬁ {13y — $2Ié)] dzidzy =

i

+o0
. 24T . .
= exp [E (z% - x%)] / W, (z)}erp [_'\_20 (rq — z2) :rl] dz; . (5.4)

Se hace uso aqui de los desarrollos de Fourier de la:i funciones de Rademacher { Ri(z)} que estén
presentes en la productoria de la funcién de Walsh Wa.,(z), tal como se la definié en (3.5) y (3.9), v

que se introdujera en la expresion (3.16), es decir:
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Wa(z)== {1+ Z Z Ci™ exp 27733:29'3 2] Y rect (f;) , (5.5)

kp=—00 ky=—o0 i=p J
donde los 6rdenes de las funciones de Rademacher intervinientes p, ..., m y sus respectivos coeficientes

9p, .-, gm, COMO ya Be consigné (coccién 3.2.3), corresponden al desarrollo binario del orden n de la
funcién de Walsh Wal,(z): n = Z 2g;.

Reemplazando el desarrollo (5 5) en la expresion (5.4), se deduce lo siguiente:

i
I‘(a:l,:cz,z-zu ) C+2exp{,\zo(..cf—:r2]z ZCQP cgm

T 2w K

i g.f ] i ’
x rect | — Jexp [—— | £1 — T3 — Az E x, | dr; =
/ ( 0) 1 2 0 E;; 1 1

o i=p

=C+ %exp ﬂ (3:? -—x%)} ZZCi:ci:X

2 gk
Ty — T3 heg 3 Lt
j=p

XTI sinc | Tg 3 (5.6)
2

donde se utilizé que la transformada de Fourier de la funcién rectangulo es la funcion seno cardinal, y
donde la constante C es proporcional al area definida por la extensién de la funcién de Walsh Wal,, (z).

Puede introducirse aqui la aproximacion ya utilizada por la que se considera que e] menor orden de
las funciones de Rademacher { Rc(z)}, es suficientemente grande de tal forma que: 27 >> 1. Esto permite
aproximar la serie de senos cardinales a un arreglo de funciones § de Dirac. Dentro de estas condiciones

se obtiene pura la intensidad mutua inmediatamente antes de la segunda apertura, la siguiente expresion:

- 1 i
Mz, 302 =25" Y2 C+ 5P [E (2 — x%)J x
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=C+ ’\Tzo exp [% (z% - :rg)] Z Zci:cizé 2y — %o — Ao Z g"d— (5.7)
kp  km i=p

Esta ecuacion representa una serie de funciones 6 pesadas por la productoria de los coeficientes de los

desarrollos de las funciones de Rademacher { Rx(z)}. El espaciado de estos maximos de la funcién de

coherencia sobre c! plano situado en z = 29 no es periddico ya que el término Azp 'E: gjkj/d; varia

segin se consideren los diferentes coeficientes k;. [Este comportamiento no-periédic;_;fero con cierta

regularidad de la funcién distribucién de coherencia detras de una apertura finita no necesariamente

periédica constituye una generalizacién del Teorema de van Cittert-Zernike [39)].

1) 1tx)y 1) | t(x)

VNN

7=0 7=7, 7=27, 7=(¢-1)Z, Z=¢Z,

Figura 5-1: Dispositivo de multiples aperturas bajo iluminacién espacialmente incolierente.

Siguiendo el dispositivo presentado en la figura 5.1, n z = zg se encuentra la segunda apertura cuya

transmitancia también es W, (z). Luego de interactuar con la misma, la coherencia espacial resulta:

D(z1, 30,2 = 257} = (@4, Ta; 2 == 2§ )Wo ()W, (1) . (5.8)

Podria intentarse aqui utilizar el razonamiento de Gori [10], y de Sudol y Thompson [12, 13| para el
efecto Lau (soccion 2.2.2), mediante el cual se interpre:a la interaccion de I'(x;,x2;2 = z(_)) con la
segunda apertura como un "filtrado de ooherencia”. Se: trata de la deduccién de la distancia de Lau
imponiendo el ajuste espacial en el plano z = 2y de lo« maximos de coherencia con las ranuras de la

segunda apertura. Sin embargo se seguira adelante con los calculos hasta llcgar a la forma general de
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la funcién de coherencia mutua lucgo de un nimero arbitrario dc intcraccioncs con las aperturas, para
recién alli procurar la obtencion de la distancia de resonancia de Lau.

Para la propagacion de la coherencia desde z = z(()’) hasta el plano inmediatamente anterior a la
apertura situada cn z = 229, se hace uso nuevamente de la formula de Zernike con las expresiones (5.7)

y (5.8), desestimandosc cl factor constante C, de la siguiente forma:

- T
F(LE;,IQ;Z:ZZ(() )) exp [,\z _3;_2 ]// 371:-’52,2— ))w ( ) ( )
x ex z‘—?r(:r'z—:rfz ex —&(mmf—m x5} | dxidz)y =
p Aep 2 p Az 1T PE ) 1dzs =
/\ + oo m X
» " ! ' gi K
= — exp [_ (1'1 ‘E%)] Z“'Zcip"'czm //'5 Iy — T2 — '\ZDZ %
kp Fom - o0 J=p 7

2T
x W (x{ YW, (25) exp [2E (:r’f - ;;;?)J exp [—% {T1z) — IgIé)] dz|dey =

Azp T - ) T gk
- e [iE @ -d)| T Ddedn [ Waaws (5 -w) 4E
% ks K " j=p J
2
i 2 ' gjkj
X exp 21\—% " — | —/\zgz 4 X
24 LI A
x exp { ——— T1Zy — %2 | Ty — )\zoz 9% dzy . (5.9)
Azo d;

i=p
Para introducir aqui los desarrollos de las funciones de Walsh segin (5.5), debe primero efectuarse

la siguicnte considcracién respecto al producto de las funciones rectangulos:
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= rect =P 0 — ,\zgzg—;—J , (5.10)
o s £ 1t =
i=p

donde O(z) es la funcién escalon de Heaviside. Esta funcién introduce una forma de seleccién de los
términos k de las sumatorias que contribuiran en la expresion de ['(z;,Ty; 2 = 22(()_)}, ya que para alguna
combinacion de valores de lu suma i g;k;/d;, el argumento dc la Ileaviside scra negativo y anulara
todo su aporte a la ecuacion (5.9). =

Tomando ¢n cucnta lo obtenido cn (5.10), se recempliaza ahora la expresién (5.5) en (5.9), y se llega

1121 g k " g A 2 ™ gk
PR ; ik : 5 K
x& | zg — ,\zgz ) exp | —2imAzo Z‘ - exp | —2irza Z-}? X
i=p i=p i=p
+oa 9 - k
i gJ 3 !
x/exp _r\_zo 1'1—5'72—2/\202 4 x
iy i=p
™ f e ™ "
. : g;k; ; . gik; gsk;
X €Xp ¢ 287 xl;?_ T —,\43; ] ; 4 X
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AZ() mooaiks

N

X rect =7 dzy . (5.11)

L

Azg ), e
j=p

Iyp —

En la ecuacion (5.11) se ha aplicado la funcién 6§ de Dirac. Por otra parte, desarrollando y reagrupando
los términos de la scgunda cxponencial dentro de la integral (la cual proviene exclusivamente de las

sintesis de las funciones de Walsh), se obtiene:

- A )
Flor,nz = 2567) = 32 e [ 1L (a1 - 39)
1]

e b3 P m *9p Ygm
IR Cop e CiT, _S_ E - k:.,Z“'ZC o CR X
ko Fm kL ,

kf

"

x5 Y 173 —24TA 227y 171 S —9 2171
zo— M0 3 d; || 9P T 2 a; 2. d; 2. 4 | (P iz ) d;
j=p i=p j=p i=p i=p
o
2ir i gikj = gjk;' - ij;! s
x/cxp e Ty — T2 — Azo 2; 7 +j=p 4 —g ) Iy ¢ X
-0
I\Z{] m des
APV
x rect =t dr! . (5.12)
moo
Zg — |Az2p z EdeJ_
i=r

La integral de la ecuacion (5.12) es la transformada de Fourier de la funcién rectangulo que da lugar a
una serie de funciones seno cardinal. Bajo la condicién ya empleada respecto al orden p, esto es: 2P >> 1,
pucden nuevamente aproximarse las funciones seno carcinal por un conjunto de funciones §. En estas
circunstancias, la funcién de coherencia mutua dada por (5.12) se aproxima a:

o1 Az "
(21, 222 = 22 J)%’E(Tzo) exp

[ (- )
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™ g
DD I . P cz: Yy - ch,.". S
k, K

- o ’\':“ k' k” k”

2

m -k‘ k2l m ”'
xB | g — |Azg Z gii_J exp { —2TAzg S g_, - Z gd_ Z x
j=p 7 = i=p j=p
m o;k; L gik m k"‘ m g_k{!
X exp —2i7rx22~j£—lj 6 |z — 29— Az J Z ‘J —Z% ) (5.13)
=p 7 i=p d; j=p 7

Andlogamente a la expresion (5.6), la ecuacién (5.13) indica una serie de maximos de coherencia
bien marcados luego de la segunda propagacion, cuyos «spaciados en principio no pueden considerarse
periodicos.

Realizando cuidadosamente los calculos de las sucesivas propagaciones segin el dispositivo indicado

en la figura 5.1, se obtiene una expresién general para la (uncién de coherencia mutua en su ¢-ésima

propagacion:
¢
L1 Az 3 2
T(z), 2552 = £257) = 3 (T) exp [ (x —:32)} X
i *9 *Sm
x z ,E ,cif.ci,,. z Y , ck(;’“_m...ckfz(,_mx
kp ke pEe-m e ™
] ™
£ m g_k(‘fo—l)) r—
x [T ©(zo — |Az00,- ~2imAzg (0% — o =L — -0, x
,];[2 (zo — |Az00,—1|} exp iAo |0y — Or_y ; Z s_lor

x exp{—2imzade_1) b (21 — 22 — Azo0e) (5.14)

donde se utilizaron las siguientes relaciones de recurrencia:
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f m
Z gjkj/dj ' £=1
=P

il
=

o £<0 (5.15)

(22-3)

(2¢-2)
20’({_1)—0(3 2)+Zgj( —kjn 2)/dj; £>1.

.

Es conveniente introducir aqui el cambio de variables a coordenadas centro y diferencia; es decir:

x:ml-;mz ,Ar =3y — 349 (5.16)
de donde:
I]:I-l—-%E,Ig::I—%. (517)

Sustituyendo las relaciones (5.17) en la expresién (5.14) se llega a que luego de € propagaciones la funcién

de coherencia mutua viene dada por:

" £ ,
Iz, Azr;z = f,’zé_)) = % (/\—222) exp [2%:81&;1:] x

P 1t
szkzcipcim Z Z Ckme-m k(:u X

» n K21 kme 1)

£ k(?(f 11 r-2
x H O (zo — |A200,_1]|} exp ¢ —2imAzg af_l —Or_1 Z ZJ" X
r=2 Jj=p =1
X exp {(—2imzoe 1} 6 (Az — Azp0y) . (5.18)

De esta manera se elimina la asimetlria que aparece er. la dltima exponencial de (5.14), la cual sélo
depende de T2, mientras que en la (5.18) depende de las dos variables a través de la suma z, + .

La ecuacion (5.18) representa la generalizacién del Teorema de van Cittert-Zernike [39] para un
sistema de ¢ aperturas idénticas aunque con funciones transmitancia no necesaritamente periédicas nt

infinitas, colocadas "in tandem”.
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Si en el plano z = ¢zy se coloca una iltima apertura, la funcién coherencia mutua luego de la

interaccion ldgicamente resulta:

[(z,Az;z= fzé,“) =I'(z, Az;z = ffz{(,_))lfl«’R (:r + E) w; (::: — g) . (5.19)

IR

Z=(¢-)Z, Z-¢Z,

Figura 5-2: Se sitia a la salida del dispositivo de miiltiples aperturas una lente de distancia focal positiva
y sc analiza la distribucion de intensidad sobre el plano focal posterior.

Considerando el dispositivo tipo Lau indicado en la figura 5.2, donde al final del arreglo propuesto

se coloca una lente de distancia focal positiva f, la coherencia mutua en el plano focal sera:

+oo
Pilxy, ;€20 +2f) = //I‘(x’l,xé;fz(()“)cxp [_f}ﬂ (T12] — 2pxh)| dxidzy , (5.20)

o con el cambio de variables dudo por (5.17):

+oo
rf(g;,A;n;z =€z + Zf) = /-/F(.’B",AI:,; z= fz(()"'))x

X exp { ,\;ﬂ (zAz' + x’.ﬁx)] dz'dAz’ . (5.21)
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Tomando en esta expresién Az = (), como se indic6 en la ecuacion (2.11), se obtiene la distribucion de

intensidad en el plano focal /;(1):

Ir(z) = f/ ¥ Arhz=¢ "")cxp[

Sustituyendo los resultados (5.18) y (5.19) en esta ecuacion, e integrando con la § de Dirac sobre la

Y; :t:A:sJ dz'dAzx’ . (5.22)

variable Az’, se llega a:

1 L ¥
Ip(z) = ) (_) ; kz: E_, Z Ck?[e—u;---ckfé?e—mx

kgzir ) kﬁztt—m

¢
X H O {xq — |Azoor_1|) X

r=2

+oc
A A
x / Wh (:6' + %) Wy (:c' - z;o )exp [2iwz’ (0¢ — 0¢-1)] da' %
— 00
gjk(Q(f 1)) r—2 2
. Xexp —2imAzo o‘f_] — Zd—j-—Zos exp [-Zz'ﬁra:?af} , (5.23)

i=p a=1

que es una ecuacion anéloga a la hallada en (3.33) para el caso particular de una sola interaccién.
Imponiendo aqui la condicién ya utilizada en los Capitulos 3 y 4 (3.35) y (4.3) sobre las distancias

de separacion:

2ax0

= 33 - a=1,23,.., (5.24)

la exponencial que acompaiia a la funcién de Heaviside ¢n (5.23) resulta ser igual a |. De esta forma la

intensidad luminosa en el plano focal puede escribirse como:

[4
1 Az = - . .
@)= (T) YN 3 Y e el X
kp . KR 2te-1) " b
Zn ¢
X Ap g {er, Bg1 — Be}exp [—21'%:1:?03] He (zo — 12ady6r-1]) | (5.25)
r=2
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donde se introdujo la funcién Ambigiedad (90]:

Ape (0,81 — o) = [ W, (2) W, (z — 2a/%d,) exp (2182 (B¢ — Be_1) /dpl dx (5.26)

y donde el factor 8y = 0¢d, es un entero impar, siendo d, = 2'-Pz, el periodo de la funcion de
Rademachcr de menor orden p entre las que sintetizan la funcién W, (z).

Del analisis de la expresion (5.25), sc deduce que el factor g, presente en la exponencial compleja
puedc sustituirse basicamente por lu sumatoria g gik;/l;. De este modo, (5.25) representa una scric de
productorias de los desarrollos de Fourier que sir:t_etizan W, (1) magnificados en z/ f y con los coeficientes
ckj!-"!cz'}-_zte-n) pesados por los valores que toma la funcion Ambigiedad A, ¢ (a,Bs-1 — Be). De esta
manera, :31 patron de franjas observado en el plano focal reproduce aproximadamente la funcién apertura
W,.(z) salvo los factores de peso mencionados, lo cual implica un efecto del tipo de autocorrelacién similar

al fenémeno de Lau con estructuras estrictamente periédicas.

El resultado (5.25) puede extenderse a la apertura general inicialmente propuesta en (5.1); es decir:

L) =) a.W,(z) . (5.27)

Para esto, el conjunto dc funciones de Walsh presentes cn el desarrollo {W, (z)} se considera compuesto
por dos clases de funciones. Por un lado el subconjunto de las funciones de Walsh cuyas distancias
de resonancia dadas por (5.24) para sus correspondientes fuctores p y para algiin valor de «, coinciden
con la distancia zy: {Wn: (x)); y por otro, el subconjunto de funciones de Walsh que no verifican esta
condicién: {Wy. (z)}.

Se estima en este sentido que las funciones del subconjunto {Wp: (z)} contribuiran determinante-
mente a la distribucién de intensidad en cl plano focal de tal forma que cl ecspectro de secuencias de la
distribucion posecrd méaximos importantes para los ordenes n’. Mientras que por otro lado la energia de
los 6rdenes correspondientes a las funciones {W,. (1)} s> degradara y distribuira sobre todo el espectro
sin presentar maximos notorios. Ademas se espera la contribucion de las funciones de Walsh originadas
en las interacciones y cuya distancia de¢ resonancia coincida con zg, es decir, el grupo de funciones de
Walsh provenientes de los productos cruzados de las funciones {Wal,: (1)}, cl cual se anoté en cl capitulo

anterior como: (W, gn: }.
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5.2 Arreglo de multiples aperturas como dispositivo de filtrado
espacial incoherente

Puede interpretarse el sistema de multiples interacciones como un filtrado de cuherencia de la misma
forma que lo plantean Gori [10] y Sudol y Thompson (12, 13] (seccion 2.2.2) para explicar el efecto Lau

con dos redes periddicas. Para esto nétese que la expresion (5.18), con la condicion (5.24), resulta:

8 .
Iz, Az; 2= Ezé,_)) ] % (1\2&) exp [2%14‘33:} x

r m Y9 *Am
X E E R E Z Colhie-1y ++C (FTew 1y X
ky  km

P
kf,?“_”) k'(j(f—l)]

¢
x H S (zo — |Azoor_1 ]} exp (—2trzoe_y } 8 (Az — Azo0¢) . (5.28)

r=2

Del anélisis de las funciones § de Dirac en esta relacién, se observa que la funcién de cohcrencia mutua
verifica una periodicidad proporcional a los periodos de: las funciones de Rademacher presentes en la
sintesis de la funcion de Walsh. De csta forma, considerando una apertura general como la indicada
en (5.27), las sucesivas interacciones entre la funcion iniensidad mutua con las aperturas van seleccio-
nando el paso de los méximos de coherencia, haciendo «oincidir las § con las ranuras de las aperturas
correspondientes a las funciones de Walsh que satisfacen la condicion de resonancia (ecuacion (5.24)).

Una posible aplicacion practica del dispositivo mostrado en la figura 5.2, es su utilizacion como
una generalizacion del filtco de frecuencias o secuencias espaciales no-coherente citado en el Capitulo 3
(scocién 3.4). La distribucion de intensidad en cl plano focal scrd determinada principalmente por las
funciones de Walsh presentes en el desarrollo de las transmitancias (5.27) cuys distancia dc resonancia
coincida con la distancia de equiespaciamiento elegida: z = z5. Mientras que cl resto de las funciones de
Walsh de la sintesis de {(z), sélo contribuirin con un cierto nivel de ruido. La variacién de la distancia
2o puede entenderse como una "sintonia” dc las secuencias de las funciones de Walsh que verifiquen la
condicion (5.24) para la distancia en cuestion. Estc proveso de seleccion de la distancia de resonancias
afecta la distribucion de intensidad del campo lejano a la salida del sistema de aperturas cambiando su

contenido de frecuencias o secuencias espaciales.
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5.3 Resultados

Con el propésito de ilustrar y corroborar los analisis desarrollados en las secciones 5.1 y 5.2, se realizaron
siiulaciones computacionales de las succsivas interacciones: apertura-coherencia mutua, en base al
arreglo presentado en la figura 5.1. Con este fin, se propaga la funcion intensidad mutua ['(z;,12; 2) a

través de este arreglo mediante la aplicacion succsiva de las ecuaciones:

+ oo
[ / P zhiz = (0~ 1)2{7)x

_ i |
[on o252 = t7) = exp | 1 (a7 - )

Azg
i?r F [ 21:7" f [ £ f
X exp [E ? — a:22)] exp [— v (xy27 — :1:2372)] drdz; ; (5.29)
F(‘Tlsmzi Ezlg+)) = t(ml)t*(l‘Z)r(ml::‘t.z; gz(()_)) ’ &= l:2$3| e (530)

La transformacion de Zernike, dada por la ecuacién (5.29), que propaga la intensidad mutua entre
dos aperturas sucesivas se obtiene mediante la utilizacion del algoritino de la transformada ripida de
Fourier (FFT); mientras que la expresién (5.30) permite obtener la funcion coherencia mutua detrds de
cada apertura.

En principio se considera una funcién transmitancia disda por una iinica funcion de Walsh: Wgge (z) =
3 (1 + Ry (z) Rg (x) Rz (x)) rect(x/zg). Una parte de dicha funcién, muestreada en total con 4096 puntos,
se grafica en la figura 6.3 (a).

El médulo de la funcion intensidad mutua incidente inmediatamente antes de la cuarta y quinta
aperturas derivado de las ecuaciones (5.29) y (5.30) se muestra en las figuras 5.3 (b) y (c). Para
obtener la condicion de generacion de coherencia establecida en la scccion 5.1, 1a distancia zp se eligio
de acuerdo con la ecuacion (524), conp=7y a = 1.

En este caso, se verifica la condicién que llevé la deduccion desde la ecuacion (5.6) a la (5.28); es
decir 27 >> 1, y por lo tanto se detecta un incremento de la coherencia espacial en virtud de la serie de
INaximos importantes que se generan en la funciéon intensidad mutua.

Se repite ahora el misino procedimiento pero con una funcién de Walsh tal que la condicién 2P >> 1
no es suficientemente satisfccha. Se toma como transmitancias de las aperturas la funcion: Wage (z) =
3 (1+ Rg (x) Ra (1) R4 (z)) rect(z/x0), graficada en parte: en la figura 5.4 (a). De tal forma que en este
caso, €l menor orden de las funciones de Rademacher presentes en la sintesis (p = 4) es significativamente
menor que en el ejemplo anterior.

Las figuras 5.4 (b) y (c) muestran el maédulo de la funcién coherencia mutua incidente sobre dos

aperturas sucesivas. Como es l6gico, en este caso, el valor de la distancia zg es cambiado por el calculado
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Figura 5-3: (a) Seccién de la funcién dc Walsh dc orden 896 y mdidulo de la funcién coherencia mutua
inmediatamente antes de la (b) cuarta v (c) quinta interacciones.
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de la ecuacién (5.24) con p =4, y a = 1. De este moda las aperturas se sitian bastante mas alejadas
entre si. Los resultados muestran el efecto de la no verificacion de la candicién: 2P >> 1. Contrariamente
a lo que indicaban las simulaciones dcl caso anterior, para este ejemplo se observa un decrecimiento de
los escasos méaximos de coherencia.

El analisis siguiente muestra las posibilidades del arreglo de aperturas miltiples, segin se grafica en
la figura 5.2, como dispositivo de filtrado cspacial de frecuencias.

Partiendo del primer ejemplo con la transmitancia dada por la funcién de Walsh Wggg (z), sc coloca
una lente de distancia focal positiva f detras de la cuarta apertura. La figura 5.5 (a) muestra el
perfil de intensidad normalizada en el plano (ocal de la lente /,(z). El diagrama se obtienc aplicando
computacionalmente la transformada de Fourier a la coherencia mutua obtenida luego de la quinta
apertura, para luego calcular I/(z) = T,(z, ).

Si bien en el diagrama no se manifiesta una gran semejanza con la funcién de Walsh de las aperturas,
la figura 6.6 (b) es mas clarificadora. Esta figura muestra el correspondiente espectro de Walsh-
Hadamard (ver seccién 3.2.4) del perfil de la intensidad en el plano focal: WHT(/,(z)}, cuya variable n
son los ordenes discretos de las funciones de Walsh. Los (spectros de secuencias se obtiencn también por
calculos computacionales utilizando el algoritmo dc la transformada rapida de Walsh-Hadamard. Como
puede verse, la intensidad esta principalmente sintetizada por las funciones de Rademacher presentes cn
Waoe(z); es decir, Ry (z) = Walyas(z), Rg (r) = Walsse(z) y Ro(z) = Wals 2(x), y por la funcién de
Walsh Wgge(z) misma. También se manifiestan otros taxitos provenientes de los términos cruzados ge-
nerados en las interacciones, y que responden a la propiedad (4.9): Walyn: (z) Wal, « (z) = Walpign (Z),
utilizada en el Capitulo 4 para las propagaciones bajo iluminacién coherente. Los productos de Walggs ()
con Ry (z) = Waly28(z), Rg(z) = Walase(z) y Ro (T) =: Wals)2(z), generan los maximos de n = 768,
n = 640 y n = 384, respectivamente. Estas funciones de Walsh, con érdenes que no existian en la sintesis
original, logran propagarse ya que su paramctro p es igual o mayor que p = 7, en base al cual se fijo 2,
y por lo tanto sus distancias de resonancia coinciden con zg o caben un nimero entero de veces en ésta.

Andlogamente, puede analizarse el diagrama de intensidad en el plano focal pero a la salida de la
configuracion del segundo ejemplo (también con cinco aperturas), cuyas funciones de transmitancia estan
sintetizadas por la funcion de Walsh W7g4 (z). Los resuliados se grafican en las figuras 5.6 (a) y (b).
En este caso el diagrama de intensidad /; () no corresponde a un sistema de franjas, y la energia
inicialmente contenida en la componente de Walsh n = 784 se distribuye en todo el cspectro. Esto se
debe a que, como se mencioné previamente, la condicion: 2P 3> | no esta suficientemente satisfecha ya
que p=4.

Seguidamente se modifica el arreglo utilizado para ob-cncr los resultados mostrados en la figura 5.5,

de tal forma que se varia la distancia cntre las apertucis 29 en un factor 1.21. Dado que la distancia
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de resonancia zp se obtenia a partir de la expresion (5.24), la nueva distancia 1.21z no verificara tal
condicién, produciendo una cspocic de "desenfoque” del dispositive. Los resultados sc mucstran en las
figuras 5.7 (a) y (b). Como era de esperar, la intensidad /;(z) no corresponde al diagrama de franjas
cuasiperiédico como el que se obtcnia bajo las condiciones de las figuras 8.5, y su WHT asociada se
encuentra distribuida sobre todo el espcctro de Walsh sin presentar maximos considerables.

Finalmente, se considera como funcion transmitancia del sistcma de cuatro aperturas, una super-
posicién de funciones de Walsh de la forma: t(z) = 0.20Ws4o(z) + 0.33Wees(z) + 0.42Wies(z), que se
encuentra graficada en la figura 5.8 (a).

Con el propésito de destacar la influencia que pos:e la distancia 2y sobre la propagacion de la
coherencia en un dispositivo de este tipo, se elige el valor de la distancia 2o entre las aperturas en
base a la expresion (5.24), pcro eligicndo p = 8. Scgin los cdlculos realizados en las secciones 5.1
y 5.2, y dado que para Walgyo(z) = Rp(z)I(z), p = 7; para Walsee(z) = Rg(T)Ro(z), p = 8 y
para Walggs(z) = R7(z)Ra(z)Rs(z), p = 7; esto significa que la distancia elegida sera distancia de
resonancia sélo de Wegg(z), mientras que el peso de los otros dos términos se ira atenuando en las
sucesivas interacciones.

Esta prediccion tedrica es evidentemente corroborada por la grafica del espectro de Walsh-Hadamard
de la distribucién de intensidad en el plano focal (obtenida con el mismo procedimicnto utilizado hasta
ahora), representada en la figura 5.8 (b). El espectro de secuencias de /;(z) exhibe un maximo notable
en n = 768 (p = 8), pero no paran = 640 y n = 896. Por la misma razén discutida en el analisis de la

figura 5.5 (b), aparecen maximos menores en n = 128, 256, 384 y 512.

5.4 Conclusiones

En suma, se ha analizado en este capitulo un dispositive periddico de aperturas bajo iluminacion inco-
herente y cuasimonocromatica, utilizando las propiedades de las funciones de Walsh. Se ha considerado
a las funciones transmitancias sintetizadas por funciones de Walsh, las cuales conforman una base com-
pleta. Para aquellas funciones de Walsh que satisfacen la condicién de resonancia dada por (5.24), se
produce un ajustc entrc la transmitancia y la funcion intensidad mutua calculada en los planos de las
diferentes aperturas. Esto se traduce en un incremento lel grado de coherencia espacial. Mientras que
para las funciones de Walsh que no verifican la condicién, la luz a la salida del arreglo se manticne
espacialmente incoherente.

En este sentido, la serie de aperturas binarias finitas actian como un "filtro de coherencia espacial”,
en forma similar al dispositivo Lau, el cual se restringe a solo un par de aperturas periddicas e infinitas,

Estc razonamicnto indica quc cl estudio prescntado pucdc considerarsc como una cxtensién del cfecto
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a la salida del dispositivo correspondiente a la situacién de la figura 5.3 pero variando la distancia Zo.

81



T 1 T
10 o a0 ¢ - on g A
08 | .
T 0 i
0.6
x
0.4 |
02}
oot 40 U0 Ul I
1792 2048 2304
X
(a)
12 T T T T T T
1.0 | ]
08 | ]
X osf |
E 04| l
02} -
0.0 MMWMMW
02 ! ! ! ! ! ! 1
0 128 256 384 512 640 768 896 1024
n
(b)

Figura 5-8: (a) Seccién de una superposicién de funciones de Walsh y (b) espectro de secuencias de la
intensidad en el plano focal de una lente calocada a la salida del correspondiente dispositivo de cinco

erturas.
ap 82



Lau para un arreglo de aperturas multiples.

El formalismo de la transformada de Walsh-lladamird (WIIT) cs empleado para analizar los dia-
gramas de franjas generados en el plano focal posterior de una lente colocada a la salida del arreglo
de multiples aperturas, demostrando que se encuentra sintetizado principalmente por las componentes
del desarrollo de Walsh de la funcién de transmitancia que verifican la condicién de resonancia para la
distancia de equiespaciado elegida, mientras que el resto de las componentes sélo contribuyen con un
cierto nivel de ruido.

Los resultados obtenidos en base a simulaciones corroboran los cédlculos tedricos realizados previa-
mente, y la importancia de las aproximaciones empleadas.

El enfoque del analisis de Walsh ha demostrado ser el adecuado para realizar el estudio de la variacion
del grado de coherencia espacial en un sistema de multiplss interacciones bajo iluminacién espacialmente

incoherente.
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Capitulo 6

PROPIEDADES DIFRACTIVAS
DE ESTRUCTURAS
PREFRACTALICAS

6.1 Introduccion

Si bien no existe una definicion estricta de fractal, puede decirse quc sc trata dc estructuras que poseen
alguna invariancia de forma ante dilataciones y rototraslaciones (invariancia de escala). En algiin sentido,
secciones convenientemente demagnificadas de dichas estructuras son iguales a todo el conjunto, es decir
que poseen la llamada propiedad de autosimilaridad (28].

Sc hallan cjemplos dc cstc tipo de formacioncs cn los diversos campos de la cicncia, como la geofisica,
la astronomia, la biologia, la quimica y las matemadticis. De todas maneras, como por definicion la
invariancia de escala de los fractales debe verificarse hasta el limite infinitesimal de su constitucién,
estas estructuras existen sélo como idealizaciones matematicas, y la fractalidad de las formaciones que
se encuentran en la naturaleza es s6lo aproximada.

En el marco de la dptica, se ha estudiado la difraccior de objctos fractdlicos no sélo por un interés en
el fendmeno mismo, sino también con el propdsito de hallar posibles aplicaciones a la ingenieria éptica.

Se han realizado numerosos analisis de la difraccion en la regién de Fraunhofer de distintas estructuras
fractalicas. C. Allan y M. Cloitre [91, 92| estudiaron algunas propiedades de escala de los campos de
Fraunhofer difractados por barras de Cantor, fractales de Vicsek y "tapices” de Sierpinski. El campo

difractado en la region de Fraunhofer por fractales de Koch fue discutido entre otros por J. Uozumi
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(94, 95). Uno, Uozumi y Asukura [96] estudiaron alguna: propiedadcs cstadisticas de la difraccion en la
region de Fraunhofcr por fractales "random” de Koch.

Los estudios en este sentido han cstablocido la consecrvacion de las propiedades de autosimilaridad
de los fractales en el campo difractado en la region de Fraunhofer. En forma mas general, Lakhtakia
y Caufield [97] demostraron que la transformada de Fourier es un caso particular de un conjunto de
transformaciones integrales que mantienen la propiedad dc fractalidad.

Recientemente se han comcnzado los estudios de la difraccion en la region de Fresncl de objetos
fractalicos. Sakurada entre otros [98, 99] analiz6 las propiedades difractivas de las barras de Cantor
en la region de Fresnel, encontrando que la autosimilaridad disminuye notablemente a menos que se
consideren distancias muy alejadas de la apertura.

En este capitulo se estudiaran las propiedades de autosimilaridad del campo difractado en la region
de Fresncl por las barras de Cantor para distancias cercanas a la apertura. Con este fin se aplica el

analisis propuesto en el Capitulo 4, que hace uso del formalismo de Walsh-Hadamard.

6.2 Las barras de Cantor

Las barras de Cantor constituyen un conjunto de funciones que puede generarse de la siguiente forma. La

Figura 6-1: El iniciador y los tres primeros 6rdenes de las barras de Cantor.

figura 6.1 indica el "iniciador” y los tres primeros nivele: del conjunto de Cantor de escala un cuarto. El
iniciador, que define la longitud de la estructura de las Larras de Cantor, consiste en un inica intervalo
[-x0/2,70/2]. A esta barra se le realiza el siguiente proccso: sc la divide cn cuatro partes de igual
longitud, eliminandose los dos segmentos correspondients a la seccion central. De este modo ¢l nivel 1,
denominado unidad generadora o "generador”, resulta ¢star compuesto por las dos barras situadas en
los extremos. A cada una dc cstas dos barras se le realiza el mismo proceso dando lugar al nivel 2. la

barra de Cantor de nivel /N se obtendra lucgo dc repetir N veces la misma operacion. Fstrictamente el
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fractal de Cantor se obtiene en el caso limite N — oo, mientras que los distintos niveles finitos de las
barras de Cantor constituyen en realidad un conjunto de funciones "prefractalicas”.
Expresando como una funcion C(z) al fractal de Cantor, la condicion de autosimilaridad puede

escribirse:

Clma) = Clz) (6.1)

donde m es el factor de magnificacion o de escala, que en este caso m = 4. Mientras que los prefractalcs

verificardn csta igualdad en forma aproximada:
Cn(ma) = Cy(z) , (6.2)

ya que la versién demagnificada Cy(mz) poseerd una estructura de repeticion menos que Cn ().

Sin pretender profundizar demasiado en el formalismo matematico de las estructuras fractalicas,
puede mencionarse que la dimension D de un fractal de este tipo se relaciona con el nimero M de
segmentos en un determinado nivel iterativo y con la longitud relativa de cada soccion o razon de escala

€. De tal forma que en el limite asintdtico € — 0, verifican la siguiente ecuacion:

M) =1, (6.3)

de donde la dimensién [ractdlica en este ejemplo resulta D = log(2)/log(4) = 0.5.
El conjunto de barras de Cantor de escala un cuarto (m = 4) propuesto, es sélo una de las posibles
definiciones de esta clase de fractales lineales. En particular, el conjunto maés citado es en realidad el de

escala un tercio (m = 3), cuya dimension fractalica es D = log(2)/log(3) = 0.6309.

6.3 Transformada de Walsh-Hadamard de las barras de Cantor

Si sobre cada barra de Cantor de cierto nivel N, se asigna el valor () en los lugares del segmento

[-z0/2,20/2] donde hay barras, y 1 a donde no las hay, se la puede considerar como una serie de

funciones rectingulo. La barra de Cantor de nivel N terdrd 2V funciones rectangulo de ancho zy/4V.
Las funciones de Cantor como cualquier funcién arbitraria pueden desarrollarse en base al conjunto

completo y ortogonal de funciones de Walsh (ver seccion 3.2.3), de la siguiente manera:

Cniz) = Z anWo(z) . (6.4)

=0

En base a la definicién establecida para las barras de Cantor, puede demostrarse con facilidad que en
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los primeros niveles los desarrollos resultan:

Co(z) = Wo(x) = R3(x) , (6.5)
Ci(z) = Wo(z) + Walz) = R3(z) + Ry (z) (6.6)

CQ(I) = WU(.'B} + Wg(l’) + 1V3(I) + Ww{x) =

= R2(z) + Ra(z) + Ra(z) + Ry(z)Ry(x) | (6.7)

C;;(I) = Wo(.’B) + Wz(ﬂ:) + Wg(l‘) + Ww(.’li} + ”’32(.’7;) + W34(I) + W4o($) + VV.Q(I) =
R%(z) + Ri(z) + Ra{z) + Ri(x)Ra(z) + Rs{x)+

+Ry{z)Rs(x) + Ra{x) Rs(x) + Ry(z) Ra(x) Ra(x) , (6.8)

donde {Rx(z)} representan las funciones de Rademacher (ver seccién 3.2.2). A partir de estas expre-

siones, se halla la siguiente relacion iterativa para las funciones de Cantor:

Crn(z)=Cnoa () (1 + Ran () 5 (6.9)

ademas puede notarse que el desarrollo (6.4) posee en general 2V términos (funciones de Walsh).
La simplicidad de los dcsarrollos de Walsh de las funciones de Cantor sugiere analizar la transformada
de Walsh-Hadamard (WHT) de estas funciones. Tal como se la presenté en las expresiones (3.11) y (3.12),

la WHT se formula como un operador integral aplicado a una funcién f(z), de la forma:
/ f(z) Wal, (z)dc , (6.10)

cuya variable es el orden discreto n de las funciones de Walsh {Wal, (1)}.
Las WHT de las distintas barras de Cantor se las obtiene por calculo computacional como ya se lo

ha indicado en los Capitulos 4 y 5.
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En la figura 6.2 se grafican las secciones no nula: de los espectros de Walsh-Hadamard de las
barras de Cantor de niveles N = 4, 5 y 6. En particular, la figura 6.2 (c) junto con las figuras
6.3 (a) y (b) muestran la transformada de Walsh-Hadamard de la barra de Cantor dc nivel 6 en tres
diferentes escalas del dominio (o magnificaciones), 1, 1/4 y 1/16, respectivamente. Puede deducirse de
estas representaciones, que las WHT de los prefractales de Cantor resultan ser también prefractales,
con factor de escala m = 4, cuyas secciones no son rectangulos sino funciones delta de Dirac aunque
acotadas al valor 1. Grafcas similares pueden obtenerse para distintos érdenes IV, observandose quc
cuanto mayor es el orden N, mayores son los cambios de escala que verifican esta similaridad. Por lo
tanto, la transformada de Walsh-Hadamard se suma al grupo dc las transformadas integrales propuestas

por Lakhtakia [97] que conservan la fractalidad.

6.4 Campo difractado por las barras de Cantor y autosimilari-

dad

Dada la naturaleza binaria de las barras de Cantor, se las puede considerar como funciones de trans-
mitancia de determinados objetos. La funcién transmitancia correspondiente a la barra de Cantor de
nivel 3 se encuentra graficada en la igura 6.4. En relacion con la configuracién dptica mostrada en la
figura 6.5, donde la apertura es una cieita barra de Cantor, se analizara la propagacion de la luz entre
el plano localizado en z = 0 y un plano en la region de difraccién de Fresnel. Se considerara la apertura
iluminada normalmente por una onda plana monocromatica. Por lo tanto, la amplitud complcja u(z; 2)

puede evaluarse mediante la integral unidimensional de tresnel dada por:

u(z; z) = /_+oo Cw (z') exp (% (z— :.c’)g) dz’ (6.11)

=)

Introduciendo el desarrollo (6.4) en la expresién (6.11), sie obtiene:

+ 00

w(z;2) = Z:a“ W, (z'} exp (% (z— :.r:')Q) dz’ (6.12)

n
La integral (6.11) resulta asi dividida en 2V integrales cad.1 una de las cuales corresponde a la contribucién
de una de las 2V funciones de Walsh que sintetizan la birra de Cantor original.

Por lo demostrado en el Capitulo 4 (ver ecuacién (4.4)), dada una cierta distancia zo particular en
la que se pretenda obtener el campo propagado, y que -oincide con la distancia de autoimagen de un
subconjunto de las funciones de Walsh {W,,/ (z)} presentes en el desarrollo de Cn(z), puede analizarse
la propagacion como la superposiciéon de las autoimagenes de las funciones de este conjunto, mas la

contribucién de las funciones "desenfocadas” {W,,~ (1)} en forma de ruido de fondo.
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Figura 6-2: Secciones no nulas de los espectros de Walsih de las barras de Cantor de niveles 4, 5 y 6.
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Figura 6-4: Funcion transmitancia sintetizada por la barra de Cantor de nivel 3.

De todas maneras dicho argumento fuc extcnsamente ilustrado ¢n cl Capitulo 4, y en cste capitulo
para hallar ¢l campo u(z; z) simplemente sc procede a calcular numéricamente la suma de integrales
(6.12) para diversas distancias 2.

Con el propésito de evaluar el grado dc fractalidad de los campos difractados sc introduce aqui un
parémetro utilizado por Sakurada [98] para cvaluar la autosimilaridad. Este parametro es definido como
el coeficiente de correlacion de la funcion intensidad calculada a cierta distancia sobre el eje optico
I(z; 2), y su expresion demagnificada, /(z/m; z). De tal modo que, el grado de autosimilaridad S(m; z),

se propone como:
;2
E

JUlz;2) - DI {a/m) - Tn)dz
\/f(l(a:; 2) = I2dz fl_I(a:/m% - 1,.)%dz

I
donde 7 y I,, son los valores medios de /(z; z) e I(z/m; x), respectivamente. Ll intervalo de integracion

S(m;z2) = \ (6.13)

es el "dominio fractdlico”, el cual esta determinado por el ancho del diagrama dc difraccién producido
en la region de Fraunhofer por el minimo elemento de la barra de Cantor. El grado dc autosimilaridad
varia entre 0 y 1, alcanzando este 1iltimo valor cuando s« considera una (uncion fractalica ideal.

Segiin se infirio de las figuras de la seccién anterior, 13 transformada de Walsh constituye una trans-
formada que conserva la fractalidad en el caso de los prefractales. Para corroborar dicha propiedad

respecto a los campos propagados en la region de difraccion de Fresnel (los cuales a priori no verificaran
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Figura 6-5: Dispositivo difractivo con una apertura sintctizada por una barra de Cantor.

una fractalidad muy alta), sc definc aqui un parimetro anilogo al grado de autosimilaridad; se trata
del coeficiente de correlacion espectral S'(m; z), que compara el espectro de WH de la intensidad con la

version demagnificada de dicho espectro. Es decir:
(Wi = W)Wy — W)

8(m;z) = 5 — —
\/zk;(wk —-W)? §{Wk,m —-W)

(6.14)

donde las funciones Wy, de variable discreta &, son los cocficientes de Walsh de la WHT dc la distribucion
de intensidad /(z; z), mientras que las funciones Wy, son los coeficicntes dc Walsh del espectro demag-

nificado, y los parametros Wy W, son sus respectivos valores medios.

6.5 Resultados

Con el propdsito de ilustrar y corroborar las deducciones de la seccién anterior se rcalizaron una serie
de simulaciones computacionales.

En primer término se evalué numéricamentc la scrie de integrales (6.12), considerando el prefractal
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de Cantor de nivel 6 como apertura dcl dispositivo 1nostrado en la figura 6.5, dondc ¢l tamafio dc la
apcrtura es Tg = 3.6 ¢cm y la longitud de onda de la iluminacion es A = 630 am.

En la figura 6.6 (a) se muestra la scccion central del campo magnificado cuatro veces, calculado a
una distancia z = 37.5 cm, mientras que la figura 6.6 (b) indica la versién magnificada dieciséis veces
del mismo campo. Aiin cuando la autosimilaridad no es muy alta, puede observarse una semejanza en
la forma general de estas figuras. Es notorio ademds quc ambas graéficas satisfacen la razon de escala de
1 a 4 (m = 4); esto puede atribuirse a que el factor de escala de la funcién apertura es m = 4.

Seguidamentc, se repitié en forma analoga el calculo del campo mediante la formula (6.12) pero
para diversas distancias z sobre el eje 6ptico. Considerandose el rango 36cm < z < 41cm, los célculos
de los campos en los distintos planos fueron utilizados para evaluar la expresion (6.13), calculando la
autosimilaridad S(m; z) como una funcion de z (tomando 1n = 4). Los resultados, graficados en la
figura 6.7, indican como era previsible que la autosimiiaridad es bastante mas baja que el maximo 1,
valor al cual deberia tender asintéticamente S(m; z) a medida que z aumenta hasta ingresar cn la region
dc difraccién de Fraunholer.

Por otra parte, en la figuras 6.8 (a) se muestra el espectro de Walsh del campo completo calculado
para la figura 6.6, en tanto que en las figuras 6.8 (b) y (c), se grafican las magnificaciones 1 /4y 1/16
del mismo espectro. Puedc obscrvarse quc ¢l espoctro tainbién posec propiedades de autosinilaridad con
m = 4, de la misma forma que el campo en la figura 6.6.

También sc realizo el calculo dc los cspectros dec Walsh para los campos situados en el intervalo
36cm < z < 4lcm, y se los utilizo para evaluar la correlacion o autosimilaridad espectral S'(m; z), en
base a la ecuacion (6.14). Los resultados, mostrados en la figura 6.9, indican una correspondencia casi
perfecta con la autosimilaridad calculada en base a la intensidad, de la figura 6.7.

Finalmente, se ilustra la ventaja del calculo de la autusimilaridad a través del espectro dec Walsh-
Hadamard cuando el fractal situado en la apertura se encuentra contaminado con ruido "random”. En la
figura 6.10 (a) se representa una transmitancia dada por la barra de Cantor de nivel 4 superpuesta con
ruido random, mientras que la figura 6.10 (b) muestra su espectro de Walsh. Por simple comparacion

es evidente la disminucion del ruido relativo al trabajar con el cspectro de Walsh-Hadamard.

6.6 Conclusiones

A partir del cstudio dcl espectro dec Walsh de las barras de Cantor, pudo obscrvarsc la invariancia de la
autosimilaridad bajo la transformacion de Walsh-Hadair.ard.
Se estudié la difraccidn en la region de Fresnel de aperturas sintetizadas por barras de Cantor (cs-

tructuras prelractalicas). Se comprobo la existencia de c.ertas propiedades de autosimilaridad, asi como
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Figura 6-6: Intensidad de campo difractado magnificada 4 y 16 veces calculada en z=37.5 cm.
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Figura 6-7: Autosimilaridad de la intensidad como funcion de la distancia 2.

lo equivalente de trabajar con la intensidad del campo o con el espectro de Walsh-Iladamard de dicha
intensidad, mediante la introduccién dc un paramctro de correlacion espectral.

Por iiltimo, se evidencié la ventaja de operar con el expectro de Walsh-Hadamard respecto al empleo
de la amplitud de campo, cuando la transmitancia de la apertura es una barra dc Cantor contaminada

con ruido "random”.
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Capitulo 7

OTRAS APLICACIONES EN
BASE AL ENFOQUE
WALSH-HADAMARD

7.1 Introduccién

En este capitulo se discutiran dos aplicaciones en las cuales, a diferencia de las tratadas hasta aqui, no
se counsideran efectos difractivos. De todas maneras, el formalismo utilizado es el de Walsh-Hadamard,
analisis que constituye un nexo general de los diferentes temas expuestos en esta tesis.

Por un lado se estudiaran las propiedades del moiré producido por la superposicién de redes de Walsh
binarizadas, para lo cual se empleara un enfoque puram.ente geométrico, sin tener en cuenta, como ya
se indico, la propagacion difractiva de los campos luminosos.

En segunda instancia, se presentara una interpretacién particular del desplazamiento diadico, apli-

cado al procesamiento digital de imagenes, en base al concepto de las permutaciones.

7.2 Propiedades de moiré de las funciones de Walsh

7.2.1 Introduccién

El fenémeno de moiré tiene lugar cuando dos transpar:ncias periédicas o cuasi-periddicas son super-
puestas. Este efecto consiste en la aparicion de un diagrama de franjas en la superposicion, que no se

encontraba originalmente en las transmitancias individuales [100].
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Las propiedades de los diagramas de moiré pueden derivarse utilizando argumentos geométricos o
algebraicos (101, 102).

Por otra parte, el fenémeno de moiré ha sido utilizado en dispositivos destinados a la determinacién
de contornos o curvas de nivel, llamadas técnicas de "contouring” [29]. En este caso, las franjas de moiré
son generadas por la superposicién, proyectada sobre la superficie a analizar, de una red primaria con
la transmitancia de una red secundaria. La red secundiria puede ubicarse tanto en el mismo sistema
6ptico, como sobre material fotografico o dentro de una :dmara especial.

Existe la posibilidad de implementar un experimento de contouring para el cual una unica red actia
como red primaria y secundaria [103], denominado dispecitivo de red simple. Para tal fin, una red (de un
tamaio considerable) es colocada frente al objeto en estudio, y es iluminada de tal forma que proyecte
su sombra sobre éste. La observacién del moiré se lleva a cabo a través de la misma red (por ejemplo
mediante un registro fotogréfico o la toma de iméagene: a través de una camara CCD). El diagrama
corresponde por consiguiente a la superposicién de las franjas proyectadas sobre el objeto con las de la
propia red de referencia.

En la primera parte de este capitulo se analizaran las propiedades geométricas del moiré producido
por dos redes sintetizadas por funciones binarias de Walsh, tal como se las definié en el Capitulo 3. Este
tipo particular de redes se aplicara también en un dispositivo de contouring de red simple, mostrandose

una serie de resultados experimentales ilustrativos.

7.2.2 Propiedades de moiré de las funciones de Walsh

Se estudiara la superposicion coplanar de dos redes con iciéntica funcidn transmitancia ¢(z) rotadas entre
si un dngulo 4. Puede considerarse que estas redes se hullan ratadas un angulo +6/2 y —#/2, respecto

a un eje fijo z; la funcién transmitancia resultante entonces vendré dada por:

T(z,y} = t{z1)t (22} =

=z cos/2+ ysenb/2) t{xcosb/2 — ysen8/2) (7.1)

La observacion de los diagramas de moiré se evidenc.a mas claramente si se considera que la super-
posicion de las transmitancias se detecta a través de un sistema éptico cuya funcion de linea extendida

("line-spread function”) es [111]:

S(z,y) = 5};3—’- . (7.2)
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donde L; es una longitud de normalizacién y §(y) es la celta de Dirac. Esta funcién de linea extendida
puede ser considerada como una aproximacién analitica del promedio en la direccion z dada cuando se
ignoran los detalles de las altas [recuencias a lo largo de la direccién de las franjas de moiré, y es posible
obtenerla mediante un filtro espacial adecuado.

La distribucién de intensidad vendra dada entonces por la siguiente integral:

+00
H(z,y) = [ S—z',y —y) (T(, ") da’ dy’ (73)

-0
Reemplazando las expresiones (7.1) y (7.2) en la ecuacién (7.3) , tomando en cuenta que para redes

binarias |T(:r,y)]2 = T(z,y), se obtiene que la intensidad resulta ser:

+oo
(z,y) = I{y) = — / t(z’ cos B/2 + ysen8/2) £*(z’ cos /2 — ysen8/2) da’ =
+o0
= :301_6/2 / t(v) t" (v — 2ysen§/2) dv (7.4)

donde se introdujo el cambio de variables: v = z’'cos /2 + ysen8/2.
En el caso que la transmitancia estuviera sintetizada por una funcién de Walsh, tal como se las definié

en (3.9):

t(z) = Wa(z) = % 1+ Wal, (x)] rect (I_a;) , (7.5)

éstas podrdn desarrollarse como la productoria de las series de Fourier de las funciones de Rademacher

presentes en la sintesis de Wal, () (como se indicé en (3.16)). Es decir:

I=F

1 +oo +o0 . m g-k- -
_ —_ F ™m s 273
t(x) = Wyr(x) 5 1+k _E_ ...k _E_ Chr - -Chme €Xp | 2miz E e rect (I_o) : (7.6)
Sustituyendo el desarrollo (7.6) en la integral (7.4), se obtiene:

+ oo
I{y) = coii/ 2 / Wia(v) W — 2y sen(8/2)) dv =

-
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+o0
. 9/2 +00 +o0 i
= E’Z‘i—: / 1+ Z E C_':p

kp=—00 km=—oo

.4 exp | 2mi{2y sen(6/2))

i=p

™ok
-Ci™ exp 2771'029;;—3 +

i=p 7

9 g;k;
2 _ —9ri 2 ,#
2 ) exp 2 wj_p 4

donde por simplicidad no se tomé en cuenta el tamarno finito de las redes.

(7.7)

Distribuyendo la integral en la suma y considerando que las integrales sélo actiian sobre las expo-

nenciales, se llega a:

Iy) = cos 9/2 Z Z

mn
'g,,, QJ gik;
+ Z E 29, exp | 2mi(2ysen(6/2)) Z Z ) +
p—_m J=F
+o0 +oa +oo oo gk
+ Z Z k:Ci: Z c,:?" c;g’“ exp | 2mi(2ysen(0/2)) Z —g;—jl
kp=—p0 kn=—00 k;:—m k! =—oo0 i=p

o (3040

LIy PRy Z Z ..

45,

-2 Rm=—00
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X exp 2ni(2ysen(e/z))i9;—’_‘f § iw (7.8)

d
i=p 7 i=p 7
donde se introdujeron las constantes:
m gik;
m iR _ .
Z E c‘g’;cﬂm con Zd—_,-_ ; (7.9)
kp=-00 km=-oo j=p
y:
+ 00 + 00 m e
Z z c;ci’...c;i"'"; con Zg‘:i—’ =0. (7.10)
kp=—00 km=—00 i=p 7

Sin tomar en cuenta los factores constante, la intensidad dada por (7.8) , puede escribirse:

+ oo

cos#/2 = = 0 *
I(y)zf Z Z Ci:...c:,::k‘; E C,. p. Ck'?m

kp=—00 kp=—o0a

x exp | 2mi(2ysen(8/2)) Zgj , (7.11)
d;
i=p

donde los coeficientes cx; y Cx; que contribuyen a las sumatorias deben ser aquellos cuyos indiccs k; y

k; verifiquen la siguiente condicién:

D gilks —kj)/d; =0. (7.12)
i=p

Introduciendo los periodos modificados: g, = d;/2sen(0/2), la expresion (7.11) para la intensidad

resulta:

-2 Y ¥

kp=—00 kp=—o0

-+ 0
E c;,g -

15||| M $

m
. dik;
x exp | 273 =] . 713
p(2mo 3% o
i=p
Esta ecuacién puede interpretarse como el desarrollo de Fourier de la funcién de Walsh Wal, (z) que
sintetiza cada red, convenientemente magnificada y orientada segun la direccién y, pero con una seleccion

de los coeficientes Ck; ¥ Cx; Que contribuyen a las sumatorias, dada por la condicién (7.12). De este modo,

el diagrama de moiré estara determinado por la funcién de Walsh que sintetiza las transmitancias, y
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presentara su misma periodicidad o pseudo-periodicidad dependiente de los periodos {d; } de las funciones
de Rademacher incluidas en su sintesis, salvo el factor de: escala: 1/2sen(8/2).

Los diagramas de moiré producidos por dos redes idénticas rotadas entre si un angulo 0 = 20°
se muestran en las figuras 7.1 (a) y (b), considerando funciones de transmitancia sintetizadas por
Walsge(z) = Rg(z)R7(z) y Walsra(z) = Rs(z)R4(z), respectivamente. Estos diagramas, generados
por simulaciones computacionales, ilustran cémo la distribucién de las bandas de moiré paralelas al
eje y replican aproximadamente la funcion de Walsh original con un factor de escala dependiente de
1/2sen(0/2), corroborando el analisis realizado. La incidencia de la presencia de una funcién de periodo
notociamente mayor en el segundo ejemplo respecto del primero, en referencia a R4(z), se ve reflejada
claramente en el mayor periodo del moiré producido en ‘a figura 7.1 (b).

En lo que concierne a la influencia de la condicién (7.12), puede decirse que ésta produce las irregu-

laridades notorias y légicas de los bordes de las bandas del moiré, asi como sus discontinuidades.

7.2.3 Determinacion de curvas de nivel utilizando funciones de Walsh

Se realizé una experiencia de determinacién de curvas de nivel ("contouring”) emplcando redes planas
sintetizadas por funciones de Walsh binarizadas (ver ecuacion (7.5)). Tal como se grafica en la figura
7.2, el objeto en estudio se ha iluminado con luz blanca a través de una red de Walsh, mientras que
mediante una cdmara CCD se han adquirido las imégen-s de la superposicién entre la proyeccién de la
red sobre el objeto y la red misma.

Como objeto de estudio se ha tomado un plano inclinado con una discontinuidad en su superficic dada
por un pequeno escalén, mientras que la red es sintetizada por la funcion Wagq = % (1 + Rg (z) Ry (T))
rect(z/zp). Como consecuencia de la inclinacién del plano, las franjas de moiré verifican una variacién
de su espaciamiento. Esto puede observarse en el diagrama de moiré y en el perfil de intensidad de las
franjas indicados en la figuras 7.3 y 7.4, respectivamente.

Por otra parte, se observa la discontinuidad de las franjas de moiré debida al pequeno escalén. La
altura del escalén fue medida y resulté ser de 0.47 £0.005 mm, tal discontinuidad provocé un salto de las
franjas de moiré de 2.01 £0.005 mm (en la regién media del plano), que es aproximadamente medio ancho
de linea correspondiente a la franja mas amplia. En la figura 7.5 se grafican los perfiles de intensidad
tomados a izquierda y a derecha de la discontinuidad, noténdose el corrimiento de los maximos.

Se procuré ademas realizar una comparacién con una experiencia de "contouring” tradicional, uti-
lizando una red de Ronchi. Para esto se empled el mismo dispositivo, bajo las mismas condiciones pero
colocando una red sintetizada por la funcién Rg(z) = Walzse(z). El diagrama de moiré resultante se
mucstra en la figura 7.6.

Observando los diagramas de las figuras 7.3 y 7.6, s concluye que en esta experiencia la utilizacién
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Figura 7-1: Moiré de las funciones de Walsh 384 y 272 rotadas 20°
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| CCD J:' ii‘ Plano

PC

Figura 7-2: Dispositivo de moiré de red simple.

de la transmitancia Rs(z) Rz () brinda mayor resolucién que la de la Ronchi Rg(z). Ademas debe
notarse que en la segunda imagen no puede asegurarse con facilidad que una determinada franja de moiré
a izquierda sea la continuacién de una franja en particular situada a la derecha. Esta correspondencia, cs
bastante mas clara cn la primera imagen producida por la red de Walsh, debido a una mayor distingui-
bilidad entre las distintas franjas. La posibilidad de discernir esta correspondencia es fundamental para
la cuantificacion de las discontinuidades evidenciadas cn este tipo de aplicaciones de los dispositivos de
moiré.

I.a propiedad de las funciones de Walsh de estar constituidas por una productoria de funciones con
periodos distintos, lleva a pensar que esta técnica puede utilizarse en aplicaciones donde deban tenerse
en cuenta mas de un rango de deteccién. Por ejemplo, podrian observarse grandes desplazamientos,
detectados mediante las franjas debidas a las funciones de Rademacher de mayor periodo presente en la
funcién de Walsh, a la vez que pequenas irregularidade:, sefialadas por el diagrama proveniente de las

funciones de periodos mas bajos.
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Figura 7-3: Imagen de moiré obtenida con una transmitancia sintetizada por la funciéon de Walsh de
orden 384 proyectada sobre un plano inclinado.

7.3 Interpretacion de los desplazamientos diadicos en base a

permutaciones

7.3.1 Introduccién

El procesado de la informacion mediantc técnicas digitales (104, 31] ha sido cxtensamente estudiado y
sc cncuentra en continuo desarrollo. Mas especificamente se han propuesto técnicas de procesado digital
que hacen uso de las propiedades del llamado "desplazamiento diddico” (que se define a partir de la
tabla de verdad del or exclusivo) y su correspondiente correlacién diddica [105]. Las aplicaciones més
frecuentes del desplazamiento diddico al procesado digitil dc imagenes se relacionan con el formalismo
discreto de Walsh-Hadamard [106-109].

I.a ventaja del empleo en el procesamiento digital de imagenes dcl analisis de Walsh-Hadamard dis-
creto, respecto de otros formalismos utilizados, es que su binaridad intrinseca permite implementaciones
computacionales inmediatas. Dada la naturaleza binaria de las imagenes digitales se hace mas accesible

el procesado sobre el dominio de secuencias respecto di, por cjemplo, el procesado en el dominio de
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Figura 7-4: Perfil de intensidad de la imagen de la figura 7.3 tomado a derecha de la discontinuidad y a
lo largo de la pendiente del plano inclinado.

frecuencias de Fourier.

Se presenta en la seccion final de este capitulo una interpretacién de los desplazamientos y las correla-
ciones diddicos, aplicados a imagenes bidimensionales digitalizadas consideradas como arreglos matri-
ciales, en base a permutaciones de los elementos de dicha matriz. Con el mismo enfoque se reinterpretan
las técnicas de filtrado de secuencias que surgen del empleo de la correlacién diddica y de la utilizacién

del formalismo de Walsh-lladamard discreto.

7.3.2 Or exclusivo y desplazamientos diadicos

El "or exclusivo” o XOR, denotado por el simbolo ®, es una operacién bit a bit entre dos digitos binarios,
cuya regla de definicion es 00 =11 =0y 01 =10 =1, que equivale a la suma de médulo 2.
La tabla indicada en la figura 7.7 muestra la operaciér XOR entre dos digitos de 3 bits m y k.

Puede considerarse una funcién digital bidimensional y real f(n,m) como un arreglo de {2¥ — 1) x
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Figura 7-5: Perfiles de intensidad del moiré tomadcs a la derecha y a la izquierda del escaldn.

(2M — 1) digitos, con N, M = 1,2,3, ... ; por ejemplo una imagen capturada por un sensor CCD. Los
digitos n y m constituyen las posiciones de los valores que toma la funcién, que en sistema decimal
cortesponden an=10,1,2,...,.28 —1 ym=0,1,2,...,2" — 1, respectivamente.

Un desplazamiento diédico o desplazamiento XOR de la funcién f(n,m) de j en la direccién n y de k
cn la direccién m se denota por: f(n®j, m@k), donde j y k pueden tomar los valores j =0, 1,2,...,27 —1
yk=01,2..2M -1 (en sistema decimal). Para llever a cabo la suma diddica bit a bit, obviamente
se debera primero expresar n, m, j y k en sus dcsarrollcs binarios.

El desplazamiento diddico verifica la propiedad de clisusura, es decir que las nuevas direcciones n @ j
y m @ k tienen el mismo mimero de bits que n y m, respectivamente. De esta forma, la operacién
f(n @ j, m® k) puede interpretarsc como un rcordenamiento de los elementos de f(n,m), ya que f(n®
J.m @ k) posee los mismos valores de la funcién original (por ejemplo, valores de grises de una imagen
digitalizada) pero con una distribucion distinta dentro del mismo dominio. Ain mas, para cualquier par

J, k elegido, la correspondiente operacion de redistribucién puede atribuise directamente a una operacién
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Figura 7-6: Imagen de moiré obtenida con una red de Ronchi sintetizada por la funcién de Rademacher
de orden 8 proyectada sobre el mismo plano inclinado ya considerado.

de permutacién o a una serie de permutaciones de los elementos de f(n,m) en las direcciones n y m.
Dicho de otra forma, existe siempre una permutacién o serie de permutaciones que transforma el arreglo
f(n,m) en f(n®j, md®k), de tal modo que es posible asociar cada par j, & a un Gnico par de operacioncs
de permutacién independientes en las direcciones n (filas) y m (columnas).

Para ilustrar estas afirmaciones se considerard por simplicidad un arreglo unidimensional de 3 bits
(N = 3) o matriz columna de 8 elementos (por ejemplo una imagen digital unidimensional). Puede
suponerse que la distribucion original de los elementos f(m) estd determinada por la variable m en la
fila k = 0 de la tabla de la figura 7.7, y que las sumas diddicas con los sucesivos k, f(m @ k) , los van
reacomodando segun las correspondientes filas k de dicha tabla. Procediendo de esta forma, se obtienen

las siguientes asignaciones:
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m
& | 000 001 010 OIt 100 101 110 111

000| 000 001 010 O11 100 101 110 111
001 001 000 011 010 101 100 111 110
010/ 010 011! 000 001 110 111 100 101

k| 011 011 010 001 000 111 110 101 100
100 100 101 110 111 000 001 010 OlI

101{ 101 1060 111 110 Q01 000 Oll 010
116 110 111 100 101 010 011 000 001

11| 111 110 101 100 011 010 001 000

Figura 7-7: 'l'abla del XOR de 3 bits.

f(m®000) = f(m)= F(f(m)} permutacién "identidad",

f(m®001) = P {f(m)} permutacion de orden 1 o de primeros vecinos,

f(ma&010) = P {f(m)} permutacién de orden 2 o de pares de vecinos,

f(me0ll)= P P{f(m)} permutacién de orden 1 mas la de orden 2, (7.14)
f(me100) = A {f(m)} permutacion de orden 3 o de cuartetos de vecinos,
f(me®101) = P P {f(m)} permutacion de orden 1 mas la de orden 3,

f(m®110) = PPy {f(m)} permutacién de orden 2 mas la de orden 3,

fme111) = P PPy {f(m)} permutaciones de orden 1,2 y 3.

Las combinaciones de permutaciones también pueden asociarse a las siguientes operaciones: Py P, {f{m)}
es la reflexion de elementos tomados en cuartetos, P, Py { f(m)} es la reflexion de P2 {f(m)}, P2 P {f(m)}
cs la reflexion de P, {f(m)} y PLP;Py{f(m)} es la rcflzxidn respecto a la posicion central o inversion
completa.

Cada permutacion intercambia las posiciones de grupos especificos de direcciones, cuyo nimero de
elementos son potencias de dos (1, 2, 4, 8, 16, ...). Las correspondientes potencias determinan el orden
de la permutacion, de la siguiente manera: si p es el orden de una permutacion, ésta intercambiara las
posiciones de grupos de 2P~ ! elementos es decir, el pririer orden de permutacion se lleva a cabo entre
primeros vecinos, el segundo orden de permutaciones cntre pares de vecinos, el tercer orden de per-
mutacién entre cuartetos de vecinos, etc.. La permutacion diddica de maximo orden intercambia grupos

de 2M ! elementos, o 2"V ! elementos, segin la direccion que se esté considerando, y que corresponden
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respectivamente a las permutaciones de orden M y N En el caso bidimensional, los érdenes de las
permutaciones vendrén dados por pares ordenados del tipo (pa, Pm) , Si pn €s el orden de la permutacién
sobre la variable n, y p,, es el orden de la permutacién :iobre la variable m.

El hecho que los desplazamientos diddicos puedan sismpre asociarse univocamente a permutaciones
o series de permutaciones, lleva a convenir la designacion de ”permutaciones diddicas” a todas las
operaciones provenientes de los desplazamientos diadicos:, que en el caso bidimensional (es decir f(n,m)
con (2V — 1) x (2™ — 1) datos) son N3 x M3, mientras que en el caso unidimensional (es decir f(n) con
(2N — 1) x 1 datos) son N3. Se denotara la permutacior. diadica por D, como el operador que aplicado

a una funcién discreta, le aplica la suma diddica en r sobre el argumento, es decir:

D {f(m)} = f(mer). (7.15)

Para los 6rdenes que verifican r = 2P~ !, con p entero mayor que 1, la permutacion diddica D, coincide con
la "permutacién pura” P,, que como ya se indicd, intercambia la posicién de grupos de 2P~ ! elementos.

En base a las propiedades de 1a suma diddica, puede demostrarse con facilidad que:

DrDs = Dre’as = DsDr ; (716)

que indica la conmutatividad de las permutaciones. Ademds, si s = 7

Doy = £, (717)

es decir que D, es su propia inversa. Tomando r =t @ &:
D.DuD, = Digs Dy = By , (7.18)

lo que significa que si se aplican a una imagen digital las: permutaciones diddicas de orden t, luego la de
orden s y finalmente la permutacién diddica cuyo orden se obtiene de la suma diadica de los 6rdenes ¢
y 8, se recupera la imagen original.

La interpretacion de las sumas diadicas como permutaciones, y las mismas propiodadcs de las per-
mutaciones recién expuestas, pueden representarse en v.n "mapa de permutaciones” como lo indica la
figura 7.8, para el caso de 4 bits. Se considera a m = 0,...,15 (en sistema decimal) como la coorde-
nada de una imagen unidimensional de 16 elementous, o como el indice de las columnas de una imagen
bidimensional de 16 x 16. Las diferentes sumas diadicas o permutaciones sobre la imagen original (cor-
respondiente al recuadro m & 0000) la van asignando dascendentemente a los distintos recuadros. Las

flechas conectan las imégenes indicando el orden de perrautacion pura p (nimero junto a la trayectoria)
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b
m{DE—~T
1004
4 " miE 3
100)
4 -L‘ m®L i
oo
4 2 2 m
1011
I_‘
Jm@]- 2
4 ™ 1160
4 3

Figura 7-8: Mapa de permutaciones de 4 bits.

que transforma una imagen en la otra. Se han graficado sélo las trayectorias correspondientes a las per-
mutaciones puras P, = D,,-1 para favorecer la claridad de! diagrama. Hay imégenes que se conectan a
través de dos o mds trayectorias encadenadas, implicando que se relacionan por dos 0 mas permutaciones
en serie. La reversibilidad de las permutaciones, deducida en (7.17), se indican por la doble direccion
de las trayectorias. La conmutatividad, dada por la ecuacién (7.16), se verifica observando que si se
siguen dos trayectorias sucesivas de ordenes r y s para transformar de una imagen en otra, la misma
imagen final se obtiene si se recorre primero una traycctoria de orden s y seguidamente una de orden
7. Por ejemplo, el primer recuadro correspondiente a la imagen original se transforma en la cuarta
imagen por la aplicacién sucesiva de P, y F;, o aplicando primero P, y luego P,. Pueden observarse
grupos o "clusters” de iméagenes determinados por el maximo orden de permutacion que los relaciona.
En este sentido, se observa que los 16 elementos se agrupan en 8 pares de imagenes que se encuentran
conectadas por permutaciones de primer orden P,, la primera con la segunda, la tercera con la cuarta,

etc.. Existen asimismo, 4 grupos de 4 elementos que se conectan por permutaciones P, y F», que son
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parcjas de conjuntos de pares. Finalmente, hay dos conjuntos de 8 imagenes (de la 1° a la 82, y de la
9° a la 16%) que se conectan por permutaciones Py, P, y P3. Estos conjuntos se conectan entre si solo
por permutaciones de orden 4.

Se ilustra el resultado (7.18) por técnicas computacionales considerando una imagen digital de 8 bits
(256 x 256), como se muestra en las figuras 7.9 y 7.10. Se trata de la imagen de moiré obtenida en la
experiencia descripta en la seccién 7.2.3. A la imagen original representada en la figura 7.9 (a) se le
aplica una permutacion diadica de ordea 3,k = 55,55 obteniéndose la figura 7.9 (b); seguidamente a
ésta se le aplica la permutacion diddica 3,k = 11, 11 llegando al resultado mostrado en la figura 7.10 (a).
Finalmente, se recupera la imagen original aplicando a la imagen de la figura 7.10 (a), la permutacién
cuyo orden resulta de la suma diadica de 55 y 11 en cada orden, es decir j,k =116 55,11 ®55 = 60, 60,

obteniéndose la imagen de la figura 7.10 (b). Este prcceso puede expresarse de la siguiente forma:

Dgo,60 D11,11 D55 55 {f(n, m)} = Deo,e0 D11gss,ngss {f(n,m}} =

= Deo,60 Deo,60 { f(n,m}} = f(n,m} . (7.19)

Es conveniente aqui establecer la clase o conjunto de imagenes que se relacionan entre si mediante
alguna permutacion diddica. En este sentido se dird que dos arreglos o funciones digitales bidimensionales

f(n,m) y g(n,m) son "similares” si existen dos pardmetros j y k tal que:

fndjmek)=gnm), (7.20)
donden,; =0,1,2,...,2¥ -1 ym, k=1,2,3,...,2" —1 (en sistema decimal). O de otra manera, f(n,m)
y 9(n, m) son similares si existe una permutacién diddica (bidimensional) que transforma f en g:

Djx {f(n,m}} = g(n,m) . (7.21)

7.3.3 La correlaciéon diadica

En base al desplazamiento diddico es posible definir la orrelacién o convolucién diddica bidimensional

(110], para todo par de funciones reales discretas f(n,m) y g(n,m), de la siguiente forma:

2V 12M

T k)= 3. D flnmglnejmek), (7.22)

n=0 m=0
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(b)

Figura 7-9: (a) Imagen original. (b) Imagen obtenida Juego de aplicatle a (a) la permutacién diddica
Dss ss-
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(b)

Figura 7-10: (a) Imagen obtenida luego de aplicar la permutacién diddica D,y 11 a la imagen de la figura
7.9 (b). (b) Imagen final resultante luego de aplicarle a (a) la permutacién Dgp,go.
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que constituye otra matriz o funcién digitalizada de (2¥ —1)x(2¥ —1) digitos, donden,j = 0,1,2,...,2" -
lym,k=1,23,..,2M _1 (en sistema decimal).

La expresién (7.22) para la correlacion diddica sume. los productos de la funcién f(n,m) con todas
la permutaciones diddicas de g(n,m).

En términos de permutaciones, la correlacién (7.22) puede obtenerse de la siguiente manera:

1) Se calculan todas las permutaciones posibles de g n,m) dadas por el corrimiento diddico.

2) Se multiplican los valores de f(n,m) con los de las permutaciones de g(n, m).

3) Se suman todos los productos.

Por otra parte, si f(n,m) y g(n,m) fueran similares, la funcion [';4(j, k) tendrd un méximo en cierta
posicion jo, ko que estara asociada con el orden de la pe-mutacion bidimensional diddica que aplicada a
f(n,m) la transforma en g(n,m); es decir, que Dj, , {J(n.m)} = f(n® jo,m @ ko) = g(n, m). Perosi
f(n,m) y g(n,m) no fueran similares, la funcién correlacion diddica no poseeré maximos significativos.

Como ejemplo se toman las iméigenes binarias de d.mensiones 4 x 4 (2 bits) que se indican en las

figuras 7.11 (a) y (b). Sus representaciones matriciales tienen la siguiente expresion:

0100
0100

fln,m) = . (7.23)
0110
0000

y:

1000
1000

g(n,m) = (7.24)
000 0
1 00 1

Las coordenadas de los elementos de ambas matrices pueden establecerse en base a 2 bits. Entonces,
utilizando una tabla de XOR anéloga a la de la figura 7.7, el cdlculo de la correlacién diadica (7.22)

con las funciones dadas por (7.23) y (7.24), resulta:

L4, k) = (7.25)

=T e B o B o

20
4 2
2 2
2 2

o o o o

rcpresentada en la figura 7.11 (c). El valor méaximo de la matriz correlacion (7.25) se encuentra
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(a) L]} {c)

Figura 7-11: (a) y (b) imdgenes binarias de 2 bits, (c) representacion de su correlacion diadica.

notoriamente en j = Ol y & = Ol; por lo tanto la permutacién diddica que aplicada a f(n,m) la
transforma en g(n, m) debe ser Dg; gy = (. ©01,.® 01), que es equivalente a la permutacion de orden 1

o de primeros vecinos (en ambas dimensiones). Puerle corroborarse con facilidad que:

oo {finem)} = f(n@01,me0l) =g{n,m). (7.26)

De esta manera, se verifica que f(n,m) y g(n,m) definidas en (7.24) y (7.25) son funciones similares.

7.3.4 La correlaciéon diddica y el andlisis de Walsh-Hadamard

Considerando la completitud del conjunto de funciones d:: Walsh, las funciones binarias generales f(n,m)
y 9(n, m) que aparecen en la definicion de correlacion duidica (7.22), pueden expandirse como una doble

serie de Walsh discretas [86] de la siguiente forma:

2V _12M_

fln,m)= z Z (r, 8}Wal(r,n)Wal(s,m) ., (7.27)

r=0

2M_12M

g{n,m) = E Z G(r,s)Wal(r,n}Wal(s,m) , (7.28)

r=0 =0
donde F(r,3) y G(r,s) son los cocficientes de los desatrollos de f y g respectivamente, en la base de
las funciones discretas de Walsh {Wal(n,m)}. La seri:: de coeficientes del desarrollo de Walsh (7.27)
dcfine la transformada de Walsh discreta de la funcién f(n, m), también llamada espectro de Walsh o
de secuencias de f(n,m), ya que como se ha explicado en el Capitulo 3 las funciones de Walsh estén
caracterizadas por su secuencia de cruces por cero. Precisamente el orden n (primera variable) de la

funcion de Walsh indica el niimero de cruces por cero, que se encuentra directamente relacionado con la
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secuencia como se expresé en la ecuacién (3.7).

Las funciones de Walsh discretas {Wal(r,n)}, conr.n=0,..,N -1 ycon N = 2¢, siendo ¢ entero,
pucden definirse a partir de la discretizacién de la expresion (3.5), considerando que se la muestrea
dividiendo el dominio | £ |< £9/2 en NV intervalos iguales, con lo que el elemento Wal(r, n) del desarrollo

(7.28):

Wal{r,n} = Wel.(n), (7.29)

identifica a la funcién de Walsh de orden r (es decir, con r cruces por cero) evaluada en el n-ésimo
intervalo de su dominio. Los elementos Wal(r, n) constituyen la denominada matriz de Hadamard [26).
Los productos Wal(r, n)Wal(s, m) suelen definirse como las funciones de Walsh bidimensionales de

orden r s y variables n =0,..,.N—1ym=0,...,.M —1 (con N y M potencias de 2):

Wal(r, s;n,m) = Wal(r, n}Wal(s,m) ; (7.30)

funcién que tendré r cruces por cero en la coordenada discreta n, y s cruces por cero en la coordenada
discrcta m.

Para procurar un andlisis de la correlacién de dos funciones digitales f y g en términos de las
secuencias, pueden introducirse los desarrollos (7.27) y (7.28) en la definicién de la correlacién diddica

(7.22), obteniéndose:

2¥_12M_ faN_19M_

Tre)= 3" Y | 3 3 Fir,9)Wal(r,m)Wali(s,m) | x

n=0 m=0 r=0 =0

2 _p oM _y
X Z ZG(r,s)Wal(r,nij)Wat(s,m&Bk) =

r=0 s=0

aV_1eM 9N 124

= Z Z z Z Fr,8)G(r', 8 YWal(r', j}Wal(s', k) x

r=0 =0 r'=0 a'=0

2N —_12M 1
x Z Z Wal(r, n)Wel(s, m}Wal(r',n)Wal(s',m} =

=0 m=0
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2¥-12M
= 2N oM Z Z (r, 8)C{r,s)Wel(r, j)Wal(s, k) , (7.31)

r=0 3=0
donde se utilizé la propiedad (4.9) sobre las sumas diadicis, y la ortogonalidad de las funciones de Walsh,
dada por:
2Ny

> Wal(r,m)Wal(r' . n) = 26, . (7.32)

n=0

La sumatoria de la expresién (7.31) no es més que el desarrollo de Fourier de la correlacion Iy (7, k):

2N _1gM_4
Trgld, k) = E Y Tre(r,s)Wal(r, jiWal(s, k) (7.33)
a=0

con los coeficientes de Walsh dados por:

Fpa(r, 8) = F(r,s)G(r,8) , (7.34)

donde se dcscstimé la constante de normalizacién C = V2M.

La ecuaciéon (7.34) indica que la transformada de Walsh bidimensional de I'j4(r, 8) coincide con el
producto de las transformadas de Walsh bidimensionales individuales de f(n,m) y g(n,m). De esta
forma, puede obtenerse la correlacion diddica de f y g: 1"74(j,k), a partir de la transformada inversa de

Walsh (que coincide con la directa) de dicho producto, «s decir:

T,(j, k) = WHT {F(r,s)G(r,5)} . (7.35)

Por otra parte, el producto (7.34) resultara ser no nulo sdlo para las secuencias r comunes a las
funciones f y g, y dara cero para las secuencias que no compartan. En este sentido, sélo las secuencias
comunes entre f y g aportaran a la suma (7.33), y cuanto mayor sea la influencia de estas secuencias
sobre la sintesis de ambas (dada por grandes valores reletivos de F(r,s) y G(r,3)), mayor seré el aporte
a la correlacion diédica ['y,4(j, k). Entonces, en base a lo deducido en la seccién anterior, la aparicion de
maximos importantes en la matriz ‘I:pc(r,s) dados por una o varias secuencias comunes significativas,
indicaran la existencia de una permutacion especifica que transforma f(n, m) en g(n,m), o lo que es lo
mismo, la similarided entre f(n,m) y g(n,m). Mientras que la no existencia de secuencias comunes en
los espectro F(r,s) y G(r,s) (es decir, los ceros de [s(r, ) seiialara la no similaridad entre f(n,m) y
g(n, m).

En otras palabras, mientras la correlacion diddica f/g(j,k) describe la similaridad entre f(n,m) y

g(n,m) a través de la comparacion de f(n,m) con pern utaciones de g(n, m), su espectro de secuencias
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f‘pc(r, 8) la describira mediante el establecimiento de sccuencias comunes y no comunes.

Por otro lado, teniendo en cuenta que la convolucion ciddica coincide con la correlacion diddica, puede
considerarse a [';4(7, k) como la salida de un filtro diddic> con respuesta impulso g(n, m) y con una senal
de entrada representada por la funcion f(n,m). En bLase a lo establecido, los valores significativos de
[74(j, k) corresponderén a permutaciones de la respuesta impulso g(n, m) que la aproximan a la funcién
de cntrada f(n,m), a la vez que los valores no nulos di:l espectro de secuencias de salida fpc(r, 3) se
deberan a sus secuencias comunes, y los nulos a secuencias no comunes. Esto hace posible suprimir o
modular secuencias especificas de una seial f(n,m) mediante la utilizacién de un filtro diddico con una
adecuada respuesta impulso g(n, m). La determinacién de las caracteristicas del filtrado que produzca
g(n, m) corresponderan a las secuencias cstablecidas por las permutaciones en comin con f(n,m) que
permita la funcion g(n, m) elegida. De esta manera, el filtrado de secuencias corresponde a una seleccién
de permutaciones realizada por la eleccion de g(n,m).

Se llevé a cabo la implementacion computacional del resultado expresado en la ecuacién (7.35), de
tal forma de obtener un método de identificacion del orclen de la permutacién diddica que relaciona dos
imagenes similares. Por ejemplo, se consideraron las imigenes de la figura 7.12. Se trata de la imagen
de moiré original ya utilizada y una cierta permutacion ce ésta. Los programas realizaron sucesivamente
la transformada de Walsh bidimensional de dos imégene, luego la multiplicacién de estas transformadas
y, finalmente, la transformada de Walsh de este producto. El resultado fue una matriz que presentaba un
maximo absoluto en 3,k = 16,16. Efectivamente puede ~omprobarsc que la permutacion diddica Dig,16
aplicada a la imagen de la figura 7.12 (a) genera la inagen de la figura 7.12 (b), corroborando la

eficacia de la técnica digital propuesta.

7.4 Conclusiones

En este capitulo se han estudiado las propiedades de moiré de las funciones de Walsh, mostrandose c6mo
las caracteristicas individuales de las funciones de Walsh intervinientes en la superposicién determinan la
forma de la distribucion del diagrama de franjas resultante. En base a este desarrollo se ha propuesto la
utilizacion de redes de Walsh en una experiencia de determinacion de curvas de nivel, demostrandose su
utilidad en los casos en que es necesario detectar curvas cle nivel en diferentes escalas espaciales. Ademas
se ha hecho notar que la utilizacién de las funciones de Walsh en este tipo de dispositivos elimina en
parte una cierta incerteza propia de las experiencias de moiré cn base a redes de Ronchi.

En la scgunda parte del capitulo se han abordado técnicas conocidas en el procesado digital de
imagenes, como la correlaciéon diédica y el filtrado de secuencias, pero desde el punto de vista de las

permutaciones. Se ha presentado una interpretacion de las operaciones diddicas sobre imagenes digitales
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(b)

Figura 7-12: (a) Imagen de moiré original y (b) iniagen obtenida mediante la aplicacién de una per-
mutacion diédica de cierto orden sobre la imagen (a).
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ocomo pcrmutaciones aplicadas a la distribucion de los elementos de la imagen. Se ha realizado una
interpretacion grifica de las diferentes relaciones de perinutaciones entre una determinada imagen y sus
corrimientos diddicos. Se ha analizado la correlacion diadica de dos funciones digitales y su transformada
de Walsh-Hadamard, estableciendo una equivalencia entre la similaridad (o no) de las imaigenes y la
existencia de secuencias comunes (o la no cxistencia) entre las imigenes. La aplicacion de la técnica que
se basa en la correlacion diddica y el anadlisis de Walsh-ITadamard para el filtrado de secuencias de una
imagen entrada, también pudo entenderse como una seleccién de las permutaciones diddicas posibles de
tal imagen.

En este ultimo campo aun se continua trabajundo en la implementacion computacional y en las

posibles aplicaciones del enfoque presentado.



Capitulo 8

CONCLUSIONES GENERALES

Las propiedades de periodicidad, tanto longitudinal como transversal, dcl campo difractado por una
apertura periédica e infinita, iluminada por una fucnte cuasimonocromatica y espacialmente coherente,
fueron descubiertas por H. F. Talbot en el siglo pasado. Este fenémeno es conocido como efecto Talbot
o dc autoimdgenes, y genera la aparicion de réplicas de 'a apertura distribuidas en forma equiespaciada
a lo largo del eje de iluminacion. Existe otro efecto intimamente relacionado con el anterior, el cual
tiene lugar cuando dos aperturas idénticas periddicas e infinitas colocadas en serie, son iluminadas por
una fuente espacialmente incohcrente. Tal dispositivo genera un cierto estado de coherencia que provoca
que en el infinito (o lo que es lo mismo, en el plano focal posterior de una lente positiva colocada detras
de la segunda red) se produzca un diagrama de franjas de interferencia pericdico. Este fendmeno cs
dcnominado efecto Lau. La importancia del estudio de ambous efectos radica en sus posibilidades de
aplicacién en el procesamiento 6ptico de imigenes, como es el caso de los diferentes interferémetros
Talbot y Lau, o el espectrémetro de Fourier, entre otros ejemplos.

Si bien W. D. Montgomery ha demostrado que la periodicidad de la funcidn transmitancia dc las
aperturas cs sélo una condicién suficicntc para la verificacion del cfecto de autoimagenes, la mayor parte
de los trabajos en relacion con este fenémeno, se han ocupado de aperturas periédicas. Este hecho
imponia una fuerte restriccién cn cuanto a las posibilidades de la aplicacién dc tales efectos al proccsado
de 1mdgencs mediante los dispositivos antes mencionados. Una parte de estas restricciones son salvadas
en base a los desarrollos presentados cn esta tesis. En este sentido, se han demostrado cicrtas cxtensiones
y genceralizaciones de los efectos Talbot y Lau mediante el estudio de sistemas de miltiples aperturas de
tamano finito, dispuestas cn scrie, cuyas funciones transmitancias son cn principio arbitrarias.

En el primer capitulo de la tesis se realiza una breve introduccion a los temas que se desarrollaran.

En el Capitulo 2 se resumen algunos enfoques tedricos de los fenomenos Talbot y Lau, y seguidamente,
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se describen algunas aplicaciones, particularmente las destinadas al filtrado espacial.

El cstudio m4s frecuente de los efectos Talbot y Lau se restringe a aperturas periédicas. Sin embargo,
es posible realizar una extension a redes binarias no periicicas como es el caso de las funciones de Walsh.
Los trabajos previos en este sentido se analizan en el Capitulo 3, donde se introduce el formalismo de
la transformada de Walsh-Hadamard y sc cstudian las propiedades restringidas de autoimagen y de
generacion de coherencia de las funciones de Walsh.

En los capitulos subsiguientes se desarrollan los apottes originales de esta tesis.

Teniendo en cuenta las propiedades ya estudiadas de las funciones de Walsh consideradas como
transmitancias de dispositivos de Talbot y Lau clasicos <es decir, arreglos de una tnica red para el caso
de iluminacidn coherente, y dc dos redes para el caso de: iluminacién incoherente), en los Capitulos 4 y
5 se analizaron las propagacioncs del campo difractado y de la funcién coherencia mutua a lo largo del
dispositivo de miltiples aperturas propuesto. Se han supuesto que las aperturas puedan estar sintetizadas
no sélo por una tinica funcién de Walsh, sino por una sintesis general de estas funciones. La importancia
dcl estudio de las funciones de Walsh como transmitancias en sistemas opticos, reside en la completitud
del conjunto formado por estas funciones. Tal completitid permite que cualquier funcidon transmitancia
arbitraria pueda desarrollarse en esta base.

El andlisis de Fourier ha demostrado su gran eficac a en el estudio de las interacciones del campo
luminoso con lentes y filtros espaciales en sistemas formadores de imagenes. La ventaja del formalismo
de Walsh-Hadamard empleado en esta tesis, frente al de Fourier, se evidencia en el hecho que en la
region dc difraccion de Fresnel considerada, las informaciones espacisles y cspectrales se encuentran aln
mezcladas.

Los desarrollus propuestos demostraron la verificacidn de los efectos Talbot y Lau para las trans-
parencias sintetizadas por funciones de Walsh de orden relativamente alto, a la vez quc se mostro la
dependencia de las distancias de resonancia caracteristicas con el orden de la funcién de Walsh o su
secuencia. Tal comportamiento pcrmitio caractcrizar los sistemas de miiltiples aperturas por una razon
senal-ruido; csto cs, aquellas funciones de Walsh presentes en la amplitud de campo que al producirse
las sucesivas interacciones fueran transmitidas constituyen el nivel de senal, mientras que las restantes
funciones de Walsh que se propaguen severamente distorsionadas, contribuyen al nivel de ruido. Este
es el principio dc la aplicacion del dispositivo propuesto al filtrado espacial de secuencias tanto bajo
iluminacién espacialmente coherente como incoherente.

En el caso de la iluminacién coherente (Capitulo 4) se analizé la propagacién del campo en las suce-
sivas interacciones, mostrandose la importancia del enfoque del sistema mediante la eleccion adecuada
de las distancias dc equicspaciamiento. Mientras que en el caso de la iluminacion incoherente (Capitulo

5), en primer lugar se estudié la evolucién de la funcién coherencia mutua a lo largo del dispositivo
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propuesto, deduciéndose que esta propagacidon puede interpretarse como el "ajuste” entre cl cspaciado
de los maximos de coherencia y las pseudo-periodicidades dc las funciones de Walsh de las aperturas.
A esto le siguié un segundo paso: la expresion general de la funcion coherencia ya calculada, llevé a la
obtencién de la distribucién del diagrama de franjas en el infinito y su posterior anlisis. Este indicé
que el "ajuste” o "desajuste” dc la distancia de equiespaciadu del sistema respecto a las distancias Lau
correspondientes a las funciones de Walsh intervinientes ¢n la sintesis de las aperturas, produce el filtrado
de ciertas frecuencias o secuencias en el diagrama de interferencia final obtenido.

La interpretacion del arreglo de aperturas como un filtro de secuencias (presentes en el campo o
en la funcién coherencia mutua) indica lo apropiado del empleo del formalismo de Walsh-Hadamard
para el estudio de cste tipo de dispositivos épticos, ya que las funciones de Walsh estan caracterizadas
prccisamente por su secuencia.

Las evidentes similitudes en los comportamientos del campo difractado y la funcion coherencia mutua
a través de su propagacidn en el dispositivo de multiples aperturas, indica una vez mas la fuerte relacion
entre los fenémenos Talbot y Lau, generalizados en este trabajo.

Una aplicacion del formalismo de Walsh-Hadamard a: estudio de la propagacion del campo difractado
bajo iluminacién coherente cuando las aperturas tienen propiedades de autosimilaridad {ue presentada en
el Capitulo 6. En gencral, las estructuras que verifican algtn tipo de invariancia ante cambios de escala,
llamada propiedad de autosimilaridad, son denominados fractales, y si bien se basan en abstracciones
matematicas idealizadas, existen ejemplos aproximados de estos en la naturaleza. Los prefractales son
conjuntos de funciones que mediante algiin limite genere.n una funcién fractilica. Como parte de dispo-
sitivos Opticos, estas estructuras prefractélicas son en definitiva las que en la practica pueden estudiarse
debido a que las limitaciones fisicas y computacionales no permiten abordar los fractales ideales. En
el Capitulo 6 se estudia la prupagacién del campo difractado en la region de Fresnel por un conjunto
de funciones prefractalicas llamado barras de Cantor. Este analisis constituye un importante aporte en
este campo, ya que la mayor parte de los estudios hasta el momento se han ocupado de la region de
difraccién de Fraunhofer, debido a que la autosimilaridad ha mostrado invariancia ante la transformacién
de Fourier. Como era previsible, el grado de autosimilaridad en la region de difraccién de Fresnel resulté
ser ciertamente bajo, aunque no nulo, debido a que la trar sformada de Fresnel no conserva esta propiedad.

Otra novedad del analisis propuesto es la utilizacién del enfoque de Walsh-lHadamard en el estudio
de los fractales, ya que el calculo de la difraccion de les barras de Cantor, sc llevé a cabo utilizando
lus resultados obtenidos en los Capitulos 3 y 4 para transmitancias sintetizadas por funciones de Walsh.
Ademas se mostra la invariancia del grado de autosimilaridad ante la transformada de Walsh, asegurando
en este sentido la equivalencia de los analisis basados en el estudio del campo con aquellos que hacen

uso de su cspectro de sccuencias dec Walsh. En cste aspecto también sc hizo notar la convenicencia del
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segundo enfoque en el caso que la transmitancia consistiese en una funcién de Cantor contaminada con
ruido "random”.

En el Capitulo 7 se presentaron dos aplicacioncs quc no implican propagacion luminosa, a diferencia de
los fenémenos estudiados en los capitulos precedentes. Sin embargo para el andlisis de ambas situaciones
se utilizo nuevamente el formalismo de Walsh-Hadamard, el cual provee un eje general a esta tesis.

Cuando se superponen dos redes periddicas o cuasi-periédicas se verifica la aparicién de un diagrama
de franjas que no se encuentra individualmente en estas redes; se trata del llamado diagrama de moiré.
En la primera parte del Capitulo 7 se estudio el fendmeno de moiré desde un punto de vista puramente
geométrico, para el caso en que las redes estan sintetizadas por funciones de Walsh binarizadas. Se
obtuvo la distribucion del sistema de franjas resultante en base a las caracteristicas de las redes de Walsh
originales. Ademds, con este mismo tipo de redes, se realizé una aplicacion a la determinacion de curvas
de nivel de un objeto volumétrico, mediante la implemectacion experimental de un dispositivo éptico de
moir¢ clésico. Los aportes en este sentido residen en que en la mayor parte de los estudios del moiré se
utilizan redes tipo Ronchi, y hasta el momento no se han empleado las funciones de Walsh. Se indico
ademas una ventaja del dispositivo propuesto [rente a los tradicionalmente utilizados, y es que, haciendo
uso de redes de Walsh, las cuales estan sintetizadas por una productoria de funciones de Rademacher
dc diferentes periodos, se amplia el rango de deteccién de las curvas de nivel. Las funciones de mayor
periodo presentes en la productoria senalaran las mayo-es irregularidades mientras que las de periodo
menor mostraran los detalles mas pequenos. Por otro lado, cuando este tipo de dispositivos son aplicados
a la evaluacion de discontinuidades sobre objetos volumé:ricos, el moiré caracteristico de las funciones de
Walsh elimina en parte una cierta indeterminacion que aparcce en los diagramas obtenidos mediantc la
utihizacion de redes de Ronchi. Por ejemplo, en cl caso tratado de una discontinuidad tipo escalon, sobre
el diagrama de franjas producido por redes de Ronchi, no es posible discernir univocamente respecto a
la correspondencia entre una determinada franja de moiré situada a un lado de la discontinuidad y su
continuacion dada en alguna otra franja situada sobre el otro lado. Tal determinacion resulta obviamente
de fundamental importancia para la evaluacion cuantitativa de una discontinuidad de este tipo mediante
el uso de estas técnicas.

El procesado digital de la informacién ha sido cxtcnsamente estudiado y se encuentra en continuo
desarrollo. Mas especificamente se han propuesto técnicas de procesado de imagenes digitales que hacen
uso de las propiedades del denominado "desplazamientc diddico” (que se define a partir de la tabla de
verdad del or exclusivo) y su correspondiente correlacion diadica en el marco del analisis de Walsh-
Hadamard.

En la segunda parte del Capitulo 7 se presenta una interpretacion novedosa de los desplazamientos

y las correlaciones diddicas, aplicados a imagenes binar.zadas, en base a permutaciones de los elemen-
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tos componentes de la imagen. A partir del andlisis de la correlacion diddica de dos imagencs y su
transformada de Walsh se ha cstablecido una correspondencia entre la similaridad de las imagenes, es
decir la existencia de una permutacién diddica que relaciona ambas iméagenes, y la existencia de una
secuencia o serie de secuencias en comin. Con respecto a la técnica de filtrado que surge del empleo de
la correlacion diadica y de la utilizacion del formalismo de Walsh-Hadamard discreto, se demostrd que el
filtrado de secuencias de una imagen de entrada, puede interpretarse como una seleccion de las posibles
permutaciones de la imagen.

Los temas desarrollados en esta tesis y sus respectivas conclusiones fueron ampliamente corroborados
por simulaciones computacionales, o por resultados experimentales (en el caso especifico del dispositivo
estudiado en el Capitulo 7).

Como sintesis general, debe destacarse que en lo que respecta a las gencralizaciones de los efectos
Talbot y Lau, la importancia de los desarrollos presentados radica en la inmediata extension de los
procesadores originalmentce propuestos para dispositivos cldsicos de aperturas simples y periddicas al
caso de sistemas de miiltiples aperturas de funciones de transmitancias arbitrarias.

Por otra parte los estudios de la difraccion en la region de Fresnel de prefractales utilizando el
formalismo de Walsh-Hadamard, asi como el de los diagramas de moiré de las funciones de Walsh apuntan
a completar y enriquecer campos con amplio desarrollo. Finalmente, el novedoso enfoque basado en la
interprctacidn de los desplazamientos diddicos como permutaciones, y la técnica de filtrado de secuencias
aplicado al procesado digital de imagenes, se hallan ain en estado de desarrollo y con perspectivas de

generar una serie de aplicaciones en este campo en muy corto plazo.
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