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Tema do Encontro

REPRESENTACOES MATEMATICAS

Leonor Santos
Presidente da SPIEM
Instituto de Educacéo, Universidade de Lisboa
mlsantos@ie.ulisboa.pt

As representacGes matematicas constituem um importante meio para o desenvolvimento
de uma aprendizagem matematica com compreensdo, uma vez que podem potenciar o
acesso de todos os alunos a ideias abstratas, a linguagem e ao raciocinio matematicos.
Poder-se-a afirmar que este tema tomou particular relevancia na agenda da educacgao
matematica nas Ultimas décadas. Por exemplo, 0 NCTM d& as representacdes um
destaque especial no seu livro de 2000 (NCTM, 2007).

Mas do que falamos quando nos referimos as representa¢cdes matematicas? “Num sentido
lato, uma representacdo € uma configuracdo que pode representar algo de alguma forma”
(Golding, 2008, p. 178). Em particular, uma representacdo matematica € “um constructo
mental ou fisico que descreve aspetos da estrutura inerente a um conceito e a inter-relacao
entre este e outras ideias” (Tripathi, 2008, p. 438). Construidas através de regras
definidas, as representacfes matematicas sdo traduzidas por signos e pelas suas relacdes
complexas (Duval, 2006).

Duval (2006) chama-nos a atencdo, em particular, para a impossibilidade de se aceder aos
objetos matematicos através da observacdo, ao contrario do que se passa em outras
ciéncias. A Unica forma possivel de se aceder e de trabalhar com os objetos matematicos
¢ através das representacfes. Mas estas ndo sdo 0s objetos matematicos, sdo apenas uma

forma de os aceder, pelo que estdo “no coragdo da atividade matematica” (Duval, 2006,
p. 107).

De acordo com cada autor, assim podemos encontrar diferentes tipologias para
caracterizar as representacfes matematicas. Representacdes internas e externas
distinguem as imagens mentais que criamos sobre 0s objetos e processos matematicos
das que usamos para comunicar com outros (Cuoco, 2001). Entre os diferentes sistemas
de representagdes matematicas podemos ter: o verbal/sintatico, que inclui a capacidade
de linguagem natural, competéncia lexicografica, associacdo verbal, gramatica e sintaxe;
o sistema de imagem, visual/espacial; o sistema tactil/cinestésico; os sistemas de codigos
auditivos/ritmicos; os sistemas formais notacionais, que incluem as configuracdes
internas pessoais, sistemas simbolicos convencionais da matematica (numeracao, notacao
algébrica,...) e modo de os manipular; 0s sistemas de planificacéo, regulacéo e controlo
executivo que orientam na resolugédo de problemas, incluindo estratégias de raciocinio,
heuristicas, e capacidades metacognitivas; e o sistema afetivo, onde se encontram as
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crencas e atitudes, bem como mudancas de estado ao longo da aprendizagem matematica
(Golding, 2008). Outra tipologia muito referenciada diz respeito a representacéo ativa,
que recorre a simulacfes e/ou materiais manipulaveis, estruturados ou nédo (geoplanos,
figuras ou solidos, cubos ou cubos de encaixe, espelhos, cordas,...); a representacéo
iconica, que faz uso a imagens mais ou menos estruturadas (desenho, esquema, diagrama
— representacdo visual que apresenta informacGes num formato espacial); e a
representacao simbdlica, que recorre a simbolos que envolvem codigos (numerais, sinais,
formulas, expressoes, escrita simbolica matematica, ...) (Bruner, 1999).

E, contudo, de assinalar que, embora os professores de matematica estejam muito
familiarizados com as representacdes formais da matematica, tal ndo acontece com 0s
alunos (Webb, Boswinkell, & Dekker, 2008). O tempo utilizado pelos professores para
os alunos trabalharem com representacBes de nivel mais informal, como sejam as
representacdes iconicas, através de experiéncias de aprendizagem que tenham para estes
sentido é essencial para garantir posteriormente um uso e pratica com significado de
representacdes matematicas simbolicas (Canavarro & Pinto, 2012). Para além disso, “as
ideias matematicas sdo potenciadas através de representacdes multiplas, que servem nao
apenas como ilustracdes ou estratégias pedagdgicas, mas forma uma parte significativa
do contetdo matematico a aprender e serve de apoio ao raciocinio matematico” (NRC,
2001, p. 94). Mas os alunos podem usar varias representacdes matematicas de modo
procedimental sem, contudo, compreenderem o seu significado (Abrahamson, 2006).

Por seu turno, muitos professores tém também dificuldades na compreensdo de varias
representacfes matematicas (e.g., Ma, 1999). No entanto, o dominio das representaces
matematicas é essencial para um conhecimento pedagdgico do contetdo sélido, na acecao
de Shulman (1986). O uso que os professores fazem das vérias representacdes influencia
0 que os alunos conseguem fazer e compreender com elas. Os professores necessitam
proporcionar aos alunos experiéncias de aprendizagem que os ajude a dar sentido as
representacfes que utilizam, procurando interligar os varios tipos de representacdes.
Além disso, a discussdo coletiva acerca do uso de varias representacdes para lidar com
uma mesma situacdo matematica ajuda os alunos a compreender a estrutura matematica
por trds de cada representacdo e a perceber como € que as varias representacfes se
interligam (Abrahamson, 2006).

Em suma, as representacdes matematicas ndo sdo apenas meios de comunicag¢do, mas
igualmente de constru¢cdo de conhecimento. Deste modo, a importancia das
representacfes matematicas justifica que se tenha escolhido este tema para o Encontro de
Investigacdo em Educagdo Matematica que se realizou na Escola Superior de Educacéo
do Instituto Politécnico de Braganca, nos dias 24 e 25 de outubro de 2015. A presente
publicacéo resulta dos textos finais de versdes sujeitas a um processo de revisao por pares
das comunicacOes e posteres apresentados e aceites. Organiza-se segundo a estrutura do
programa. Comeca com 0s textos relativos a dois momentos plenérios: a conferéncia
plenéria que discute a importancia do papel de multiplas representacGes da algebra para
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uma aprendizagem matematica com compreensdo, e o painel que procura confrontar e
discutir diversos olhares e perspetivas sobre o tema das representacdes matematicas. Em
seguida apresenta os diferentes textos produzidos, agrupados por grupo de discussao. Trés
grupos de discussdo foram constituidos: As representacfes e a aprendizagem
matematica, As representacfes e o conhecimento profissional dos professores, e As
representacdes e as praticas de ensino e recursos. Contamos que o contributo dado pelos
diversos autores para a publicacdo da Investigacdo em Educacdo Matematica,
Representacdes matematicas, possa inspirar e impulsionar a continuacdo da investigacao
nesta area da educacao matematica.
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ARITMETICA, ALGEBRA, FUNCOES E REPRESENTACOES
MULTIPLAS ATRAVES DO CURRICULO ESCOLAR?

Analucia D. Schliemann
Tufts University, Medford, MA — Estados Unidos da América

O ensino e aprendizagem da algebra constituem uma das areas mais problematicas do
curriculo escolar. Alunos da escola secundaria apresentam varias dificuldades nesta area
(Bednarz, 2001; Bednarz & Janvier, 1996; Booth, 1984; Filloy & Rojano, 1989; Kieran,
1981, 1985; Sfard & Linchevsky, 1994; Steinberg, Sleeman, & Ktorza, 1991; Vergnaud,
1985). Tais dificuldades foram, por muito tempo, atribuidas a uma possivel imaturidade
cognitiva e ao inerente carater abstrato da algebra (ver, por exemplo, Collis, 1975,
Kuchemann, 1981 e MacGregor, 2001). No entanto, estudos mais recentes sobre 0 ensino
e aprendizagem de algebra a partir da escola primaria (ver andlise por Carraher &
Schliemann, 2007 e no prelo) sugerem que as dificuldades de estudantes, ao serem
introduzidos a algebra no ensino médio e secundario, tém sua origem, como ja propunha
Booth (1988), num curriculo que enfatiza primeiro o ensino de aritmética e, s6 mais tarde,
0 ensino de algebra e numa abordagem que, como enfatizam Brenner et al. (1995)
privilegia a manipulacdo de simbolos algébricos para a resolucdo de equagdes.

Quando iniciamos nossos estudos sobre a possibilidade de introduzir conceitos e
representacdes algébricas desde os primeiros anos escolares, nossa primeira pergunta era:
como promover, desde a escola priméaria, a aprendizagem da aritmética além de
habilidades computacionais, de forma a preparar 0s estudantes para compreensao mais
profunda de matematica, incluindo algebra e outros tépicos do curriculo?

Matematicos e pesquisadores em educacdo matematica reconhecem que uma abordagem
para o ensino de matematica que inclui o estudo de funcdes e suas representaces pode
enriquecer e contribuir, desde a escola elementar, para uma compreensdo ndo apenas da
algebra mas também da aritmética, minimizando dificuldades que tém sua origem na
énfase quase exclusiva em computacgdes e na sintaxe da algebra (ver Kaput & Blanton,
2007; Booth, 1988; Carraher & Schliemann, 2007, 2015; Carraher, Schliemann, &
Brizuela, 1999, 2000, 2005; Carraher, Schliemann, & Schwartz, 2007; Kaput, 1995;
Schliemann, Carraher, & Brizuela, 2000, 2007, 2012 e Schoenfeld, 1995, entre outros).

O estudo de funcgdes e suas representacfes constituem aspectos centrais da algebra e do
ensino da algebra (ver, por exemplo, Barbosa, 2013; Dubinsky & Harel, 1992;

! Esta palestra baseia-se em estudos em sala de aula sobre algebra, fungdes e represntagdes na escola
primaria (http://ase.tufts.edu/education/earlyalgebra/default.asp), desenvolvidos com David W. Carraher,
Barbara M. Brizuela e outros. Estes estudos foram financiados pela National Science Foundation através
dos auxilios a pesquisa de nimeros 9722732, 9909591 e 0310171.
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Schoenfeld, 1999; Schwartz & Yerushalmy, 1992). Reconhece-se também que 0 ensino
de matematica que enfatiza relagdes, incluindo as relagdes funcionais (ver Carraher &
Schliemann, no prelo e Teixidor-i-Bigas, Carraher & Schliemann, 2012) pode promover
uma melhor compreensao sobre operacdes aritméticas, fragdes, proporcdes e geometria,
inter-relacionando estes topicos como parte, na expressao utilizada por Vergnaud (1996),
de um campo conceitual mais amplo.

A contribuicdo de uma abordagem para o ensino da algebra com base em funcGes deve-
se, em parte, & variedade de representacdes matematicas para funcdes e ao fato de que
equac0es e inequacOes podem ser interpretadas como comparagdes de fungdes e, como
tal, podem ser resolvidas ndo apenas pela manipulacdo simbolica mas também
geometricamente, através da comparacgdo dos gréficos das fungdes em questdo. Por outro
lado, funcdes podem ser representadas verbalmente e podem emergir da consideracéo de
relacfes entre quantidades fisicas e situacdes da vida diéria, 0 que constitui pontos de
entrada importantes para o ensino de matematica, especialmente nas séries iniciais.

A importancia do uso de representacGes multiplas é enfatizada pelos organizadores deste
encontro na introdugdo aos Grupos de Discussdo, de forma clara e com base em extensa
literatura sobre o tema. A contribuigdo do uso de representacdes ndo convencionais para
resolugdo de problemas de matematica tornou-se evidente para nds em estudos sobre
matematica no trabalho e na escola. Entrevistas com criangas e adultos com pouca ou
nenhuma escolarizacdo revelaram que, frequentemente, eles resolviam problemas de
matematica em situacOes de trabalho mas ndo conseguiam resolver os mesmos problemas
em situacdes semelhantes as da escola. Andlises das estratégias usadas em cada uma das
situacbes mostraram que, no trabalho, os vendedores de rua utilizavam representacoes
mentais e orais e procedimentos préprios que, embora diferente dos procedimentos
escolares, revelavam uma compreensao implicita de principios matematicos e da estrutura
decimal do sistema monetario (Carraher, Carraher & Schliemann, 1982, 1985; Nunes
Schliemann & Carraher, 1993). Em estudos sobre o uso de balancas de dois pratos para
determinar o peso de mercadorias (Carraher, Schliemann & Carraher, 1988) descobrimos
também que vendedores de rua resolviam situacdes representadas na balanca que
correspondiam a equacdes com variaveis nos dois lados do sinal de igualdade.

Por outro lado, as operacdes aritméticas podem ser interpretadas como funcGes e, como
tal, atividades envolvendo fungdes podem ser desenvolvidas desde a escola priméria
(Carraher & Schliemnn, 2007, no prelo; Carraher, Schliemann & Brizuela, 1999, 2000,
2005; Schliemann, Carraher & Brizuela, 2007). Multiplicagdo por 7, por exemplo, é
construida como uma relacdo de um conjunto de valores (inputs) para outro conjunto de
valores (outputs) de forma gque a cada input corresponde um output. Na medida em que
os estudantes trabalham com relagdes aritméticas entre conjuntos de valores, ao invés de
apenas memorizar resultados de computagdes especificas, eles podem considerar fungdes
lineares como 7x+b e discutir e compreender propriedades gerais das operagdes
aritmeéticas. A compreensdo de funcgdes permite introduzir o estudo de equagdes como
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comparagOes entre duas fungOes. Por exemplo, 5+x=8 pode ser tratada como a
comparacéo entre f(x)=5+x e g(x)=8. Neste caso, apenas a solucéo x=3 satisfaz a equagéo;
todos os outros valores de x falsificam a equagéo. Isto permite unificar e inter-relacionar
0 estudo e aprendizagem de equacdes e inequacdes.

O ensino e a aprendizagem de matematica que privilegia relacdes e funcdes permite
também que, a partir da analise de situacGes, enunciados verbais, e quantidades no mundo
fisico e das representacOes intuitivas propostas pelos estudantes, as representacdes
algébricas convencionais como tabelas de funcdes, reta numérica, graficos Cartesianos e
notacdes algébricas, sejam introduzidas como representacdes alternativas dos mesmos
conceitos matematicos.

Naturalmente, as ideias discutidas acima e adotadas, pelo menos em parte, por propostas
de curriculos de matemaética (ver National Council of Teachers of Mathematics Standards,
2000 para os Estados Unidos), precisavam ser validadas por estudos empiricos em sala
de aula.

Nossas entrevistas com criangas de 7 a 11 anos de idade (Schliemann, et al, 2007) sobre
situacGes de comparacdes entre conjuntos de objetos apresentados concretamente, em
diagramas, ou em enunciados verbais, ja haviam demonstrado que, desde os sete anos de
idade, as criancas compreendiam que a igualdade entre duas quantidades com nimero de
elementos conhecidos ou desconhecidos permanece apds transformacdes idénticas nas
duas quantidades comparadas. No entanto, estudos e avalia¢Oes de intervencdes escolares
visando promover a representacdo de funcGes e o raciocinio algébrico eram raros. Para
responder a pergunta sobre se criancas na escola priméaria poderiam desenvolver, em sala
de aula, uma compreensdo inicial de variaveis, funcbes, equacBGes e suas multiplas
representacdes, iniciamos em1995 uma série de estudos longitudinais sobre o raciocinio
algébrico e a representacdes de fungdes entre criancgas de terceira a quinta série escolar.

Nesta palestra examinaremos exemplos e resultados desses estudos onde as criancgas
analisavam, discutiam e representavam situacdes e problemas verbais utilizando varios
tipos de representacdes. As intervencgdes visavam introduzir, na sala de aula, os conceitos
de variavel, funcdo e equacdo, utilizando diversas representacfes de func@es, ou seja,
descricdes verbais, retas numéricas, tabelas de dados, graficos e notacao algébrica.

Algebra, funcdes e representacdes na escola primaria

Em nossos estudos desenvolvemos mais de cem atividades, cada uma com duracdo de 60
a 90 minutos. Essas atividades foram implementadas em trés estudos longitudinais, com
alunos da terceira a quinta série, em de uma a quatro classes de escolas publicas servindo
populacdes de baixa renda na &rea de Boston, Massachusetts, EUA.

Detalhes sobre as licdes e atividades nos trés estudos encontram-se em Carraher &
Schliemann, 2007, no prelo; Carraher, Schliemann, & Brizuela, 1999, 2000, 2005;
Carraher, Schliemann, & Brizuela, & Earnest, 2006, no prelo; Carraher, Schliemann, &
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Schwartz, 2007; Schliemann, Carraher, & Brizuela, 2000, 2007, 2012 e em
http://ase.tufts.edu/education/earlyalgebra/materials.asp ).

Descreveremos parte dessas atividades e seus resultados, com énfase nas representacoes
produzidas e adotadas pelos estudantes ao longo das intervencdes. Para um dos estudos
descreveremos também resultados coletados trés anos ap6s o fim da intervengéo.

Variaveis e tabelas

No inicio da terceira série implementamos duas aulas sobre o conceito de funcéo,
utilizando “O Problema das Caixas de Bombons”. Em uma das versfes desta atividade,
as criancas manipulavam duas caixas de bombons, representavam a situacéo e discutiam
quantos bombons Jodo e Mary teriam, a partir da seguinte descrigéo:

Jodo e Maria tém, cada um, uma caixa de bombons. As duas caixas
contém exatamente 0 mesmo numero de bombons. Maria tem trés
bombons a mais em cima de sua caixa. Desenhe ou escreva alguma
coisa que compare as quantidades de bombons de Jodo e Maria.

Inicialmente as criancas tentavam adivinhar o nimero exato de bombons, algumas
balangando as caixas ou avaliando o seu peso. Em seguida, o professor (um dos membros
da equipe de pesquisa ou a professora da escola) pedia que representassem por escrito o
que eles sabiam sobre a situacdo. A Figura 1 mostra exemplos das respostas a este pedido.

Whet con o sho abact o and s candis? Drem o e somer < R X
bedow.. 2 o

; P X i
Tohn candys Mmalyscordy s Srkas
09 N ény B ) @
(:‘/‘/
000 00 07e0 02015
1
f

> A
H { =
) I\ as Ko

RSRAN Mgt hes. wgie e

s

1‘7\ ;3_}*'4\\‘&4'—“‘-0.].\‘ ot

Figura 1: Exemplos de representacGes produzidas pelas criancas.
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Ao representarem a situacao, dois ter¢os das criangas atribuiram um valor especifico para
a quantidade nas caixas (exemplo a), outras atribuiram mais de um valor para as caixas
(exemplo b), e alguns ndo incluiram nenhum valor para o nimero de bombons em cada
caixa, desenhando as caixas opacas (exemplo d), com letras para indicar talvez o dono da
caixa (exemplo ¢) ou com uma interrogacdo em cada caixa (exemplo e).

O professor passava entdo a discutir as producdes escritas das criangas, registando os
valores propostos em uma tabela com uma coluna para o nimero de bombons na caixa de
John, outra para o nimero total de bombons de Mary e uma terceira para a diferenca entre
0s numeros de bombons dos dois protagonistas.

Quando uma crianca dizia ndo saber ou ndo querer dar uma resposta, ou quando utilizava
um ponto de interrogacdo, o professor discutia esses casos e enfatizava que, de fato, a
caixa podia conter qualquer nimero de bombons. A essa altura propunha entdo
representar qualquer nimero possivel de bombons dentro da caixa por uma letra, N. As
criancas facilmente aceitavam a sugestdo. No entanto, algumas delas afirmavam que N
era um numero como nove ou noventa ou 0 numero 14 (a posicdo de N no alfabeto).
Outras propunham atribuir o mesmo simbolo aos dois protagonistas da estoria.

Também ndo era imediatamente evidente que alguém pudesse adicionar algo a letra para
expressar o total de Maria como uma expressdo matematica ou como uma funcéo de N.
Entretanto, apds uma nova fase de discussao, algumas criangas propunham que, se John
tinha N bombons, Maria tinha N+3 e que, qualquer que fosse a quantidade que John tinha,
Mary tinha 3 a mais, ou que a diferenca era sempre 3.

A reta numérica

Nas aulas seguintes as criancas passaram a trabalhar com retas numéricas, representando
operaces aditivas como movimentos ao longo de linhas que incluiam nimeros positivos
e negativos.

Apbs um periodo de familiarizacdo com a reta numérica onde todos os valores eram
conhecidos, introduzimos uma reta onde as posi¢es eram identificadas como mostra a
Figura 2. Os alunos expressaram operacdes aditivas nessa reta para solucionar problemas
de adicdo e subtracdo onde o valor inicial era desconhecido.

N-3 N-2 N-1 N N+1 N+2 N+3 N+4 N+5H
| | 1 1 | | | | |
1 1 1 1 1 1 1 1 1

Figura 2: A reta numérica para qualquer valor de N.

Representando e resolvendo problemas de aritmética com varidveis e reta
numérica

Na maioria das aulas que se seguiram, apresentdvamos um problema verbal ou a descricao
verbal de uma situacdo e pediamos que as criancgas, individualmente, representassem o
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problema ou situacdo por escrito. Essas producdes espontaneas permitem analisar a

evolucdo e adoc¢do da notacdo algébrica pelas criancas.

Descreveremos a seguir uma atividade em que os alunos efetivavam operagdes sucessivas
sobre valores desconhecidos. Na atividade, intitulada “Os Cofrinhos (The Piggy Bank
Problem),” as criangas representavam os valores correspondendo a quantias que

mudavam no decorrer de quatro dias:

No quadro superior da Figura 3, a crianga escreveu que ndo sabia qual a quantia nos cofres
e simplesmente escreveu N. No quadro no meio, a quantidade de dinheiro em cada cofre
no domingo é representada como N e a quantidade na segunda feira como N+3. O quadro

14

Mary e John tém, cada um, um cofrinho.

No domingo eles tinham quantidades iguais de dinheiro no cofrinho.
Na segunda feira, a avo deles veio visita-los e deu 3 ddlares para cada
um.

Na terca feira, eles foram a um livraria. Mary gastou 3 délares em um
livro de Harry Potter. John gastou 5 ddlares em um calendario.

Na quarta feira, John lavou o carro do vizinho e ganhou 4 délares. Mary
também ganhou 4 ddlares cuidando de uma crianca.

Eles correram para colocar o dinheiro em seus cofrinhos.

Na quinta feira Mary abriu seu cofrinho e descobriu que tinha 9 délares.

N3 inrronche o

-
: Tz -~-~\&1J// u f

[%] 25 mess "“ /mm

F=L Wag, A/,L%//%/

Figura 3: Trés representacdes sobre a descrigdo do dinheiro nos cofrinhos.
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inferior mostra a relacdo entre as quantias na terca feira, representadas como N+3-5=N-2
para John e N=3-3=N para Mary.

Em outra aula, sobre “O Problema das Alturas,” as criangas representavam a descri¢do
seguinte:

Tom é 4 polegadas mais alto que Maria. (Tom is 4 inches taller than

Maria.)
Maria é 6 polegadas mais baixa que Leslie. (Maria is 6 inches shorter
than Leslie.)

Desenhe a altura de Tom, a altura de Maria e a altura de Leslie.
Mostre 0 que 0s nimeros 4 e 6 representam.

No primeiro exemplo da Figura 4, vemos que a crianca usou N e um gréafico de barras
com altura ndo identificada para Maria e incluiu as partes correspondentes as diferencas
entre as alturas acima das barras de dimensdo desconhecida. No segundo exemplo uma
das criancas utilizou, espontaneamente, a reta numérica com N como origem, atribuindo
N a altura de Maria, N+4 a altura de Tom e N+7 a de Leslie (ver copia da reta numérica
produzida por esta crian¢a no meio da Figura 5).

Tom is 4 inches taller than Maria. 2 (pcyes G
Maria is 6 inches shorter than Leslie. Ta e, 2— ~—=S2"— €
Draw: Tom's height

/"aﬁo\:,\/ Maria's height

- CA 3 Leslie's height Ve
/9"7—: 1 /}’! C S ‘/,,//g Show what the numbers 4 and 6 refer to in your drawing.
Les lie=2 inches

Jalfer e S-SR
< }/? =
2 i
(] %’/‘Mm‘a
[ 3] .
“ \f‘ a4 a Chaollenge
| %’i / | Maec ~ F‘vm
‘ l Pl ( 4 v NS MM SO G N Y
I | | | | 1

Figura 4: RepresentacGes para o problema das alturas.

Apbs discutir a representacdo de Maria como N no trabalho da aluna, a professora
solicitava que os alunos considerassem a altura de Tom como N na reta numérica (ver
reta superior na Figura 5) e, depois, a altura de Leslie como N (ver reta inferior). Em cada
opcao, pedia que as criancas determinassem a localizacdo das alturas dos dois outros
personagens da estdria. As criancas localizaram os resultados em cada caso, relacionando
as diferencas entre as alturas aos intervalos na reta numérica (Figura 5).
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Figura 5: Representando as relagfes entre as trés alturas.

Representando uma funcéo linear: Mesas em um Restaurante

Em uma licdo no segundo semestre da terceira série, sobre “O Problema das Mesas,” as
criancas eram informadas que, em um restaurante, mesas quadradas eram colocadas
juntas, em fileiras, e somente uma pessoa podia sentar-se em cada uma das bordas livres
de cada mesa. Apds desenharem fileiras de mesas, contando quantas pessoas podiam
sentar em duas, trés, quatro ou mais mesas juntas e registando em uma tabela o nimero
de mesas e 0 numero correspondente de pessoas, as criangas procuravam criar uma regra
para calcular quantas pessoas podiam sentar em qualquer nimero de mesas. A Figura 6
mostra a producdo de uma crianca utilizando setas e notacao algébrica para, corretamente,
representar a funcdo descrita verbalmente pela professora.

Figura 6: RepresentacOes criadas por uma crianca.
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Da reta numérica ao espacgo Cartesiano

No final da terceira série, quando as criancas ja estavam habituadas a representar funcoes
simples como pulos ou deslocamentos ao longo de uma reta numeérica, colocamos duas
retas numéricas, paralelas, no chdo da sala de aula e pedimos que elas representassem
pares de valores correspondentes as quantidades na sentenca “Para cada hora de trabalho
vocé ganha R$ 2,00”. As criangas, individualmente, procuravam tocar, a0 mesmo tempo,
em dois pontos (um na linha representando numero de horas e o outro na linha
representando numero de ddlares). Isto era facil para valores proximos mas extremamente
dificil e mesmo impossivel, quando a distancia entre os pontos era grande (ver Figura 7).
Esta dificuldade levava o professor a sugerir mover uma das linhas de forma a obter-se
duas linhas perpendiculares com a origem no zero, criando-se assim o espago Cartesiano,
onde um Unico um ponto podia representar valores das duas linhas.

Figura 7: Crianca tentando representar 5 horas de trabalho em uma linha e 10 dolares em outra
linha paralela.

A representacdo Cartesiana requer a consideracao de linhas perpendiculares a cada eixo,
cada linha indo do valor em um eixo até cruzar com a linha perpendicular ao outro eixo
para representar a coordenacdo dos dois valores. Com alguma ajuda, os alunos se
deslocavam, a partir de cada eixo, colocando-se nos pontos que representavam as relacdes
entre as variaveis (Figura 8). Em aulas subsequentes, eles interpretaram graficos no plano
Cartesiano em folhas de exercicios ou projetados na sala de aula e construiram tabelas e
gréficos para representar relacbes de ganhos por hora, bombons por pessoa e distancia
por tempo.

Figura 8: Trés criangas (no centro da foto) representando trés pontos para a relagao “2 ddlares
para cada hora de trabalho”.
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Representando e resolvendo problemas verbais com tabelas, graficos e equacoes

No final da quarta série, apds vérias atividades sobre graficos no espaco Cartesiano
utilizando l&pis e papel, os alunos trabalharam com problemas onde se comparavam duas
funces lineares. No primeiro destes problemas o professor apresentava e discutia com
toda a classe a situacdo seguinte:

“Mike e Robin tém, cada um, uma certa quantidade de dinheiro. Mike
tem 8 dolares na sua mao e o resto do seu dinheiro em sua carteira.
Robin tem trés vezes a quantidade de dinheiro que Mike tem em sua
carteira. Quem tem mais dinheiro, Mike ou Robin?”

De inicio, Vérias criangas achavam que Robin tinha mais dinheiro porque ¢le tinha “trés
vezes mais.” Outras achavam que Mike tinha mais por que ele tinha 8 dolares.

As criancas entdo passavam a trabalhar individualmente para responder ao seguinte
pedido: “Mostre quanto dinheiro Mike tem e faga 0 mesmo para Robin.”.

As producdes escritas dos alunos (ver exemplos na Figura 9) revelam o enorme progresso
desde a licdo sobre as Caixas de Bombons, onde dois ter¢os das criancas atribuiam um
unico valor para o numero de bombons em cada caixa. Na aula sobre o Problema das
Carteiras, aproximadamente dois tercos dos 63 estudantes no estudo usaram a
representacdo algébrica para a situacdo e 12% deles produziram desenhos ou tabelas
listando varias possibilidades. Apenas 22% representaram a situacao atribuindo um tnico
valor para a quantidade de dinheiro na carteira de Mike.

Mike and Robin each h
ave some money. Mike has $8 in his hand and the rest of his money is in his wallet.

Mike h in hi is in his
. as $8 in his hand and the rest of his money is in his wallet. Robin Has altogether exactly three times as much inoney as Mike has in
Robin has altogether exactly three times as much money as Mike has in his wallet.
his wallet. )
) ‘Show how much matiey Mike has: do the same for Robin,
Show how much money Mike has: do the same for Robin,

g ] Mike Rabin
r Mike Rebin L:L’
| = vy -
Mi’!‘s&\ has $¥ 0 hs i hos NX2 P
hond plus were ®oney 2.l o b
Movey in his - ) T i 4B
el Boboio has a4 s, w o
as modh moreos Le
A 3
o "‘-‘u?\{ \(\QE e iy )
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Nt43= w0y [ NAS Handout - Lesson 23, Feb. 28, Mar. 1 and Mar, 4, 2002

Figura 9: Exemplo de representacédo algébrica e de uso de tabelas para o problema das carteiras.

Em sequida, a partir das sugestdes dos estudantes, o professor completava uma tabela
com os valores possiveis para a quantidade de dinheiro na carteira e para os totais de Mike
e de Robin (ver Figura 10). Com base nos valores da tabela, também com a colaboracéo
de vérios estudantes, eles construiram e analisaram os graficos representando as
quantidades de dinheiro que Mike e Robin poderiam ter em funcdo da quantidade de
dinheiro na carteira. Ao discutir e analisar os dados da tabela e os graficos, as criancas
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percebiam que a resposta a questao “Quem tem mais dinheiro?” dependia da quantidade
de dinheiro na carteira: com menos de quatro ddlares, Mike tinha mais dinheiro; com 4
dolares na carteira, Mike e Robin tinham a mesma quantia; com mais de 4 délares, Robin
tinha mais dinheiro.

The Wallet. problem

Mike andRebin‘edch have some money. -

“Mike has $8 in his hand ahd the rest of his money Is in his wallet,
Robin has alfogether exactly Three times as much money as Miké has in
his walle¥. i . ’ R

cmm\ixjﬁmec W*’ & R \J

InMike's Wallet Mike: (i wallet and hand) *. Robin-
8] 8 8]
1 7 2
o o) 6
K3 it g
4 2. codds
s

18
21

030

11

20

Figura 10: A tabela completada na sala de aula.

Durante a atividade, as criangas consideraram a quantidade na carteira como variavel,
mencionavam que a diferenca na inclinacdo dos gréaficos se devia ao fato de que, quando
o valor na carteira aumentava, a quantidade de dinheiro de Robin aumentava mais
rapidamente que a quantidade de Mike, explicavam porque um grafico comecava na
origem e outro no valor 8 para a quantidade de dinheiro que cada um poderia ter e inter-
relacionavam as representacOes grafica, tabular e verbal.

Esta e outras aulas da quarta série foram idealizadas para expressar a ideia que as
equacOes representam comparagdes entre duas fungdes. Outro objetivo era preparar 0s
alunos para trabalhar, na quinta série, com equacdes como objetos algébricos a serem
diretamente manipulados.

Representando e resolvendo problemas como equacdes

Na Ultima aula na quarta série, bombons em sacolas transparentes e tubos e caixas opacas
contendo bombons (ver diagrama na Figura 11) eram colocados em duas mesas, uma com
dois tubos, uma caixa, e sete bombons em uma sacola transparente, a outra com um tubo,
uma caixa e 20 bombons em uma sacola transparente. As criangas podiam contar o
namero de bombons nas sacolas mas ndo os bombons nos tubos e caixas.

Figura 11: Tubos, caixas e sacolas com bombons.
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O professor e os alunos discutiam a situacdo, visando representa-la por escrito e
determinar o nimero de bombons em cada tubo. As criancas eram informadas que o
numero total de bombons em uma mesa era igual ao da outra mesa, que cada tubo continha
0 mesmo numero de bombons e cada caixa também continha 0 mesmo nimero de
bombons, igual ou diferente da quantidade em cada tubo.

Os estudantes notaram diferentes aspectos do problema como, por exemplo, que era um
problema semelhante ao problema das carteiras resolvido seis semanas antes, que uma
mesa tem 13 bombons a mais que a outra nas sacolas e uma mesa tem um tubo a mais que
aoutra. Inicialmente a maioria dos estudantes expressou que eles ndo poderiam descobrir
quantos bombons haviam nos tubos ou nas caixas. No entanto, em uma das classes, ap0s
apenas 14 minutos desde o inicio da aula, um deles explica que cada tubo deve ter 13
bombons de forma que um tubo mais os sete bombons na sacola é 0 mesmo que os 20
bombons na sacola da outra mesa. Outro estudante diz que o nimero de bombons nas
caixas ndo importa e propde eliminar as duas caixas, explicando que elas contém o mesmo
namero de bombons e ndo sdo necessarias para descobrir o nimero de bombons nos tubos.
Ap0s a discussao entre os alunos, o professor pediu que alguém demonstrasse que existem
realmente 13 bombons em um tubo. Um aluno sugeriu usar a letra N para representar cada
tubo e outros afirmaram que deviam usar outra letra para as caixas. Cada aluno passou
entdo a representar o problema por escrito, usando desenhos ou letras para representar
variaveis. O exemplo na Figura 12 mostra o uso de desenhos e letras por um estudante
para representar a quantidade de bombons em um tubo. Ele entdo cancelou uma caixa e
um tubo em cada um dos conjuntos, comparou 20 a N+7, decompds 20 em 13 + 7 e
cancelou 7 em cada lado, obtendo assim 13 como igual a N.

Show what each of them has. Write an equation if you ca

e

/

Y . 1%

Figura 12: Representando e resolvendo o problema.

A discusséo e producéo escrita dos alunos nesta aula revelou uso de notacéo e raciocinio
algébricos e estratégias para a resolucdo de equacdes com base na compreensdo da
situacdo com que lidavam e ndo apenas aplicacdo de regras de manipulacdo de simbolos.

As aulas da quinta série visavam promover a representacdo algébrica e resolugdo de
problemas verbais com variaveis em ambos os lados do sinal de igualdade.
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Avaliando o impacto da intervencao

A descricdo do que ocorria nas salas de aula, em cada um dos estudos, suporta a concluséo
de que, desde os oito anos de idade, criancas podem ter acesso, produzir, interpretar e
inter-relacionar varios tipos de representacfes que, em geral, somente sdo introduzidas
apos o fim da escola primaria. Essas representacGes eram desenvolvidas e utilizadas
durante discussdes onde os alunos produziam generaliza¢Ges sobre conjuntos de valores,
raciocinando algebricamente e demonstrando compreensdo de relacdes e principios
aritméticos.

Restava ainda analisar o impacto dessas experiéncias em exames escritos. Com este
objetivo, em um de nossos estudos com um total de 50 alunos em dois grupos
consecutivos, comparamos, no fim da quinta série, os resultados desses 50 alunos em um
teste escrito aos resultados de um grupo controle no mesmo teste. O desempenho do grupo
de intervencdo no teste escrito foi significativamente melhor nos itens relacionados a
intervencdo e semelhante ao do grupo controle nos demais itens (ver Figura 13).

10 Controle

Intervencao

Nao Relacionados (NS) Relacionados (p<.001)

Figura 13: Média de respostas corretas ao término da intervencgao (quinta série) para itens
relacionados e ndo relacionados a intervencéo.

Uma das questBes no teste encontra-se na Figura 14, com as respostas dadas por uma das
criangas.

15. Cloudia and Adam have been picying with sumbers.
They each created c rule for changing any positive mumber you
give them
Cloudia's rule: T tripie the number and then odd 5.
Adam's rule: T double the romber ond then 0dd 12 12 it
Wete e res wieh sgches A
(a) Claudic’s rule (use elgebra) |~ \
(b) Adom's rule (use algebra) L1 [ g
(€) Write an equation that shows that Claudia’s rule would give the
same number as Adem's rule and solve the equation:

(d) Explin what the sclution meons:

END-YEAR - DAY 2 e
JUNE, 2006

Figura 14: Exemplo de resposta a item do teste escrito sobre a representacéo e resolucéo de
problemas utilizando notac&do algébrica e equagoes.
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Nas respostas a este problema, 68% das criancas representaram as duas regras e a equacao
e 45% resolveram a equacao. Apenas um estudante prop6s transformacdes diferentes nos
dois lados da igualdade.

Dois ou trés anos depois, quando os alunos que participaram da intervencdo cursavam a
sétima ou oitava séries, conseguimos contactar 19 deles para que respondessem a um
novo teste escrito sobre contetdo mais complexo. Em comparagdo com um grupo
controle (ver Figura 15), este grupo apresentou resultados significativamente melhores
em itens relacionados a representacdo e resolugdo de problemas algébricos e resultados
melhores, embora ndo significativos, nos itens envolvendo gréficos.

8.00
7.00

6.00

4.00 Controle

Intervencio

0.00
Graficos (N5, p=.16) Equacdes (p=.036)

Figura 15. Numero médio de respostas corretas sobre graficos e equacdes para cada grupo, dois
ou trés anos apos a intervencao.

Discussao

A avaliacdo das intervencgdes que desenvolvemos demonstra a viabilidade da incluséo de
variaveis, funcdes, equacdes e suas multiplas representaces no curriculo de matematica
para a escola primaria. Além disto, nossos resultados sugerem que o enfoque que
adotamos para o ensino de matematica, privilegiando o acesso a funcdes e suas
representacdes, tem o potencial de promover aprendizagem duradoura. O impacto da
intervencdo se faz notar nos resultados de exame escrito ao fim da intervencao e dois ou
trés anos depois.

Os dados coletados em sala de aula mostram que a discussao de rela¢6es funcionais entre
quantidades favorece o uso de raciocinio algébrico entre criangas jovens, inicialmente
expresso verbalmente e através de notacdo ndo convencional. Essas representacdes
intuitivas podem, progressivamente, dar lugar as representacfes matematicas
convencionais. A virtude principal desta transicdo de representacOes intuitivas a
representacdes convencionais consiste em possibilitar a aprendizagem dos procedimentos
matematicos com base na compreensdo de relagbes, em lugar de promover o uso de regras
memorizadas sem compreensao.
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Ainda resta avaliar, sistematicamente, o impacto de intervengdes deste tipo na escola
primaria sobre a aprendizagem de matematica na escola média e secundaria. Dados que
coletamos, antes e depois de uma semana de ensino intensivo de algebra em um curso de
verdo, sugerem que a intervencdo da terceira a quinta série facilitou a aprendizagem
futura: seis estudantes de sétima e oitava série, que haviam participado da intervencao e
com quem mantivemos contato dois ou trés anos apos a intervencgdo, apresentaram,
durante o curso de verdo, um progresso significativamente maior em compara¢ao com 0s
estudantes do grupo controle. Esses resultados preliminares sdo promissores mas
precisam ser replicados em estudos com amostras maiores e dentro do ensino regular de
matematica.

Desde 2010, iniciamos um programa de desenvolvimento de professores do ensino
primario e médio que leva em conta os resultados aqui descritos e outros estudos sobre 0
ensino e aprendizagem de matematica. O programa, The Poincaré Institute for
Mathematics Education, busca promover a melhoria do ensino de matematica através do
estudo de funcdes, algebra e suas maltiplas representagcdes como elemento unificador dos
varios topicos do curriculo escolar. O programa foi desenvolvido por matematicos,
cientistas e pesquisadores em educacdo matematica na Universidade de Tufts (ver
descricBes em https://sites.tufts.edu/poincare/, artigo por Teixidor-i-Bigas, Carraher, e
Schliemann, 2013 e video em http://hub.mspnet.org//index.cfm/28084? ). Os trés cursos
de pos-graduacdo do programa abordam, de forma integrada, conteddo matematico e
pedagdgico, com énfase na compreensdo dos processos de raciocinio dos estudantes e em
atividades onde os professores colaboram no desenvolvimento, implementacdo e
avaliacdo de atividades de ensino.

A maioria dos professores em cinco distritos escolares do estado de Massachusetts, nos
Estados Unidos, ja participou do programa em cinco grupos sucessivos de 60 professores
cada. Os cursos séo oferecidos online e através de encontros mensais. Resultados de
estudantes da quinta a oitava série dos cinco distritos participantes, em testes escritos
aplicados pelo estado, foram comparados aos resultados de estudantes de 20 distritos com
populacdes semelhantes. Encontramos uma melhora significativa nos resultados de
estudantes desses cinco distritos enquanto os estudantes dos distritos semelhantes nédo
apresentaram progresso. Além disso, o progresso dos estudantes dos cinco distritos estava
positivamente correlacionado com a percentagem de professores que concluiram os trés
cursos em cada série e em cada distrito (Spearman’s r =.54, p=.007). Esperamos que as
analises que estamos desenvolvendo sobre outros dados coletados nas atividades do
programa levem a sugestfes especificas para futuras iniciativas relativas a melhoria do
ensino de matematica.
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DE QUE NOS SERVE “REPRESENTAR”?
CONTRIBUTOS SOBRE O PAPEL DAS REPRESENTACOES
MATEMATICAS NO ENSINO E APRENDIZAGEM DA
MATEMATICA

Susana Carreira
Universidade do Algarve e Unidade de Investigacéo do IE, Universidade de Lisboa
scarrei@ualg.pt

Apresentacdo do painel

Neste painel, cujo objetivo é discutir a tematica das representacdes matematicas no ensino
e aprendizagem da Matematica, participam investigadores que no ambito dos seus
projetos e trabalhos de investigacdo deram uma atencdo especial as representacoes
matematicas e as elegeram como parte do seu objeto de estudo. Os membros do painel
trazem naturalmente perspetivas diferenciadas e interesses distintos no que respeita ao
estudo das representacfes matematicas, partilhando todavia a convic¢do de que se trata
de uma questdo preponderante na aprendizagem e no ensino da Matematica. A
diversidade de pontos de vista foi alids intencional e espelha-se, por exemplo, nos topicos
curriculares que cada um aborda, nos niveis de escolaridade em que desenvolvem a sua
pesquisa, no foco sobre o aluno ou sobre o professor, nas linhas tedricas que adotam e
nos resultados que apresentam decorrentes dos seus estudos.

Alessandro Ribeiro considera a relacdo entre formas de representacdo matematica de um
conceito e os significados desse conceito. Debruga-se sobre os significados do conceito
de equacdo e tem em mente desenvolver o conhecimento profissional do professor de
Matemética relativamente ao ensino deste conceito, desde o ensino basico ao secundario.

Ana Henriques centra-se na relacdo entre representaces matematicas e raciocinio,
referindo-se especificamente ao raciocinio estatistico. O seu trabalho tem a
particularidade de integrar o uso de uma ferramenta tecnoldgica — o TinkerPlots — e
assenta em dados empiricos relativos ao trabalho realizado em sala de aula por alunos de
8.° ano.

Paula Teixeira tem, como base do seu estudo, 0s recursos tecnoldgicos que acompanham
0s manuais escolares, seja no ensino basico ou no secundario, e analisa as representacoes
que os professores tém das aulas que lecionam com a aplicacdo desses recursos
tecnoldgicos, em tdpicos de algebra e de geometria.

Sandra Nobre investiga a aprendizagem de métodos algebricos formais, utilizando a
Folha de Calculo como um recurso para a representacdo e expressdo de relacOes

31


mailto:achenriques@ie.ul.pt

EIEM 2015

algébricas e analisando as conversdes e tratamentos de representacdes realizados por
alunos do 9.° ano, em diversos tipos de tarefas na sala de aula.

Problematizagdo do tema

Uma breve analise das ideias trazidas pelos membros do painel podera conduzir-nos
rapidamente a algumas ideias gerais:

i.  Nao é trivial descrever o papel ou a funcdo que as representacbes matematicas
desempenham na aprendizagem escolar e na atividade do professor — ora séo
recursos para a expressdo de ideias e por isso é importante aumentar o leque de
ferramentas disponiveis; ora estdo na base da construcéo dos significados de um
conceito matemaético, pelo que sem a representagdo matemaética ndo se pode
atingir plenamente o significado de um conceito; servem ainda para apoiar o
raciocinio, tornando-se eventualmente em parte integrante do raciocinio
matematico; e também influenciam a forma como o professor concebe e
perceciona a aprendizagem e o ensino da Matematica.

ii. Observa-se uma presenca crescente de representacfes tecnoldgicas na vasta
variedade de representacbes matematicas, sendo que a disponibilidade da
tecnologia e das representacdes dinamicas que esta oferece parece facilitar a
aprendizagem e aumentar a flexibilidade representacional de alunos e de
professores.

O tema das representacfes matematicas no ensino e na aprendizagem da Matematica —
provavelmente com mais énfase em torno da questdo da aprendizagem — tem muitas
décadas de trabalho de investigacdo associado. Em grande medida foi a propria
investigacdo em torno da resolucdo de problemas de Matematica que impulsionou uma
maior atencdo sobre as representacdes matematicas. E este tema nunca foi destituido de
divisbes e divergéncias entre os teodricos e 0s investigadores em Educacdo Matematica.
Uma das polémicas de que certamente nos recordamos prende-se com a questdo da
possibilidade/impossibilidade de distinguir entre representacdes externas e internas, um
tema que ateou discussdes vivas, protagonizadas, por exemplo, por Gerard Goldin (veja-
se Goldin, 1998; Kaput, 1998). Uma outra clivagem foi ainda salientada por Paul Cobb e
colaboradores ao questionarem a ideia de representacdo como fonte de compreensao,
chamando a atencdo para a transparéncia/opacidade das representacbes matematicas,
também abordada por Godino e Font (2010) em termos do carater ostensivo/ndo-
ostensivo das representac¢des. Outros investigadores, como Ainsworth (2006) ou Panasuk
e Beyranevand (2011) tém estudado as preferéncias dos alunos por determinados tipos de
representagdes e questionam a ideia de representagdo adequada/desadequada para
determinada tarefa matematica. Mais recentemente, assiste-se a uma outra discussao
acerca do poder representacional das ferramentas tecnoldgicas. Varios sdo 0s
investigadores que tém salientado a expressividade representacional das tecnologias
digitais como algo que transforma profundamente a natureza do pensamento e do
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raciocinio matematico, entre os quais se podem incluir Hegedus e Moreno-Armella
(2009) ou Richard Noss (2001).

Nas contribui¢cdes dos membros deste painel surgem ideias, dados e resultados que nos
permitem revisitar algumas das controvérsias histdricas associadas ao estudo e a
teorizagdo das representagdes matematicas. Mas para além dessas, as oportunidades de
convergéncia parecem igualmente abundantes. Assim, mais do que reiterar as
complexidades que o estudo das representacdes acarreta, parece-nos que esta € uma boa
oportunidade para encontrar fios condutores, em torno de algumas questbes que
pretendem acima de tudo alimentar o debate.

Algumas questdes a debater

1.

Faré sentido perguntar que tipos de representacdes matematicas sdo mais Uteis
para responder a determinada questéo ou resolver determinado problema?
Sabemos que toda a representacdo matematica resulta em grande medida do
estabelecimento de convengdes. A linguagem simbdlica da algebra é um bom
exemplo de um sistema de representacdo repleto de convengdes. Como € que a
traducéo entre sistemas de representacdo pode promover a aprendizagem, sabendo
que isso obriga a mudar sistematicamente de significados convencionados?
Existe uma distincdo entre i) o papel das representacbes matematicas como um
meio para exprimir (exteriorizar, comunicar) determinada ideia ou informacéo e
i) como um meio para o préprio individuo desenvolver uma estratégia ou uma
forma de pensar?

Como estdo os recursos tecnoldgicos a “invadir” o espago das representacoes
matematicas e como é que, em particular, as representacdes dinamicas, visuais, e
interativas convivem (melhor ou pior) com as representacdes estaticas, formais e
tradicionais?

Qual a importancia de fomentar o uso de multiplas representacfes externas na
aprendizagem da Matematica, quando sabemos que em dada fase do
desenvolvimento da aprendizagem, preterimos o uso de determinados sistemas de
representacdo, isto €, removemos 0s andaimes representacionais (as figuras ou 0s
esquemas, 0s numeros na reta ordenada, a linguagem do Excel, etc.)?

Quando algebrizamos a Geometria, passamos a usar uma linguagem especifica —
a da Algebra — mas os conceitos com que trabalhamos continuam a ser
geométricos (ex. equacdo da reta tangente a uma circunferéncia ou equacdo da
reta perpendicular ao plano...). O que significa entdo a representacdo matematica
no campo da Geometria? E o que significara trabalhar em Geometria com o registo
da Algebra?

Que vantagens e desvantagens em associar a representagdo matematica aos multi-
significados dos conceitos quer para o conhecimento pedagdgico do professor
quer para fomentar a compreenséao dos alunos?
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RACIOCINIO ESTATISTICO: QUANDO AS
REPRESENTACOES FAZEM (A) DIFERENCA

Ana Henriques
Instituto de Educacéo, Universidade de Lisboa
achenrigues@ie.ul.pt

Introducéo

As representagdes estatisticas tém sido amplamente investigadas, atendendo ao seu
importante papel no desenvolvimento da literacia e raciocinio estatistico dos alunos. O
modo como o0s alunos tiram vantagem das caracteristicas das representacdes e das acfes
de transnumeracéo que realizam sobre elas ndo tem, contudo, merecido a mesma atencao,
particularmente quando sdo usados recursos tecnolégicos. Nesta comunicacdo debrugo-
me sobre esta temética, apresentando alguns resultados de um estudo que visa analisar as
representacdes estatisticas e as aces de transnumeracdo que sdo usadas por alunos do
ensino béasico, quando utilizam o software TinkerPlots, para apoiar 0 seu raciocinio
estatistico. Discuto, em particular, quais os propdsitos das acdes realizadas e 0 seu
contributo na emergéncia desse raciocinio, bem como as dificuldades que os alunos
revelaram nestes processos.

Raciocinio estatistico e representacdes

Né&o existindo consenso sobre a sua definicdo, o raciocinio estatistico, tem sido descrito
como raciocinio a partir de evidéncias, processo usado para justificar uma conclusédo ou
fazer uma inferéncia ou, de forma mais abrangente, 0 modo como os individuos
raciocinam com ideias estatisticas e atribuem significado a informacéo estatistica (Ben-
Zvi & Garfield, 2004). Este envolve fazer interpretacdes com base em conjuntos de dados,
representacdes ou resumos estatisticos de dados e, ainda, a compreensdo conceptual de
ideias estatisticas importantes ou a combinacdo de ideias sobre os dados e incerteza que
conduz a realizacdo de inferéncias (Garfield, 2002). A capacidade dos alunos
raciocinarem sobre dados e de os usarem efetiva e criticamente para previsdes e na
tomada de decisdes €, assim, uma prioridade na educacéo estatistica (Makar, Bakker, &
Ben-2Zvi, 2011).

As recentes orientacBes curriculares para o ensino da Estatistica (Franklin et al., 2007;
NCTM, 2007) priorizam o desenvolvimento da literacia e raciocinio estatistico dos alunos
através de abordagens que valorizem as investigacdes em contextos diversificados e tirem
partido da riqueza de dados e dos multiplos recursos tecnolégicos disponiveis, sobretudo
os educacionais (Garfield & Ben-Zvi, 2010). Atendendo as caracteristicas do raciocinio
estatistico, acima descritas, e a natureza das atividades preconizadas para o seu
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desenvolvimento, torna-se clara a sua dependéncia de uma grande diversidade de
representacdes que apoiem a compreensao e favorecam a comunicacao de ideias (Duval,
2006).

O termo representacdo tem sido usado, frequentemente, para referir objetos externos
(tabelas, graficos, simbolos) que expressam, de forma convencionada, ideias matematicas
(Duval, 2006). No entanto, a fungdo destes objetos ndo é apenas designar ou retratar ideias
ou relaces estatisticas mas também apoiar o trabalho com essas ideias. Uma vez que
cada representacdo tem um conjunto de caracteristicas Unicas e as suas proprias
convencdes e regras estruturais para a trabalhar, podem ser usadas operag6es particulares
que transformam a sua estrutura sem afetar a relagdo ou ideia estatistica que ela designa.
Por exemplo, uma representacdo grafica de um conjunto particular de dados pode ser
alterada sobrepondo-lhe um simbolo representando uma medida de centro ou uma linha
de ajustamento, sem alterar a relacdo estatistica originalmente retratada. Apesar disso, a
representacdo agora aumentada promove evidéncias e significados de relagdes estatisticas
adicionais entre os dados e/ou medidas que poderdo ser mais exploradas. As
representacfes estatisticas sdo, por isso, ferramentas essenciais na transnumeracao,
componente fundamental no raciocinio estatistico descrita como o0 processo de
transformar dados numa representacao, alterar representacdes ou coordenar varias com a
intencdo de gerar compreensdo (Wild & Pfannkuch, 1999).

Chick (2004) propde um quadro de analise das técnicas de transnumeragdo possiveis de
serem aplicadas aos dados para facilitar a representacdo da mensagem neles contida.
Algumas destas técnicas sdo: ordenar, agrupar, calculo de frequéncias, propor¢des ou de
medidas estatisticas e a representacdo grafica. Cada uma destas técnicas envolve uma
mudanga na representacdo dos dados e sdo, frequentemente, realizadas durante a sua
exploracdo ou como passos finais para apresentar os resultados da sua analise. No entanto,
algumas técnicas de transnumeracdo precedem a representacdo grafica, como por
exemplo, mudar o tipo de uma variavel, transformando os dados numa forma adequada
para serem representados graficamente.

Estudos prévios, como os de Chick e Watson (2001) e Chick (2003), sugerem que 0s
processos de transnumeracdo podem ser mais dificeis que o processo de interpretacdo de
dados. Nesses estudos, os alunos sdo capazes de interpretar tendéncias e factos sobre
dados, a partir de representacdes, mas a escolha da representacdo nas tarefas estatisticas
tem-se mostrado problematica, dada a dificuldade que eles evidenciam em representar 0s
dados adequadamente para transmitir mensagens a partir deles. O que é, entdo, que se
apresenta t&o dificil nas representages estatisticas? Dado um conjunto de dados, €é claro
para os alunos que deverdo fazer ‘alguma coisa’ para produzir uma representacao.
Frequentemente, a manipulagdo adicional dos dados através de a¢fes de transnumeracao
resultam em melhores representacfes e tornam as mensagens dos dados mais claras.
Assim, 0 sucesso na comunicacdo de dados através de representacdes, particularmente
quando as mensagens dos dados sdo complexas, envolvendo associagédo ou comparagao
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de distribuicdes, é dependente do conhecimento dos alunos sobre: (i) quais os tipos de
representacdo que sdo Uteis; e (ii) um conjunto de técnicas para transformar os dados em
formas que conduzam a tais representacdes ou para as alterar, tornando-as convincentes
no que respeita a evidéncia que proporcionam das afirmacdes sobre dados. Chick (2003)
acrescenta, ainda, que as fases da transnumeracdo de escolha da representacdo e de
transformacdo dos dados podem depender de uma fase inicial de identificacdo da
mensagem nos dados. Na verdade, sem uma compreensao da mensagem que € necessario
transmitir, é dificil escolher que processo de transnumeragdo usar. Além disso, alguns
alunos ndo compreendem que a transnumeracao € realmente necessaria porque permite
gue a mensagem seja transmitida com clara evidéncia (Chick, 2000).

Representando dados no TinkerPlots

As abordagens orientadas para a exploragéo de dados encorajam uma forte interagdo com
os dados, a qual pode ser proporcionada pelo tipo de representacdo grafica de dados que
é gerada pelos computadores de forma quase imediata. Os ambientes dindmicos de
aprendizagem estatistica, como o TinkerPlots (Konold & Miller, 2005), tém evidenciado
um grande potencial na aprendizagem da Estatistica e no desenvolvimento do raciocinio
estatistico dos alunos (Ben-Zvi, 2006). Makar e Confrey (2008) defendem que o uso de
ferramentas dinamicas, em particular as suas capacidades representacionais, permite aos
alunos investigar um conjunto de dados de formas diversas, desenvolvendo hipoteses e
usando os dados para explorar e formular afirmacdes sobre eles. Além disso, permite-lhes
ilustrar a sua compreensdo, levando a melhorias no raciocinio estatistico geral e na
compreensdo das representacoes graficas.

As potencialidades de um software estatistico dindmico incluem, segundo Lee et al.
(2014), a capacidade para: (i) criar e visualizar representagdes de dados e medidas
estatisticas; (ii) articular representacbes de forma dinamica; e (iii) melhorar
representacdes graficas através de acréscimos. Assim, focados na analise destas trés acdes
de transnumeragdo, os mesmos autores identificaram diversas formas da tecnologia
apoiar uma transnumeracao apropriada. A capacidade de articular dinamicamente varias
representacfes é salientada também por Finzer (2000), que descreve dois aspetos
essenciais para um software estatistico promover um ambiente dindmico: “manipulagio
direta de objetos matematicos e atualizacdo sincrona de todos os objetos dependentes
durante as operagdes de arrastamento” (p. 1). Num ambiente estatistico, os objetos
manipulaveis incluem valores de dados, linhas representando valores ou equagdes, eixos
e parametros, entre outros. VAarios objetos podem, ainda, ser dependentes destes, tais
como medidas estatisticas calculadas a partir dos dados, um grafico de dispersdo dos
dados ou uma tabela de valores.

O TinkerPlots usa cartdes de dados, como o apresentado na figura 1. Cada cartdo
representa um caso e contém os valores de cada atributo, do conjunto de dados
disponiveis. N&o séo fornecidas opcbes para tipos de graficos standard, a construcéo de
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representacdes € feita atraves de acdes primitivas de separar, empilhar e ordenar. A barra
de ferramentas, ao longo da parte de cima do écran, mostra as ferramentas disponiveis
para efetuar acréscimos ao grafico, quando os alunos trabalharem numa janela gréfica.
Neste software, existem ligacGes construidas entre todas as representacdes dos dados, tal
como forem criadas e todos os objetos irdo atualizar-se sincronamente se houver uma
mudanca num outro ao qual estejam ligados. Assim, salientar um caso numa
representacdo cria um destaque em todas as outras. O TinkerPlots também fornece
ferramentas para calcular e mostrar uma variedade de medidas estatisticas e permite
diversos melhoramentos de uma representacédo grafica, adicionando informacéo adicional
para apoiar a analise dos dados. Estas caracteristicas permitem que as representacoes
sejam usadas como ferramentas analiticas no processo de exploracédo de dados, através da
realizacdo de a¢des de transnumeracdo (incluindo a criacéo de representagdes graficas).

Collection 1 Options
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Figura 1: Exemplo de cartdes de dados.

O estudo: contexto e métodos

O estudo que serve de base a esta comunicacgdo integra-se num projeto de investigacéo e
desenvolvimento orientado para a construcao e experimentacdo de sequéncias de tarefas
orientadas para o raciocinio estatistico (TORE) dos alunos do ensino basico, recorrendo
ao software TinkerPlots. Uma parte significativa do projeto foi desenvolvida no ambito
de uma Oficina de Formacao onde participaram 11 professoras de Matematica dos 2.° e
3.2 ciclos do ensino bésico, sendo a autora deste estudo uma das formadoras. O trabalho
na Oficina decorreu entre novembro e junho do ano letivo de 2013/14, com 40 horas
presenciais, assumiu um caracter eminentemente colaborativo, sendo as professoras co-
responsaveis pela proposta e discussdo das tarefas, experimentacdo na sala de aula e
reflexd@o sobre todo o processo.

Neste estudo analiso uma sequéncia de trés tarefas, aplicada numa turma do 8.° ano, por
um par de professoras participantes. As tarefas propostas obedeceram aos principios do
SRLE (Garfield & Ben-Zvi, 2010), envolvendo os alunos na exploragéo e analise de um
conjunto de dados reais fornecidos aos alunos ou obtidos através de simulagdes ou recolha
pelos proprios, visando a compreensdo da sua necessidade para tirar conclusoes e fazer
avaliacdes. Adicionalmente, forneceram oportunidades para envolver e simultaneamente
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apoiar os alunos em diversos aspetos significativos do raciocinio estatistico, em particular
a comparacao de distribuicGes, a analise de relacGes e a préatica de inferéncia informal,
formulando e testando conjeturas e fazendo previsfes baseadas em evidéncia fornecida
pelos dados e suas representaces proporcionadas por um ambiente de aprendizagem
estatistica dindmico (BEN-ZVI, 2006). Na verdade, o uso do software TinkerPlots foi
uma caracteristica marcante do ambiente de aprendizagem criado, permitindo a
exploracdo e analise de dados em todas as tarefas.

Os resultados que apresento nesta comunicagdo resultam de uma anélise qualitativa dos
dados recolhidos a partir das resolucdes escritas das tarefas pelos alunos da turma referida
e dos registos da sua atividade no computador com o TinkerPlots, recorrendo a um
software de gravacdo de écrans (AutoScreenRecorder 3.1 Pro).

A partir de exemplos do trabalho dos alunos com o TinkerPlots, discuto aspetos que
emergiram como interessantes no que respeita ao uso das trés acdes de transnumeragéo
gréafica propostas por Lee et al. (2014): (i) criar e visualizar representacdes de dados e
medidas estatisticas; (ii) articular representacdes de forma dindmica; e (iii) melhorar
representacOes graficas através de acréscimos. Além disso, discuto o0 modo como 0s
alunos tiram vantagem das caracteristicas do software para criar representacoes e realizar
acOes de transnumeracdo e 0 seu contributo para a emergéncia do raciocinio estatistico.

Algumas tendéncias

E interessante observar que os alunos foram capazes de fazer escolhas apropriadas de
representacdes graficas e de usar adequada e intencionalmente acdes de transnumeracéo,
tirando partido das potencialidades do TinkerPlots para apoiar a interpretacdo dos seus
dados e para obter evidéncia para as suas afirmacdes.

Nas tarefas propostas, os cartbes de dados estavam automaticamente disponiveis no
TinkerPlots, pelo que ndo foram considerados como representacdo criada pelos alunos,
embora fossem considerados quando utilizados para fazerem articulacdes entre dados e
graficos. As representacfes mais comuns, criadas em resposta as questdes das tarefas,
foram o gréafico de pontos (simples e duplo), particularmente os de escala intervalar e o
diagrama de extremos e quartis, de que sdo exemplo os gréaficos das figura 2 e 3.
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Figura 2: Exemplo de gréficos de pontos, duplo e simples, com acréscimos gréaficos (escala
intervalar e percentagens).
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Além disso, e de modo geral, os alunos usaram resumos estatisticos apropriados
relacionados com a questdo que estavam a analisar. As medidas mais usadas foram
percentagens, média e mediana, sobrepostas no grafico, como mostram as figuras 2 e 3.
Este desempenho ndo é surpreendente pois estas medidas sdo as mais familiares aos
alunos e o TinkerPlots permite facilmente a incorporacdo destas estatisticas nas
representacdes graficas, através do clicar de um botdo da barra de ferramentas. Ambas as
representacdes sdo apropriadas para examinar e comparar distribuicdes. No entanto, a
utilizacdo de medidas simples, como a média, para comparar distribui¢ées limitou a visdo
dos dados como agregado e influenciou a evidéncia obtida a partir dos dados para as
generalizacGes formuladas pelos alunos.
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Figura 3: Exemplo de diagrama de extremos e quartis com acréscimos graficos (média,
percentagens e linhas de referéncia).

Os alunos, em geral, usaram varias ferramentas do TinkerPlots para trabalhar com as suas
representacdes graficas, incluindo alguma forma de acréscimo grafico nas representacdes
criadas. Como j& referido, muitos alunos adicionaram um ou mais tipos de medidas
estatisticas aos seus graficos. Mais de metade dos alunos tirou vantagem de outras formas
de acréscimo grafico, tais como adicionar linhas de referéncia, como mostra a figura 3.
Enquanto alguns alunos simplesmente adicionaram os simbolos iconicos para a média e
mediana, alguns adicionaram o valor da medida ou mostraram uma linha vertical na sua
localizag&o. Por exemplo, alguns alunos acrescentaram a linha de referéncia e arrastaram-
na para a localizagéo de pontos extremos ou do 1.° e 3° quartil no diagrama de extremos
e quartis. Apesar de serem capazes de usar varias ferramentas e a¢cdes de transnumeragao
para obter esses valores, ndo 0s usam para estimar a amplitude interquartilica, o que
permitiria comparar as distribui¢des de forma mais completa. Estes acréscimos ndo séo
apenas Visiveis no trabalho dos alunos mas usualmente referidos nas suas respostas,
indicando que sdo intencionais para facilitar a compreenséo e interpretacdo dos dados e
dos graficos que os representam.

Nas tarefas, os alunos também foram solicitados a gerarem as suas proprias questdes que
envolviam examinar relagfes entre atributos. Apesar da sua simplicidade, poucos alunos
usaram graficos de dispersdo para examinar distribuicdes de diversos atributos, o que é
de esperar atendendo a que no nivel de ensino em que se encontram esta representagdo
ndo foi ainda abordada. No entanto, alguns foram capazes de produzir representacoes,
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como um grafico de pontos duplos com acréscimos resultantes das acbes de
transnumeracdo de agrupar (em celulas), ordenar e sobrepor um terceiro atributo
utilizando o gradiente de cor, onde a associacdo era visivel sem um grande esforco de
leitura (figura 4). Estas estratégias consideradas informais, pouco utilizadas mas
aparentemente poderosas, permitiram ao alunos estabelecerem relagdes entre atributos e,
por isso, poderdo receber uma énfase maior e explicita no ensino, beneficiando-os no que
respeita ao aumento do seu repertorio de ferramentas de transnumeracdo para produzir
mais e melhores representacoes.
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Figura 4: Exemplo de gréaficos de pontos duplos com acréscimos graficos (agrupar e gradiente
de cor).

Também foram identificadas algumas diferencas no trabalho dos alunos com as
representacdes conforme exploravam a comparacao de distribuicdes ou a identificacédo de
relacBes. Neste estudo, os alunos tendem a usar maior variedade de representacdes e mais
acréscimos graficos quando trabalham na comparacdo de distribuicbes, possivelmente
porque ser uma tarefa mais familiar aos alunos deste nivel de ensino e, nos casos em que
usam graficos de dispersdo, a sua simplicidade grafica ndo envolve transnumeracédo além
da sua propria criacdo. Note-se que o TinkerPlots ndo permite a sobreposicdo de retas de
regressdo no grafico e, ainda que assim ndo fosse, este tdpico ndo faz parte dos
conhecimentos destes alunos. No entanto, se considerarmos os tipos de acréscimos
individualmente, ndo se identificam diferengas no seu uso, consoante se trate de comparar
distribuicGes ou identificar relagdes.

Poucos alunos aproveitaram as capacidades dindmicas do software para articularem as
suas representacdes, quer estatica quer dinamicamente. No geral, o proposito para a
articulacdo dindmica foi identificar um valor particular para um caso especifico de
interesse, clicando num caso particular no grafico e usando o cartdo dos dados para
determinar o valor do atributo. Esta articulacdo foi observada, com maior frequéncia, nas
questdes envolvendo relacGes entre atributos. Os alunos estiveram frequentemente
focados em casos especiais e situaram esses €asos em comparagdo com o agregado,
limitando a formulacdo de generalizagGes. A articulagdo estatica de representacoes
ocorreu essencialmente com o propo6sito de comparar a posicao de grupos de casos entre
duas representacdes graficas e fazer afirmagdes sobre as suas relagdes. Foi mais evidente
entre graficos de extremos e quartis mas esta articulacdo ndo foi aproveitada para
coordenarem a caracteristica da distribuicdo de um atributo com alguma coisa notada
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anteriormente na distribuicdo de um atributo diferente. Na verdade, a articulacéo ficou
limitada a comparacdo de medidas estatisticas dos diferentes atributos, sobrepostas nos
diferentes graficos. Deste modo, a articulacdo de representacdes, embora tenha facilitado
as observacOes durante a analise, ndo suportou o processo inferencial. Estes resultados
sugerem que quando os alunos se envolvem na comparacao de distribuicdes, o uso de
ferramentas de acréscimo grafico pode apoiar a analise das tendéncias do grupo mais do
que o uso de capacidades de articulacdo no ambiente do software.

A maioria dos alunos sdo claramente capazes de fazer escolhas apropriadas de
representagdes e de realizar intencionalmente agles de transnumeragdo sobre elas,
melhorando-as, tirando partido das potencialidades do software TinkerPlots para facilitar
0 seu raciocinio sobre dados. Vale a pena referir que, mesmo nos casos em que S&o
consideradas pouco adequadas, as representacdes criadas pelos alunos ndo obscurecem
o0s dados, pois os valores podem ser obtidos a partir delas desde que alguma informagéo
extra seja incluida. O que se destaca é que algumas representacdes e transformacdes sobre
elas sdo melhores que outras para ‘contar a historia dos dados’ (Lee et al., 20014).
Atendendo aos resultados apresentados, sera util refletir sobre como ajudar os alunos a
aprender a melhor representar e transformar os dados e a compreender a necessidade dos
dados como evidéncia para afirmac0es feitas sobre as mensagens neles contidas.
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Introducéo

No painel apresento parte do trabalho de investigacdo que estou a desenvolver no ambito
da aprendizagem da Algebra. Neste caso abordo o topico Equagbes do 2.° grau. Este
estudo decorre da implementacdo de uma experiéncia de ensino huma turma do 9.° ano,
onde grande parte do trabalho dos alunos é baseado na resolucdo de problemas, alguns
resolvidos com a folha de célculo.

O principal objetivo do estudo é analisar o contributo da intervencdo pedagdgica no
desenvolvimento do pensamento algébrico dos alunos, em particular na aprendizagem de
métodos formais. Interessa-me perceber a forma como os alunos expressam as suas ideias
matematicas e como as mobilizam. Desta forma analiso as representagdes matematicas e
a forma como os alunos as coordenam.

Atendendo a natureza do estudo, a metodologia adotada é essencialmente qualitativa
seguindo um paradigma interpretativo. Esta investigacdo segue um design de experiéncia
de ensino com recurso estudos de caso, onde assumo o duplo papel de professora da turma
e investigadora.

Neste texto debrugco-me sobre as producBes de uma aluna, Carolina, bem como nos
dialogos que ocorrem em sala de aula durante a resolucdo e discussdo de duas tarefas
resolvidas num ambiente combinado da folha de célculo e papel e lapis.

As representacdes matematicas e sua transformacdo na aprendizagem da
Algebra

As representacdes sdo poderosas ferramentas de comunicacdo e de aprendizagem.
Tripathi (2008) define representagdo como um constructo mental ou fisico que descreve
aspetos da estrutura e as inter-relagdes entre o conceito e outras ideias. Uma representagédo
deve incluir componentes concretos, verbais, numéricos, graficos, pictéricos ou
simbolicos que retratam aspetos do conceito. Deste modo, uma representacdo € a
expressao de uma ideia que nos ajuda a interpretar, comunicar e discutir a ideia com
outros.
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Segundo Tripathi (2008) o trabalho em sala de aula ndo se deve limitar ao uso de
representacdes de forma isolada, pois uma imagem global do conceito comeca a emergir
apenas quando o objeto é observado de diferentes perspetivas. A compreensdo dos
significados e o uso de variaveis desenvolve-se gradualmente a medida que os alunos
criam e usam expressdes simbdlicas e as relacionam com linguagem natural, com as
representacdes tabulares e graficas. As representacdes dos alunos e a capacidade de
transferirem ideias de uma representacdo para outra sao indicadores de compreensao.

A utilizacdo da tecnologia digital vem ampliar o leque de representagdes que os alunos
dispdem quer para se exprimirem quer para trabalharem os conceitos matematicos. Por
exemplo a folha de célculo d& acesso a representacdes em diferentes registos (numéricos,
relacionais, graficos). A resolucdo de tarefas neste ambiente permite ainda o
estabelecimento de relacGes entre esta linguagem e a linguagem algébrica, com papel e
lapis, e pode ser vista como um meio para preencher a lacuna entre 0 pensamento
algébrico e a capacidade de usar a notagdo algébrica para expressar tal pensamento, como
é descrito em Carreira, Jones, Amado, Jacinto e Nobre (2015).

Para Duval (2011) as representacdes ndo se devem confundir com os préprios objetos
mas a sua diversidade € necessaria para que seja possivel aceder ao objeto, uma vez que
“clas estdo no “lugar dos” objetos ou os “evocam”, quando esses ndo sdo imediatamente
acessiveis” (p. 23). Este autor defende que as representacfes semidticas ndo sdo Uteis
apenas para trabalhar com os objetos matematicos e que se queremos descrever a maneira
prépria de trabalhar em matematica séo as transformacdes de representagdes que devemos
analisar.

Existem dois tipos de transformacdo das representacfes: 0s tratamentos que Ssdo
transformacdes dentro do mesmo registo e as conversdes que sao transformacfes que
consistem em mudanca de registo. De acordo com Duval, a conversdo é fundamental na
aquisicdo do conhecimento matematico.

Na aprendizagem da Algebra as conversdes sdo fundamentais na medida em que é
importante que os alunos consigam identificar por exemplo uma representacéo tabular
com a respetiva equacao assim como com a respetiva representacdo grafica. Os alunos
devem, ainda, reconhecer que a equacdo e a respetiva representacdo grafica sdo
representacdes distintas para 0 mesmo objeto matematico e que 0 recurso a uma ou outra,
depende da situacdo em que estdo a trabalhar. Em determinadas situacdes o recurso a
representacdo grafica pode afigurar-se mais adequado do que a equacdo e vice-versa.

Os tratamentos s&o igualmente importantes para a aprendizagem. Kieran (2013)
argumenta que esta transformacdo ndo se deve assumir apenas como manipulacdo
simbolica, uma vez que desempenha um papel importante na aprendizagem por contribuir
para a compreensdo dos objetos e proporcionar uma reflexdo acerca dos conceitos.
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Neste estudo, no trabalhno com papel e lapis, considero os seguintes registos de
representacdes: linguagem natural, sistema de notacdo numérica (SNN), sistema de
notacdo algébrica (SNA), representacdes pictoricas e representacdes graficas. Na folha
de calculo considero: a linguagem natural, input de valores numéricos, geracao de
sequéncias numéricas, geracdo de variaveis-coluna, representacdes graficas e formatagédo
condicional. No ambiente da folha de calculo uso também as noc¢des de conversédo e de
tratamento propostos por Duval (2011).

O trabalho de Carolina

llustro de seguida o trabalho de Carolina em duas tarefas propostas para explorar com a
folha de célculo e em articulagdo com papel e lapis.

Tarefa B- As idades dos irmaos

O Carlos, a Ana e o Ricardo séo trés rmaos. A Ana tem um ano a mais do que o Carlos e um ano a
menos do que o Ricardo.

No outro dia a Ana estava a fazer operagdes com os numeros que correspondem as suas 1dades e
disse para os rmaos:

- Comparei o produto das vossas 1dades com o quadrado da mimbha 1dade e descobr1 uma coisa muito
mteressante! Vejam se também conseguem descobrir!

Figura 1: Enunciado da Tarefa B.

Na resolucdo do problema, na folha de calculo, Carolina comeca por nomear trés colunas,
cada uma delas com um dos nomes dos irmdos, onde constroi sequéncias numéricas
através do arrastamento, tendo em conta a relagdo entre as idades deles. Seguidamente
constroi mais duas colunas “ Produto das idades dos rapazes” e “Idade Ana ao quadrado”
onde insere as formulas e atraves da geracdo de variaveis-coluna estabelece as relagdes
descritas no enunciado, como mostro na figura 2.

B C D E F

Carlos gAna g Ricardo g Produto das idades dos rapazes g ldade Ana ao quadrado g
9 10 11 99 100

10 11 12 120 121

11 12 13 143 144

12 13 14 168 169

13 14 15 195 196

14 15 16 224 225

Carlos g Ana pggRicardo pgProduto das idades dos rapazes pggldade Ana ao quadrado g
10 11 =B2*D2 =C2"2
11 12 =B3*D3 =C372
12 13 =B4*D4 =C4"2

Figura 2: Excerto da producédo de Carolina.

Carolina rapidamente conclui a sua resolucdo na folha de calculo ¢ diz bem alto “Ja
descobri a coisa interessante!”, pelo que intervenho rapidamente para que a aluna néo
divulgue o resultado para a turma. A aluna da como resposta em linguagem natural “A
Ana descobriu que ao fazer o quadrado da sua idade e o produto dos irmdos (idades) o
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quadrado da idade dela ¢ sempre maior 1 unidade”. De seguida ¢ pedido que os alunos
expliquem algebricamente o que verificam, Carolina hesita e diz muito espontaneamente
“Ah pode ser para o Carlos damos um ¢ para a Ana damos um a e para a idade do Ricardo
damos um r ...”. A aluna escreve a relagdo como apresento na figura 3.

1.2. Explica algebricamente o que verificaste.

A —idake Ana |
C=2 « Coelos
’Q - Q‘m@cﬁolj

| DQL O.*\\)Q(Y\ @(\\5‘@ 6} C()ml;(}l c - Q 0 o /\Q« {C?
J s -
\p{ ~RAMOS

‘ RC%”»QQ/

——

Figura 3: Produgéo de Carolina, Q1.2.

No momento da discussdo Carolina vai ao quadro e apresenta a resolugéo. A sua resposta,
tal como acontece na linguagem natural, ndo contempla a diferenca entre as idades dos
irmdos. Neste momento, os alunos estdo convictos de que a questdo esta resolvida.
Pergunto se alguém resolveu de forma diferente e verifico que a Unica variagdo
encontrada foi nas letras escolhidas para designar as varidveis. Pelo que continuo a
questionar a turma de modo a escreverem a condi¢do em funcao de uma Unica variavel.

Prof.: ... @ ¢ a idade da Ana ... Ser4d que podemos expressar a idade do Carlos
em funcéo de a?

Patricia: Entdo é a-1...

Gabriela: a>-1 ¢é igual ao produto das idades dos irmos. ..

Prof.: ... Sera que posso expressar as idades dos irmaos em fungado de a?

Tatiana: Pode ... Pode por a-1 e a+1.

[...]

Prof.: Como é que fica agora a relacdo entre as idades deles?

Patricia: a-1 vezes a+1

Prof.: E igual a qué?

Alguns alunos: a2

Carolina: a-1!

Na resolucdo do problema a atividade de Carolina com as representagdes matematicas
pode ser esquematizada como mostro na figura 4.

Folha de Converséo

c . calculo
onvers&o n Linguagem
Tabela natural
Linguagem n

natural U SNA
Tratamentos

Figura 4: Atividade de Carolina na transformacéo das representagoes.
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A aluna inicialmente comeca por traduzir o enunciado de linguagem natural para uma
tabela na folha de calculo onde através de tratamentos estabelece as relacdes indicadas no
problema de modo a obter a solucdo. A aluna converte depois o resultado a que chegou
para linguagem natural e para 0 SNA. Embora numa fase inicial esta conversao nao tenha
contemplado o resultado obtido na integra de forma explicita, a discussdo estabelecida
em sala de aula leva ao refinamento da escrita da condi¢do no SNA.

Tento depois levar os alunos ao reconhecimento da igualdade encontrada.

Prof.: ... N&o reconhecem esta igualdade?

Patricia: E uma equacio do 2.° grau.

Carolina: Conhecemos, conhecemos. .. E uma coisa... que...

Gabriela: Lei do anulamento do produto...

Carolina: E aquilo que a professora deu.

Gabriela: E a lei do anulamento do produto! a?-1= a-1 ou a’>-1= a+1

Patricia: Isto é a lei do anulamento do produto? E do quadrado do binémio!

Carolina: Oh pa eu ja disse isso! ... Eu ndo sei nada disso do quadrado do
binémio.

Gabriela: Nao, nao! Isso ai € outra coisa... A diferenga de quadrados!

Este dialogo retrata a confusdo que existe por parte dos alunos relativamente a
identificacdo da condicéo.

Peco depois aos alunos que encontrem a relagéo entre o quadrado da idade da Ana e o
produto das idades dos irméos sabendo que agora a diferenca de idades entre os irmaos é
de 5 anos. Carolina rapidamente constroi a tabela no Excel e afirma: “eh eh eh este menos
este da sempre 25!”. Aproximo-me e questiono a aluna acerca do resultado, ao que me
responde “5 vezes 5 da 25!”.

Na discussdo desta questdo Carolina intervém afirmando a generalizacdo deste resultado,
embora grande parte dos colegas ainda ndo estivesse consciente dessa propriedade.

Carolina: 25 ... é sempre a diferenga ao quadrado.

Prof.: Explica 14 isso melhor Carolina.

Carolina: Porque se a Ana tem 5 anos de diferenca dos irmaos ... A diferenca
vai dar sempre 5 ao quadrado. Vai dar sempre a coisa [diferenca]
ao quadrado ...

Os alunos de um modo geral ndo manifestam depois dificuldades na escrita da relagdo no
SNA.

Por fim é proposta a situagdo da diferencga das idades entre os irmaos ser k. Os alunos ja
ndo recorrem a folha de calculo.
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Prof.: Se a diferenca entre as idades deles, em vez de ser 1, em vez de ser 5, for
k, 0 que € que acontecera?

Gabriela e Carolina: a®-k? [resposta em simultaneo].

[...]

Alguns alunos: a—k vezes a+k €éigual a a®-k?.

Patricia: E so6 substituir 0 5 pelo k!

Este dialogo conduz os alunos a generalizacdo da condicao inicial.

Esta tarefa leva Carolina & deducéo da formula da diferenca de quadrados. A conversdo
do trabalho realizado na folha de célculo em articulagdo com o papel e lapis conduz a
generalizacdo no SNA, um aspeto fundamental para o desenvolvimento do pensamento
algébrico.

Tarefa D- A bola saltitona

A Carlota atirou uma bola que embateu por diversas vezes no chao.

A bola a partir do momento que tocou no chio descreveu uma trajetoria em que a sua altura, em cada
mstante /, ¢ dada por uma fungéo quadratica.

Na primeira vez, que tocou no chdo, a altura 4 da bola é dada por A(z)=-207+1607 (4 em
centimetros e / em segundos).

Na segunda vez, a altura B da bola é dada por B(z)=-20z* +1207 (B em centimetros e 7 em segundos).
Na terceira vez, a altura C da bola é dada por C(z)=-207* +807 (C em centimetros e # em segundos)

Na quarta vez, a altura D ¢ dada por D{r)=-207* + 407 (D em centimetros e f em segundos).

Por fim, a bola rolou no chao e parou.

Figura 5: Enunciado da Tarefa D.

Peco a simulacdo do primeiro salto da bola na folha de calculo. Carolina faz a simulacéo
conforme mostro na figura 6. A conversdo da tabela da folha de célculo para a
representacdo grafica permite-lhe um primeiro contacto com o grafico da parébola.
Carolina facilmente identifica a altura méaxima atingida pela bola e a que momento isso

acontece, assim como o tempo que a bola demora até voltar a bater no chéo.

Altura
Tempo EJAlura Ejll Tempo B Altura [~

0] =20*B372+169*B3

=20*B4"2+160*B4

=20*B572+160*B5

=20*B6"2+160*B6

=20*B7"2+160*B7 Altura
=20*B8"2+160*B8

=20*B9"2+160*B9

=-20*B10"2+160*B]

=20*B1122+160*B1

140

0
1
2
3
a
5
6
7
8

Figura 6: Producéo de Carolina.
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A aluna também identifica os valores de t que satisfazem a condi¢do A(t)=0 e explicao
seu significado. Durante a discussdo peco uma justificacdo algebrica para os valores de t
obtidos. Carolina resolve a equacao e usa corretamente a lei do anulamento do produto,
como mostro na figura 7.

1.4. Indica para que valores de ¢ se verifica a condigdo A(f)=0. Explica. o seu significado no
contexto do problema.
— N s g ¥ N . Lo e«
\bzx Os walores 0,8 « U signiteado deste ConalCop @ em Que INSTON res
a bola ate no chao - Alt)= -~Qo0cr +960¢

-,.\J‘j\_ o 4 '*/):»)L : /}1_

(=) 4 ( 204 4160):0 )

=) X0

Figura 7: Resposta de Carolina, Q1.4.

Reforgo depois a conexdo entre as representacdes para uma ampliacdo da compreensao
do significado da solugéo da equacéo.

Prof.: ... Vocés ja tinham respondido a esta questdo observando a tabela e
observado o grafico. Agora t€ém uma resolugao algébrica. ... No
vosso grafico quando é que a pardbola intersecta o eixo dos xx?

Turma: No 0 e 8.

Prof.: Portanto significa que 0 e 8 sdo as raizes ou as soluc¢des daquela equacgéo
que ali esta.

Por fim, noutra questdo os alunos verificam que A(t)-240 =0 é uma equacdo equivalente
a—20(t—2)t—-6)=0. A partir da discussdo desta questdo explico que é possivel escrever
uma equagao do 2.° grau como um produto de fatores, na forma c(x—r, x—r,)=0, onde ¢
€ uma constante e r1 e r2 Sao as raizes.

Os alunos resolvem ainda outra tarefa na folha de calculo que envolve uma funcgéo
quadratica sem raizes e cuja representacdo grafica é uma parabola com a concavidade
virada para cima. SO posteriormente € apresentada a formula resolvente e os alunos
estudam outras propriedades das equacgdes do 2.° grau.

A concluir

Ambas as tarefas incentivam Carolina na transformagéo das representagdes. A aluna
comeca por converter a informacdo dos enunciados para tabelas na folha de calculo. Na
tarefa D a aluna converte ainda a tabela para uma representacédo grafica, o que permite
um primeiro contacto com a parabola. Converte depois estas representacdes da folha de
calculo para o ambiente de papel e lapis, quer para linguagem natural quer para o SNA.
Posteriormente a aluna efetua tratamentos no SNA. Esta coordenagdo das representacoes
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leva a aluna a entender o significado de resolver uma equacdo do 2.° grau, mesmo antes
da aprendizagem formal do método algébrico e por outro lado a entender a factorizagédo
de uma equacdo dadas as suas raizes.

O ambiente da folha de célculo mostra-se propicio para Carolina estabelecer as relagdes
entre as variaveis presentes nos enunciados das tarefas, sem o constrangimento do uso do
simbolismo algébrico. Por outro lado, as questdes colocadas bem como as discussdes sdo
fundamentais para o estabelecimento de conexdes entre as diferentes representagdes
criando uma grande proximidade entre o ambiente da folha de calculo e o de papel e lapis,
como ilustro na figura 8.

Folha de calculo

\ Dls?ssao

Papel e lapis

Rep. SNA

Figura 8: Conexdes entre a folha de calculo e o papel e lapis.

As tarefas propostas, num ambiente combinado da folha de célculo com papel e lapis,
associadas as discussdes realizadas em sala de aula, constituem um contexto de trabalho
que incentiva Carolina a transformar as representacGes que € um aspeto essencial na
construcdo do conhecimento (Duval, 2011; Kieran, 2013).
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DIFERENTES SIGNIFICADOS DE EQUACAO E O ENSINO DE
ALGEBRA: UMA PROPOSTA PARA DISCUTIR O
CONHECIMENTO ESPECIALIZADO DO PROFESSOR

Alessandro Jacques Ribeiro
Universidade Federal do ABC (UFABC), Brasil
alessandro.ribeiro@ufabc.edu.br

A proposta principal deste texto é servir de suporte a participacdo nas discussdes de um
painel plenario acerca das representacbes matematicas, procurando explorar diferentes
significados que podem ser atribuidos & equacdo no ensino de Algebra e buscar tecer
relacBes destes significados com o Conhecimento Matematico para o Ensino (Ball,
Thames & Phelps, 2008). Primeiramente irei apresentar e exemplificar diferentes
significados do conceito de equacdo (Ribeiro, 2007), fundamentado nos resultados de
minha tese de doutoramento e em trabalhos de mestrado que ddo continuidade as
investigacGes por mim anteriormente iniciadas. Nesta primeira parte, a medida que 0s
diferentes significados sdo apresentados e sdo discutidos, procuro estabelecer relacdes
entre os referidos significados e diferentes formas de representar matematicamente um
conceito. Em seguida, coloco em discussao o papel que uma abordagem enfatizando esses
diferentes significados de equacao pode trazer para o desenvolvimento do conhecimento
matematico especializado do professor, em especial, no que se refere a conceitos
algébricos.

Considerando a relevancia que o termo significado? acaba por assumir em meus trabalhos,
provisoriamente esclareco que entendo significado como sendo as diferentes formas pelas
quais reconhecemos e utilizamos um determinado conceito. E importante ainda que se
destaque a preocupacdo que diversos pesquisadores tem apresentado, ao colocar em
discussdo a questdo dos significados em Educacdo Matematica (Kipatrick, Hoyles &
Skovsmose, 2005).

Em Ribeiro (2007) desenvolvi um trabalho de carater tedrico composto por um estudo
epistemoldgico e um estudo didatico. Utilizando diferentes referenciais bibliogréaficos,
investiguei os significados concebidos historicamente para a conceito de equagao, bem
como aqueles identificados em livros didaticos e em resultados de pesquisas em Educacéo
Matematica.

A partir das analises acima descritas, as quais foram desenvolvidas num dialogo com
referenciais tedricos da Educacdo Matematica que tematizam representaces

2 Uma discussdo mais aprofundada e ampla pode ser encontrada em Ribeiro (2010), constante nas
referéncias bibliograficas deste texto.
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matematicas, foi possivel identificar e categorizar seis diferentes significados. A seguir®
procuro apresenta-los e explica-los, segundo a leitura historica por mim adotada:

1) Intuitivo-Pragmatico: por esse significado o conceito de equacao € concebido como
uma nocdo intuitiva, ligada a ideia de igualdade entre duas quantidades. Sua utilizagdo
esta relacionada a resolugdo de problemas de ordem prética, os quais sdo originarios de
situacdes do dia-a-dia. Tal significado foi identificado nos Babilénios e nos Egipcios, em
situacdes envolvendo problemas de origem pratica, geralmente relacionados a questdes
da agricultura;

2) Dedutivo-Geométrico: por esse significado o conceito de equacédo é concebido como
uma nocao ligada as figuras geométricas, como os segmentos por exemplo. Sua utilizagéo
estd relacionada a situacdes envolvendo calculos e operagcbes com segmentos, com
medidas de lados de figuras geométricas, com intersec¢des de curvas. Tal significado foi
identificado nos Gregos, em situacdes que relacionavam as equacgdes com a utilizacéo do
método das proporcdes e o da aplicacdo de areas. Foi possivel ainda identificar tal
significado na Geometria das Curvas, de Ommar Khayyam, quando ele encontrou
solucBes geométricas para equagdes cubicas, utilizando-se de intersec¢Bes de curvas,
como a do circulo com a parabola, ou a intersec¢do da parabola e a hipérbole equilatera;

3) Estrutural-Generalista: por esse significado o conceito de equacao é concebido como
uma nocdo estrutural definida e com propriedades e caracteristicas proprias. A equacao
aqui é considerada por si propria, operando-se sobre ela mesma na busca de solucdes
gerais para uma classe de equacfes de mesma natureza. Tal significado foi identificado
nos trabalhos de al-Khwarizmi que, embora utilizasse equacdes originarias de problemas
de ordem pratica, sua atencdo estava focada para a determinacdo da resolucéo de qualquer
equacdo quadratica; nos trabalhos de Descartes, quando da utilizacdo de seu método
cartesiano, quando ele toma as préprias equac¢des ndo mais como um meio de organizacdo
de fenémenos, mas como um campo de objetos que necessita de novos meios para sua
organizacdo, como foi o caso da resolucdo de equacdes utilizando-se a forma canonica; e
também nos trabalhos de Abel e Galois, que passaram a investigar a estrutura do processo
de resolucdo das equacdes, visando encontrar, ou mostrar que nao existia, um algoritmo
capaz de resolver, por meio de radicais, as equacfes de grau superior a quatro;

4) Estrutural-Conjuntista: por esse significado, o conceito de equacdo € concebido
dentro de uma perspectiva estrutural, que estd diretamente ligada a nocdo de conjunto.
Equacdo é vista como uma ferramenta para resolver problemas que envolvam relacbes
entre conjuntos. Tal significado foi identificado principalmente em livros didaticos pds
Movimento da Matemaética Moderna;

5) Processual-Tecnicista: por esse significado, o conceito de equacao e concebido como
a sua propria resolugdo — como 0s métodos e técnicas que sé@o utilizadas para resolvé-la.

3 Uma discussdo mais ampla e aprofundada sobre os Multisignificados de Equacéo pode ser encontrada em
Ribeiro & Machado (2009), constante nas referéncias bibliograficas do presente trabalho.
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Diferentemente dos estruturalistas, aqui equacdo nao vista como um ente matematico
sobre o qual as operacbes e manipulacbes que sdo realizadas atendem a regras bem
definidas. Tal significado foi concebido principalmente a partir da analise dos resultados
de pesquisas na area de Educacdo Matematica, assim como na andlise de livros didaticos
de matematica;

6) Axiomatico-Postulacional: por esse significado, o conceito de equagdo é concebido
como uma nocgao da Matematica que nao precisa ser definida, uma ideia a partir da qual
outras ideias, mateméaticas e ndo matematicas, sdo construidas. Nesta perspectiva,
equacdo € vista como uma nogdo primitiva, como ponto, reta e plano na Geometria
Euclidiana. Tal significado foi concebido a partir de reflexdes e criticas & Teoria da
Transposicdo Didatica, de Chevallard.

Apesar da apresentacdo acima desenvolvida obedecer uma ordenagdo histérica, fato que
foi tomado apenas por uma questdo de escolha na maneira de apresentar os resultados,
chamo a atencdo para o fato de que, a meu ver, os diferentes significados de equacgéo
devam ser considerados de forma articulada e sem nenhum “nivel de hierarquizagdo”.
Coloco ainda que, o significado axiomatico-postulacional parece ter uma natureza
distinta dos demais, pois acredito que ele deva ser considerado como o primeiro a ser
discutido, de maneira implicita principalmente, no processo de ensino e aprendizagem de
Algebra. Digo isto baseado em minha conjectura de que n&o seja necessario definirmos o
conceito de equacao, para podermos aborda-lo em nossas aulas de Matematica.

Como continuidade as pesquisas desenvolvidas em Ribeiro (2007), os trabalhos de
Barbosa (2009) e de Dorigo (2010) foram investigar como professores e alunos veem,
interpretam e tratam situacdes matematicas que contemplem os diferentes significados de
equacio. Estas pesquisas estavam vinculadas a um projeto docente* mais amplo, o qual
foi composto por outros alunos de graduacdo e pos-graduacdo que constituiram uma
equipe de trabalho.

A partir dos resultados apresentados por Barbosa (2009) e por Dorigo (2010),
identificamos o que professores e alunos pensam e fazem quando se deparam com
situacbes matematicas envolvendo equacbes. O trabalho de Barbosa (2009) foi
desenvolvido com 6 professores de Matematica com diferentes tempos de experiéncia e
diferentes titulacBes. Por outro lado, o trabalho de Dorigo (2010) foi realizado com um
grupo de alunos da 32 série do Ensino Médio regular (alunos de 16-17 anos) de uma escola
publica na cidade de S&o Paulo, Brasil®.

4 O referido projeto docente tem por objetivo principal identificar as possibilidades e potencialidades que a
abordagem de diferentes significados de conceitos algébricos na formacéo do professor de Matematica que
ensina Algebra na Educacio Bésica (alunos de 6 a 17 anos).

® Vale acrescentar que Barbosa (2009) utilizou-se de entrevistas semi- estruturadas para coletar seus dados,
as quais foram realizadas individualmente com cada professor. Enquanto isso, Dorigo (2009) trabalhou
com o grupo de alunos distribuidos em duplas, ambientado num contexto de um “espago de discuss@o”. Em
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Barbosa (2009) e Dorigo (2010) apontam que, tanto professores como alunos apresentam
em suas concepcdes, uma forte presenca do significado Intuitivo-Pragmatico. Entretanto,
ainda que os alunos “utilizem” com mais naturalidade tal significado (Dorigo, 2010),
percebe-se que eles sentem uma grande necessidade de utilizar-se de procedimentos e
técnicas (significado Processual-Tecnicista) para tratar as situacdes as quais eles foram
expostos.

Nas analises desenvolvidas por eles e nos resultados apresentados, pudemos observar que
ha necessidade de se discutir tanto com professores, como com alunos, situagdes “nao
usuais”, quer seja, situagdes que possibilitem abordar as equacgdes em problemas e
contextos que “fujam” da exclusividade e/ou excesso de procedimentos e técnicas.

Finalmente, gostaria de colocar em discusséo se e como resultados de pesquisas como as
apresentadas acima podem trazer para o0 ambiente da Formacdo do Professor de
Matematica, uma discussdo sobre temas da Educacdo Bésica — como é o caso das
equacdes — que ndao contemple um simples carater de revisdo e retomada de contetdos
“basicos”. Em meu ponto de vista, tal abordagem pode possibilitar discussdes
epistemoldgicas e/ou didatico-pedagdgicas desses conhecimentos, 0 que pode propiciar a
ampliacdo das concepcdes que os professores e os futuros professores possam ter desses
conceitos matematicos.

Nessa direcao, parece-me que o trabalho com os diferentes significados de equacao na
formacéo do professor de Matematica possibilita ainda a elaboragéo de contextos em que
sejam discutidas as diferentes vertentes do conteudo (Shulman, 1986), bem como pode
permitir reflex6es e discussdes acerca do Mathematical Knowlegde for Teaching —
Conhecimento Matematico para o Ensino (Ball, Thames & Phelps, 2008), no que se refere
as equacdes, por exemplo.

Ratificando a importancia de se contemplar e desenvolver pesquisas que tenham como
preocupacdo investigar os conhecimentos do professor de matematica que ensina
Algebra, Doerr (2004) ressalta a caréncia de um corpo substancial de pesquisas sobre o
conhecimento e a pratica do professor no ensino de Algebra (p. 268).

A continuidade dos trabalhos e investigacdes iniciadas por mim, como em Ribeiro (2007),
caminha na diregdo de observar, contemplar e sistematizar tais discussoes e reflexdes uma
vez que tenho desenvolvido pesquisas com professores e alunos acerca do conceito de
equacdo em aulas de Matematica. Além dos trabalhos ja concluidos, ou em fase final de
conclusdo, outros mais estdo sendo levados a cabo na mesma perspectiva e, também,
considerando outros conceitos da Algebra.

Dentre as propostas finais que pretendemos alcangar com nosso trabalho temos, por um
lado, um anseio de instrumentalizar as “tarefas” do professor, nas quais os resultados aqui

ambos 0s casos, as intervengdes que ocorreram foram no sentido de possibilitar uma maior “explicitacdo”
das concepcdes de equagdo que tais alunos e professores possuiam.
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discutidos possam ser incorporados as praticas dos professores de matematica no que se
refere ao ensino de equacgdes na Educacéo Bésica e/ou no Ensino Superior. Por outro lado,
reflexdes tedricas estdo sendo desenvolvidas no intuito de delinear o MKT (Mathematical
Knowlegde for Teaching) no que se refere ao conceito de equacao.

Fundamentado nos resultados apresentados e nas reflexdes aqui desenvolvidas, alguns
guestionamentos encontram-se em aberto e estimulam nossas inquietagdes, tais como:
Qual é o conhecimento especifico (ou especializado) sobre o conceito de equacdo é
necessario para o professor de matematica? Como considerar e contemplar o
desenvolvimento epistemolégico do conceito de equacdo na formacdo do professor de
matematica? Qual o papel das diferentes formas de representar matematicamente um
conceito para/na formacdo do professor? Quais as principais dificuldades de
aprendizagem estdo presentes quando se ensina equagdes na Educacdo Basica e/ou no
Ensino Superior? Quais as principais dificuldades para o ensino de equac¢ao na Educacao
Bésica e/ou Ensino Superior? Qual poderia (ou deveria?) ser 0 percurso para o ensino de
equacdo, do ponto de vista curricular, na Educacdo Basica e/ou Ensino Superior?

Enfim, as questbes ainda sdo muitas; sdo amplas; sdo complexas. Todavia, certamente,
elas sdo necessarias e fundamentais se queremos propiciar a alunos e professores um
ensino e uma aprendizagem de equacdes — e de Algebra — que possa romper com uma
mera manipulacéo sem sentido e sem significados de simbolos, procedimentos e técnicas.
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As representacdes desempenham um importante papel no processo de ensino-
aprendizagem da Matematica. Em qualquer nivel de ensino, os alunos devem “criar e usar
representacfes para organizar, registar e comunicar ideias matematicas; selecionar,
aplicar e traduzir entre representacdes matematicas para resolver problemas; e usar
representacdes para modelar e interpretar fenomenos fisicos, sociais € matematicos”
(NCTM, 2007, p. 75). Em suma, os alunos devem ser capazes de usar flexivel e
fluentemente representacdes matematicas, e os professores devem proporcionar aos
alunos experiéncias de aprendizagem ricas que 0s ajudem a usar uma variedade de
representacdes para navegar entre conceitos e processos matematicos (Stylianou, 2010).
De facto, “quando os alunos conseguem aceder as representagdes matematicas e as ideias
que elas expressam, ficam com um conjunto de ferramentas que aumentam
significativamente a sua capacidade de pensar matematicamente” (NCTM, 2007, p. 75).

O termo representacdo é comummente aceite como dizendo respeito a uma configuracdo
que pode representar algo (Goldin, 2008). Como exemplos de representagdes de conceitos
matematicos podemos considerar 0s desenhos, graficos, expressdes simbdlicas, palavras,
numerais, etc. As representactes ndo podem ser entendidas de forma isolada pois apenas
fazem sentido quando perspetivadas como fazendo parte de sistemas mais abrangentes
(Goldin & Shteingold, 2001).

Goldin (2008) distingue entre sistemas de representacdo externa de sistemas de
representacdo interna. Os primeiros dizem respeito as configuracdes que podemos
observar e facilmente comunicar a terceiros como, por exemplo, desenhos, equacdes,
esquemas geométricos, numeracao na base 10 (Cuoco, 2001); os segundos dizem respeito
as imagens de objetos e processos matematicos que criamos na nossa mente como, por
exemplo, as configuracdes pessoais de simbolos convencionais da Matematica (Cuoco,
2001; Goldin, 2008).

Revemo-nos na perspetiva do NCTM (2007) que apresenta o termo representacdo como
dizendo respeito “tanto ao processo como ao resultado — por outras palavras, a aquisi¢ao
de um conceito ou de uma relagdo matematica numa determinada forma e a forma, em si
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mesma” (p. 75). Deste modo, a representacdo “é uma parte essencial da atividade
matematica e um veiculo para captar conceitos matematicos” (Stylianou, 2010, p. 327),
0 que espelha bem a sua complexidade.

Durante o processo de aprendizagem matematica, os alunos recorrem a representacoes
que Ihes sdo propostas, apresentadas, mas também geram, inventam, as suas proprias
representacdes. Apesar dos desafios que se colocam aos professores pelo facto de as
representacOes inventadas pelos alunos diferirem frequente e significativamente das
representacdes que tém acompanhado as convengfes matematicas ao longo dos tempos,
o diélogo entre representac@es inventadas e representacdes apresentadas (pelo professor)
favorece e enriquece a sua compreensdo matematica (Cuoco, 2001; Kamii, Kirkland, &
Lewis, 2001; Whitin & Whitin, 2001).

De facto, o professor, quando pensa em como ajudar os alunos a compreender um
determinado conceito, deve equacionar o uso de diferentes representacdes desse conceito
pois s6 recorrendo a representacbes mdaltiplas se consegue uma aprendizagem
significativa (Kieran, 1992). A combinacgéo de representagdes ajuda a melhor identificar
e clarificar os varios aspetos dos conceitos e a transi¢cdo entre representacdes diferentes
implica o envolvimento dos alunos em atividade matematicamente interessante.

De acordo com Miura (2001), numa sala de aula, podemos identificar representacfes
instrucionais e cognitivas. As representacdes instrucionais correspondem as usadas pelo
professor quando comunica com os alunos; sao, por isso, representacdes apresentadas, na
acecdo anteriormente referida. Incluem-se aqui as representacdes convencionais como,
por exemplo, defini¢des, modelos, exemplos, formas de manipular expressdes. Trata-se
de sistemas construidos socialmente (Goldin, 2008). As representacdes cognitivas ou
mentais sdo as utilizadas pelos préprios alunos quando procuram dar sentido a um
conceito ou quando procuram resolver uma determinada tarefa. Entre as representacdes
cognitivas podemos incluir simbolos construidos pelos préprios alunos (as representacdes
geradas de que faldmos atras), a linguagem natural, imagens ou estratégias de resolucao.
Estas representacdes ndo se podem observar diretamente, pelo que séo representacoes
internas, na acecdo de Goldin (2008). A forma como o aluno descreve uma ideia, constroi
um diagrama, descreve como pensou, manipula um material evidencia as suas
representacdes cognitivas. Perceber as representaces cognitivas dos alunos ajuda o
professor a compreender as suas dificuldades, melhorando assim o seu conhecimento
profissional e, consequentemente, a sua pratica (Goldin, 2008).

Investigadores e professores, na tentativa de compreenderem o aluno, a aprendizagem e
respetivas dificuldades, fazem inferéncias acerca das representacdes internas usadas pelos
alunos, e das suas concecdes ou ideias erroneas com base nas intera¢fes que estabelecem
com o professor ou com o0s colegas. Ou seja, mais especificamente, os professores
baseiam as suas inferéncias na exteriorizagdo das representacdes internas.
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Segundo Goldin e Shteingold (2001), a existéncia de interacdo entre representacdes
internas e externas é essencial para o processo de ensino e aprendizagem. As conexdes
entre representacdes internas e externas podem estabelecer-se através de analogias,
imagens, metaforas e apresentacdo de estruturas similares. Paralelamente, e tal como ja
referimos, o uso de multiplas representacfes constitui uma ferramenta poderosa para
facilitar a compreensdo matematica dos alunos (Kieran, 1992; Tripathi, 2008).

A diversidade de representacdes externas a que o professor pode recorrer e a oportunidade
dada aos alunos de exprimir as suas ideias recorrendo também a diferentes representacdes
ajudam o aluno a desenvolver as suas proprias representacdes, cada vez mais poderosas.
De acordo com Duval (2006), os alunos devem ser fluentes a realizar tratamentos e
conversdes, os dois tipos fundamentais de transformagdo de representacdes. Por
tratamentos entende-se as transformacdes de representagdes que ocorrem dentro de um
mesmo sistema de representacdo como, por exemplo, a manipulacdo algébrica. Os
tratamentos dependem das possibilidades de transformagdo que o sistema utilizado
oferece. Por conversdes entende-se as transformacdes de representacfes em que ha uma
mudanca de sistema como, por exemplo, passar da representacdo grafica de uma funcgéo
para a sua representacao algébrica.

As conversdes exigem “em primeiro lugar, o reconhecimento do mesmo objeto
matematico entre duas representacdes cujos contetdos ndo tém, muitas vezes, nada em
comum” (Duval, 2006, p. 112). Mais ainda, mudar de um sistema de representagdo para
outro acarreta a mudanca “ndo apenas [d]os meios de tratamento, mas também [d]as
propriedades que podem ser explicitadas” (p. 114). Deste modo, aprender matematica
com compreensdo exige o reconhecimento, pelo aluno, de um mesmo objeto em
diferentes sistemas de representacdo, bem como o reconhecimento, em cada sistema de
representacdo, daquilo que é matematicamente relevante.

E possivel identificar, no conjunto de contribuices apresentadas no EIEM 2015 que se
dedicam ao tema da aprendizagem matematica, diversos pontos de contacto. Assim, a
preocupacdo com a identificacdo de representacdes internas ou mentais percorre todos 0s
textos, de forma mais ou menos explicita. A compreensédo dos raciocinios dos alunos, do
dominio dos conceitos ou dos processos de resolucdo de tarefas € também uma constante.
Os temas matematicos presentes nas diferentes contribuicfes passam pelos nimeros
racionais e decimais, raciocinio quantitativo aditivo e estatistico, sistemas de equacdes e
padrdes, evidenciando a transversalidade da tematica deste grupo de discussao.

O primeiro momento deste grupo de discussao, dedicado as representacfes mentais dos
nameros racionais, € composto por duas comunicagdes. A primeira, apresentada por
Helena Guerreiro e Lurdes Serrazina, centra-se na construcdo do conceito de nimero
racional atraves de multiplas representacdes de alunos de uma turma do 1.° ciclo. Estas
autoras defendem que a mensagem visual dos modelos construidos relativamente a
percentagem e a utilizacdo de diferentes representagdes contribuiu para consolidar o
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conceito de numero racional. Na segunda comunicacdo, Renata Carvalho e Jodo Pedro da
Ponte procuram compreender as representacbes mentais de alunos do 6.° ano
relativamente ao célculo mental com numeros racionais. Estes autores recorrem a
perspetiva de Schnotz, Baadte, Miller e Rasch (2010) relativamente as representacfes
mentais distinguindo entre as representativas (modelos e imagens) e as descritivas
(proposicionais). A investigacdo realizada sugere que os alunos, ao calcularem
mentalmente com nuUmeros racionais, recorrem essencialmente a estratégias que
envolvem relagdes numéricas, mas também a estratégias na aplicacao de factos numéricos
(tabuadas) e regras de memorizacgdo (uso mental do algoritmo). Os autores sublinham a
relevancia da promocdo de representacdes mentais na aprendizagem de ndmeros
racionais, para que os alunos as possam utilizar perante a necessidade do céalculo mental.

O segundo momento de discussdo deste grupo debruca-se sobre a interpretacdo do
raciocinio dos alunos através da leitura das representacfes exteriorizadas. A primeira
comunicacdo, apresentada por Lurdes Serrazina e Cilia Silva, dedica-se a compreenséo
do modo como alunos brasileiros do 4.° ano de escolaridade evoluem nas representacdes
de ndmeros decimais. O recurso a transformacdes de representacBes ajudou-os a
chegarem ao significado da virgula na notagdo decimal. A segunda comunicacdo, de Inés
Diogo e Margarida Rodrigues, dedica uma atencdo particular a compreensdao do
raciocinio estatistico de criangas de 5 e 6 anos. Este estudo revela a capacidade destas
criangas organizarem, representarem e interpretarem dados que elas prdprias recolhem,
evidenciando um raciocinio estatistico sobre os dados e suas representacdes. Neste
segundo momento de discussao, surge também o poster de Ema Mamede e Liliane
Carvalho, em que as autoras procuram conhecer o efeito de trés tipos diferentes de
representacdo de informacdo (graficos de barras, tabelas e casos isolados — entendidos
como conjuntos de dados ndo organizados) no desempenho dos alunos ao resolver
problemas. Os dados do estudo realizado apontam para um desempenho semelhante,
independente da representacdo usada.

O terceiro momento deste grupo de discussao apresenta trés comunicacdes que analisam
representacdes explicitadas pelos alunos na resolucdo de tarefas e nas quais as
transformacg0Oes entre diferentes representagdes assumem um papel relevante para a
aprendizagem. A primeira comunicacao, proposta por Paula Montenegro, Cecilia Costa
e Bernardino Lopes, apoia-se nas representacdes semioticas sugeridas por Duval (2011),
onde as transformaces entre diferentes representacdes sdo reveladoras da compreenséo
do conceito envolvido. Ao longo do estudo foi verificada a ocorréncia de diferentes
conversdes na realizacdo de uma tarefa com padrdes por alunos do 6.° ano de
escolaridade. No entanto, algumas incongruéncias foram identificadas, originando
dificuldades e bloqueios. A segunda comunicacdo, de Margarida Rodrigues e Lurdes
Serrazina, dedica-se ao raciocinio quantitativo aditivo de alunos do 2.° ano de
escolaridade, atraves da anélise de representacgdes utilizadas pelos alunos na resolugéo de
duas tarefas que recorrem a transformacdes. As autoras referem o duplo papel das
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representacdes: como suporte para o pensamento matematico dos alunos e, paralelamente,
como contribuicdo para a compreensdo do raciocinio que seguem. A terceira
comunicacdo, apresentada por Sandra Nobre, Nélia Amado e Jodo Pedro da Ponte, centra-
se no estudo das representagdes matematicas e na transformacdo entre representacdes
reveladas por uma aluna do 9.° ano durante a atividade de resolucdo de problemas na
aprendizagem do método de substituicdo para resolucdo de sistemas. Os autores concluem
que a atividade de resolucdo de problemas promove o uso de diferentes representacoes e
a prépria transformacao entre estas.

Ao longo dos trés momentos deste grupo de discussao pretendemos discutir de que forma
as diferentes representacdes podem contribuir para a aprendizagem dos alunos nos varios
niveis de escolaridade. Pretendemos também que, do trabalho de grupo, seja possivel
extrair um conjunto de questdes e problemas relevantes que possam constituir objeto para
futuras investigacOes e colaboracdes.
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Resumo: O individuo constroi representagdes mentais do mundo que o rodeia, as quais
recorre para compreender a realidade e fazer inferéncias. Estas representacdes mentais
refletem os conhecimentos mateméticos e do mundo real dos alunos e tanto séo
fundamentais para a realizacdo de calculo mental como para estabelecer relacbes entre
nameros e operagdes. O objetivo deste estudo é analisar as estratégias de célculo mental
dos alunos e as representacdes mentais que lhes estdo subjacentes em questdes de calculo
mental com ndmeros racionais nas representacdes fracionéria, decimal e percentagem. O
estudo seguiu uma metodologia de design research, tendo sido realizados dois ciclos de
experimentacdo com a participagdo de duas professoras e 39 alunos do 6.° ano. As
estratégias de calculo mental dos alunos centradas em relagdes numéricas, aplicacdo de
factos ou regras memorizadas parecem ter subjacentes representagdes representativas
(modelos e imagens) e descritivas (representacfes proposicionais), embora as
representacdes descritivas se associem mais a relagcbes numeéricas.

Palavras-chave: Calculo mental, NUmeros racionais, Estratégias, Representacfes
mentais.

Introducéo

O conhecimento que temos do mundo depende de representacfes mentais (Johnson-
Laird, 1980; 1983/90) que construimos. Estas representacfes sdo criadas a partir de
experiéncias de aprendizagem, escolares e ndo escolares, que originam informacéo que é
armazenada na nossa memdria de trabalho (working memory) e de longo termo (long-
term memory). A memoria de trabalho € um sistema temporario que depende de outros
sistemas, entre 0s quais 0s que estdo envolvidos na memoria a longo termo, e constitui
um mecanismo de processamento e armazenamento de informacgédo que desempenha um
papel fundamental em tarefas cognitivas como o raciocinio, a aprendizagem e a
compreensdo (Baddeley, 1993). A memdria de trabalho é importante para a aprendizagem
em geral, mas assume uma importancia ainda maior na aprendizagem da Matematica uma
vez que o raciocinio matematico é uma atividade cognitiva de nivel elevado que faz uso
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de conhecimentos prévios e factos basicos armazenados na memoria a longo prazo.
Dehaene (1997) considera que a memoria tem um papel central no calculo mental, seja
exato ou aproximado, nao sé pela sua capacidade de guardar factos numéricos, mas
também pelos modelos mentais que vdo sendo criados com base em conhecimentos
prévios e que apoiam o0s alunos no seu processo de raciocinio e construcao de estratégias.

Um conhecimento matematico estruturado, por norma, esté relacionado com o contexto
em que foi aprendido, sendo dificil de transpor para novas situagdes (Bell, 1993). Dai a
importancia de diversificar experiéncias de aprendizagem e contextos onde 0s numeros
racionais sejam apresentados e abordados, de forma a criar oportunidades aos alunos para
estabelecerem relagOes entre diversas representacdes e formarem imagens mentais dos
conceitos matematicos (Swan, 2008). O desenvolvimento desta capacidade relacional dos
alunos apoia-os na transferéncia e/ou extenséo de conhecimentos de uns contextos para
outros. Mas, no ambito da aprendizagem dos nimeros racionais, que contextos poderao
ser relevantes para os alunos e promotores de representacdes mentais? Tendo em conta
esta questdo, este estudo tem por objetivo analisar as estratégias de célculo mental dos
alunos e as suas representacGes mentais subjacentes em questdes de calculo mental com
ndmeros racionais nas representacdes fracionaria, decimal e percentagem

Estratégias de calculo mental com nimeros racionais

Calcular mentalmente requer compreensdo acerca da grandeza e valor dos numeros, do
efeito das operaces sobre 0s nimeros e a aquisi¢do prévia de um conjunto de factos
numericos que permitam calcular rapidamente e com precisdo (Heirdsfield, 2011). Estes
factos numeéricos envolvem, por exemplo, conhecimentos sobre somas, diferencas,
produtos e quocientes que os alunos vao retendo na memaria ao longo da sua experiéncia
escolar. Neste estudo, o calculo mental é entendido como um calculo exato, efetuado
mentalmente de forma rapida e eficaz, onde é possivel usar registos intermédios em papel
e que, recorrendo a representagdes mentais, faz uso de factos numéricos, regras
memorizadas e relacGes entre numeros e operaces. O conhecimento dos alunos acerca
das operagBes com numeros, decorrente da sua experiéncia matemaética e leva-os a
simplificarem célculos cada vez mais. 1sso, bem como a complexidade dos raciocinios
usados no célculo mental com nimeros racionais (Barnett-Clarke, Fisher, Marks & Ross,
2010), origina, por parte dos alunos, o recurso a estratégias baseadas na aplicacdo de
regras memorizadas. A simplificacdo de calculos é um aspeto referido no Programa de
Matematica de 2007 como uma capacidade a desenvolver a par do célculo mental. Estas
regras memorizadas envolvem, por exemplo, a aplicacdo de procedimentos referentes a
multiplicacao/diviséo por poténcias de 10 (desloca-se a virgula uma posicéo para a direita
na multiplicacdo por 10 ou uma posicdo para a esquerda na divisdo por 10) ou as
opera¢fes com numeros racionais como a regra “inverte e multiplica” na divisdo de
fragdes, ou a adi¢do de numeradores quando os denominadores sdo iguais na adi¢ao de
fragdes. Os factos numéricos e as regras memorizadas podem surgir isoladamente
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;- . . 1 1 .
enquanto estratégia de calculo mental. Por exemplo, no célculo de >+30 aluno ao referir

“fiz meio mais meio que sei logo que da 17 esta a usar uma estratégia baseada num facto
numérico que conhece e no calculo de 10% de 350 ao referir “da 35. Tirei o zero” esta a
aplicar a regra de divisdo por poténcias de 10. Mas os factos numéricos e as regras
memorizadas também podem surgir como auxiliares preciosos no estabelecimento de
relacBes entre nimeros e operagoes.

Estratégias baseadas em relagdes numéricas refletem o pensamento relacional dos alunos
(Empson, Levi & Carpenter, 2010) ao contemplarem a mudanca de representacao (Caney
& Watson, 2003), entre numeros racionais (fracdo-—>decimal; decimal->fracéo;
fracdo—>percentagem; percentagem-> fracéo; percentagem->decimal e
decimal->percentagem) ou de um racional para um nimero natural (decimal->nudmero

10 ~ . a =
natural referente a ™ ); a relacdo parte-todo ou parte-parte; a equivaléncia entre

expressdes; a relacdes entre operacles inversas, etc. O pensamento relacional é um aspeto
importante do célculo mental pois refere-se a capacidade para usar propriedades
fundamentais das operaces e a no¢do de igualdade, para analisar e resolver problemas
tendo em conta o seu contexto (Empson et al., 2010). Baseia-se em relagdes numéricas e
0 seu desenvolvimento serve de suporte a transicdo da aritmética para a algebra
(Carpenter, Franke & Levi, 2003).

Representac6es mentais: Modelos, imagens e representagdes proposicionais

Como indica Plasencia (2002), representacGes mentais sdo representacdes internas que
fazem parte das estruturas cognitivas de um individuo, sendo através delas que damos
sentido aos fenémenos e explicamos conceitos e ideias matematicas. Na sua perspetiva,
as representacdes internas (mentais) e as representacdes externas (usadas para comunicar
ideias) estdo diretamente relacionadas em Matematica, uma vez que nos movemos entre
ambas para podermos explicar a forma como pensamos, embora por vezes
inconscientemente. Como indica a autora, pelo facto das representacbes mentais
ocorrerem na mente de cada individuo e ndo serem diretamente observaveis, tudo o que
podemos dizer sobre elas é baseado em inferéncias.

A Teoria dos Modelos Mentais de Johnson-Laird (1990) pretende explicar processos de
conhecimento complexos e, em particular, processos de compreenséo e inferéncia. Esta
teoria assume que existem trés tipos de representagdes mentais: modelos mentais,
representacdes proposicionais e imagens mentais que sdo fundamentais na construcao
destes processos de pensamento. A diferenca entre estas representacdes mentais reside na
sua especificidade e fungdo embora os modelos mentais sejam a base para a criacdo de
imagens e de representacfes proposicionais. Se estes modelos mentais representam o
mundo real com alguma especificidade, sdo considerados imagens, se fazem inferéncias
acerca do mundo real representado por modelos mentais sdo representacdes
proposicionais. Os termos usados em Psicologia Cognitiva para designar estes “entes
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mentais” estruturantes do conhecimento variam de teoria para teoria. De acordo com a
Teoria dos Modelos Mentais (Johnson-Laird, 1990), os modelos mentais tém uma
estrutura andloga a estrutura correspondente do mundo real e as imagens sdo relacdes
percetivas dos modelos a partir de um ponto de vista particular. Na perspetiva de Schnotz,
Baadte, Muller e Rasch (2010), modelos mentais sdo representacfes mentais criadas a
partir da compreensdo de representacdes externas e que estdo na base da compreensao e
construcdo do conhecimento. Como indica Medeiros (2001), o conceito de modelo
mental, apesar de sujeito a diversas interpretacdes, parece ser aceite e entendido como
fruto de representaces pessoais e privadas de um individuo. As imagens sdo classes
especiais de modelos, representam objetos e correspondem a uma visdo dos modelos,
como resultado da percecdo ou imaginacao, representando as caracteristicas percetiveis
dos objetos do mundo real. Modelos como imagens sdo altamente especificos. Por
exemplo, ndo é possivel formarmos uma imagem geral de um triangulo sem que esta
esteja associada a um triangulo especifico (equilatero, escaleno, ou isdsceles). Plasencia
(2002) refere que, em Matematica, os alunos recorrem essencialmente a cinco tipos de
imagens mentais: imagens concretas, de padrdo, de memoria de formulas, cinestésicas e
dindmicas. Imagens concretas sdo “pictures-in-the-mind” (aspas no original), ou seja,
imagens fotograficas sem movimento mas com muito detalhe. Imagens de padrédo
representam relacdes descritas através de um esquema visual-espacial, sem no entanto
apresentarem detalhes acerca do objeto que representam. A visualizacdo mental dos
movimentos das pecas num jogo de xadrez sdo imagens de padrdo. Imagens de férmulas
sdo usadas pelos alunos sempre que desejam “ver” (entre aspas no original) uma
determinada formula na sua mente, imaginando-a escrita no seu caderno ou no quadro.
Este tipo de imagem, que pode ser bastante precisa e detalhada, constitui um poderoso
meio de representar informacdo abstrata, embora em alguns casos ndo reflita a
compreensdo matematica dos alunos (nem contribua para essa compreensao). As imagens
cinestésicas envolvem atividade muscular onde os alunos acompanham com gestos a
exteriorizacdo das suas representacdes internas (e.g., indicar com o dedo uma parte de um
circulo dividido ao meio). Por fim, as imagens dinamicas envolvem a capacidade de
mover e transformar mentalmente imagens concretas (e.g., transformar um retangulo que
roda sobre um eixo dando origem a um cilindro de revolucdo). Na perspetiva desta autora,
uma aprendizagem significativa estd fortemente associada a utilizacdo de imagens
mentais onde a visualizacao assume um papel importante. A autora acrescenta ainda que,
se a Matematica escolar se basear unicamente na aprendizagem de regras e
procedimentos, isto ndo ird permitir aos alunos a criacdo de modelos mentais e de destreza
na capacidade de encarar a Matematica de forma relacional.

A representacdo proposicional enquanto representacdo mental refere-se a linguagem
mental de uma proposic¢ao que € usada para fazer inferéncias. Estas proposi¢cdes podem
ser verdadeiras ou falsas e representam afirmacgdes que ndo se parecem diretamente com
0 objeto que representam (ndo sdo estruturas analogas) mas sdo fundamentais para
estabelecer relagGes. Schnotz et al. (2010) consideram que as representacbes mentais
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podem ser consideradas sinais e vice-versa e dividem-nas em dois tipos, 0s simbolos e 0s
icones que associam a dois tipos de representacOes: descritivas (description) e
representativas (depiction). As representacdes descritivas sao simbolos, ou seja, sinais
que ndo tém qualquer semelhanca com o seu referente, mas que permitem perceber
relacdes. A linguagem natural, falada ou escrita, expressdes matematicas ou formulas sao
representacdes descritivas. Schnotz et al. (2010) relacionam-nas com representacfes
proposicionais. As representacOes representativas sao icones, ou seja, sinais (tais como
fotografias, desenhos, pinturas, mapas ou linhas de um gréfico) associados ao seu
referente por semelhanca ou analogia. Os autores relacionam-nas com modelos mentais
e imagens. Na sua perspetiva, ambas as representacdes servem propositos distintos.
Enquanto as representacfes descritivas sdo mais gerais e abstratas e poderosas a expressar
0 conhecimento abstrato, as representativas sdo mais concretas e especificas, mais
seletivas, sendo fundamentais para fazer inferéncias e caracterizar objetos. Sdo essenciais
para atingir altos niveis de abstracdo e importantes para 0 pensamento criativo, a
compreensdo, para raciocinar, argumentar e resolver problemas. Deste modo, as
representacdes descritivas e representativas complementam-se. Por vezes, uma
representacdo representativa (modelos e imagens) permite a criacdo de uma representacao
descritiva (representacdo proposicional) simples facilitando acesso rapido a um processo
simbolico.

Ainda a propoésito da construcdo de modelos mentais, Dehaene (1997) realca a
importancia de, na resolugéo de problemas, se compreender o problema para que se possa
formar um modelo mental da situacdo e ndo ser traido pelo acionar involuntéario de
determinados automatismos mentais. O autor sugere que, no ensino e aprendizagem das
fragdes, se deve incentivar a crianga a usar a sua intui¢ao de quantidade para compreender
e construir um reportério de modelos mentais que a ajude a distinguir situacdes onde 0s
ndmeros racionais surjam.

Metodologia de investigacao

Este estudo é qualitativo e interpretativo (Denzin & Lincoln, 2005) com uma metodologia
de design research (Cobb, Confrey, diSessa, Lehere & Schauble, 2003). Participam duas
professoras e duas turmas do 6.° ano (39 alunos) que ja tinham trabalhado os nimeros
racionais nas suas varias representacdes (decimal, fracdo, percentagem) e nas quatro
operacdes, e a primeira autora (a partir daqui designada por investigadora) como
observadora participante.

O estudo desenvolveu-se em trés fases (Figura 1): preparagdo, experimentacdo e analise.
A fase de preparacdo envolveu uma primeira reviséo de literatura e um estudo preliminar,
com alunos do 5.° ano da investigadora, baseado num protétipo de experiéncia de ensino
com 6 tarefas de calculo mental. Era objetivo deste estudo preliminar perceber as
estratégias dos alunos no calculo mental com nimeros racionais e algumas das dinamicas
inerentes a realizacdo de uma experiéncia de ensino centrada em tarefas de calculo mental
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e na discusséo coletiva dessas tarefas. Posteriormente foi construida uma experiéncia de
ensino com 10 tarefas de calculo mental, partindo da conjetura de que uma experiéncia
de ensino realizada durante dois periodos letivos, baseada em tarefas de calculo mental
em contextos matematicos (expressdes) e ndo matematicos (situacfes contextualizadas)
com ndmeros racionais envolvendo as quatro operacdes e centrada na discussdo das
estratégias dos alunos no 6.° ano, contribui para o desenvolvimento do reportorio de
estratégias de calculo mental dos alunos e para a melhoria gradual do seu desempenho
em tarefas de calculo mental.

Preparacao | Realizacao Analise

(" -Estudo
preliminar -Ciclo de -Analise
experimentagio retrospetiva
-Construcdo da Iell
kexperiéncia

Reflexdo

Refinamento do quadro tedrico e da experiéncia
de ensino; revisdo de literatura

Figura 1: Fases de desenvolvimento do estudo.

A fase de experimentacdo contemplou dois ciclos, um em 2012 (ciclo ) e outro em 2013
(ciclo I1). Os dados foram recolhidos recorrendo a observacao direta das aulas em que se
realizaram tarefas de calculo mental e de reunides de preparacao/reflexdo da experiéncia
de ensino com as professoras participantes. A experiéncia de ensino foi elaborada pela
investigadora e discutida e reajustada com as professoras das turmas que a realizaram na
sala de aula. A discussdo na sala de aula foi conduzida pelas professoras, intervindo a
investigadora pontualmente para esclarecer aspetos relacionados com a comunicagdo de
estratégias dos alunos. As reunides de trabalho com as professoras foram audio-gravadas
e as aulas de célculo mental foram audio e video-gravadas para posterior analise e
reflexdo acerca dos momentos de discussdo coletiva.

Na analise de dados foram visionados os episddios de aula com o intuito de identificar as
estratégias de calculo mental que os alunos referem nos momentos de discussdo. Para a
andlise das estratégias, consideramos trés categorias: (i) factos numéricos; (ii) regras
memorizadas; e (iii) relacbes numéricas. Estas categorias (e suas subcategorias) foram
construidas com base em estudos anteriores (e.g., Caney & Watson, 2003) e na analise
dos dados recolhidos. O nome dado a estratégia do aluno foi escolhido em fungédo do
elemento mais forte presente na sua estratégia (por exemplo, se faz um uso forte de
relagBes numéricas, nomeadamente da relacéo parte-todo é considerada uma estratégia de
categoria “relagdes numéricas” e subcategoria “relacao parte-todo”). Para cada categoria
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foram identificadas as representacdes mentais subjacentes as estratégias dos alunos,
nomeadamente modelos mentais, imagens mentais, ou representagcdes proposicionais.

As trés fases do estudo foram acompanhadas por uma reflexdo individual por parte da
investigadora, e coletiva entre esta e as professoras nas reunides de preparacao/reflexdo
nos dois ciclos de experimentacdo. Esta reflex&o individual e coletiva, em conjunto com
uma continua revisdo de literatura, permitiu melhorar e aprofundar ndo sé o quadro
concetual mas também as conjeturas de ensino e aprendizagem e a experiéncia de ensino,
originando diversos ajustes nas tarefas.

A experiéncia de ensino

A experiéncia de ensino é composta por 10 tarefas de calculo mental, que denomindmos
de “Pensa répido!™. Estas tarefas incluem expressdes e situacdes contextualizadas que
foram projetadas semanalmente na sala de aula com recurso a um PowerPoint
temporizado. No ciclo | de experimentacdo realizamos sete tarefas envolvendo
expressodes, duas com situagOes contextualizadas e uma envolvendo ambas (mistas). No
ciclo Il houve a necessidade de proceder a uma reorganizagdo das tarefas tendo-se
realizado cinco tarefas com expressodes e cinco tarefas mistas. Esta reorganizagao emergiu
da necessidade dos alunos darem sentido aos nimeros usando situacdes contextualizadas
(Galen, Feijs, Figueiredo, Gravemeijer & Keijker, 2008).

Cada tarefa é constituida por duas partes com 5 expressdes ou 4 situacdes
contextualizadas cada parte. Os alunos tém 15 segundos para resolver cada expressdo e
20 segundos para resolver cada situacdo contextualizada individualmente e anotar o
resultado numa folha de registo. Na primeira parte promove-se um primeiro momento de
discussdo de estratégias dos alunos com o intuito de influenciar positivamente a
realizacdo da segunda parte da tarefa. No final da segunda parte promove-se novo
momento de discussdo, cuja duracdo varia entre 30 e 90 minutos. Nas tarefas com

~ . ~ 1 1 ~
expressoes, intercalam-se expressdes sem valor em falta (e.g., >t ;) com expressoes de

valor em falta (e.g., 0,7 +__=1), sendo que estas Ultimas representam um contexto de
aprendizagem promotor de pensamento relacional ao invés de uma aplicacdo direta de
procedimentos de céalculo (Carpenter et al., 2003). As tarefas com situacdes

contextualizadas (e.g., “Uma tina tem de capacidade 22,5 [ . Quantos baldes de % [ séo

necessarios encher para despejar por completo a tina? ) pretendem facilitar a criacdo de
representacdes mentais bem como ajudar os alunos a dar significado aos nimeros através
darelacdo entre estas e as expressdes apresentadas, podendo 0s raciocinios ser transpostos
de uma situacao para outra. Por exemplo, a resolucéo da situacéo da tina referida acima

H ~ ~ 1 A . . ~
pode relacionar-se com a resolugdo da expressao 2,4 -+ > A dindmica de realizacdo e
exploracdo das tarefas é igual ao longo de toda a experiéncia de ensino.
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Na construcdo das tarefas, os numeros racionais surgem em diferentes representacfes
(decimal, fracdo e percentagem), estando a representacdo usada em cada tarefa de acordo
com o topico que as professoras estavam a trabalhar no momento. No momento em que
se estudam volumes usa-se sobretudo a representacdo decimal, no estudo das relacdes e
regularidades usa-se a representacdo em fracdo e em Estatistica usam-se as trés
representacdes. Esta opcao permite desenvolver o calculo mental de forma integrada com
a aprendizagem dos numeros racionais, prolongada no tempo e estabelecer relacGes entre
diferentes topicos matematicos. Recorremos ao uso de numerais decimais com o ultimo
digito par ou multiplos de 5 e de 10 e nimeros de referéncia para facilitar a equivaléncia
entre as representaces decimal, fracionaria e percentagem. Enfatizamos a importancia
de algumas relagdes numericas (e.g., dividir por 0,5 é o0 mesmo que multiplicar por 2)
fazendo-as surgir em diversas questdes ao longo das 10 tarefas.

As tarefas permitem ndo sé rever e consolidar aprendizagens envolvendo nimeros
racionais de referéncia, mas também ampliar estratégias de célculo mental dos alunos.
Mas as tarefas, por si s@, sdo insuficientes para desenvolver o célculo mental. Tal como
refere Thompson (2009), é fundamental que o professor crie um ambiente de sala de aula
onde os alunos se sintam confortaveis a partilhar as suas estratégias, em que oica
atentamente as suas estratégias e as reforce positivamente, contribuindo para a melhoria
do conhecimento dos alunos sobre 0s nimeros e as operacOes e da sua capacidade de
implementar estratégias eficazes. O professor deve também assegurar-se que os alunos
tiveram oportunidade de experienciar situacdes diversificadas de calculo mental para
assim desenvolverem estratégias cada vez mais sofisticadas. Acrescentamos ainda a
importancia do questionamento na sala de aula, quer no sentido professor-aluno, quer
entre alunos, por exemplo: Como pensaste? Como chegaste ao teu resultado? O que
pensam da estratégia do colega? Em que aspeto é que a tua estratégia € diferente da do
teu colega? Este tipo de questdes tem como objetivo ajudar o aluno a explicar e a clarificar
como pensou e a ser critico face as explicacbes dos colegas, gerando-se um ambiente de
partilha onde se vai construindo um reportério de estratégias e se validam as estratégias
dos alunos, através da interacdo entre estes.

Estratégias e representaces mentais dos alunos

As questdes de céalculo mental que analisaremos de seguida pretendem ilustrar algumas
das estratégias mais comuns dos alunos no célculo mental com nimeros racionais, bem
como as representacdes mentais associadas a essas estratégias, verbalizadas através das
suas explicagbes. Analisaremos questdes envolvendo fragGes, numerais decimais,
percentagens ou envolvendo duas destas representacdes dos nimeros racionais. Os tipos
de questbes apresentadas variam entre expressdes com valor ou sem valor em falta e
situacOes contextualizadas.

A expressdo sem valor em falta indicada na figura 2 foi a primeira realizada na
experiéncia de ensino nos ciclos de experimentacdo | e Il e refere-se & adicdo de duas
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fracdes. A explicacdo de Goncalo evidencia uma estratégia de relacdo parte-todo que
parece ter sido originada por uma imagem mental, onde o0 acompanhamento da explicacao
do aluno nos permite visualizar mentalmente a situacdo apresentada por este: “Pensei
numa maca e parti. E depois eu juntei os dois meios”. Nesta estratégia, o aluno sente
necessidade de “imaginar” uma magcé (todo), de a partir em meios (partes) e de voltar a
juntar as partes para formar o todo estabelecendo, assim, uma relacdo parte-todo. A
relacdo parte-todo foi um tipo de estratégia que surgiu pontualmente associada as
operacdes com fragdes, sobretudo no calculo de percentagens. No que se refere a imagem
mental de Gongalo e que envolve uma unidade continua (uma macéd), esta apenas surgiu
associada ao célculo de fracGes.

Tarefa +

B =
2| =

Explicacdo do  Gongalo (ciclo IT): Eu pensei numa maci e parti. E depois eu
aluno juntei os dois meios e depois vi logo que era uma unidade.

Estrategia  Relacdes numeéricas — relacdo parte-todo

Representacio

mental Imagem mental

Figura 2: Analise da questéo % + %

A adicdo de dois numerais decimais é frequentemente associada pelos alunos a adigéo de
dois nimeros naturais, o que se reflete nas suas estratégias. A estratégia de Rui (figura 3)
reflete a aplicacdo de uma regra memorizada, onde € possivel perceber que este realizou
mentalmente o algoritmo da adicdo.

Tarefa 0,54+ 0,25

Rui (ciclo IT): Esta ali 5 décimas e ali estd 25 centésimas. Fiz
Explicacao do ypidades com unidades. Zero com 5, 5. 5 com 2. Nio
aluno transformeio 5 em 50 centésimas. .. zero com 5, 5. 5 com o

2. 7. Zero com zero, Zero.
Regras memorizadas — algoritmo da adicio de numerais

Estratégia decimais
Representacio Imagem mental
mental

Figura 3: Analise da questdo 0,5 + 0,25.

Esta estratégia parece ter sido influenciada pela imagem mental de algoritmos escritos,
dado o pormenor com que Rui explica a forma como realizou o célculo: “Fiz unidades
com unidades. Zero com 5,5.5com 2. .. 7. Zero com zero, zero”.

Estratégias baseadas em imagens mentais de algoritmos escritos, ndo surgiram apenas
associadas a adicdo de numerais decimais mas também as operacGes com fracoes,
especialmente na multiplicacéo e diviséo de duas fragoes.
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O caélculo de percentagens fez emergir relacdes parte-parte e parte-todo (entre outras)
como a apresentada por Jodo, especialmente em expressoes de valor em falta como a que
se apresenta na figura 4. Jodo apresenta uma estratégia que parece ter subjacente uma
imagem mental baseada em experiéncias do “dia-a-dia” tal como refere: “Nas fra¢des
utilizavamos a piza e eu lembrei-me de uma coisa do dia-a-dia. Lembrei-me de berlindes”,
onde usa como unidade de referéncia uma unidade discreta (sacos de berlindes). Esta
imagem mental reveste-se de alguma especificidade: (“3 berlindes em cada saco”;
“enchia 20 sacos, cada um com 3 berlindes”, “fiz 3 vezes 20”) permitindo-nos “imaginar”
a situacao ao longo da sua explicacdo. Jodo, ao relacionar parte-todo mostra saber que (e
de acordo com a sua imagem mental) 5% corresponde a 3 berlindes e que sdo necessarios
20 sacos para obter o todo (“enchia 20 sacos cada um com 3 berlindes porque 5 vezes 20
da o 100%”). No final apoia-se em factos numéricos (tabuada) para chegar ao valor em
falta. Esta estratégia parece basear-se igualmente numa representacao proposicional que
reflete as relacbes numéricas verbalizadas por Jodo: se 5% de ? = 3e 5% X 20 = 100%
entdo 3 x 20 =7

Tarefa 5% de 7=3

Jodo (ciclp I): Entio punha 3 berlindes dentro deum saco. Esse
walia 5 [%]. Depois ia buscar, ia buscar mais 95 sacos e enchia-os
todos com 3 berlindes. Nio. enchia 20 sacos cadaum com 3
berlindes porque > vezes 20 dava o 100%. E depois fui contar os
berlindes. 3 mais... Fiz 3 vezes 20.

Estratéegia  Relagdes numéricas — relagio parte-todo

Explicacdo do
aluno

Representacio

Imagem mental/representacdo proposicional
mental 8 P vao prop

Figura 4: Analise da questdo 5% de ?=3.

Uma das estratégias mais comuns dos alunos nas operacdes entre uma fragdo e um
numeral decimal é a mudanca de representacao. Enquanto alguns alunos preferem mudar
a representacdo fracionaria para decimal outros preferem a decimal para fracionaria
como fez Maria (figura 5). Maria parece ter recorrido a um modelo mental (um relégio)
para a apoiar no calculo. A expressao: “Pus 0,50 em meia hora” parece indiciar que esta
converteu o numeral decimal 0,5 na fracédo % e que, sem recorrer a fracdes equivalentes
ou a qualquer procedimento algoritmico calcula o valor da expressdo com base na sua
percecdo e “visualizacdo mental” da marcacdo das horas no relogio, indicando
posteriormente o resultado em numeral decimal. Esta estratégia mostra alguma destreza
na transicdo entre representacdes equivalentes dos nimeros racionais e 0 recurso a
contextos familiares dos alunos como apoio ao calculo mental.
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3
Tarefa E + 0,5

Explicagio do Maria (cicle I): Portanto —... Pensei no relogio e pus 0,50 em meia

. 3, . . )
aluno hora. Entio se ¢ igual a " de hora, mais meia hora dd uma hora e

um quarto. Uma hora e um quarto pus 1,25
Estratégia  Relagdes numéricas — mudanca de representacio

Representacio

Modelo mental
mental

Figura 5: Andlise da questao Z +0,5.

A resolucéo da situacdo dos copos de refresco (figura 6), realizada na ultima tarefa da
experiéncia de ensino, poderia ter sido resolvida através da expressdo 0,75 —% A

estratégia de Ricardo evidencia que este possui conhecimentos sobre equivaléncia entre
representacdes dos numeros racionais e fracdes ao associar 0,75 a 75% e posteriormente

a g Ao optar por converter 0,75 em g e, tendo em conta que cada copo tinha a capacidade

1 . .. . P
de 5 [, de forma quase intuitiva e sem necessidade de céalculos demorados (como a regra

“inverte e multiplica” sobejamente usada pelos alunos) Ricardo chega ao resultado 6
possivelmente através da relacdo entre as fracGes. Esta estratégia podera ter-se baseado
numa representacao proposicional centrada na mudanca de representacéo e na relacao

entre dividendo e divisor da operacdo a realizar: se 0,75 = 75% = g entdo 0,75 =+ % =

6 .1 6 1 .x 6 .1
-+==-C0M0o-=6 X-entdo - +-= 6.
8 8 8 8 8 8

T
A Ana quer encher copos com refresco. Cada copo tem EE de

Tarefa capacidade. Quantos copos consegue encher a Ana com
0,751 de refresco?

Explicacao do  Ricardo (ciclo II): g € um copo e 75% ég .. .gé 6 copos.
aluno

Estrategia  Relagdes numéricas — mudanca de representacio

Representacio

Representacio proposicional
mental P 730 pIop

Figura 6: Analise da questéo sobre os copos de refresco.

Na primeira parte da tarefa 5 Tiago resolve a situacdo contextualizada apresentada na
figura 7 recorrendo a factos numéricos. Esta situacdo envolve o conceito de area e a
compreensao deste conceito ¢ fundamental para a resolugdo da situagdo. A expressao “eu
multipliquei lado vezes lado” evidencia que o aluno compreende o conceito envolvido e
certamente por isso simplesmente recorre ao seu reportorio de factos numeéricos
conhecidos (produtos de fatores iguais que originam 36) para a sua resolucdo. Tendo em
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conta a explicacdo que apresenta, Tiago podera ter recorrido a imagem mental do produto
6 X 6 = 36.

A Rita construiu um cubo em que a drea da base era
0,36 m? Qual a medida do lado?

Explicacao do  Tiago (Ciclo IT): [Deu] 0,6 eu multipliquei lado vezes lado
aluno [0.6x0.6] supondo que deu 0,36.

Estrategia  Factos numeéricos — tabuada do 6

Tarefa

Representacao

mental Imagem mental

Figura 7: Analise da questédo sobre a face de um cubo de area 0,36 m?.

Depois de discutida a primeira parte da tarefa 5, na segunda parte, foi proposto o calculo
de?x 0,4 = 0,16 (figura 8). Neste caso, Tiago mostra ter operado com numerais
decimais como se estes fossem nimeros naturais (mudanca de representacéo de numeral

. , 10 ~ . , - . ~
decimal para nimero natural referente a E)’ algo que ndo ficou explicito na explicacéo

que apresentou para a resolucédo da situacdo da figura 7, e tenta encontrar um produto, no
seu reportdrio de factos numéricos, cujo valor seja 16, sendo que um dos fatores é 4. A
explicacdo de Tiago mostra que o aluno relaciona 4 x 4 com 0,4 x 0,4 e que coloca duas
casas decimais no produto 16, mas ndo explica a razdo por que o faz. A estratégia de
Tiago podera ter-se baseado numa representacdo proposicional onde este podera ter
comparado a resolucdo da situacdo contextualizada apresentada na da figura 7 (“Eu fiz
aquilo que nos aplicamos, neste aqui’’) com a expressdo de valor em falta da figura 8: se
0,6 X 0,6 =0,36 com 6 X 6 =36 entdo para?x 0,4 = 0,16, 4 x4 =16 com 0,4 X
0,4 = 0,16. Esta representacdo proposicional podera ter surgido a partir da imagem
mental de factos numéricos associados ao conceito de area, usados por Tiago na resolucao
da situacédo apresentada na figura 7.

Tarefa 7% 0,4=0,16

Tiago (ciclo IT): Eu fiz aquilo que nds aplicimos, neste aqui
Explicacao do  (refere-se 4 situacio contextualizada da face do cubo com
aluno 0.36m? de area). .. Fiz 0.4x0.4. 4x4, 16 depois acrescenta-se,
duas casas.
Estratégia  Relacdes numéricas- mudanca de representacio

Representacio

Imagem mental/Representacio proposicional
mental 8 °P 730 prop

Figura 8: Analise da questdo ?x 0,4 = 0,16.

Estes dois contextos (figuras 7 e 8) e sua relagdo, usados na experiéncia de ensino em
partes diferentes de uma mesma tarefa (contextos relacionados também foram usados em
tarefas diferentes) e tornada explicita na explicacdo de Tiago, reforca a importancia de

80



GD1 - As representacdes e a aprendizagem matematica

proporcionar aos alunos contextos distintos mas relacionaveis. A figura 8 apresenta uma
expressao simbolica que Tiago considerou como sendo uma hipotese para modelar uma
situacdo envolvendo o conceito de area, relacionando assim o céalculo de?x 0,4 =
0,16 com o que tinha realizado a proposito da situacdo apresentada na figura 7.

Conclusédo

No célculo mental com nameros racionais os alunos optam por recorrer a estratégias que
envolvem relagbes numéricas, embora estratégias baseadas na aplicacdo de factos
numéricos (tabuadas) e regras memorizadas (aplicacdo mental do algoritmo para a adicao
de numerais decimais) surjam igualmente, Nas questdes analisadas, as relacdes numéricas
centram-se na relacdo parte-todo para operar com fragdes e percentagens e na mudanca
de representacdo (Caney & Watson, 2003) para operar com fracGes e numerais decimais.

A andlise das estratégias dos alunos permite-nos perceber que contextos se revelam para
eles mais significativos, podendo ser, por isso, promotores de representacdes mentais de
suporte ao calculo mental. Os dados revelam que os alunos recorrem tanto a
representacdes representativas, como modelos ou imagens, como a representacoes
descritivas como representacdes proposicionais (Schnotz et al., 2010). Os modelos
mentais surgem com uma representacdo do mundo real, por exemplo um rel6gio, sem
grandes especificidades associadas, enquanto as imagens mentais se revestem de maior
especificidade, caracterizando de forma mais precisa o objeto que pretendem representar,
como o caso da macd ou do algoritmo da adicdo de numerais decimais. Modelos e
imagens parecem estar subjacentes a estratégias envolvendo tanto relacdes numéricas
como factos ou regras. Uma vez que as representacbes proposicionais, enquanto
representacdes descritivas, permitem perceber relagGes, surgem associadas a estratégias
baseadas em relacbes numéricas. A complementaridade entre representacdes
representativas e descritivas parece refletir-se na estratégia de Jodo que parte de uma
imagem mental (saco de berlindes) para estabelecer uma relagdo parte-todo assente numa
representacdo proposicional ou na estratégia de Tiago que, ao comparar estratégias de
resolucdo de uma situacdo contextualizadas com a resolucdo de uma expressdo, parece
apoiar-se igualmente na imagem mental de factos (produto de fatores iguais associado ao
conceito de area) para criar uma representacdo proposicional que reflete as relacdes que
estabelece.

As representacGes mentais dos alunos refletem os seus conhecimentos sobre nimeros
racionais, suas operacoes e relacGes. Este estudo reforca a importancia do uso de
contextos na aprendizagem dos ndmeros racionais, promotores de representacoes
mentais, as quais os alunos podem recorrer no calculo mental.
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Resumo: Este artigo apresenta parte de um estudo que se encontra a decorrer e que visa
compreender como se caracteriza o raciocinio estatistico de criancas de 5 e 6 anos. O
artigo apresenta a interpretacdo do raciocinio estatistico revelado pelas criangas através
da analise das suas representa¢fes. Comecamos por discutir teoricamente o conceito de
raciocinio estatistico, os principios inerentes a um ambiente de aprendizagem que
favoreca o seu desenvolvimento e o papel das representacOes, especificando depois as
caracteristicas do trabalho em Organizacdo e Tratamento de Dados na educagdo pré-
escolar. O estudo segue uma abordagem de natureza qualitativa sob um paradigma
interpretativo e a recolha de dados realizou-se em 2015 através da observagdo participante
e da analise documental. Os resultados preliminares aqui apresentados sugerem que a
maioria do grupo de criancas reconhece as diferentes formas de representacéo dos dados,
identifica os seus nomes e sabe explicar as diferentes representacdes. No ambito de um
pequeno projeto de investigacdo estatistica, as criancas atenderam as suas diferentes
fases, mostrando-se capazes de representar e interpretar dados recolhidos por si. Algumas
das criangas preocuparam-se em organizar os dados no momento da sua recolha,
classificando-o0s, sendo que uma delas organizou os dados, de modo espontaneo, numa
tabela de frequéncias. As criangas evidenciaram um raciocinio estatistico sobre os dados
e sobre a sua representacao.

Palavras-chave: raciocinio estatistico, representacées estatisticas, educacdo pré-escolar,
investigacao estatistica, Organizacao e Tratamento de Dados.

Introducéo

A matematica tem um papel muito importante na estruturacdo do pensamento da crianca.
Desde muito cedo, e a partir das suas vivéncias diarias, a crianga vai espontaneamente
construindo nogdes matematicas. Ao nivel formal, o educador de infancia pode assumir
um papel primordial na promogao destas aprendizagens, recorrendo a situagdes do dia-a-
dia que sejam do interesse da crianca. Assumindo que estas experiéncias tém um papel
fundamental em aprendizagens futuras, é necessario que o educador esteja atento as
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muitas possibilidades de aprendizagens em matematica que o quotidiano na educacéo pre-
escolar possibilita, tal como preconizado nas OrientacGes Curriculares para a Educacgéo
Pré-escolar (OCEPE, 1997, p. 73): “Cabe ao educador partir das situagdes do quotidiano
para apoiar o desenvolvimento do pensamento logico-matematico, intencionalizando
momentos de consolidacao e sistematizacdo de no¢des matematicas”. A Organizacao e
Tratamento de Dados (OTD) é uma area com forte ligacdo ao quotidiano e sabendo que
a informacdo que, atualmente, nos chega diariamente se encontra cada vez mais
representada em tabelas ou graficos, a necessidade de saber como interpretar esses dados
é cada vez mais premente. Por outro lado, é relevante investigar se, ao ser estimulada
desde cedo, a crian¢a desenvolve um raciocinio estatistico que lhe permita ser capaz de
levantar questdes, recolher dados, organiza-los e representa-los em graficos, bem como
interpreta-los.

Este artigo apresenta parte de um estudo, no &mbito de uma dissertacdo de mestrado, que
se encontra ainda a decorrer, e que tem como objetivo compreender como se caracteriza
o raciocinio estatistico de criancas de 5 e 6 anos. As questdes de investigacdo desse estudo
sdo: (1) Como é que as criancas analisam, interpretam e representam dados registados em
mapas? (2) Como é que as criangas implementam um projeto de investigacao estatistica,
atendendo as suas diferentes fases? (3) Que tipos de raciocinio estatistico evidenciam as
criancas? O artigo enquadra-se nas segunda e terceira questdes, tendo como foco as
representacdes das criangas no ambito da implementacdo de um projeto de investigacao
estatistica, que partiu de uma questdo levantada por elas: Quantas manas tens? O projeto
contemplou diferentes fases, nomeadamente, a formulacdo de questbes, recolha e
organizacdo dos dados, representacdo dos dados, interpretacdo e comunicacgédo dos dados
(Ponte & Fonseca, 2001; Wild & Pfannkuch, 1999). A primeira autora é a educadora
titular do grupo de criancas de 5 e 6 anos, com o qual foi desenvolvido o presente estudo,
e que frequentava a educacdo pré-escolar durante o ano letivo 2014-2015, num colégio
particular do distrito de Setubal.

Enquadramento tedrico

De acordo com Garfield (2002), o raciocinio estatistico pode ser definido como a forma
como as pessoas raciocinam com as ideias estatisticas e ddo sentido & informag&o
estatistica, envolvendo fazer interpretacbes baseadas em representacdes graficas,
conjuntos de dados ou sumarios estatisticos. A este respeito, Lopes e Fernandes (2014,
pp. 72-73) indicam que possuir um raciocinio estatistico “significa compreender e ser
capaz de explicar 0s processos estatisticos e interpretar completamente os resultados
estatisticos. (...) Assim, o desenvolvimento do raciocinio estatistico possibilita o aluno a
compreender, interpretar e explicar um processo estatistico com base em dados reais”.
Estas autoras, citando Garfield e Gal, apresentam seis tipos de raciocinio estatistico: (i)
sobre os dados; (ii) sobre a representacdo dos dados; (iii) sobre as medidas estatisticas;
(iv) sobre a incerteza; (v) sobre as amostras; e (vi) sobre associagdes. No ambito do
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raciocinio sobre os dados, o aluno é capaz de reconhecer e categorizar os dados e sabe
utilizar uma tabela, um grafico ou uma medida adequada para um dado tipo de variavel.
No raciocinio sobre a representacdo dos dados, o aluno é capaz de ler e interpretar
gréficos, entender que tipo de grafico é apropriado para representar um conjunto de dados
e de reconhecer as carateristicas gerais de uma distribuicéo pelo seu grafico.

Segundo Garffield e Ben-Zvi (2009), a implementacéo de um ambiente de aprendizagem
propicio ao desenvolvimento do raciocinio estatistico dos alunos passa pela adogédo de
seis principios: (1) focar a aprendizagem no desenvolvimento de ideias estatisticas
centrais e ndo em procedimentos; (2) usar conjuntos de dados que sejam reais e
motivantes que envolvam os alunos a fazer e a testar conjeturas; (3) usar as atividades de
sala de aula para apoiar o desenvolvimento do raciocinio dos alunos; (4) integrar o uso de
ferramentas tecnoldgicas apropriadas que permitam aos alunos testar as suas conjeturas,
explorar e analisar dados; (5) promover um discurso na sala de aula que inclua
argumentos estatisticos e discussdes focadas em ideias estatisticas significativas, e (6)
usar uma avaliagdo formativa que permita perceber o que os alunos sabem e monitorizar
o desenvolvimento da sua aprendizagem estatistica bem como avaliar as planificacfes e
0 progresso realizado.

Também o NCTM (2007) enfatiza a importancia de se promover discussdes nas aulas
focadas nas representacgdes feitas pelos alunos.

As representacdes dos alunos devem ser discutidas, partilhadas com os
colegas e apreciadas, uma vez que refletem a sua compreensdo. Estas
representacdes permitem aos professores avaliar a sua compreenséo e
dar inicio a discussdes de turma acerca de assuntos importantes
relacionados com a representacdo de dados. As ideias erréneas que
possam surgir devido a algumas representacdes de dados proporcionam
oportunidades para uma nova aprendizagem e ensino. (NCTM, 2007, p.
130)

Sendo uma representacdo uma configuracdo que permite pensar sobre um dado objeto
matematico (Goldin, 2008), este evoca uma multiplicidade de representacfes (Velez &
Ponte, 2014), as quais assumem um papel importante quer na compreenséao pelo docente
do raciocinio desenvolvido pelas criangas, quer no processo de aprendizagem, auxiliando-
as na construcao de novos conhecimentos (NCTM, 2007). E fundamental que as criangas
possam usar representacdes informais, intuitivas, de modo a conferir sentido as diversas
ideias matematicas, mas é igualmente importante que as mesmas se familiarizem com
formas convencionais de representagdo matematica, como é o caso das representacdes
estatisticas estabelecidas para organizar e representar os dados. De acordo com
Hutchison, Ellsworth e Yovich (2000), o uso de maltiplas formas de representacdo de um
conjunto de dados contribui para um maior conhecimento dos alunos acerca do tépico em
estudo. Estes autores, reportando-se a um estudo realizado com alunos do 3.° ano de
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escolaridade, sublinham a importancia da discussdo em turma bem como da experiéncia
de elaboracéo de graficos no aumento da capacidade dos alunos em analisar e representar
dados.

E importante promover atividades relacionadas com a Organizagio e Tratamento de
Dados com criangas em idade pré-escolar, que assentem na classificacdo, contagem e
comparagdo, organizando atividades que levem as criangas a questionar e a procurar
respostas para essas questdes, tendo sempre em conta que seja qual for o tema, este deve
sempre fazer sentido para elas e partir da sua curiosidade (Castro & Rodrigues, 2008).
Assim, é relevante que os educadores promovam atividades que levem as criangas a
analisar mapas de registo e a construirem gréaficos e tabelas, de modo a que estas possam
analisar e discutir com os seus pares. Este passo é importante para que posteriormente as
criancas sejam capazes de autonomamente vivenciarem as diferentes fases de um projeto
investigativo, que gradualmente as ajude a desenvolver um raciocinio estatistico.

Segundo Sheffield et al. (2004), é recomendavel que os alunos formulem questbes que
possam ser respondidas através da recolha e analise de dados e expliquem em que
consistem as mesmas. Os autores referem, ainda, que para raciocinarem estatisticamente,
as criangas precisam de compreender a andlise de dados e os aspetos das probabilidades
com eles relacionados. Para isso, recomenda-se que as criancas trabalhem diretamente
com os dados, considerando importante que os alunos do pré-escolar ao 12° ano estejam
habilitados a: (a) formular questdes que possam ser abordadas por meio de dados e
recolher, organizar e apresentar dados relevantes que permitam responder a essas
questdes; (b) selecionar e usar métodos estatisticos adequados a analise de dados; (c)
desenvolver e avaliar inferéncias e previsdes baseadas em dados; (d) compreender e
aplicar conceitos basicos de probabilidades.

Estudos desenvolvidos com criancas do pré-escolar mostram a importancia da atribuicao
de um significado pessoal as representacdes estatisticas. O estudo de Cordeiro (2014) que
teve como objetivo compreender como € que criancas de 4 e 5 anos representam e
interpretam dados recolhidos nas suas rotinas evidencia que as criangas transpuseram 0s
dados dos mapas de registo para graficos através de diversos tipos de correspondéncia,
atribuindo significado pessoal as representacdes. Por exemplo, num pictograma alusivo
aos aniversarios das criancas, apesar de ter sido usado o mesmo simbolo (cara
representativa da unidade observacional), as criangas associavam cada um dos simbolos
a uma crianca especifica, tendo usado uma ordenacdo temporal na colocacdo dos
simbolos. Neste estudo, uma das criangas mostrou ter compreendido que o total dos
simbolos do pictograma correspondia ao nimero de criangas na sala. O estudo de Souza
(2008) teve como objetivo verificar as etapas de uma proposta didatico-pedagdgica para
a abordagem da estatistica na educacéo infantil, bem como o significado que as criancas
atribuem a algumas nogdes estatisticas. Este estudo evidencia a capacidade das criangas
em idade pré-escolar de desenvolverem ideias estatisticas, embora requerendo uma
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contextualizacdo ligada as suas vivéncias ainda mais acentuada do que nos outros niveis
educativos.

Abordagem metodoldgica

Este estudo assenta numa metodologia de investigacdo interpretativa de natureza
qualitativa. Bogdan e Biklen (1994) referem que uma das principais carateristicas da
investigagdo qualitativa € o facto de os investigadores qualitativos se interessarem mais
pelo processo do que pelo produto. Na nossa investigagdo, o mais importante sera o
envolvimento das criangas, 0s seus registos, representacdes e explicacdo dos mesmos.
Assim, o estudo foca o processo de investigagdo estatistica vivenciado pelas criancas.

Este estudo foi realizado num colégio particular, que possui as valéncias de creche, pré-
escolar, 1.°, 2.2 ¢ 3.° ciclo, situado no distrito de Settbal. O estudo incidiu sobre um grupo
de 26 criancas (13 rapazes e 13 raparigas), com idades compreendidas entre 0s 5 e 6 anos.
Este € um grupo que maioritariamente se encontra junto desde os dois anos de idade. A
investigadora é a primeira autora do presente artigo, sendo também a educadora titular
destas criancas desde os seus dois anos. Este grupo de criancas revela elevadas capacidade
linguisticas, estando habituado a tomar decisfes e a encontrar respostas para as suas
escolhas. O trabalho com gréficos, nomeadamente o grafico de barras e o pictograma, ja
vinha a ser desenvolvido desde os 4 anos. Antes do desenvolvimento do projeto
investigativo, apresentado neste artigo, as criangas realizaram diversas atividades
relacionadas com a representacdo e andlise de dados, envolvendo graficos de barras,
graficos de pontos, pictogramas e tabelas de frequéncia. As atividades foram realizadas
em grande grupo (todas as criancas), pequeno grupo (até 7 criancas) e individualmente.

A recolha de dados, realizada de fevereiro a junho de 2015, contemplou como técnicas a
observacao participante e a analise documental. Para a recolha dos dados, recorremos a
gravacdes de audio e video, a registos fotograficos dos trabalhos elaborados pelas
criancas, e a elaboracdo de um diario de bordo. A anélise documental foi realizada tendo
por base os registos produzidos pelas criancas, nhomeadamente as suas representacfes
estatisticas, as transcricdes das gravacdes video e audio e o diario de bordo.

Na analise de dados, que ainda se encontra numa fase muito preliminar, é enfatizada uma
perspetiva interpretativa e indutiva, e visando a triangulacdo dos dados, sdo usadas e
cruzadas diversas fontes (Bogdan & Biklen, 1994). As categorias analiticas ainda se
encontram em desenvolvimento, sendo possivel, nesta fase, identificar as seguintes, com
base na revisdo da literatura efetuada bem como nos dados aqui apresentados: tipos de
raciocinio (raciocinio sobre os dados, raciocinio sobre a representacdo dos dados);
representacdes estatisticas (tabela de contagem e de frequéncias, pictograma, gréafico de
pontos, grafico de barras); representacfes usadas pelas criangas na fase de recolha de
dados.
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Por dltimo, antes de iniciarmos o estudo, foi pedida uma autorizacdo a Diretora
Pedagogica, bem como aos encarregados de educacdo do grupo participante. Apos este
procedimento, foi explicado as criancas o projeto em que seriam envolvidas. O facto de
serem filmados ndo colocou qualquer obstaculo pois ja era pratica corrente com este
grupo. O verdadeiro nome dos alunos envolvidos ndo € mencionado, sendo utilizados
nomes ficticios.

Apresentacdo de alguns resultados

O projeto de investigagdo estatistica aqui analisado partiu de uma questao levantada pelas
criangas -- Quantas manas tens? -- e passou pela fase da recolha de dados, sua
organizacéo e representagcdo numa tabela de contagem e de frequéncias, num pictograma,
gréafico de barras e grafico de pontos. O projeto desenvolveu-se em trés momentos, que
foram realizados em diferentes dias:

a) Formulacdo de questdes — Inicialmente foi proposto em grupo que as criangas
pensassem em algo que gostassem de saber sobre os colegas. Depois cada um apresentou
a sua escolha enquanto a educadora ia escrevendo numa folha A4 todas as propostas. Por
fim, votou-se com ‘dedos no ar’, qual a pergunta preferida do grupo. A questdo escolhida
foi “Quantas manas tens?".

b) Recolha e organizacdo dos dados — Apds a escolha da pergunta, as criangas receberam
apenas a orientacdo de que podiam ter uma folha A4 e um lapis ou caneta de feltro para
iniciar individualmente a recolha dos dados, o que resultou num momento social muito
rico em comunicacdo, onde o envolvimento das criancas por todo o espaco da sala e 0 seu
empenho foi notorio. Devido a falta de duas criancas, este momento foi realizado com 24
criancas. De volta ao grande grupo, foram comparados os resultados e a educadora
questionou as criangas: “Tém a certeza de que falaram com todos os colegas? Como ¢
que podemos ter essa certeza?”.

A maioria do grupo atuou de forma idéntica. Foram fazendo a pergunta aos diferentes
colegas e registando a sua resposta, ndo revelando preocupacdo ou cuidado em saberem
quais os colegas que ja tinham questionado e quais os colegas que faltavam. Os registos
da Ana, da Carla e da Marina séo representativos das trés formas de registo que as crian¢as
utilizaram na sua recolha, sendo que todas usaram representacdes simbolicas das
respostas obtidas.
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Figura 1: Os primeiros registos da recolha dos dados da Ana, da Carla e da Marina,
respetivamente.
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A Ana registou todas as respostas de “uma mana”, com o numero 1, e as respostas de
“zero manas”, com o numero 0. A Carla recorreu a mesma forma de registo da Ana.
Contudo, organizou a sua recolha numa forma mais simples de consultar, o nimero 1 no
lado esquerdo da folha e o nimero 0 no lado direito. A Marina optou por apenas registar
os numeros correspondentes a “uma mana”. Ao relatarem os resultados da sua recolha
aos colegas, as criangas contaram o numero de vezes que tinham escrito o nUmero 1 e o
numero 0.

Apos a partilha sobre a forma como tinham efetuado a recolha de dados, as criangas
chegaram a concluséo de que ndo tinham o registo de todos. Assim foi decidido em grupo,
com a orientacdo da educadora, que deviam ficar todos juntos, em roda e no tapete
enquanto a educadora fazia a pergunta a cada um, ao mesmo tempo que todos iam fazendo
0 Seu registo da resposta.

No segundo registo da recolha de dados, foi notério um maior cuidado por parte das
criangas.
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Figura 2: Os segundos registos da recolha dos dados da Ana e da Carla, respetivamente.

A Ana optou por um registo linear de todas as respostas dos colegas. No fim, contou o
namero de zeros e 0 nimero de uns e representou os seus resultados de forma muito
organizada e clara. O seu resultado final aparece registado como uma tabela de
frequéncias, tendo classificado os dados nas categorias O e 1 e registado por baixo a
respetiva frequéncia absoluta. A Carla usou uma representacdo parecida a que ja tinha
adotado, optando no final por registar apenas a resposta ao nimero de crian¢as que tinham
manas. Quando questionada, respondeu que a pergunta era quantas manas. N&o justificou
a razdo de ter 13 zeros, mas tendo em conta a resposta de s6 dar importancia aos nimeros
1, pensamos que devera ter desistido de os registar, na parte final da recolha. Enquanto a
Ana regista os dados de seguida a medida que vai obtendo as respostas, s fazendo a
organizacdo e a classificacdo posteriormente, a Carla faz a classificagdo dos dados,
organizando-os espacialmente, ao mesmo tempo que recolhe os dados. Ambas as criancas
revelam raciocinio estatistico sobre os dados, categorizando-o0s, por sua propria iniciativa.
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c) Representacdo dos dados — Posteriormente, a educadora propds que, em pequeno
grupo, escolhessem uma forma de representarem esses dados. Os grupos s6 podiam ir até
sete elementos, mas eram as criancas que decidiam em que grupo queriam estar, sendo
que cada grupo ficou responsavel de elaborar uma representacdo diferente da dos
restantes grupos. Contudo, a representacdo final ndo era uma representacdo Unica do
grupo mas sim uma representacdo individual de cada crianga. Especificamente, foram
formados quatro grupos de trabalho, o do pictograma, o do grafico de pontos, o do grafico
de barras e o0 da tabela de frequéncias. Cada crianca decidia em grupo a melhor forma de
representar os dados no formato escolhido, mas cada um tinha a sua propria folha para a
realizacdo da sua propria representacdo. Durante a realizacdo do trabalho em grupo, as
criancas foram sendo orientadas recorrendo a representacdes de outros graficos e tabelas
expostos na sala. Procurou-se ainda que as criancgas, que diziam ja saber como fazer o
trabalho, ajudassem os restantes colegas a finalizar. No final, cada grupo escolheu um dos
seus elementos para apresentar o seu trabalho final aos colegas.
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Figura 3: O gréafico de barras do Hugo e o grafico de pontos da Ana.

Ao longo da realizacao do seu trabalho, o Hugo levantou-se diversas vezes para ver como
era o gréafico de barras que estava exposto na sala. Como se pode ver na figura 3, o Hugo
procurou representar as frequéncias 15 e 9, mas teve dificuldade em desenhar as duas
colunas com o mesmo namero de linhas, tal como fazer corresponder os niUmeros a cada
linha. Essa dificuldade revelou-se ao interpretar o seu gréafico, para o grupo.

Hugo — (...) eu escrevi 0 0 e o 1. Depois pintei 26...
Grupo — 15.
Hugo — Sim. E no 1 pintei... j4 ndo me lembro!
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O facto de o Hugo ter assinalado, no seu grafico, a escala numérica até ao 26, e de ter
referido que pintou 26 parece dever-se a sua consciéncia de serem 26 criangas na sala,
tendo ignorado a falta nesse dia de duas delas.

A Ana foi muito assertiva desde o inicio do seu trabalho, conseguindo colocar as duas
colunas separadas mas com o mesmo numero de linhas. N&o revelou muitas duvidas,
terminou rapido e ajudou os colegas. A sua apresentacdo do gréfico de pontos ao grupo
foi muito clara, procurando recorrer a um vocabulério especifico.

Ana - Eu fiz um gréfico de pontos e tive de meter 9 bolinhas aqui (apontou para
a coluna do numero 1) e aqui 15 (apontou para a coluna do
numero 0) porque eles ndo tinhas manas. E os que tinham, meti
9 porque foi esse 0 meu resultado.

Educadora — Porque é que fizeste aqui estas linhas iguais?

Ana — Para saber que este liga a este e este liga a este (aponta de uma coluna
para a outra coluna).

A Ana preocupou-se em colocar algum rigor na sua representacdo unindo com linhas as
quadriculas das duas colunas para que as mesmas estivessem niveladas e permitissem
assim uma leitura visual correta. Também o Hugo tragou linhas a unir as células das
colunas mas ndo conseguiu que ficassem completamente niveladas por serem de
diferentes tamanhos.

Figura 4: O pictograma do Dinis e a tabela de contagem e de frequéncias do Marco.

Na figura 4, pode-se ver o pictograma do Dinis que revelou alguma dificuldade em iniciar
0 seu trabalho, parando algum tempo com a Carolina a olhar para um dos pictogramas
exposto na sala.

Carolina - No pictograma fazemos desenhos.
Dinis - Mas ndo podem ser iguais porque um tem manas e 0 outro néo!
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Chegado a essa conclusdo, iniciou o seu trabalho com algum divertimento. Recorreu a
contagem para saber quantos ja tinha desenhado e quantos faltava desenhar. No momento
de apresentar o trabalho, explicou:

Dinis — Eu fiz um pictograma (...) Fiz um menino e uma menina para quem tinha
manas, mas no mesmo quadrado, e S6 um menino para quem néo
tinha manas.

Verificamos, pois, que o Dinis optou por simbolos diferentes, um para cada classe da
variavel em causa, embora sejam representativos da unidade observacional, as criancas
da sala. A questdo do género so se lhe colocou para a representacdo das manas na coluna
do 1, tendo representado do mesmo modo cada uma das criancas da sala,
independentemente do género.

Por sua vez, na apresentacdo do seu trabalho, o Marco foi sempre falando em voz alta,
para que os colegas o fossem corrigindo ou orientando.

Marco — Eu fiz uma tabela de frequéncias. Coloquei aqui o 0 (aponta para o
namero 0) para quem ndo tem manas. Coloquei aqui o 1 (aponta
para o nimero 1) para quem tem manas. (...) Eu fiz cinco, mais
cinco, mais cinco, (aponta para os tracinhos) que d& 15 meninos
que ndo tinham manas e depois fiz cinco mais quatro que da
nove. Nove meninos que tinham manas.

O Marco revela um sentido de nimero com algum desenvolvimento. A aplicacdo que faz
da forma de registar os dados na tabela de contagem relaciona-se com aspetos relevantes
do sentido de nimero, como € o caso da estruturacdo numérica em grupos de 5.

O raciocinio estatistico sobre os dados foi evidenciado pelas criancas na forma como
conseguiram usar diferentes representacfes para os dados por si recolhidos. Também o
raciocinio sobre a representacdo dos dados foi evidenciado no modo como as criangas
conseguiram ler e interpretar os graficos por si elaborados.

Conclusao

Através do desenvolvimento de um pequeno projeto de investigacdo estatistica, as
criancas atenderam as suas diferentes fases (Ponte & Fonseca, 2001; Wild & Pfannkuch,
1999), tendo comecado por escolher uma questdo de entre um conjunto de questdes que
elas proprias formularam, de acordo com o interesse suscitado pela mesma. Trata-se de
uma questao relacionada com as suas vidas pessoais e cuja resposta contribui para uma
maior caracterizag¢do do grupo de criancas, sendo de destacar a importancia de trabalhar
com conjuntos de dados reais e motivantes para as criancas (Garffield & Ben-Zvi, 2009).
A recolha de dados relativos ao nimero de manas foi realizada primeiro de forma mais
livre e espontanea, tendo as criangas chegado a conclusdo que ndo tinham controlado
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terem inquirido todas as criancas da sala. A discussdo em grande grupo conduziu a
necessidade de repetir a recolha de dados, agora de um modo mais organizado e orientado
pela educadora. A organizacdo dos dados foi realizada por algumas das criangas em
simultaneo com a recolha. Para representarem os dados, as criangas usaram diferentes
representacdes graficas -- graficos de barras, graficos de pontos e pictogramas -- e
também tabelas de frequéncia, tal como defendido por Hutchison et al. (2000). Para a
elaboracdo das diferentes representacGes, as criangas apoiaram-se nas representacoes
expostas na parede da sala, elaboradas anteriormente noutros contextos, bem como no
trabalho desenvolvido em pequeno grupo, discutindo entre si a forma de as concretizar.
Ja em grande grupo, as diferentes representacGes foram apresentadas e explicadas
(NCTM, 2007).

As criangas revelam dois tipos de raciocinio estatistico: (1) sobre os dados, e (2) sobre a
representacdo dos dados (Garfield & Gal, citados em Lopes & Fernandes, 2014). A
andlise das representacdes feitas pelas criancas, bem como a forma como as mesmas as
explicaram aos restantes colegas, evidenciam alguns dos aspetos que caracterizam esses
tipos de raciocinio estatistico. No que se refere ao raciocinio estatistico sobre os dados,
as criangas reconheceram e categorizaram os dados, de forma espontanea, sem que
tivessem sido orientados pela educadora, nesse sentido, na fase de recolha de dados. Uma
das criangas, apés o registo das respostas obtidas, elaborou informalmente, e por
iniciativa propria, uma tabela de frequéncias, como forma de organizar os dados. No
entanto, ndo assumiu essa representacdo como sendo uma tabela de frequéncias.
Revelaram, também, ser capazes de utilizar uma tabela e diferentes tipos de graficos para
representar os dados recolhidos. Relativamente ao raciocinio sobre a representacdo dos
dados, a maioria das criancas conseguiu ler e interpretar os graficos elaborados por si
préprios. A forma como comunicaram ao grande grupo as suas representacdes estatisticas
revela o dominio de vocabulario especifico bem como o0 modo como conferiram sentido
a informacao estatistica produzida (Garfield, 2002). Assim, a maioria do grupo reconhece
as diferentes formas de representacdo dos dados, identifica os seus nomes e sabe explicar
as diferentes representacdes, recorrendo a vocabulario especifico, como podemos ilustrar,
por exemplo, com a conclusao da Ana: "Eu fiz um grafico de pontos (...). E os que tinham
[manas], meti 9 porque foi esse o0 meu resultado”.

Ao nivel das condicdes de realizacdo, verificou-se um grande envolvimento por parte das
criangas. As estratégias utilizadas por algumas destas criancas foram copiar (a
representacdo exposta na sala ou a representacdo elaborada pelo colega de grupo),
questionar o colega ou simplesmente entregar o que tinham feito. Isso permitiu identificar
gquem necessitava de uma maior ajuda por parte da educadora.

Na educacdo pré-escolar, desde que o tema seja do interesse das criancgas e faga sentido
para elas, estas encontram-se disponiveis para se envolver na atividade proposta (Castro
& Rodrigues, 2008). Nas diversas fases da atividade desenvolvida, verificou-se que as
criancas estavam empenhadas e divertidas. Consideramos que a autonomia na escolha da
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pergunta, assim como a metodologia utilizada no desenvolvimento da atividade, ja
explicitada anteriormente, foram um contributo fundamental.

Verificamos que as criangas sdo realmente capazes de participar autonomamente em
atividades deste género. Porém, o facto da educadora realizar um pequeno momento com
0 grupo antes do inicio de uma nova etapa, com o objetivo de recordar o trabalho ja
desenvolvido na etapa anterior, foi essencial para a sua concretizagdo. Ou seja,
concretamente sempre que se iniciava uma nova etapa, num dia diferente, recordava-se
em grupo o que ja tinha sido feito. Tal como noutros estudos realizados na educagéo pré-
escolar (Cordeiro, 2014; Souza, 2008), existem evidéncias de que criangas nesta faixa
etaria sdo capazes de construir conceitos relacionados com estatistica, atribuindo-lhes um
forte sentido pessoal. Assim, as representacOes elaboradas pelas criangas parecem ter
assumido um papel relevante na construcdo significativa desses conceitos, e embora
respeitem o0 modo convencional das representacGes estatisticas, elas incorporam
elementos pessoais dos seus autores, como € o caso do pictograma elaborado pelo Dinis
quando este representou de modo diferenciado o ter ou ndo manas. Por um lado, as
representacdes usadas pelas criangas no registo da recolha de dados sugerem a
necessidade intrinseca que as mesmas sentem de proceder a classificacdo dos dados, a sua
organizacdo e a contagem da frequéncia absoluta, dado que o fizeram de forma
espontanea. Por outro lado, ambas as representacdes do grafico de barras e do gréfico de
pontos, ndo obstante ndo terem 0 mesmo rigor no seu tragado, revelam a consciéncia por
parte das criancas, 0 Hugo e a Ana, da necessidade de nivelamento das células das colunas
para ndo desvirtuar a leitura visual da informac&o estatistica. Por fim, a representacédo
convencional da tabela de contagem encontra-se em estreita conexdo com o0
desenvolvimento do sentido de nimero, potenciando a estruturagdo numérica em grupos
de 5.
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Resumo: Neste artigo pretendemos contribuir para uma reflexdo em torno do modo como
os alunos do 1.° ciclo do ensino basico constroem o conceito de numero racional,
recorrendo a maltiplas representacdes. Destacamos a percentagem, como representacao
trabalhada numa etapa menos comum do percurso e a sua articulagdo com outras
representacdes, iconicas e simbodlicas, no sentido de procurar analisar a evolucdo da
aprendizagem dos alunos, através das relaces que estabelecem, das representaces que
constroem e das opc¢des que tomam. O estudo que inspira este artigo apoia-se numa
experiéncia de ensino, orientada por uma conjetura, baseada num quadro teérico centrado
na aprendizagem dos numeros racionais, numa perspetiva sociocultural. Analisamos a
comunicacgdo e as producdes dos alunos de uma turma, que decorreram no ambiente
natural de aprendizagem dos alunos, a sala de aula. Os dados foram recolhidos através da
observacdo participante, apoiada num diario de bordo, nas gravacGes audio e video das
aulas e na analise documental das producdes da turma. Numa analise preliminar, 0s
resultados parecem evidenciar uma certa intuicdo por parte dos alunos em relacdo a
percentagem, que parece advir das suas vivéncias dentro e fora da escola. A mensagem
visual dos modelos associados a percentagem parece facilitar a construcdo e a utilizagao
de diferentes representa¢des e contribuir para fortalecer a rede de relac6es entre as ideias
subjacentes ao conceito de nimero racional.

Palavras-chave: aprendizagem, interacdo, ndmeros racionais, sentido de nuamero,
representacdes.

Introducéo

No que diz respeito aos numeros racionais, a investigacdo internacional alerta para a
necessidade dos alunos desenvolverem uma aprendizagem com significado deste topico,
apelando no sentido de se investir na compreensdo dos conceitos e contrariando a
tendéncia de sobrevalorizar o ensino de procedimentos e regras (Moss & Case, 1999;
Fosnot & Dolk, 2002). Associadas a uma aprendizagem centrada na compreensao,
surgem as representacdes, cujo papel na construcdo dos conceitos € ha algum tempo
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debatido pela comunidade de educacdo matematica (Goldin & Kaput, 1996; Greeno,
James, Hall & Rogers, 1997; Ponte & Serrazina, 2000; Goldin & Shteingold, 2001;
NCTM, 2007; Tripathi, 2008; Kilpatrick, 2009), sem que se Ihe esgote o interesse e a
pertinéncia. Também as dindmicas de trabalho em sala de aula sdo equacionadas, sendo
sugerido que o professor promova a comunicacdo na sala de aula e a negociacdo de
significados, numa construcdo compartilhada das aprendizagens (Mercer, 2006; Niza,
1998), isto é, que assuma uma atitude necessaria ao processo de mudanca (Wenger, 1998;
Ponte & Serrazina, 2009).

A investigacdo que inspira este artigo tem como objetivos: (1) aprofundar a compreenséao
do processo de construcdo do conhecimento matemaético dos alunos, relativo aos nimeros
racionais, no ambiente natural de aprendizagem e (2) descrever e analisar como se
desenvolve a aprendizagem dos nimeros racionais, atraves da utilizacdo que os alunos
fazem das diferentes representacfes simbolicas (percentagem, numeral decimal ou
fracéo), na resolucdo de tarefas, numa construcdo compartilhada das aprendizagens. Estes
objetivos procurardo responder as seguintes questdes:

e Que papel pode desempenhar a percentagem na constru¢do do conceito de nimero
racional?

e Que compreensdo desenvolvem os alunos das diferentes representacbes dos
nameros racionais? Que relacGes estabelecem entre si?

e Que seguranca revelam numa utilizacdo livre e flexivel das diferentes
representacdes?

e Que relagbes estabelecem entre as diversas ideias chave e conceitos essenciais
associados aos numeros racionais?

Os dados que partilhamos neste artigo remetem para excertos de episodios de sala de aula,
durante o 3.° ano de escolaridade, numa escola publica de Lisboa, em que a primeira
autora foi também professora titular, tendo acompanhado a turma ao longo do seu
percurso de quatro anos no 1.° ciclo.

Aprendizagem dos numeros racionais com compreensdo e o papel das
diferentes representacoes

A complexidade na compreensdo dos numeros racionais. Em educacdo matematica, a
aprendizagem dos nameros racionais é apontada como sendo um dos aspetos em que 0s
alunos revelam mais dificuldade e onde é mais complexo construir conhecimento
matematico sustentado (Behr, Lesh, Post & Silver 1983; Treffers, 1991; NCTM, 2007;
Fosnot & Dolk, 2002; Smith, 2002; Lamon, 2006; Monteiro & Pinto, 2006).

Segundo Behr et al. (1983) “os numeros racionais sao das ideias matematicas mais
complexas e importantes que as criangas encontram durante a escolaridade basica.” (p.
91). Smith (2002) afirma mesmo que “ndo existe outra area da matematica escolar que
seja tao rica, tdo complicada do ponto de vista cognitivo e tao dificil de ensinar” (p.3).
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Moss e Case (1999) apontam algumas explicacdes para as dificuldades que normalmente
surgem associadas a conceptualizacdo do conhecimento relativo aos nimeros racionais:
(1) a énfase atribuida a sintaxe e ndo a semantica, considerando que no curriculo do ensino
basico dedica-se mais tempo ao ensino dos procedimentos de célculo e a nomenclatura,
do que a construcdo de significados e compreensdo dos conceitos; (2) o facto de os
professores ndo privilegiarem as tentativas espontaneas dos alunos de compreensdo dos
numeros racionais fazendo uma abordagem centrada na memorizagdo de regras; (3) a
opcao, no inicio do trabalho com os nimeros racionais, pela utilizacdo de representacdes
que se confundem facilmente com os numeros inteiros; e (4) a ideia de que a
representacdo simbdlica dos nimeros racionais é algo tdo evidente e transparente, que
pode ser dado no inicio de uma aula.

Multiplas representacbes na compreensdo dos nimeros racionais. A utilizacdo por parte
dos alunos de variados tipos de representacao e a flexibilidade com que os usam é um
aspeto determinante para alcangar um conhecimento mais profundo na aprendizagem da
matemética (Ponte & Serrazina, 2000; Tripathi, 2008). A multiplicidade de
representacdes € justificada pela ideia de que “diferentes representagdes matematicas de
um conceito destacam diferentes aspetos da sua estrutura, que se complementam no
sentido da compreenséo desse mesmo conceito” (Tripathi, 2008, p.438). A construgao de
representacdes por parte dos alunos é também um aspeto fundamental que, segundo Ponte
e Serrazina (2000) pode ajudar na compreenséo de problemas e funcionar como “ponto
de partida a partir do qual os alunos podem desenvolver uma apreciagdo de outras
representacdes” (p.43). Fagnant e Vlassis (2013) realcam que a presenca de
representacdes esquematicas, diagramas ou desenhos esquematicos, em particular, tem
um efeito positivo no desempenho dos alunos na resolugéo de problemas, sendo que a sua
reutilizacéo induz a producdo de representacoes.

O poder de uma representacdo estd diretamente relacionado com a sua versatilidade
(Goldin & Kaput, 1996), isto €, com a forma como pode ser aplicada a diferentes
contextos e permite relacionar-se com outras representacdes. Dai a necessidade dos
alunos precisarem de desenvolver um bom “repertério de representagdes” (Ponte &
Serrazina, 2000, p.45), mais ou menos convencionais, mas com as quais “se sintam
confiantes a trabalhar” (p.45). Contudo, Boavida, Paiva, Cebola, Vale, e Pimentel (2008)
salientam que nem todos os alunos estdo aptos ao mesmo tempo para trabalhar com a
mesma representacao, o que reforcga a necessidade de se discutirem diversos processos de
exploragdo de uma mesma tarefa, de modo a que os alunos possam associar 0S novos
conhecimentos a representacdes diversificadas.

A corrente de investigacdo holandesa, associada ao Instituto Freudenthal (Gravemeijer,
2005; Galen, Feijs, Figueiredo, Gravemeijer, Herpen, & Keijzer, 2008), fala em modelos
e associa 0 processo a atividade de modelagéo que os alunos desenvolvem quando usam
e transformam representacGes para chegar & solucdo de um problema. Esta atividade de
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modelacdo implica uma evolugédo do proprio modelo, como afirmam Galen et al. (2008)
“de modelos de situagdes concretas para modelos de pensamento” (p.18).

O modelo do iceberg (Webb, Boswinkel & Dekker, 2008), também desenvolvido pelo
Instituto Freudenthal, ilustra a necessidade dos alunos “vivenciarem um vasto conjunto
de experiéncias com diferentes modelos matematicos para darem sentido a representacoes
matematicas formais.” (p.111). Este apresenta uma classificagdo das representagcdes em
trés categorias: representagdes informais, que incluem as representa¢Oes associadas a
contextos, diagramas e explicacOes, que advém de experiéncias vivenciadas pelos alunos
associadas a situacdes de contexto; representacdes pré-formais, como o modelo da reta
numerica dupla ou da tabela de area; e representacbes formais, como os algoritmos.
Webb, Boswinkel e Dekker (2008) afirmam que deste modelo decorre uma formalizacéo
progressiva, na qual as representagcbes mais formais se constroem a partir das menos
formais.

Repescando a categorizagdo de Bruner (1962) as diferentes formas de representar ideias
matematicas podem organiza-se em trés tipos de representacfes: as representacdes
ativas, associadas a acdo, envolvem a manipulacdo de objetos e materiais manipulativos;
as representacdes iconicas implicam o uso de figuras, imagens, esquemas ou desenhos
para ilustrar conceitos; e as representacfes simbdlicas sdo a traducdo da experiéncia em
linguagem simbdlica, segundo regras convencionadas.

Estas duas formas de organizar as representacfes sdo proximas no tipo de representacoes
que envolvem. As representacdes informais e pré-formais do modelo holandés véo ao
encontro das representacdes iconicas de Bruner. Também em ambas as categorizaces, a
categoria mais complexa, a que se pretende que os alunos cheguem, se reveste
necessariamente de maior formalismo, traduzindo-se em linguagem simbdlica. Boavida
et al. (2008) alertam para o facto da formalizacdo, necessaria e desejavel, poder
comprometer a compreensdo, sugerindo que a simbologia da linguagem matematica
possa ir integrando progressivamente a linguagem natural. Neste sentido, Ponte e
Serrazina (2000), as representacdes ativas, iconicas e simbolicas, acrescentam a
linguagem oral e escrita, reforcando a importancia da linguagem natural ao nivel do
trabalho no 1.° ciclo.

A percentagem como representacdo simbdlica no 1.° ciclo. Com vista ao
desenvolvimento da compreensdo dos numeros racionais, nos primeiros anos, Moss e
Case (1999) desenvolveram um projeto de investigagao cujo objetivo era “promover uma
compreensao flexivel e interligada do sistema de numeros racionais” (Moss, 2003, p.335).
A trajetoria de ensino-aprendizagem escolhida para o projeto de investigacdo
desenvolvido por Moss e Case (1999) é considerada pouco comum, pois 0s alunos
comecaram o seu percurso trabalhando as percentagens, num contexto de medida. A
aprendizagem das fracGes e decimais surgiu depois, enraizada na aprendizagem das
percentagens. Moss (2002) fundamenta que “embora esta abordagem seja diferente
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daquela a que os alunos sdo normalmente convidados a seguir, traz muitas vantagens para
os alunos mais novos.” (p. 335), destacando que pode prevenir mal entendidos e melhorar
a compreensdo das diferentes representacdes. O uso da linguagem simbolica, como
alertam Ponte e Serrazina (2000), ndo deve ser arbitrario, pois depende do fim com que
os simbolos sdo usados e do significado construido e partilhado por todos. O uso da
percentagem e a sua articulacdo com as outras representacdes simbolicas dos nimeros
racionais permite comunicar e discutir um dado conceito com os outros, permitindo
traduzir as inter-relagdes entre esse conceito e as outras ideias matematicas (Tripathi,
2008).

A construcdo socialmente construida das aprendizagens. Boavida et al. (2008) destacam
o papel da construcdo social das representacdes, afirmando que “a existéncia de
representacdes partilhadas € essencial para que possa haver comunicagdo e compreensao.
Por sua vez, ¢ através da comunicagdo que se negoceiam representacdes.” (p. 71). O
desenvolvimento de uma partilha comunicativa, segundo Pontecorvo et al. (2005), é
determinante para uma co-construcdo do conhecimento, explicando que esta resulta do
chamado pensar em conjunto, “que nao corresponde exatamente ao pensamento de
alguém” (p. 71), mas que se constroi com os contributos de varios participantes, em
momentos de discusséo alargada, tal como previsto no modelo de ensino-aprendizagem
exploratério de Ponte (2005), em que os alunos, depois da apresentacdo da tarefa, séo
convidados a trabalhar uma tarefa a pares ou em pequenos grupos para, posteriormente,
se envolverem numa discussdo em coletivo, que se assemelha ao congresso matematico
de Fosnot e Dolk (2002).

Metodologia

A investigacdo em curso é de natureza qualitativa (Bogdan & Biklen, 1994) e segue 0s
procedimentos metodolégicos de um Design Research (Cobb, Stephan, McClain, &
Gravemeijer (2001), com base numa experiéncia de ensino, orientada por uma conjetura.
Consiste no desenvolvimento de um percurso de aprendizagem, construido com a turma,
enquanto comunidade de aprendizagem, que se pretende analisar e compreender, ao longo
de dez momentos de aula no terceiro periodo do 3.° ano, e doze momentos de aula no
primeiro periodo do 4.° ano de escolaridade.

Neste nosso estudo, a experiéncia de ensino apoiou-se em sequéncias de tarefas, que
contemplaram a percentagem como representacdo a privilegiar numa primeira fase,
recorrendo a nameros de referéncia e a contextos familiares. Do trabalho com a
percentagem passamos a introducdo da representacdo decimal, arredondada as
centésimas, tal como sugere o estudo da Moss e Case (1999), fazendo as centésimas
decorrer da percentagem. S0 depois foi feita a articulagdo com a representacao decimal,
arredondada as décimas. As fragdes, numa primeira fase as fragdes decimais, surgiram
como alternativa a representacéo decimal e a percentagem. Posteriormente, procurou-se
relacionar as diferentes representagcdes entre si, proporcionando conversdes. Foram
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escolhidos nimeros de referéncia para a mudanca de representacdo, de modo a permitir
que os alunos pensassem nas tarefas de forma mais flexivel, eficaz e rigorosa. De forma
esquematica, 0 percurso que se tracou é o que se apresenta de seguida, na figura 1.

™\
« Exploracdo da percentagem - estratégias: 1) ndmeros

de referéncia; 2) estratégia da metade; 3) metades
sucessivas; 4) Estratégia dos T10%; 5) composi¢do e

decomposicio de nimeros naturais y

Percentagem

« Numerais decimais, com arredondamento ds centésimas
« Relagdo com a percentagem (medida)

- Numerais decimais, com arredondamento as décimas
Numeral

decimal

Percentagem ™\

+ Fragbes decimais, na sua rela¢do com a representa¢do
decimal e com a percentagem-

« Fragbes de... / fragBes

Fra¢ao

Numeral decimal

Percentagem, . . ) ) )
» Movimentar-se entre fra¢des, numerais decimais e
percentagens de forma flexivel, de acordo com o

contexto
Percentagem )
Numeral decimal
Fracéio

Figura 1: Esquema do percurso de aprendizagem construido.

O design research € uma modalidade analitica usada para tentar compreender a
aprendizagem matematica dos alunos, tal como ocorre no contexto social da sala de aula.
A conjetura formulada, que orienta a experiéncia de ensino implementada, resulta de uma
inferéncia baseada numa evidéncia e sustentada por uma teoria (Confrey & Lachance,
2000) e apresenta uma dimenséo de conteudo matematico e outra pedagogica, traduzindo-
se no seguinte enunciado:

No tdpico dos nimeros racionais, um trabalho apoiado numa sequéncia
de tarefas, que privilegia a percentagem e a subsequente inter-relacdo
com as outras representacdes (decimal e fracdo), pode gerar um
percurso potente de aprendizagem, a medida que os alunos participam
na atividade social da sala de aula e constroem significados partilhados,
numa perspetiva de desenvolvimento do sentido de nimero.

As duas dimensdes complementam-se permitindo estudar as préaticas e a sua evolucao,
determinando que a recolha de dados seja feita no ambiente natural de aprendizagem, a
sala de aula, e que a unidade de analise seja a propria turma.

A dupla funcéo de professora da turma e investigadora conduz a uma intersecéo de dois
campos de intervencdo, o que implica algumas precaucdes, para minimizar a
possibilidade de possiveis enviesamentos. Assim, procuramos refletir em conjunto sobre
cada etapa do estudo, tendo presente o grau de subjetividade critica associado as decisdes
que vao sendo tomadas. A propdsito da investigacdo sobre a pratica realizada por
professores, Ponte (2002) salienta que é importante “analisar as condi¢des que permitam
um distanciamento do investigador relativamente ao objeto de estudo, quando este lhe €
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a partida muito préximo, possibilitando a sua analise racional” (p.10). Para acautelar uma
excessiva implicacdo da primeira autora e assegurar uma descricdo mais fiel e completa
dos episddios de aula em andlise, procurdmos uma variedade de procedimentos e
instrumentos de recolha de dados, como sublinham Confrey e Lachance (2000), onde se
incluem a observacéo participante, apoiada pela gravacao audio e video, instrumentos de
pilotagem da sala de aula e as produc@es dos alunos. O diario de bordo (Ponte, 2002), um
instrumento de informacdo complementar fundamental, assumiu também um papel
relevante, pois permitiu registar notas de campo e reflexdes de uma observacao
participante.

As ideias do referencial tedrico do estudo, que se apresentaram anteriormente, forneceram
a base de conceitos a partir dos quais se desenvolve a analise dos dados. Esta analise
incide sobre episodios de aula, identificando sequéncias fortes, do ponto de vista de uma
aprendizagem com compreensdo dos nimeros racionais e interpretando a utilizagdo das
multiplas representac6es, como forma de encontrar respostas as questdes de investigacao.
No processo analitico desenvolvido, os elementos tedricos apresentados e os elementos
empiricos relativos aos dados recolhidos, interagem entre si. No entanto, pretendemos
que este processo possa Vir a fazer emergir novas categorias de analise, bem como
transformar e refinar as ja existentes.

A experiéncia de ensino

O percurso escolar da turma que consideramos neste estudo como unidade de analise
inicia-se no ano letivo de 2010/2011, um ano apds a generalizacdo da implementacédo do
Programa de Matematica do Ensino Basico — PMEB (ME, 2007) e termina com a chegada
a0 4.° ano, no Gltimo ano em que este PMEB vigorou.

Importa relembrar que neste PMEB, um dos objetivos gerais para o ensino da matematica
apontava para a importancia da compreensdo na sua aprendizagem (ME, 2007). Em
relacdo ao trabalho com os numeros racionais, as indicacdes metodologicas do PMEB
apontavam este como um tdpico a iniciar “nos dois primeiros anos com uma abordagem
intuitiva” (ME, 2007, p.15).

A data do inicio do estudo, a turma tinha trabalhado os niimeros racionais no negativos
recorrendo a tarefas que envolviam partilha equitativa e a divisdo da unidade em partes
iguais. A representacao dessas quantidades era feita, como sugeria 0 PMEB, apenas por
palavras, desenhos, esquemas ou fragOes. A representacdo decimal tinha surgido
associada a contextos de referéncia, nomeadamente ao dinheiro e enquanto propriedade
mensuravel de um dado objeto (massa ou capacidade). A percentagem ndo tinha sido uma
representacdo trabalhada no contexto das tarefas até entdo desenvolvidas.

O estudo de diagnoéstico. Chegados ao 3.° ano, a necessidade de perceber que
compreensdo os alunos revelavam dos nimeros racionais, bem como a familiarizagéo que
evidenciavam com as suas diferentes representacfes, pareceram constituir um ponto de
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partida incontornavel. Realizamos assim um estudo de diagndstico. Algumas das tarefas
desse estudo procuravam identificar relagdes entre contextos da vida quotidiana dos
alunos, e a utilizacdo da percentagem. O objetivo era percecionar, por um lado, se esta
representacdo se oferecia familiar e potente, e por outro, que sentido de proporcionalidade
revelavam. Foram escolhidas situacdes contextualizadas que envolviam numeros de
referéncia.

Uma analise preliminar dos resultados deste estudo fornece alguns dados sobre os quais
vale a pena refletir. Todos os alunos reconheceram a expressao 100% e associaram-na,
no contexto de uma bateria de telemodvel, a uma bateria “cheia”, isto é, completamente
carregada, rodeando a bateria A, da figura 2.

Figura 2: Tarefa 1 do estudo de diagndstico.

Na tarefa da figura 3, a maioria dos alunos foi ainda capaz de fazer corresponder 50% a
metade, apresentando justificagbes que permitem associar esse conhecimento a
experiéncias vividas fora da escola.

4. Esta camisola da selegdo esté na loja de desporto.

A loja esté@ em saldo e tem todos os artigos a 50% do prego. P l d

A camisola custava 40 euros. ‘
Quanto custa agora? m

.
D 4 euros D 10 euros D 20 euros D 60 euros

Figura 3: Tarefa 4 do estudo de diagndstico.

Figura 4: Justificacao do aluno AS, que assinalou a resposta “20 euros”.

Explica como pensaste.

(\’\*f’;: P - \; & /"v\(A;-l\\‘? 1 ¢ 7’" ]
& DO CovpsS POVQUe  Qp € wiethde de
a

+O.

Figura 5: Explica¢do do aluno CM para a opg¢ao de resposta “20 euros”.
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Justificacbes, em linguagem natural, como as apresentadas nas figuras 4 e 5, permitem
ainda percecionar uma nocao esclarecida da expressdo 50%, bem como alguma intui¢éo
relativa ao sentido de proporcionalidade.

Na mesma sequéncia de tarefas, era pedido aos alunos que se posicionassem face uma
afirmacéo que sustentava que a barra de estado da figura 6 mostrava que mais de 50% de
um dado documento estaria gravado.

Processados 82%
- —

Figura 6: Barra de estado correspondente a gravacdo de um dado documento no computador.

Mais de metade dos alunos conseguiu justificar, através de linguagem escrita, que a
afirmacdo era verdadeira, com frases como: “Aquilo vai no 82 ¢ ja passa do 507, “O
documento gravado acaba aos 100% e ja passou de metade, que € 50%, j& vai no 82%”;
“Esta a partir de 50% para cima”; “Metade ¢ 50 e esta 14 82%”; “Metade ¢ 50% e ja esta
mais carregado do que 50%”.

Os argumentos apresentados traduzem a forga do modelo visual representado pela barra
de estado. Evidenciam justificacBes que integram na linguagem natural, simbolos da
linguagem matemaética (Boavida et al., 2008). Ligada a uma situacdo real concreta, a barra
de estado, pode desempenhar um papel importante na compreensdo da relagédo
proporcional, na medida em que permite relacionar a grandeza tempo e a gravagdo do
documento, apoiando-se nas relagdes entre 0os numeros inteiros até 100. Além disso,
traduz-se numa representacdo iconica (Bruner, 1962; Ponte & Serrazina, 2000) potente,
pois relembrando Galen et al. (2008), o desenvolvimento de modelos € um processo
evolutivo. E interessante perceber que os alunos, no seu discurso escrito, deixam traduzir
alguma intuicdo para a percentagem (Moss & Case, 1999), uma vez que conseguem
indicar parte de um conjunto que esta definido para cem, quando perante uma situacao
que envolve uma dada percentagem (Galen, et al., 2008).

O inicio do percurso — exploracdo da percentagem. O percurso que pretendemos
construir, inspirado nos principios do curriculo experimental de Moss e Case (1999) e
reforcado pelos resultados do estudo de diagnostico, foi-se apoiando numa diversidade
de tarefas (exploracdes, problemas, exercicios ou projetos) baseadas, muitas das vezes,
em situacOes realisticas, diretamente relacionadas com a realidade dos alunos, como
sugerem Ponte e Serrazina (2009).

1. Esta lata de cola leva chela aproximadaments 40cl. Quantos

centllifros tem quando estd 50% cheia? E 10%2

Figura 7: Tarefa 2 da sequéncia de tarefas.
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A tarefa da figura 7, tal como as outras tarefas de apresentadas ao longo deste percurso,
seguiu uma abordagem exploratéria (Ponte & Serrazina, 2009). Foi apresentada a turma
em coletivo. Seguiu-se-lhe um momento de trabalho a pares, apds o qual se fez a
discussdo em coletivo. Este ultimo momento teve como suporte um esquema no Quadro
Interativo Multimédia (QIM), sobre o qual se foi trabalhando em coletivo, como mostra
a imagem da figura 8.

Actiinspere - Studio

B B rior26e7 anste stomites [+

Qemeusn'\t/:esrcenﬁlicfroesi’.; 0/ L 7
memesonenor 5% — [ ]| |
100% — Lo, Sel — [258%
507% — 20| "
25 % — 10¢ A
= Hocl
he cl
06\

Figura 8: Esquema e registos construidos no QIM no momento de discussao.

Embora néo fosse pedido, mas provavelmente, na tentativa de chegar aos 10%, alguns
pares procuraram descobrir a quantidade de cola que teria a lata a 25%. Discutiu-se ent&o
0 que representariam 0s 25%, quantos centilitros poderiam representar na situacédo
apresentada.

Prof: 50% é metade, entdo e 25%°?

AS: Metade da metade.

Prof:Lembram-se de termos falado na metade da metade. Outra maneira de dizer
“metade da metade”?

MF: Metade da metade significa metade de 50%...

HB: Significa ¥4 de Ya...

IP: N&o. ¥4 de ¥4 € pegares em Y e dividires em 4...

Prof: HB, isso ¢ que significa metade da metade? Metade da metade... AR.

AR: E fazer ao meio, a metade.

Alunos: E V..

Neste excerto é possivel perceber que os alunos reconhecem que algumas representacdes
simbolicas dos nimeros racionais, aparentemente diferentes, podem representar o mesmo
numero. Relembrado que estava o conceito de 25%, associando-o0 a metade da metade e
a ¥ foi interessante perceber a discussao que se gerou em torno do calculo de 25% de 40
cl.

Prof: [...] BF, entdo quanto é que Vocés acharam que 25% é?
BF: [Aponta 25cl]
Prof: A BF e a CM acharam que eram 25cl, pensaram da mesma maneira? LS.
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LS: Nao, 25% ¢ de “porcentos”, mas de centilitros nao ¢... La em cima no 50%
esta 20...

Prof: Vai la indicar... Estdo a perceber o LS? Ele diz que 25% ¢ “nos porcentos”,
isto ¢, € na percentagem, nao corresponde aos centilitros...

LS: [dirige-se ao QIM] Aqui ndo pode estar 0 25, porque aqui esta o 20, e 0 25
passa dos 20%.

Neste episddio, é interessante destacar o papel que o esquema parece ter na organizacao
do raciocinio do aluno LS, percebendo que a percentagem diz respeito a um todo que esta
para 100, e que, neste caso, diz respeito a 40 centilitros.

Ainda na mesma tarefa, a discussdo conduziu para a partilha da forma como cada par
chegou aos 10% de 40. Esta estratégia causou alguns constrangimentos, pois as tentativas
dos alunos remeteram para o célculo, ineficaz, mas familiar, das “metades sucessivas”.

Prof: E quantos centilitros sdo os 10%?

Alunos: 5cl, ... 4cl, ...

Prof: Chegaram a valores diferentes. Uns dizem 5 cl outros 4cl. Mas a maioria
diz 5cl. Vamos perceber. Entdo HG [que estava no QIM], o que
voceés acharam?

HG: Estivemos sempre a fazer metade. E metade de 10 é 5.

Prof: Fazer metade de 10... concordam? HG, sera que 10 é metade de 25%?

HG: ndo...

IP: £ um bocadinho menos. ..

HB: ...é 12 e meio, ndo 10.

Neste episddio, o tentar dar sentido as explica¢cdes uns dos outros, acontece em resposta
ao desafio de analisar a situacdo, em interacdo social. A construcdo da solugdo do
problema passa pelo “raciocinar em conjunto, por meio de um pensamento-discurso que
cada intervencdo manifesta e, a0 mesmo tempo, colhe dos outros” (Pontecorvo et al.,
2005, p. 208).

SA: Eu sei outra maneira de explicar, professora. Posso?

Prof: Vamos ouvir a estratégia do SA. SA.

SA: Como 10 vezes 10 da 100, 4 vezes 10 da 40.

Prof: Que vos parece? Como pensou 0 SA?

HB: Eu sei 0 que 0 SA fez.

IP: Eu percebi o que o SA disse.

Prof: Ok. E o resto da turma? ... Entdo, olhando para o esquema, o SA viu que
100% sé&o 40cl.

HB: 10% 10 vezes, d& 100%.

Prof: Ok.

IP: Ele esta a ver dividido em 10 vezes o0 4.
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Prof: Isso. Qual é o numero que eu tenho que usar 10 vezes para chegar a 40?
Alunos: E 0 4.
RA: Porque 4 x 10 da 40.

Ao longo da tarefa, o esquema da figura 8 foi-se transformando, fazendo emergir
diferentes representacdes simbolicas, que foram sendo usadas para organizar e registar o
pensamento (Tripathi, 2008). Esta interacéo entre representacdes (Goldin & Kaput, 1996)
ajudou a desconstruir a complexidade do problema e foi Gtil para apresentar e justificar
aos outros cada ponto de vista, apoiando a compreensdo e a solucéo da tarefa (Ponte &
Serrazina, 2000), como se pode percecionar no discurso do aluno SA, na sua intervencgédo
no excerto anterior.

Prof: Mas por que é que ele agarrou em 10?

MB: Deve ter pensado que, se estava dividido em 10, e ele quer chegar a
quantidade de 40cl, podia fazer 10 vezes o 4.

Prof: Entdo, quando queremos descobrir 10% de uma quantidade qualquer, o que
podemos fazer?

AS: Podemos ver qual ¢ numero que...

DR: ...multiplicado por 10 d& essa quantidade.

BF: Também podemos fazer os 100% a dividir por 10...

Prof: E outra forma de dizer... fazemos a divisdo da quantidade que temos, que
temos como 100%, por...

Alunos: Por 10.

Prof: Ora bem. Que vos parece? VVamos registar.

Assim, no fim da tarefa, um momento participado de sistematizacdo em coletivo,
construido no quadro e registado em papel, como mostra a figura 9, permitiu fixar (e
afixar) essa rede de relacdes entre conceitos, resultando num modelo que traduz uma
variedade de representacGes partilhadas. Este modelo permitiu o registo do modo de
pensar dos alunos, ilustrando quer a resposta, quer o processo utilizado (NCTM, 2007) e
ficou disponivel, a distancia de um olhar.

Figura 9: Registos do momento de sistematizag&o e cartaz afixado na sala.
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A compreensao pelos alunos dos conceitos e das relacdes relativos aos numeros racionais,
que se constroi ao longo desta tarefa, traduz-se na producéo de saber para o grupo e para
cada individuo. Parece resultar de um pensar em conjunto, que se constréi com 0s
contributos de varios participantes numa atividade conjunta (Pontecorvo et al., 2005),
apoiada numa multiplicidade de representacdes.

Consideracoes finais

Da investigacdo que temos em desenvolvimento, trazemos a esta reflexdo dados
referentes ao estudo de diagndstico e a primeira fase do percurso tracado, que diz respeito
a exploragdo da percentagem. Assim, consideramos que a analise preliminar apresentada
contribui para a identificacdo de pistas, nomeadamente ao nivel da interpretacdo das inter-
relagbes entre ideias e conceitos, apoiadas no uso das representacdes, no espaco
sociocultural da sala de aula, numa perspetiva assente no quadro tedrico escolhido.

Numa resposta, ainda que provisoria, em relacdo a primeira questdo, a percentagem
parece constituir uma representagéo intuitiva, com potencialidade para explorar no 1°
ciclo, no trabalho com os nimeros racionais, pois traz consigo uma mensagem visual
muito forte, como afirmam Moss e Case (1999). A barra de estado parece permitir uma
transposicdo para uma representacdo esquematica, no conceito de Fagnant e Vlassis
(2013), que os alunos podem usar e transformar, como mencionam Galen et al. (2008). O
seu uso e interpretacdo podem assim associar-se, de forma consistente, a representacoes
iconicas e a outras simbolicas, que apoiadas na linguagem oral e escrita, uma forma de
representacdo que Ponte e Serrazina (2000) consideram desempenhar um papel
importante no 1.° ciclo, permitem traduzir a organizagéo do pensamento dos alunos, quer
no registo, quer na comunicacgdo das inter-relacfes das ideias matematicas associadas aos
processos de resolucgéo.

A interpretacdo dos dados referentes as tarefas apresentadas possibilita a identificacdo de
sequéncias de aprendizagem em que diferentes tipos de representacdo das ideias
associadas aos nimeros racionais sdo usados, de forma inter-relacionada e em simultaneo,
como sugerem Boavida et al. (2008), permitindo identificar pistas para a construcdo de
uma resposta a segunda questéo do estudo. Modelos visuais associados a contextos, como
0 caso da lata de cola na tarefa da figura 7, sdo usados e transformados na sala de aula,
através de atividades significativas para os alunos, em representacfes iconicas. Estas
surgem em estreita ligacdo com a linguagem simbdlica, servindo de suporte ao
pensamento dos alunos e com as quais, na perspetiva de Tripathy (2008), podem
raciocinar. Esta relagcdo entre representagcdes proporciona o registo do seu raciocinio,
permitindo como sugere 0 NCTM (2007) reconstituir o processo utilizado para chegar a
resposta. Neste sentido, e acompanhando a perspetiva de Ponte e Serrazina (2000), as
representagdes sdo interpretadas como um processo e um fim em si mesmas.
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No cenario de aprendizagem escolhido, sala de aula como comunidade de aprendizagem,
a comunicacao, como referem Pontecorvo et al. (2005), assume-se como ferramenta na
construcdo das relac6es entre representacdes, de uma forma compartilhada e em interagédo
comunicativa, pois conduz a processos de negociacao dos significados das ideias relativas
ao conceito de nimero racional em construcdo. Nos momentos de interacdo apresentados,
os alunos parecem também ir construindo a confianga necessaria a sua autonomia e
perseveranca em fazer matematica, num cenario em que “as ideias de todos merecem
atencdo e de cada um é esperado que consiga desenvolver a sua participacdo numa dada
tarefa. O designio, como relembram Fosnot e Dolk (2002, p.35) ¢ que “de todos se espera
que consigam aprender”.
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Resumo: A primeira abordagem formal a Algebra no Ensino Basico portugués faz-se no
6.° ano de escolaridade com a exploracdo de sequéncias com padrdes de crescimento. A
forma como os alunos generalizam e representam os padrées que Ihes sdo propostos tem
sido alvo de diversos estudos. Uma representacdo consiste na substituicdo de uma
entidade por outra configuracdo. A Teoria de Registos de Representacdo Semiotica
considera a existéncia de dois tipos de transformacéo de representacfes: os tratamentos e
as conversfes. Os tratamentos sdo transformagdes que ocorrem dentro de um mesmo
registo; as conversdes consistem em transformar uma representacdo de um registo para
outro. Os intervenientes deste estudo foram 19 alunos, com idades compreendidas entre
0s 10 e os 13 anos. Este estudo teve por objetivos identificar as conversdes feitas pelos
alunos as representacdes usadas durante a resolucdo de uma tarefa de exploracdo de
sequéncias, assim como determinar o grau de congruéncia “semantica” nas conversoes
que envolveram uma representacdo visual. Os dados foram recolhidos da gravacédo audio
dessa aula, dos respetivos registos individuais discentes e das notas da professora. Na sua
analise, fez-se a identificacdo das conversdes realizadas e determinou-se o grau de
congruéncia em conversdes que envolveram uma representacao visual. Concluimos que
os alunos utilizam diferentes tipos de representacdo e realizam conversdes entre elas com
diferentes graus de congruéncia que pode ter como consequéncia erros, dificuldades e
bloqueios.

Palavras-chave: Sequéncias, representacfes, conversdo, congruéncia “semantica”.
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Introducéo

E hoje consensual, entre professores e investigadores em Educagdo Matematica, a
importancia da exploragio de padrdes para um contacto a Algebra nos primeiros anos de
escolaridade (p. e., Canavarro, 2007; NCTM, 2008; Borralho & Barbosa, 2009). Como
no nosso pais, a exploracdo de padrBes nas salas de aula de matematica do 2.° ciclo de
escolaridade apenas entrou no curriculo escolar do Ensino Basico portugués com o
Programa de Matemética de 2007, torna-se pertinente uma investigacao nesta area. Um
dos problemas centrais que se coloca é o conhecimento de como 0s alunos sdo capazes
de generalizar os padrfes que lhes sdo propostos, assim como as estratégias a que
recorrem para o fazer. Varios autores (Moyer-Packenham (2005); Borralho, Cabrita,
Palhares & Vale (2007); Jacobs, Frank, Carpenter, Levi & Battey (2007); Warren &
Cooper (2008); Ross (2011); Faria (2012); Merino, Cafiadas & Molina (2013); Altay,
Akyliz, & Erhan (2014); Akkan (2013); e Callejo & Zapatera (2014)) estudaram esta
temaética colocando o foco dos seus estudos na categorizacdo de estratégias, dificuldades
e identificacdo dos erros cometidos nessa exploragdo, assim como nas suas
representacdes.

No nosso pais o trabalho de Barbosa, Vale e Palhares (2012), entre outros, mostra as
estratégias utilizadas, os erros e dificuldades que alunos portugueses do 6.° ano de
escolaridade evidenciam na exploracéo de tarefas com padrdes, alguns de natureza visual.

Por outro lado, constatamos que, neste nivel de ensino sdo propostos aos alunos, com
frequéncia, padrdes de natureza geométrica e gque, na sua exploracdo, 0S mesmos 0s
convertem em padrdes de natureza numérica. Nesse trabalho de exploracao de padrdes,
h& o recurso a diversas representacfes, sendo umas fornecidas na propria tarefa ou
explicacdo docente e outras da prépria (re)criacdo discente. Nas representacdes visuais,
utilizam-se figuras, a maior parte das vezes com recurso a figuras geométricas, sendo esta
com muita frequéncia a representacéo fornecida como ponto de partida para a exploragédo
de sequéncias neste nivel de ensino. As representacGes numeéricas utilizam nimeros. Por
sua vez, os alunos utilizam esquemas, mais ou menos formais, para representar a ordem
e/ou os termos da sequéncia e relacdo entre eles. Também recorrem a tabelas,
representacdo mais formal e sugerida na maioria das vezes pelo professor ou na prépria
tarefa. A tabela, como ndo é uma representacdo da iniciativa dos alunos, mas sim sugerida
pelo professor, é utilizada pelos alunos com diferentes graus de correcdo e organizacao.
Por ultimo, a representacdo através da linguagem natural, em gque os alunos recorrem a
linguagem materna para expressar caracteristicas ou propriedades das sequéncias.
Também verificamos que os alunos tém consciéncia da necessidade de mudanca de
representacdo para outra que consideram mais adequada, manifestando muitas vezes
dificuldades e bloqueios neste trabalho de mudanca de representacdo. Desta forma, este
estudo teve por objetivos: (a) identificar as conversbes feitas pelos alunos as
representacdes usadas durante a resolucdo de uma tarefa de exploragéo de sequéncias, (b)
determinar o grau de congruéncia “semantica” nas conversdes que envolveram uma
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representacdo visual. Para o efeito, vamos recorrer a Teoria de Registos de Representacao
Semidtica.

Enquadramento teorico

Na aula de matemaética, uma das formas de promocéo da interacdo e colaboracao entre
alunos e professor é a utilizacdo de tarefas com a finalidade de provocar atividade. Stein,
Grover e Henningsen (1996) consideram como tarefas significativas as que permitem
mais do que uma estratégia de solucdo, exigem representacdes multiplas e explicagdo e
justificacdo de raciocinios, oralmente e por escrito. Uma representacdo consiste na
substituicdo de uma entidade por outra configuracdo (Goldin, 2008). Segundo o NCTM
(2008), a forma com representamos as nossas ideias matematicas é essencial para 0 modo
como compreendemos e utilizamos essas ideias. O termo representacao refere-se tanto ao
processo como ao resultado e aplica-se tanto aos processos e resultados obtidos
externamente como aos que ocorrem internamente nas mentes dos individuos quando
fazem matematica. Refere ainda que os alunos aumentam significativamente a sua
capacidade de pensar matematicamente quando acedem as representacdes matematicas e
as ideias que elas expressam. Assim,

As representacOes deverdo ser tratadas como elementos essenciais no
apoio a compreensdo dos conceitos e das relagbes matematicas, na
comunicagdo de abordagens, argumentos e conhecimentos
matematicos, para si mesmos e para 0s outros, na identificacdo de
conex0es entre conceitos matematicos interrelacionados e na aplicacdo
da matematica a problemas realistas, através da modelacdo. (NCTM,
2008, p.75)

A Teoria dos Registos de Representagdo Semiotica de Duval (2009) tem por objetivo a
criacdo de um modelo do funcionamento semi6tico-cognitivo subjacente ao pensamento
matematico (Duval, Freitas & Rezende, 2013). Para Duval (2009) ndo ha conhecimento
que ndo mobilize uma atividade de representacdo, e so existe compreensao dos objetos
matematicos quando somos capazes de os representar pelo menos de dois modos
diferentes, transformando esses modos diferentes de representagdo entre si. Assim,
segundo o autor, para termos acesso aos objetos matematicos é necessaria uma atividade
de producéo semidtica.

Duval (1999, 2009) considera como representagdes semioticas situacdes abrangentes
como por exemplo as frases em linguagem natural ou as equacgdes e ndo apenas um
simples tragco ou um simbolo isolado, como as letras, palavras ou algarismos. Ainda
considera que a nogdo de representacdo semiética pressupfe a existéncia de sistemas
semioticos diferentes e de uma operagdo cognitiva de conversdo das representagdes
semioticas de um registo para outro. Para distinguir as representacdes semioticas
utilizadas pela matematica das representagdes semidticas utilizadas noutros processos
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cognitivos, 0 mesmo autor adotou o nome de registo de representacdo (Duval, 2011).
Duval (2009) identificou 3 registos de representacdo: as representacfes subjetiva e
mental, as representacdes internas ou computacionais e as representacdes semioticas. As
primeiras sdo as crencas, elucidaces e conhecimentos da infancia; as segundas sdo as
que enfatizam o tratamento de uma informacéo, caracterizada pela execugdo automatica
de uma tarefa com o objetivo de gerar uma resposta adequada a situacéo; por ultimo, as
representacdes semioticas sdo externas e intencionais e permitem-nos efetuar
determinadas funcdes cognitivas. E através destas representacdes, por exemplo, graficos,
tabelas, enunciado em linguagem natural, uma expressdo ou equacdo algébrica ou
numérica, entre outros, que temos acesso aos objetos matematicos. Mas o importante nao
é classificar as representacfes semioticas comuns (imagens, linguagem e indices) mas
todos os sistemas semioticos usados em Matematica, pois elas ndo sdo apenas necessarias
para fins de comunicacdo, elas sdo essenciais a atividade cognitiva do pensamento, pois
desempenham um papel importante (i) no desenvolvimento das representacées mentais
que dependem de uma interiorizacdo das representaces semidticas; (ii) na realizacdo de
varias funcdes cognitivas; (iii) na producdo de conhecimentos, ja que as representacdes
semidticas permitem representacdes muito diferentes de um mesmo objeto, estando o
desenvolvimento da ciéncia dependente do desenvolvimento de sistemas semioticos cada
vez mais especificos.

O funcionamento cognitivo do pensamento humano esta inseparavel da existéncia de uma
diversidade de registos de representacdo semidtica. Duval e Moretti (2012) chamam
semiose a apreensdo ou producdo de uma representacao semiotica e noesis a apreensao
conceitual de um objeto. Na atividade matematica ndo ha noesis sem semiose, pois €
essencial poder mobilizar muitos registos de representacdo semidtica assim como
selecionar um registo em detrimento de outro. Este recurso a muitos registos parece ser
uma condi¢do necessaria para que os objetos matematicos ndo sejam confundidos com as
suas representacdes e que possam ser também reconhecidos em cada uma das suas
representacbes. E nestas duas condicdes que uma representacio funciona
verdadeiramente como representacdo, pois ela da acesso ao objeto matematico
representado. Desta forma, a atividade matematica estdo associados trés fendbmenos:

1. Diversificacdo dos registos de representacdo semiotica;
2. Diferenciacdo entre representante e representado;
3. Coordenacéo dos diferentes registos de representacdo semiotica.

A distincdo entre os diferentes registos permite separar 0s dois tipos de transformacdes
que constituem a atividade mateméatica. O mesmo autor identifica dois tipos de
transformacéo de registos de representacdes, a que também chama ultimamente de gestos
intelectuais: os tratamentos e as conversfes. Os tratamentos sdo transformacdes que
ocorrem dentro de um mesmo registo; as conversdes consistem em transformar uma
representacdo de um registo para outro. De salientar que a compreensdo de um contetdo
matematico ndo se da apenas pela mudanca de um registo para outro, mas sim pelo
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reconhecimento de que tais registos se referem ao mesmo objeto matematico (Duval,
2009). Assim, ensinar matematica sob o ponto de vista da Teoria dos Registos de
Representacdo Semiotica é possibilitar o desenvolvimento das capacidades de raciocinio,
de analise e de visualizacao, atraves do uso de representacdes e respetivas transformacoes.

Duval (2009) considera ainda duas faces distintas da atividade matemaética: uma face
exposta e uma face oculta. A primeira diz respeito aos objetos matematicos: numeros,
fungdes, equacdes, poligonos, poliedros, etc., as suas propriedades, as formulas, aos
algoritmos, as demonstracdes, etc. Esta face toma forma no curriculo escolar, organizado
por sequéncias de conteudos e subconteudos, sendo uns, pré-requisitos dos seguintes. A
face oculta da atividade matematica corresponde aos gestos intelectuais que constituem o
carater cognitivo e epistemologico caracteristico da matematica, que ndo € diretamente
observavel no trabalho discente em sala de aula, mas indiretamente através de erros
recorrentes e bloqueios quando solicitamos a resolugéo de problemas, sejam elementares
ou ndo. Esta face oculta também se manifesta no ndo reconhecimento do mesmo objeto
matematico em representacGes diferentes. Ainda acrescenta que ndo basta justapor
representacdes diferentes do mesmo objeto, pois ndo é garantido que os alunos aprendam
a reconhecé-las. A Teoria dos Registos de Representacdo Semidtica diz respeito a face
oculta da atividade matematica, visando conhecer o funcionamento do pensamento
matematico, pois sem o desenvolvimento deste ndo se pode compreender nem conduzir
uma atividade matematica.

A congruéncia “semantica” (Duval & Moretti, 2012) procura medir o grau de
transparéncia entre representagdes de um mesmo objeto. Duval apresenta 3 critérios de
congruéncia que permitem determinar o carcter congruente ou ndo congruente de uma
conversdo a ser efetuada entre duas representacdes semidticas diferentes e que
representam o mesmo conteudo. S&o eles:

1. Possibilidade de uma correspondéncia “semantica” de elementos significantes: a
cada unidade significante simples de uma das representacdes pode-se associar
uma unidade elementar.

2. A univocidade “semantica” terminal: a cada unidade significante elementar da
representacdo de partida, corresponde uma unica unidade significante elementar
no registo de representacdo de chegada.

3. Aorganizacdo das unidades significantes: as organizacdes respetivas das unidades
significantes de duas representacbes comparadas conduzem a apreender as
unidades em correspondéncia “semantica”’, segundo a mesma ordem nas duas
representacdes. Este critério de correspondéncia na ordem do arranjo das unidades
que compdem cada uma das duas representacdes apenas é pertinente quando estas
apresentam a mesma dimensé&o.

Quando ndo ha congruéncia, a conversdo torna-se dificil. Assim, a coordenacdo entre
muitos registos € uma condi¢do absolutamente necessaria para que ocorra conhecimento
efetivo.
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Constatam-se indicacdes claras no Programa de Matematica (MEC, 2013) para a
conversdo de simbolos e expressdes entre a linguagem natural e a linguagem simbolica
matematica, mas ndo ha referéncias claras a conversGes entre outros tipos de
representacdo, nomeadamente a representacao visual. Assim, neste estudo, fomos analisar
as conversdes que os alunos efetuaram no decurso da sua atividade. Dado que a
representacdo de partida na abordagem & Algebra no 6.° ano de escolaridade é, com
frequéncia, uma representacdo visual (desenho de uma sequéncia geométrica), demos
especial destaque ao grau de congruéncia das conversdes que os alunos fizeram sempre
que usaram essa representacao.

Metodologia

Este trabalho insere-se numa investigacao de carater mais alargado com vista a determinar
a eficécia e interesse da utilizacdo de representacdes visuais e respetivas transformacoes,
na aprendizagem de diferentes conteddos matematicos no 2.° ciclo de escolaridade. Serviu
como estudo piloto fornecendo informagé&o preliminar sobre o que se pretende investigar.
A atividade discente decorreu da resolugdo da tarefa “O nome do Luis” (Figura 1),
retirada de um manual comercializado. A referida atividade teve a duracdo de 40 minutos
de uma aula de 60.

0 nome do Luis

Com base ra inicial do seu nome, o Luis pintou algumas quadriculas de
uma folha do caderno e obteve a seguinte sequéncia.

Fig.l  Fig2 Fig.3

Faz como o Luis, desenbando, no teu caderna, a duas figurss seguintes.

Escreve os seis primeiros termos da sequéncia do nimere de quadriculas
pintadas pelo Lufs.

Quantas quadriculas terdo de ser pintadas para obter a figura 77 E a figura
1 E a figura 1#

Em que figura foram pintadas &1 quadrioulas?
Pintando 32 quadriculas poder o Luls obter alfuma das figuras? Porqué?

Descreve uma ki de formagio que te permita determinar o nimers total
de quadriculas de qualquer figura desta sequéncia.

O 000 © 009

Escreve uma expressao geradora que te permita determinar o nimero de
quadriculas necessirias para construir a figura de ardemn n.

Figura 1: Tarefa “O nome do Luis”, retirada de MSI6, p.87, Areal Editores.

Esta tarefa foi aplicada depois da abordagem formal do conteido “Sequéncias e
regularidades” para consolidag¢do das aprendizagens. No sentido de enriquecer a situagao
de aprendizagem, optou-se por uma tipologia de trabalho de grupo (Gillies, 2003). Foram
formados 4 grupos de trabalho constituidos por 4 ou 5 elementos cada. O critério para a
formagédo dos grupos teve por base a heterogeneidade dos elementos em termos de
competéncia matematica e capacidade de comunicacdo escrita. Apesar das respostas
terem sido discutidas em grupo, cada aluno registou as conclusbes que considerava
pertinentes e usava as representacdes que considerava mais adequadas. Em momento
algum, a professora influenciou os alunos nos seus registos escritos.
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Com este trabalho procurou-se responder as seguintes questdes de investigacéo:

1. Que conversdes fazem os alunos durante a resolucéo de tarefas com sequéncias
geomeétricas de crescimento?

2. Qual o grau de congruéncia “semantica” que as conversoes que envolvem uma
representacéo visual evidenciam?

Tendo em consideragé@o as questdes e o foco do estudo apresentados, optou-se por um
estudo com uma abordagem qualitativa com carater interpretativo para compreender
melhor a particularidade da exploracdo de uma representacao visual na resolucéo de uma
tarefa com uma sequéncia geometrica. O estudo reporta-se a uma atividade de resolucao
de uma tarefa com uma sequéncia geométrica com uma turma de 6° ano com alunos com
idades compreendidas entre os 10 e 0s 13 anos e 0 seu professor em ambiente natural de
sala de aula. Os dados recolhidos em ambiente de sala de aula foram gravacdo audio da
aula, registos escritos dos alunos e observacao participante da professora a partir dos quais
se elaborou uma narragdo multimodal seguindo o protocolo indicado por (Lopes et al.,
2014).

Para responder as questdes de investigacdo focalizamos a nossa analise nos registos
escritos discentes efetuados durante a resolucdo da tarefa supracitada, mais
concretamente nas conversbes das representacfes utilizadas. Para reduzir os dados
formaram-se categorias. O critério utilizado para a formacéo dessas categorias baseou-se
na classificacdo de Duval (2011) para as transformacfes/gestos intelectuais. Na sua
analise, fez-se a identificacdo das representacdes utilizadas, das conversdes efetuadas
durante a sua resolugdo e determinou-se o grau de congruéncia “semantica” entre elas.
Foram assim criadas duas categorias de analise: “Representagdes” e “Conversdes entre
representagdes”. A segunda categoria possui subcategorias, de acordo com 0 seu grau de
congruéncia “semantica”. A cada uma das categorias e subcategorias foi atribuido um
cddigo (Cohen, Manion & Morrison, 2007). Ambas encontram-se devidamente
identificadas na Tabela 1.

Tabela 1: Categorias e subcategorias de analise utilizadas e respetivos c6digos.

Categorias de analise

Representacdes Conversdes Congruéncia “semantica”

(Ri=>Rj)ce (Grau elevado) = Verificam-se

RV = Representagdo visual 0s 3 critérios em todas as situagdes.

RN = Representagdo numérica Entre
RT = Representagdo em tabela n (Ri=>Rj)em (Grau médio) = Verificam-se 2
) . representacoes o .
RE = Representacdo esquematica . . dos 3 critérios ou parte dos 3 critérios.
_ x s (Ri-»>Rj)
RA = Representa¢do algébrica

LN = Linguagem natural (Ri=Rj)ee (Grau baixo) = Verifica-se, no

maximo, o 1° critério.
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Numa fase posterior, analisaram-se as respostas descritivas de cada uma das
subcategorias (Bogdan & Biklen, 1994). De cada uma das subcategorias da categoria
“Conversdes entre Representagdes” selecionamos uma resposta para servir de exemplo,
caracterizando assim o grau de congruéncia “semantica’ entre as conversoes efetuadas.

Resultados

Todos os grupos iniciaram a exploragéo da sequéncia seguindo a sugestéo de utilizagdo
do desenho da figura geométrica proposta (Figura 2).

O nome do Luis

Com base ma inicial do seu nome, o Luls pintou algumas quadriculas de
uma folha do caderno ¢ obteve a seguinte sequincia

- !
I l i s B, b £
| L‘Z =

Fig.l Fg2

© Faz como o Luls, desenhando, no teu caderno, as duas figuras seguintes.

Figura 2: Representac@es visuais sugeridas na tarefa, a esq., e utilizadas pela totalidade dos
alunos, a dir.

Todos os grupos conseguiram, pela representacdo visual, identificar quase imediatamente
a lei de formacdo da sequéncia, apesar de esta ser pedida apenas na pergunta 6, tendo feito
uma conversdo da representacao visual para a linguagem natural (Figura 3).

L] sl di

L L a1 ] ] LT 1 ] 1.4
= I i v i i i e —t
o Bonpaiaeed | 07 Lontnen 2 ed . oaolngd

T
kel

7%

Figura 3: Representacdo da lei de formacéo da sequéncia: conversdo para linguagem natural.

De seguida, conforme sugerido na pergunta 2 da tarefa, os alunos abandonaram a
exploracdo do desenho e recorreram a outras representacdes: esquematica (Figura 4, a
esg.) e numérica (Figura 4, a dir.), convertendo a sequéncia geométrica numa sequéncia
numerica.

otz | Rz dng Jelz | _J |

Figura 4: Representacdo esquematica, a esq., e representacdo numérica, a dir.

Outros grupos converteram a representacdo visual fornecida no inicio da tarefa numa
representacdo em tabela (Figura 5).
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Figura 5: Representacdo em tabela da sequéncia.

Quando os grupos tiveram que responder a pergunta 3, os alunos confrontaram-se com
diversas dificuldades para determinar o nimero de quadriculas da figura 100. Dois dos
grupos conseguiram responder-lhe estabelecendo uma relacéo entre a ordem do termo da
sequéncia com o termo correspondente. Assim encontraram uma expressdo algébrica de
generalizacdo, a expressao geradora (2n+1), apesar desta apenas ser pedida na pergunta
7 (Figura 6).

Figura 6: Conversdo da representacao visual fornecida para representacao em tabela e desta para
representacao algébrica.

No entanto, os outros dois grupos ndo foram capazes deste procedimento, tendo tido outro
desempenho que passamos a descrever. Abandonaram a representacdo visual por
considerarem ser inviavel o desenho dos 100 termos da sequéncia, conforme excerto da
narragdo multimodal:

Um dos elementos do grupo sugere como estratégia contar o nimero de quadriculas até a figura 100,
mas nem outros elementos nem eu aceitamos essa estratégia que verificamos nao ser a melhor e mais
eficiente nesta situacdo. Encontram outra, baseada numa regra de proporcionalidade direta, incentivo-os a
utiliza-la e afasto-me até ao grupo IV.

Decidiram entdo trabalhar com uma representacdo em tabela, mas néo foram capazes de
relacionar corretamente as suas duas colunas, isto €, a ordem do termo da sequéncia com
o termo da mesma. Vendo as dificuldades, e ignoradas as potencialidades da exploragéo
da representacdo visual, a professora procurou uma estratégia que facilitasse a conversédo
da representacdo visual para outra representacdo. Assim, sugeriu-lhes um olhar atento a
mesma, a procura de semelhancas e diferencas entre os desenhos. Como nao obteve o
resultado esperado, evidenciou o que se mantinha constante da 1.2 para a 2.2 figura e desta
para a 3.2 (Figura 7 a cinzento) e o que variava de figura para figura (Figura. 7 a branco).
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Figura 7: Tratamento da representacao visual fornecida com evidéncia nos termos da sequéncia
atraves da utilizacdo de duas cores do que se mantém constante (a cinzento) e do que varia (a
branco).

Depois desta intervencéo, verificou-se que os alunos descobriam rapidamente o termo de
qualquer ordem, incluindo a expressdo geradora. Teceram ainda alguns comentarios

relativos a facilidade do reconhecimento do padrédo desta sequéncia, desta forma.

De seguida, apresentamos na Tabela 2 a identificacdo das conversdes entre representacoes
efetuadas, as ocorréncias relativas e o grau de congruéncia “semantica” verificado nas

conversdes que envolveram uma representacao visual.

Tabela 2: Tabela de frequéncias para as conversdes entre representacfes efetuadas.

Conversdo de representacoes

Congruéncia “semantica”

Frequéncia
Cédigo Representacoes relativa GE GM GB

RV—RT Visual para Tabela 13% X X
RV—RN Visual para Numérica 11% X
RV—LN Visual para L. Natural 8% X X
RV—RE Visual para Esquematica 7% X
RN—LN Numérica para L. Natural 13% N&o analisado
RN—RE Numeérica para Esquematica 7% N&o analisado
RN—>RA Numérica para Algébrica 5% N&o analisado
RN—RV Numérica para Visual 3% X X
RT—RA Tabela para Algébrica 7% Né&o analisado
RT—>RN Tabela para Numérica 3% N&o analisado
RE—>RN Esquematica para L. Natural 16% N&o analisado
RA—RN Algébrica para Numérica 7% Nao analisado
TOTAL 100%

Legenda 1: GE = Grau Elevado; GM = Grau Médio; GB = Grau Baixo.
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De uma primeira andlise, verificou-se que as conversdes mais utilizadas partiram de uma
representacdo visual (ponto de partida) e de uma representacdo numérica (sugerida logo
na 2.2 pergunta) para outras representacdes. Verificaram-se conversdes da representacao
numérica para a representacao algébrica. As conversdes menos frequentes verificaram-se
das representacfes em tabela, esquematica e algébrica, sendo a menos frequente, a
conversdo da representacdo algébrica para numérica. Apenas 3% das conversdes se deu
de uma representagdo numerica para uma representacdo visual.

A Tabela 3 justifica a classificacdo de Grau Elevado na conversédo da representagéo visual
fornecida (Representagéo de partida) para a representacdo em Tabela (Representacdo de
chegada).

Tabela 3: Congruéncia seméantica (Grau elevado) na conversao de duas representagdes (visual e
em tabela).

Critérios de congruéncia “semantica”

Identificacao  Univocidade

Representacao da unidade “semantica”
elementar (Exemplo)

Organizacao
das unidades

ki
= “ENS smws sas Cada uma das
= reli mes. s figuras
v o
=
X )

R

Foteadatel
o A = £
: ] - 4
) BTy Cad d
3 . ada uma das
~ L____L; L :
= T AP linhas
o | RR-E S .
a [ o |+

=TT

| L - 1‘. '. ‘. i

Os resultados mostraram que, apesar de o ponto de partida ser uma representacéo visual,
a quase totalidade dos alunos fez imediatamente a conversdo para outras representacoes,
nomeadamente para a representacdo numeérica, para a linguagem natural, para a
esquematica, e para a representacao em tabela, cujos exemplos se encontram na Tabela
4, caracterizadas de acordo com o grau de congruéncia “semantica” que consideramos
evidenciados.
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Tabela 4: Grau de congruéncia “seméntica” na conversdo das representa¢des que envolvem uma
representacao visual.

N Congruéncia “semantica”
Conversao

Grau Elevado Grau Médio
B
RV—) g ’V | '-7-—
RT S
= |
o 3,33 . 4047
RV=> ‘ smigag LLLLLELI T LD L LTI LLII T |
LN = X O A g AL ot £ arnea e o et
RV P IR
- 5 A ¢ 3ip| 3
Nao observavel o
RE 144 M “) f_
{ = \
42D\
S S 0 e # -  c 8
=C E > 5
RN— = . 1 5_' ]
" &40 pov Ty s B i = o 3 v

Discussao e conclusoes

Este estudo procurou: (a) identificar as conversdes feitas pelos alunos as representacoes
usadas durante a resolucdo de uma tarefa de exploracdo de sequéncias, (b) determinar o
grau de congruéncia “semantica” nas conversdes que envolveram uma representacao
visual. A Teoria de Representacdo Semiotica de Duval (2009) revelou-se adequada para
alcancar aqueles objetivos e apresentar aos professores evidéncias do pensamento
matematico dos alunos baseado nas transformacdes de representacdes (Duval, Freitas &
Rezende, 2013).

No presente estudo, todos os alunos conseguiram compreender a representacdo visual
fornecida (desenho de figuras geometricas) e utilizaram-na para responder as questdes
mais simples da tarefa. Todos os alunos utilizaram a conversao desta representacdo para
a linguagem natural para pronunciarem a lei de formacéo da sequéncia. Para responder
as questdes da tarefa mais complexas, os alunos abandonaram a representacéo visual
fornecida e optaram por outras representacdes. A propria tarefa encaminhou os alunos
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para uma representacdo numérica logo na segunda pergunta, o que confirma o predominio
no uso desta representacgéo, ja detetado em outros estudos (p.e. em (Barbosa, (2010)) mas
também se verificaram conversdes espontaneas da representacdo visual para a
representacdo em tabela, esquematica, linguagem natural e numérica. Verificou-se, em
dois grupos, um desempenho adequado e uma utilizacdo correta destas representacdes
que os levou a generalizacdo através da escrita da expressao geradora. No entanto, 0s
restantes grupos, apesar de estarem a trabalhar com os mesmos tipos de representacao,
ndo tiveram 0 mesmo sucesso, tendo mesmo bloqueado em determinada altura do seu
trabalho. A Teoria dos Registos de Representacdo Semidtica refere dificuldades na
conversdo de representacfes (Duval & Moretti, 2012), o que verificamos neste caso pois
as conversdes efetuadas nao tiveram um grau elevado de congruéncia “semantica” o que
originou dificuldades e erros. Por exemplo, a representacdo em tabela utilizada por estes
alunos foi insuficientemente compreendida uma vez que se mostraram incapazes de obter
a expressdo geradora através da relacdo entre as duas colunas (ordem e termo da
sequéncia). Mas, ndo menos importante do que a qualidade das conversdes, a escolha do
tratamento a efetuar a determinada representacdo, neste caso a representacdo visual
fornecida tornou-se determinante no sucesso da conversao, tendo subvalorizado a falta de
destreza no tratamento da representacdo em tabela. O que demonstra que as
representacdes visuais (desenhos) podem ser muito mais do que simples apoios a
explicitacdo de determinada situacdo. E dai a necessidade de o professor estar
constantemente atento ao modo como os alunos registam e transformam as suas
representacdes, pois ndo se garante que os alunos sejam capazes de selecionar
eficazmente a representacéo e fazer-lhe o tratamento adequado que lhes possibilite uma
conversao com um grau mais elevado de congruéncia “semantica”. Dai a importancia de
uma investigacdo acerca do uso de diferentes representacdes com diferentes graus de
congruéncia e do seu efeito na aprendizagem, num dado conteddo matematico. O facto
de se ter verificado uma ocorréncia baixa da conversdo de uma representacdo algébrica
para uma representacdo numérica é indicador de que, neste trabalho de conversdo de
representacdes, os alunos ndo manifestam a competéncia de um grau elevado de
congruéncia “semiotica”, pois apenas se verifica conversdao num sentido. Pensamos que
0 mesmo se deve as dificuldades dos alunos em inverter raciocinios e em regista-los,
manifestadas na falta de precisdo na sua escrita.
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Resumo: Neste artigo apresentamos alguns resultados de uma experiéncia de ensino com
alunos do 9.° ano, no estudo do topico “Sistemas de duas equacdes do 1.° grau a duas
incdgnitas”. Procuramos analisar as representacdes matematicas utilizadas e perceber 0
papel da transformacdo das representacdes matematicas durante a atividade de resolucao
de problemas na aprendizagem do método de substituicdo de resolucdo de sistemas. A
analise de dados incide nas producdes de uma aluna e nos dialogos que ocorrem durante
aresolucdo de problemas, no estudo do tépico e numa entrevista realizada posteriormente.
Verificamos que a atividade de resolucédo de problemas, tanto no ambiente digital da folha
de célculo, como com papel e lapis, promove o uso de uma diversidade de representacdes
matematicas bem como a sua transformacdo permanente, o que leva a aluna a
compreensdo dos processos formais para a resolucdo de sistemas bem como a uma
utilizacdo mais fluente da linguagem algébrica na resolucdo dos problemas propostos.
Palavras-chave: Representagdes matematicas; Transformacdo de representagdes;
Resolucao de problemas; Método de substitui¢do; Folha de calculo.

Introducéo

A aprendizagem de métodos formais constitui um marco no progresso na aprendizagem
da Algebra. A sua utilizacgdo permite aos alunos resolver problemas, levando-os
rapidamente a solucdo e libertando-os de procurar estratégias alternativas. No entanto, a
passagem dos métodos informais aos formais ndo é facil para a maioria dos alunos. As
dificuldades que surgem com a aplicacdo dos métodos formais podem estar relacionadas
com o ritmo a que o0s tdpicos sdo estudados, bem como a abordagem predominantemente
formal com que sdo apresentados (Herscovics & Lincheviski, 1994). Embora o objetivo
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seja a aprendizagem dos métodos formais, &€ importante envolver os alunos em
experiéncias informais antes da manipulacdo algébrica formal, nomeadamente através da
resolucéo de problemas. Desde modo, na aprendizagem da Algebra manifestam-se muitas
tensdes entre uma abordagem informal e a formal, uma vez que o desenvolvimento de
procedimentos formais acarreta muitos riscos, apesar de ser uma ferramenta bastante (til,
pela sua eficiéncia.

Interessa entdo perceber como € que os alunos expressam as suas ideias matematicas e
como evoluem na aprendizagem de metodos formais, num contexto de trabalho baseado
na resolucdo de problemas. Para isso, & essencial olhar para as representacGes
matematicas, uma vez que a forma como as ideias matematicas sdo representadas é
fundamental para a forma como sé&o usadas e entendidas (NCTM, 2007). Assim, nesta
comunicacdo analisamos as representaces matematicas utilizadas e tentamos
compreender o papel da transformacéo das representacdes matematicas na atividade de
resolucdo de problemas na aprendizagem do método de substituicdo de resolucdo de
sistemas.

A resolucio de problemas na aprendizagem da Algebra

A resolucéo de problemas é uma atividade importante no estudo da Algebra, por facilitar
o desenvolvimento de processos algébricos (NCTM, 2007). Koedinger, Alibali e Nathan
(2008) indicam que a resolucédo de problemas ajuda os alunos a utilizar os seus proprios
conhecimentos, baseados em opera¢fes com ndmeros, sem a preocupacdo de memorizar
como manipular os simbolos. Os autores afirmam ainda que os alunos, numa fase inicial,
tém melhor desempenho na resolucdo de problemas do que na resolucdo de exercicios
envolvendo equagdes.

Windsor (2010) destaca igualmente a resolucdo de problemas que encara como uma
oportunidade para enriquecer e transformar o pensamento dos alunos, permitindo ao
professor incentiva-los a pensar algebricamente ao invés de os influenciar simplesmente
a recorrer a uma determinada estratégia ou procedimento. Este autor salienta ainda que €
através da discussdo do processo de resolucao que pode ser desenvolvida uma perspetiva
algébrica da Matematica. Considera ainda que é fundamental que os alunos reflitam
acerca das suas estratégias e partilhem as suas experiéncias de modo a desenvolverem
diferentes formas de entender e abordar os problemas.

Kieran (2006) afirma que, na resolucdo de problemas verbais algébricos, os alunos
preferem frequentemente recorrer a métodos aritméticos, mostrando dificuldade em
utilizar equagdes. Embora a primeira vista 0 pensamento aritmético possa parecer um
obstaculo para o desenvolvimento do pensamento algébrico, ele também pode ser visto
como uma via para esse desenvolvimento. Entre 0s processos aritméticos mais utilizados
neste tipo de problemas, destacam-se as estratégias de tentativa e erro e de desfazer
(unwind). Outra estratégia consiste em atribuir um valor a uma quantidade desconhecida
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e verificar a sua exatiddo, usando um raciocinio funcional, isto €, reconhecendo a relacédo
existente entre as varidveis, mesmo que essa relacdo ndo seja expressa através de
linguagem algébrica formal (Johanning, 2004).

Os ambientes digitais, como a folha de célculo, permitem a exploracéo e resolucéo de
problemas de modo informal. A folha de célculo acentua a necessidade de identificar
todas as varidveis relevantes no problema e, além disso, estimula a procura de relacfes
de dependéncia entre as variaveis. A definicdo de relagdes intermédias entre as diversas
variaveis por meio de formulas, isto é, a decomposi¢do de uma relacdo de dependéncia
em relacbes mais simples é um dos aspetos a salientar nesta ferramenta, com
consequéncias decisivas no processo de resolugdo de problemas (Carreira, 1992;
Haspekian, 2005). O reconhecimento dos elementos envolvidos num problema e o
estabelecimento de relagbes entre eles constitui um passo fundamental para utilizar a
Algebra na resolugdo de problemas. Como referem Dettori et al. (2001), este processo
pode ser facilitado pela folha de célculo que consideram ajudar os alunos a
compreenderem o que significa resolver uma equacdo mesmo antes da aprendizagem
formal. Contribui ainda para a sele¢cdo da informacéo relevante na resolucdo de um
problema e promove as capacidades de generalizacdo, abstracao e sintese, fundamentais
na Algebra.

A resolucéo de problemas na folha de célculo permite o estabelecimento de relagGes entre
a linguagem neste ambiente digital e a linguagem algébrica, com papel e lapis, e pode ser
vista como um meio para preencher a lacuna entre o pensamento algébrico e a capacidade
de usar a notacédo algébrica para expressar tal pensamento, como é descrito em Carreira,
Jones, Amado, Jacinto e Nobre (2015).

RepresentacGes matematicas

Sem as representacGes matematicas ndo é possivel pensar sobre os objetos matematicos.
Duval (2011) salienta que as representacdes ndo se devem confundir com o préprio objeto
e aponta que o uso de uma diversidade de representacGes € necessaria para que seja
possivel aceder ao objeto, uma vez que “elas estdo no ‘lugar dos’ objetos ou os ‘evocam’,
quando esses ndo sdo imediatamente acessiveis” (p. 23). Além disso, de servirem para
comunicar com 0s outros acerca de um problema ou de uma ideia, as representacdes
permitem compreender uma propriedade ou um conceito (Dufour-Janvier, Bednarz &
Belanger, 1987).

Friedlander e Tabach (2001) consideram que a capacidade para trabalhar com varias
representacdes permite eliminar as desvantagens de cada uma, tornando o processo de
aprendizagem da Algebra mais significativo e efetivo. Estes autores defendem a
necessidade de propor tarefas que exijam que os alunos recorram a varias representacoes,
estabelecendo relacGes entre elas e atribuindo-lhes significado. Numa perspetiva
semelhante, Tripathi (2008) salienta que a compreensdo de um conceito apenas emerge
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quando este é observado de diferentes perspetivas. Assim, as diferentes representacdes
podem ser entendidas como uma variedade de lentes que permitem uma compreensao
mais ampla e profunda de um conceito. A autora frisa que um discurso em torno do uso
de mdltiplas representacBes enriquece a cultura de sala de aula e simultaneamente ajuda
os alunos a participar ativamente no processo de aprendizagem. Argumenta, ainda, que
as representacdes dos alunos e sua capacidade de transferir ideias de uma representacédo
para outra séo indicadores de sua compreensao.

De acordo com Duval (2011), as representagbes semidticas e a conversdao das
representacdes sdo fundamentais na aquisi¢cdo do conhecimento matematico, sendo que
nenhuma atividade matematica pode ser realizada sem usar um sistema de representagdo
semidtico, porque 0 processo matematico envolve sempre a substituicdo de uma
representacdo semidtica por outra. Para este autor, um objeto matemaético apenas é
identificado a partir de diferentes registos semioticos e devem analisar-se detalhadamente
as transformacdes de registos de representacdo. Distingue entre tratamentos
(transformac0es dentro de um registo) e conversdes (transformacGes que resultam em
uma representacao em outro registro), processo que considera fundamental na construgéo
de conhecimento. No entanto, a realizacdo de conversfes ndo é uma atividade simples e
imediata para a maioria dos alunos.

Na aprendizagem da Algebra, o uso de representagbes mais elementares como
representacdes pictoricas, numéricas e a linguagem € particularmente Gtil na ajuda a
resolucéo de problemas algébricos simples (Koedinger, Alibali, & Nathan, 2008). Esta
pratica pode revelar-se facilitadora na transicdo para um pensamento mais abstrato
necessario, por exemplo, para compreender equagdes (Koedinger & Nathan, 2004).

No processo de aprendizagem € importante incentivar 0s alunos a representar as suas
ideias matematicas de forma que facam sentido para eles, mesmo que essas
representacdes ndo sejam convencionais. No entanto, é igualmente importante que 0s
alunos aprendam as formas estabelecidas de representacdo que servem de base a atividade
matematica e a comunicacdo das ideias matematicas. A resolucdo de problemas pode ser
um bom veiculo para estimular o uso de uma grande diversidade de representacfes. Além
disso, possibilita o estabelecimento de conexdes entre diferentes tipos de representacéo e
a passagem de umas representacdes para outras, ampliando o conhecimento matematico
dos alunos (Dufour-Janvier, Bednarz & Belanger, 1987).

De acordo com Hiebert e Carpenter (1992) o uso de representacdes simbdlicas ndo deve
ser exigido aos alunos numa fase inicial. Primeiramente, os alunos devem ser envolvidos
em experiéncias com multiplas representagdes para que possam fazer conexdes entre elas
e os simbolos surjam de forma natural. Estes autores consideram que 0s alunos que nédo
tém oportunidade de explorar representacfes para além das simbdlicas podem
desenvolver uma compreensdo incompleta. Apesar daqueles que usam apenas
representacdes simbdlicas conseguirem usar os simbolos e regras para encontrar a solugdo
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de problemas, uma compreensdo mais profunda e completa de um procedimento
matematico deve ter por base o conhecimento conceptual apoiado em representacdes mais
intuitivas. Numa perspetiva semelhante, Ponte e Quaresma (2014) consideram que um
raciocinio formal com compreensao deve basear-se num raciocinio informal, apoiado em
representacdes intuitivas. Pelo seu lado, Kieran (2013) argumenta que uma técnica nao
se deve assumir como uma pura manipulacéo simbdlica e que as técnicas ndo devem ser
apenas consideradas no seu aspeto rotineiro, uma vez que desempenham um papel
importante na aprendizagem por contribuirem para a compreensdo dos objetos a que
respeitam e proporcionam uma reflex@o acerca dos conceitos.

A aprendizagem do método de substituicdo de resolucdo de sistemas de equacgdes implica
o conhecimento de varios conceitos, a comegar pela no¢do de equagdo. Os alunos devem
também ter destreza e compreender a manipulagdo simbdlica envolvendo representacdes
algébricas. Outra ideia fundamental na aprendizagem do método é a ideia de substituicao.
Apesar dos alunos ja terem contactado com estas noc¢des e propriedades, ndo significa
que ja se tenham apropriado delas. Uma questdo importante diz respeito a compreensao
do sinal de igual que pode ter ou ndo o significado de equivaléncia. Este simbolo surge
na Aritmética como um sinal de operacdo que indica a necessidade de fazer algo.
Contudo, quando é usado em equac@es, significa equivaléncia entre os dois membros
(Kieran, 1981). Para uma interpretagdo adequada da estrutura de uma equagdo é
necessaria uma compreensao da simetria e da transitividade da igualdade. Filloy, Rojano
e Solares (2004) indicam que certos alunos resolvem equac¢Ges com uma incognita, mas
ndo resolvem problemas com duas incdgnitas, manifestando dificuldades na aplicacéo da
transitividade da relacdo de igualdade, quando se depararam com duas equagdes como
4x-3=y € 6X+7=Y.

Experiéncia de ensino e metodologia de investigagao

Para o estudo do topico sdo propostas oito tarefas (tabela 1). As tarefas sdo de natureza
diversa (Ponte, 2005), embora a resolucéo de problemas assuma o papel central. A tarefa
inicial € de diagnostico tendo em vista obter elementos sobre os conhecimentos dos alunos
e assim melhor ajustar a sequéncia de tarefas a propor. Em determinados momentos, séo
propostos problemas para resolver na folha de célculo, como ponto de partida para a
aprendizagem formal. Em cada tarefa sdo promovidos momentos de discusséo e de
sintese, estabelecendo uma ponte entre este trabalho e o realizado com o simbolismo
algébrico, sempre que possivel a partir das propostas dos alunos.
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Tabela 1: Tarefas e recursos.

Al H1 1 (B} El F1 Gl HI
Tarefas Dingadotico | Adiiahar o | O pesodas 5| O valor Acomdude | Coelwm e | Mocclincn Tarcta de
dia de iweds dos ! walinhas VS LRG0
feVCrs A0 AR cuvabon
Re Papel ¢ liges | Folla de Folba de Papel ¢ Folha de Papel ¢ Papel ¢ Papel ¢ lps
fcursos célculo cileulo Ligpis cdlcule liapis lipis

No trabalho com papel e l&pis, consideramos o0s seguintes registos de representacdes:
linguagem natural, sistema de notacdo numeérica (SNN), sistema de notacdo algébrica
(SNA), pictoricas e graficas. Na folha de célculo consideramos: a linguagem natural,
input de valores numéricos, geracdo de sequéncias numeéricas, geracdo de variaveis-
coluna, representacdes graficas e formatacdo condicional (Haspekian, 2005). No
ambiente da folha de calculo usamos também as noc¢des de conversdo e de tratamento
propostos por Duval (2011).

Atendendo a natureza do estudo, a metodologia adotada € essencialmente qualitativa
seguindo um paradigma interpretativo. Esta investigagcdo segue um design de experiéncia
de ensino com recurso a um estudo de caso, assumindo a primeira autora o duplo papel
de professora da turma e investigadora. Debrugamo-nos sobre o caso de Gabriela, uma
aluna com 14 anos, interessada e participativa nas aulas, habitualmente sem dificuldades
em Matematica. A aluna tem vindo a utilizar a folha de calculo para resolver problemas
nas aulas de Matematica como relatado em Nobre, Amado e Ponte (2012). Durante essas
aulas, o trabalho &, por vezes, realizado em colabora¢do com uma colega.

Procedemos a recolha das producgdes da aluna na sala de aula, a captura dos ecrds dos
computadores, a gravacdo audio dos didlogos e a observacdo participante registada em
notas de campo. Apds o estudo do topico realizdamos uma entrevista clinica (E1) a aluna
com o objetivo de obter mais informacdes sobre a sua aprendizagem. A anélise de dados
tem por base a andlise de contetdo (Bardin, 1977) a partir das producdes da aluna, das
transcricdes das gravacgdes audio das aulas, dos registos da sequéncia de frames no Excel
e da entrevista.

Resultados

Apresentamos o trabalho de Gabriela em alguns problemas propostos em diferentes
momentos do estudo do topico, que se destacam por darem evidéncias da evolucdo da
aluna na aprendizagem do método de substituicdo. Analisamos as representacdes que
utiliza, bem como a forma como as coordena, ou seja, as transformagdes que efetua.
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Problema “Adivinhar o dia de aniversario”

A Sofia gosta muito de colocar desafios aos colegas. Logo na primeira aula de

Matematica, apresentou a seguinte proposta:

- Para descobrires o meu dia de aniversario basta multiplicares o dia do meu nascimento
por 12 e o més por 30 e adicionares os dois valores obtidos. Se o resultado for 582 ¢

esse o dia € 0 més do meu aniversario!

Consegues descobrir o dia do aniversario da Sofia?

Figura 1: Enunciado do problema (Tarefa B1).

Na resolucdo do problema (figura 1), no inicio do estudo do tépico, Gabriela e a colega
convertem a informacéo do enunciado para a folha de calculo. As alunas recorrem as
funcionalidades desta ferramenta, organizam os dados em colunas, geram sequéncias
numéricas e variaveis-coluna para o estabelecimento de relagdes (figura 2). Nomeiam a
coluna C como “dia do nascimento” e constroem uma coluna de nimeros entre 1 ¢ 31,
por arrastamento. Na coluna D apresentam o produto dos valores da coluna C por 12,
conforme a condicdo do enunciado. Seguidamente, iniciam um processo para determinar
0 produto dos diferentes meses por 30 e as respetivas somas com o valor obtido na coluna
D. As alunas conseguem expressar relacoes intermédias, efetuando os célculos para cada
um dos meses separadamente e procurando na coluna da soma o valor 582. Contudo, a
determinado momento param por sentirem inseguranca relativamente a eficacia do
procedimento escolhido para a resolucdo do problema e aguardam pela discusséo na
turma.

C D E F G H | 1 K
dia do nascimento més do meu nascimento/Janeiro Soma Fevereiro Soma
1 12 1 30 43 2 60 72
2 24 1 30 54 2 60 84
3 36 1 30 66 2 60 96
4 48 1 30 78 2 60 108
5 60 1 30 90 2 60 120
C D E F G ly | J K
dia do nascimento més do meu nascimento/Janeiro Soma Fevereiro Soma
1 =1*12 1 =1*30 =D3+F3 2 60 =b0+D3
2 =2¥12 1 =1*30 =Fa4+D4 2 60 |=14+D4
3 =3*12 1 =1*30 =F5+D5 2 60 =15+D5

Figura 2: Produgéo de Gabriela.

Na discussdo surge a ideia de construir uma tabela de dupla entrada e a formula para obter
o0 valor pretendido:

Professora: Sera que nos aqui conseguiamos escrever uma relacéo entre o 582 e
0 dia e 0 més de aniversario?
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Carolina: Entédo ¢ a formula! [da folha de célculo]

[...]

Professora: Entdao, vamos 1a ver... Vamos supor assim... Vamos pensar que o
dia em que ela faz anos € d e que m é o més [escreve a legenda
no quadro]

Tatiana: Entao ¢ dia vezes 12... E més vezes 30.

Carolina: Mais.

Professora: Esta aqui a Carolina a acrescentar “mais”.

Tatiana: Més vezes 30.

Professora: E depois?

Alguns alunos: Igual a 582.

Professora: Olhem 14, isto [a expressdo algébrica] que nds temos aqui, isto é o
qué?

Tatiana: E a formula.

Maria Inés: E aquela funcdo... Expressio...

Professora: Pode ser considerada a expressdo analitica. .. E a condi¢do que traduz
0 enunciado do problema. E esta condicao tem quantas solucfes?

Filipe: 3.

A discussdo permite concluir a existéncia de trés datas possiveis para o aniversario de
Ana, sendo impossivel determinar o dia certo. A discussdo incentiva os alunos a escrita
da relagéo entre o dia e 0 més, 12d +30m =582, agora no SNA. Por fim, é feita a
verificagdo das solugdes encontradas.

Na resolucdo deste problema as transformacdes das representacdes utilizadas pela aluna
estdo esquematizadas na figura 3.

Folha de Converséo

. calculo
Conversio n
Linguagem | Tabela SNA
natural U

SNN Tratamentos

Figura 3: Atividade de Gabriela nas transformagdes das representacdes.

Gabriela converte a informacdo do enunciado para a folha de célculo, onde efetua
tratamentos para gerar sequéncias numeéricas e variaveis-coluna. Apesar de ndo ter
concluido a sua resolucdo e ndo ter tido intervencdes, a aluna assistiu com atencéo a
discussdo e sintese onde foi feita a conversdo para 0 SNA, levando a escrita da equagédo
com duas variaveis.

Na aula seguinte foi proposta a resolucéo de outro problema na folha de calculo que inclui
o trabalho com vérias condi¢bes e o estabelecimento de relagdes entre diferentes

138



GD1 - As representacdes e a aprendizagem matematica

varidveis. Da discusséo e sintese surge a escrita das condi¢fes do problema na forma de
sistema de equagdes e a formalizagao do termo “‘sistema de equagdes”.

Problema “O valor dos animais”

Para cada uma das situagoes seguintes determina o valor de cada animal pedido.
Explica todos os procedimentos.

Situacao 2

Figura 4: Enunciado do problema (Tarefa D1).

Neste problema séo propostas quatro situaces com nivel crescente de complexidade. Na
segunda situacdo (figura 4), Gabriela recorre a diversas representacdes: em linguagem
natural, no SNA e no SNN. A aluna enceta a resolugéo com a escrita de equagdes (SNA)
que representam as relagdes apresentadas em cada figura, no entanto, ndo chega a usar
essas representacdes. Quando questionada (E1), diz:

Gabriela: Pois, eu ainda ndo sabia o que estava a fazer...

Gabriela procede depois a delimitacdo dos grupos de animais. Neste procedimento, utiliza
a informacéo de uma das imagens e forma conjuntos na outra, o que Ihe permite descobrir,
através de tratamentos no SNN, o valor de uma das incdgnitas, para depois obter a solucéo
(figura 5). Este processo evidencia claramente a ideia de substitui¢do, fundamental na
resolucéo de sistemas de equacdes. Apesar de a aluna recorrer apenas a representagcdes no
SNN para resolver o problema e ndo utilizar um método formal, os seus procedimentos,
suportados por tratamentos no SNN, sdo analogos a utilizacdo do método de substituicao
(figura 5).
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Figura 5: Correspondéncia ente a resolucdo de Gabriela e 0 método de substituicéo.

Quando questionada na entrevista (E1) acerca desta tarefa, Gabriela refere:

Gabriela: Neste aqui [problema 2] foi por conjuntos...

[...]

Professora: O que é que aprendeste com esta tarefa?

Gabriela: A partir dai aprendi sistemas de equagdes que foi... Que vao ser
importantes na resolucdo de exercicios... De resto, acho que ndo
aprendi mais nada... Porque eu com a forma como fiz € uma
forma mais antiga de resolucao...

Este excerto evidencia a importancia dos problemas para Gabriela iniciar a resolucéo de
sistemas de equagdes pelo método formal de substitui¢do. Como a aluna refere “A partir
dai aprendi sistemas de equagdes” nao propriamente pelo seu método de resolugdo ser
“uma forma mais antiga de resolu¢ao”, um método que nao ¢ formal, mas certamente pela
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discussdo que foi promovida e pelas ideias que foram partilhadas por outros colegas de
turma. Na resolucdo deste problema as transformacdes das representacdes utilizadas pela
aluna podem ser esquematizadas como mostra a figura 6.

Conversdo
Ling. natural SNA
Rep. pictorica r\
SNN
SNN
Tratamentos

Figura 6: Atividade de Gabriela nas transformacdes das representacoes.

Gabriela converte a informacdo do enunciado para 0 SNA. Embora ndo utilize esta
transformacdo para resolver o problema, ela € importante na medida em que é uma
conversdo essencial para a resolucdo de problemas através do metodo de substituicao.

A aluna recorre a tratamentos no SNN para a resolucdo do problema. As operagdes
inversas no SNN, na realidade correspondem aos procedimentos formais do método de
substituig&o.

Problema “Galinhas e coelhos”

Numa quinta ha galinhas e coelhos. Ao todo sdo 212 cabegas e 700 patas.

Quantas galinhas ¢ quantos coelhos existem na quinta?

Figura 7: Enunciado do problema “Galinhas e coelhos” (Tarefa F1).

O problema (figura 7) € proposto para explorar na folha de calculo. Gabriela comeca por
escolher a varidvel independente (nimero de coelhos) e estabelece, em seguida, as
relacOes entre essa varidvel e as restantes. A varidvel dependente “Soma das patas” serve
como dispositivo de regulacdo para encontrar a solucao (figura 8).

Coelhos Galinhas Somadas Cabegas  Coelhos Galinhas Soma das patas| |-alhos Galinhas SomadasCabegas  Coelhos ~ Galinhas  Soma das patas
1 m 212 4 422 4| 11 11 12 sFAY =GAT2 =L4+K4
2 m 12 8 420 48| b 210 12 SF5* =659 =L5+KS
38 212 12 418 480 13 209 12 F6 =G6%2 =L6+K6
4 08 212 16 416 432( a 208 12 FT =GT2 LTHKT
5w 212 20 414 434 |5 207 212 =F8*4 =G8*2 =13+K8
6 206 212 24 412 436( |s 206 212 =Fg*4 =G9*2 =L9+K9
136 7 2 24 12 0% | 136 76 212 SF135%  =G139%2  =1139+K139
137 73 212 348 150 698 | [137 75 pib) SF140* =G140*2  =L140+K140
138 4 piv, 332 143 00| (122 n 12 =F141*4  =Gl41*2  =1141+K141
139 7 a2 556 146 702|139 73 1 SF142%4  =GLA2*2 =L1424K142
140 7 a2 560 144 04| 140 7 12 SFA3* =G1A3*2 =L143+K143

Figura 8: Producéo de Gabriela.
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Na discussdo da tarefa, com o auxilio da professora, é feita a traducdo algébrica do
trabalho na folha de calculo para papel e lapis, atraves do questionamento aos alunos.
Nesta fase, 0 objetivo € estabelecer a relacéo entre o trabalho realizado na folha de calculo
e 0 método de substituicdo de resolucao de sistemas (figura 9).

Coelhos Galinhasl| Soma das Cabecas Coelhosfl Galinhagl Soma das patas 136 76 212 544 152 696!
1 211 212 |=Fa*4 G4*2 =La+K4 137 75 212 548 150 698!
2 210 212 [=F5*4 5%2 =L5+K5
3 209 212 [=F6%4 G6*2 =L6+K6 139 55l 212 556 146 7]
s 7+ - -
4 208 212 =F7*4 G7*2 =L7+K7 140 72 212 560 124 704
g=212-c g=212-138
@ | —
dcafeiz-ofroo |5 | =138

Figura 9: Correspondéncia entre a resolucao de Gabriela e 0 método de substituicao.

A primeira coluna, nomeada “Coelhos”, € a variavel independente e a segunda coluna,
“Galinhas”, é uma variavel dependente. Gabriela constroi a segunda coluna através de
uma sequéncia numérica com incremento fixo (-1). No trabalho com papel e lapis, a letra
g designa o nimero de galinhas e a ¢ de coelhos, g = 212 —c . A quarta coluna “Coelhos”

(corresponde ao niimero de patas dos coelhos) e a quinta “Galinhas” (corresponde ao
nimero de patas das galinhas) surgem como dependentes das duas primeiras,
respetivamente. A sexta coluna (correspondente ao total de patas dos animais) surge como
outra relacdo de dependéncia das duas anteriores. A esta ultima coluna cabe o papel de
dispositivo de regulacdo para a procura da solugéo, ou seja, no trabalho com papel e lapis
procuramos Vvalores de g e c, onde c representa 0 nimero de coelhos, tais que
4c +2g = 700. Obtemos assim as duas equacfes que constituem o sistema. Através do

arrastamento, a folha de célculo efetua automaticamente os célculos que correspondem a
substituicdo dos valores correspondentes em cada célula de acordo com a férmula
inserida, levando assim a solucdo. Este trabalho de conversdo da folha de célculo para o
SNA é fundamental para que os alunos se apropriem do significado de cada coluna
construida na folha de calculo e tenham oportunidade de compreender a correspondéncia
que existe entre os procedimentos habituais na folha de calculo e 0 método de substituicdo
na resolucdo de sistemas de equacdes.

Folha de Converséo

. calculo
Linguagem || Converséo n

Tratamentos V

Tratamentos

SNN

Figura 10: Atividade de Gabriela nas transformacg6es das representacées.

A atividade de Gabriela esta esquematizada na figura 10. Neste problema a professora
considera oportuno o estabelecimento da relacdo entre os dois ambientes e assim
formaliza os procedimentos (tratamentos no SNA) do método de substituicéo.
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Noutra aula é proposta a tarefa G1 que envolve a resolucdo de problemas e exercicios
pelos métodos estudados, a escrita de sistemas na forma canonica, a verificacdo de
solucgdes de um sistema, a classificacdo de sistemas sem efetuar calculos e ainda a escrita
do enunciado de um problema. Na resolucdo desta tarefa, Gabriela apenas utiliza
representacdes no SNN para verificar solugcdes atraves de calculos por substituicdo. Nas
restantes situacdes, recorre a representacées no SNA conjugadas com a linguagem natural
para responder as questdes e para explicar os seus procedimentos. Reconhece a
importancia da realizag¢do desta tarefa na entrevista (E1) “foi muito importante professora,
porque quando eu comecei a resolver esta ficha eu ndo conseguia resolver sistemas com
fluéncia...”. Questionada acerca do significado que atribui a palavra fluéncia, explica: “¢
saber resolver. Sabe, assim rapido, sem pensar € demorar muito tempo”.

Na entrevista (E1) foram propostas algumas tarefas. A figura 11 ilustra a resolucéo de um
problema onde Gabriela identifica as incognitas, traduz o enunciado para 0 SNA, através
de um sistema de duas equacdes e resolve-o pelo método de substituicdo (tratamentos no
SNA). Verificamos que a aluna consegue fazer manipulagdes formais na resolugéo do
sistema de equacdes, que articula com os significados que atribui as variaveis e
expressoes.

Um teste tem 20 perguntas, umas de escolha multipla e as outras de
verdadeiro/falso. A pontuacdo total das questdes é de 100 pontos.

As questdes de escolha miltipla valem 11 pontos e as questdes de
verdadeiro/falso valem 3 pontos cada uma Quantas questSes de escolha

miltipla tem o teste?

e
Lo teatipho
: o snolina toaartAp
» gL paxguceton oln
~

me . 2 PP Jf P 1 -
: "‘" t.l ff{’rx. . M{"Ao’b{‘"“ €43 '
N e ERIGEEE
(v 49 = B0 S«\' o ¥80 ] : \ . mad
Lake i TN
L A4 o
% { ]
;Aﬁ'fftf\ + 5)[.:400 \
f lm :“\)“5*3{) (l 3
- [ — o s .
! :
f 5 % en o B
1 L R
L 2 v

v Vaes Se ety
e D dente beewn & G e

Figura 11: Producéo de Gabriela, E1-P1.

Na esquematizacdo da atividade de Gabriela (figura 12) verificamos que apos o estudo
do topico, a aluna efetua uma conversédo direta do enunciado para 0 SNA seguida de
tratamentos neste sistema de notagéo, neste caso decorrente da utilizacdo do método de
substituig&o.
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Converséao

N
\ & 4

Ling. natural

SNN

Tratamentos

Figura 12: Atividade de Gabriela nas transformacdes das representacoes.

Gabriela explica a sua resolu¢do afirmando: “Quando eu li o enunciado achei que como
tinhamos duas incognitas e como elas se relacionavam entre si de duas formas podia obter
duas equagdes e a partir dai fazer um sistema”. Neste excerto, evidencia reconhecer
situacOes em que pode utilizar um sistema de equacgdes para resolver um problema.

No final da entrevista, questionada acerca da utilidade do estudo de sistemas de equacoes,
a aluna hesita, pensa um pouco e responde:

Para que € que isto serve?... Para quando temos... Eu acho que isto na
vida ndo me ¢ muito util... Eu ndo percebo a utilidade no dia-a-dia mas,
por exemplo, para resolver problemas de Matemaética, quando temos
duas igualdades com duas incognitas e precisamos de saber o valor das
incognitas talvez os sistemas sejam interessantes para ajudar a
resolver... Mas para o dia-a-dia ndo vejo onde podemos utilizar.

Mesmo sem compreender a utilidade do estudo deste topico, Gabriela mostra perceber
que perante situacGes com determinadas condicdes € Util recorrer a um sistema de
equac0es para resolver problemas.

Contudo e apesar das evidéncias de que Gabriela sabe utilizar o método de substituicdo
na resolucdo de sistemas, a aluna ainda ndo se mostra completamente segura na sua
utilizacdo para a resolucédo de problemas, conforme admite:

A técnica do erro... Mesmo demorando mais tempo a chegar ao
resultado, eu vou ter a certeza que esta certa. Por exemplo, se for um
problema, eu posso fazer tentativa e erro ... Mas posso utilizar um
sistema de equagdes... Mas ndo sei se 0 sistema esta bem ou ndo esté e
se me vai dar o valor certo. Entdo, se eu fizer com tentativa e erro da
sempre certo, porque bate com as condigdes todas do problema. ..

A aluna encontra, em alternativa, a utilizacdo de um sistema de equac@es, seguranca no
método de tentativa e erro.

Conclusoes

Ao longo do estudo do topico Gabriela tem a oportunidade de contactar com uma
variedade de representacdes fundamentais para a aprendizagem como defendem Dufour-
Janvier, Bednarz e Belanger (1987), Friedlander e Tabach (2001), e Tripathi (2008).
Inicialmente, a aluna comecga por resolver um problema na folha de célculo que a
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incentiva ao estabelecimento de relacdes entre duas variaveis. Apenas consegue construir
parte das relacdes intermédias e ndo chega a completar a sua resolucdo. No entanto,
assiste atentamente a discussdo onde observa outras resolucbes e os alunos sdo
conduzidos a escrita da respetiva equacdo, tépico onde muitos deles manifestam
dificuldades (Kieran, 1981). Posteriormente sdo formalizados a escrita e o conceito de
sistema de equacdes.

Na resolucdo de outro problema, no ambiente de papel e l&pis, Gabriela recorre a
tratamentos no SNN onde predomina a ideia de substituicdo. Apesar de a sua resolucéo
assentar no uso do SNN, estabelece as relacdes e efetua os calculos necessarios para obter
a solucdo, o que vem ao encontro das ideias de Kieran (2006) no que respeita as
representacdes no SNN selecionadas pelos alunos.

Na discussdo de outro problema, resolvido com a folha de célculo, € estabelecida a ponte
entre o trabalho com esta ferramenta e o trabalho com papel e lapis sendo formalizado o
método de substituicdo. Este problema constitui uma oportunidade para os alunos
converterem para 0 SNA as relacfes estabelecidas na folha de célculo, bem como a
relagdo entre os procedimentos neste ambiente e 0 método formal de substitui¢do. Nesta
fase inicial, as conversdes para 0 SNA sdo assim apoiadas pela folha de célculo. Este
ambiente € propicio a realizacdo de experiéncias informais antes da aprendizagem formal
(Dettori et al., 2001; Haspekian, 2005) e, por outro lado, permite o estabelecimento de
relacOes entre esta linguagem digital e a linguagem no SNA (Carreira, Jones, Amado,
Jacinto & Nobre, 2015).

Tal como refere Duval (2011) a conversdo é uma transformacao que nao é imediata para
os alunos. Devido as dificuldades inerentes ao trabalho no SNA, as conversdes para este
sistema de notacdo tornam-se menos apelativas. Contudo consideramos que a resolucédo
de problemas com recurso a folha de calculo, a par do SNN e/ou representacdes
pictoricas, associada as discussdes em sala de aula, ¢ uma atividade que incentiva
Gabriela na transicdo para um pensamento mais abstrato (Koedinger & Nathan, 2004) e
a desenvolver uma perspetiva algébrica das resolu¢ées (Windsor, 2010).

No final do estudo do tdpico, através da resolucdo de varios problemas e exercicios,
Gabriela vai ganhando fluéncia no uso do método. Por fim, na entrevista, ao ler um
enunciado, a aluna avalia-o e, se este tem duas condicGes, converte-o diretamente para o
SNA. Através de tratamentos neste sistema de notacdo, utiliza o0 método de substituicao
para resolver o problema. No entanto, no final do estudo a aluna ainda demonstra alguma
inseguranca no uso do método, talvez por ser uma aprendizagem recente, mostrando
maior confianga no uso da estratégia alternativa de tentativa e erro (Johanning, 2004).

Quanto aos tratamentos, numa fase inicial, Gabriela apenas recorre a tratamentos no SNN,
mas ao longo do processo de aprendizagem do método de substituicdo comega cada vez
mais a fazer tratamentos no SNA em detrimento dos tratamentos no SNN. Os tratamentos
no SNA, decorrentes da utilizacdo do método de substituicdo sdo importantes, pois
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permitem aos alunos uma compreensdao dos conceitos e ideias envolvidos nesses
procedimentos (Kieran, 2013).

Assim, constatamos que a resolucgéo de problemas constituiu um contexto de trabalho que
incentiva Gabriela a fazer transformacgOes de representacOes, tanto conversfes como
tratamentos, essenciais na constru¢do do conhecimento (Duval, 2011; Kieran, 2013).
Neste caso, a resolucdo de problemas foi decisiva para a aprendizagem do método formal
de substituicdo para a resolucéo de sistemas.
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Resumo: Neste artigo, pretendemos identificar tipos de representacdo usados pelos
alunos na resolucdo de duas tarefas que apresentam problemas de transformacao, e através
da sua analise, discutir o seu papel bem como alguns dos aspetos do raciocinio
quantitativo aditivo dos alunos. Comecando por discutir o que se entende por raciocinio
quantitativo aditivo e por representacdo matematica, apresentamos depois alguns
resultados empiricos no contexto de uma experiéncia de ensino desenvolvida numa escola
publica. Os resultados evidenciam a complexidade inerente ao raciocinio inversivo
presente nas duas situacGes propostas aos alunos. A maioria dos alunos utiliza
preferencialmente a representacdo simbodlica, recorrendo também a linguagem oral e
escrita como forma de exprimir o significado atribuido as suas resolucdes. A
representacdo iconica foi usada apenas por um par de alunos, parecendo ter sido utilizada
numa situacdo inicial de incompreensao do problema, e apos registos simbdlicos iniciais
apagados pelos alunos em causa. O uso da linha numérica vazia e a disposicao tabelar
constituiram modelos de pensar auxiliando a lidar com a transformacdo inversa. As
representagdes assumiram um duplo papel, o de serem meios de compreensédo do
raciocinio dos alunos, e também suportes do desenvolvimento do seu pensamento
matematico.

Palavras-chave: representacGes matematicas, problemas de transformacdo, raciocinio
quantitativo aditivo, aprendizagem matematica.

Introducéo

Esta comunicag&o insere-se no Projeto Pensamento numérico e calculo flexivel: Aspetos
criticos que esta a ser desenvolvido por docentes das Escolas Superiores de Educacdo de
Lisboa, Setubal e Portalegre. Tem como objetivo identificar tipos de representacao
matematica usados pelos alunos e analisar o seu papel, nomeadamente na compreensao
de alguns aspetos do raciocinio quantitativo aditivo de alunos de 2.° ano, evidenciado na
resolucdo de duas tarefas, concebidas com o propoésito de desenvolver esse tipo de
raciocinio, que apresentam problemas de transformac&o inseridos nas classes de procura
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do estado inicial (Vergnaud, 2009). Foram propostas na mesma aula de Matematica e
constituiram as ultimas tarefas de uma sequéncia de seis tarefas que foi aplicada no
contexto de uma experiéncia de ensino desenvolvida numa escola publica de Lisboa.

O raciocinio quantitativo no ambito da estrutura aditiva foca-se sobretudo nas relagGes
entre quantidades (Thompson, 1993). As representacdes estdo interligadas ao raciocinio
dada a relevancia do seu papel na compreensdo do raciocinio dos alunos (NCTM, 2007).
Por outro lado, as representacfes também assumem um papel importante na
aprendizagem dos alunos, constituindo meios cognitivos com que 0S mMesmos
desenvolvem o seu pensamento matematico (Gravemeijer, 2004; NCTM, 2007; Ponte &
Serrazina, 2000). Assim, a analise de dados empiricos incidente nas representacdes visa
apoiar a discussao das inferéncias que fazemos do raciocinio dos alunos mas também o
seu papel no desenvolvimento pelos alunos desse mesmao raciocinio.

Raciocinio quantitativo aditivo

Enfatizando a distin¢do entre quantidade e nimero, Thompson (1993) define o raciocinio
quantitativo como a analise de uma situacdo numa estrutura quantitativa, envolvendo as
relacbes entre quantidades. Segundo o autor, uma quantidade € compreendida pelo
individuo concebendo uma qualidade de um objeto de tal modo a compreender a
possibilidade de a medir, mesmo na auséncia de valores numéricos resultantes dessa
medic&o. O autor clarifica, ainda, a nogdo de estrutura quantitativa enquanto uma rede de
quantidades e de relacGes quantitativas.

Focando as operacdes quantitativas da estrutura aditiva, Thompson (1993) refere a
comparacdo aditiva de duas quantidades para encontrar o excesso de uma em relacdo a
outra, sendo que o resultado dessa operacdo constitui a diferenca quantitativa, isto é, o
excesso obtido. Trata-se de operacdes conceptuais intimamente ligadas ao raciocinio
ancorado no significado (Thompson & Saldanha, 2003).

Esta perspetiva enquadra-se na investigacdo desenvolvida por outros educadores
matematicos, entre os quais se inclui Vergnaud (2011, 2009, 1996) que, no &mbito da sua
teoria dos campos conceptuais, enquanto conjuntos de situacGes e de conceitos, apresenta
uma categorizacdo de relacdes aditivas bastante diversas e com diferentes graus de
dificuldade: (i) composicéo; (ii) transformacdo; (iii) relacdo; (iv) composicdo de duas
transformacoes; (v) transformacdo de uma relacdo; e (vi) composicao de duas relacoes.
De acordo com Vergnaud (1996), a partir destas seis relacdes € possivel criar todos 0s
problemas envolvendo a adicdo e a subtragdo da aritmética comum. No que respeita a
relacdo de transformacdo de uma quantidade inicial, que envolve a dimensdo temporal
(presente nas situacGes de ganho ou perda de dinheiro, de berlindes, gasto de dinheiro em
compras, etc.), podem ser criadas seis classes de problemas, visando encontrar: (i) o
estado final, aumentando a quantidade inicial; (ii) o estado final, diminuindo a quantidade
inicial; (iii) a transformacdo, quando o estado final é maior do que o inicial; (iv) a

150



GD1 - As representacdes e a aprendizagem matematica

transformacéo, quando o estado final € menor do que o inicial; (v) o estado inicial,
aumentando o estado final; e (vi) o estado inicial, diminuindo o estado final (Vergnaud,
2009).

Segundo Vergnaud (2011), a procura de um estado inicial ¢ uma situacdo delicada para
muitas criangas até aos 8 anos de idade por implicar uma transformacéo inversa. Nunes,
Bryant, Evans, Bell e Barros (2012) distinguem entre célculo numérico e calculo
relacional. Consideram como Vergnaud (2009) que calculo relacional significa a
transformacdo e composigéo de relagcdes dadas numa situacdo. Por exemplo, as duas
situacdes exigem o mesmo calculo numérico (24-6) e s6 a segunda exige efetivamente
um célculo relacional: “Tinha 24 euros, gastei 6. Quantos euros tenho agora?”’ e “A minha
avo deu-me 6 euros e eu fiquei com 24 euros”. Quantos euros tinha eu antes?”. A primeira
situacdo corresponde a “retirar” e normalmente exige pouco ou nenhum célculo
relacional. A segunda corresponde a um raciocinio aditivo e para os alunos a perceberem
como um problema de subtracédo, tém de pensar na transformacéo que teve lugar (a minha
avo deu-me 6 €) e considerar qual a transformagdo que repde a quantidade de dinheiro no
estado inicial, isto é, a transformacédo inversa. Nunes et al. (2012) consideram que a
relacdo inversa entre adi¢do e subtracdo é um aspeto importante quer do calculo numérico
quer do relacional. Também Greer (2012) sublinha a importancia central da inversdo na
aritmética dos numeros naturais e das quatro operacOes béasicas envolvendo estes
ndmeros.

Representacfes matematicas

Em sentido amplo, uma representacdo é uma configuracdo que pode representar alguma
coisa de alguma forma (Goldin, 2008). O termo “representacdo” refere-se tanto ao
processo de representar como ao resultado desse processo. Em educagdo matemaética, as
representacdes sdo ferramentas privilegiadas para os alunos exprimirem as suas ideias
matematicas, funcionando ainda como auxiliares na construcdo de novos conhecimentos
(NCTM, 2007). Contudo, uma representacdo matematica ndo pode ser compreendida ou
interpretada isoladamente, pois apenas faz sentido enquanto parte integrante de um
sistema mais abrangente e estruturado no qual diferentes representacfes estdo
relacionadas (Goldin & Shteingold, 2001).

De acordo com Stylianou (2010), a forma como as representacdes sdo usadas na sala de
aula tem impacto na aprendizagem dos alunos e isso depende em grande medida do papel
do professor. Esta ideia é reforcada por Ponte e Serrazina (2000) quando afirmam que o
modo como as ideias matematicas sao representadas influencia de maneira profunda a
forma como elas sdo compreendidas e usadas. Por exemplo, segundo Vergnaud (2009), a
transformacdo inversa pode ser representada por duas representacdes simbdlicas -- a
algébrica (Se T(1)=F entdo I=T*(F)®) e o diagrama de setas -- considerando, no entanto,

T - Transformacéo; | - Estado Inicial; F - Estado Final; T-* - Transformacéo Inversa.
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gue enquanto a representacdo algébrica ndo é adequada para criangas do ensino elementar,
0 uso pelo professor da representacdo do diagrama pode ajudar os alunos a ligar, de
imediato, os diferentes componentes da relacdo, nomeadamente a transformacéo direta e
a transformacdo inversa, e a conferir significado ao movimento temporal de ir para a
frente e para tras. A Figura 1 apresenta um diagrama de setas representativo de subtrair 7
ao estado final na situacdo "Jodo acabou de ganhar 7 berlindes ao jogar com a Maria;
agora ele tem 11 berlindes; quantos berlindes ele tinha antes de comecar a jogar?"
(Vergnaud, 2009, pp. 86-87). No entanto, apesar de reconhecer a importancia desta
representacdo, o autor refere que a compreensdo de que +7 e -7 sdo inversos um do outro
passa pela exploracdo de diversos exemplos de situacdes deste tipo que permita a
consciéncia da reciprocidade das transformacdes.

] QE

&

Figura 1: Diagrama de setas (Vergnaud, 2009, p. 87).

Para Ponte e Serrazina (2000), as principais formas de representacao usadas no 1.° ciclo
do ensino basico sao: (i) a linguagem oral e escrita; (ii) representacdes simbolicas, como
os algarismos ou o0s sinais das quatro operac@es e o sinal de igual; (iii) representacdes
iconicas, como figuras, graficos ou diagramas; e (iv) representacdes ativas, como 0s
materiais manipulaveis ou outros objetos. E através da anélise das representaces usadas
pelos alunos que o professor se pode aperceber do raciocinio dos alunos e ajuda-los na
construcdo das representacdes proprias da linguagem matematica.

Gravemeijer (2004) sustenta que o professor deve ajudar os alunos a modelar a sua
atividade matematica informal e que os modelos usados pelos alunos devem evoluir de
modelos de pensar para modelos para pensar, possibilitando um raciocinio matematico
mais formal. Na sua perspetiva, modelos sdo representacbes usadas para resolver
problemas ou explorar relagdes. Enquanto o modelo de pensar constitui a representacao
das acOes das criangas, apresentando elementos contextuais da situacdo, o modelo para
pensar € um modelo generalizado de estratégias focado nas relacdes matematicas. A linha
numérica vazia € um exemplo de um modelo para pensar, na medida em que pode
funcionar como um modelo para um raciocinio matematico mais sofisticado em que os
numeros deixam de estar ligados a itens especificos contaveis ou a distancias
identificaveis para passarem a ser vistos como objetos matematicos cujo significado
deriva do seu lugar numa rede de relagdes numericas. Por exemplo, os alunos podem usar
diferentes representacdes na resolugdo do seguinte problema: "Um autocarro parte de uma
paragem com 2 pessoas. Na paragem seguinte entram 3, na seguinte 2, depois quatro e na
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ultima sai uma. Quantas pessoas continuam a viagem no autocarro?" (Figura 2). Enquanto
a primeira imagem é um exemplo de um modelo de pensar, representando a situacao
concreta, a terceira imagem € um exemplo de modelo para pensar, na medida em que a
linha numérica constitui um modelo generalizado de estratégias, independentemente da
situacdo concreta de saidas e entradas de pessoas num autocarro, prevalecendo as relacdes
numericas.

Confrontando a classificacdo de representagdes proposta por Ponte e Serrazina (2000) e
a proposta por Gravemeijer (2004), poderemos considerar que um modelo de pensar pode
ser uma representacdo ativa (se envolver a manipulacdo de objetos) ou iconica (como
exemplificado na primeira imagem da Figura 2), usando a terminologia de Ponte e
Serrazina (2000). Quanto ao modelo para pensar, exemplificado pela linha numeérica,
consideramos tratar-se de uma representacao simbdlica.

A R S S S 7|

3 o
/ Ay % +'T?_P—h-
p ] Ly 7 o 1

Figura 2: Exemplos de diferentes representacGes na resolucdo de um mesmo problema (Fosnot
& Dolk, 2001, p. 84).

O NCTM (2007) ressalta ainda o papel das representacdes idiossincraticas construidas
pelos alunos quando estdo a resolver problemas e a investigar em matematica, na medida
em que podem ajuda-los na compreensdo e na resolucdo de problemas e proporcionar
“formas significativas para registar um método de resolu¢do e para o descrever aos
outros” (p. 76). Observando estas representagdes, os professores e os investigadores
podem compreender os modos de interpretar e de raciocinar dos alunos.

Metodologia

Este estudo segue uma abordagem qualitativa de carater interpretativo. A sua metodologia
de design research inscreve-se numa perspetiva de design da aprendizagem, visando
produzir teorias locais de ensino e sequéncias de ensino que sejam recursos e referenciais
disponiveis para informar as praticas dos professores e investigadores (Gravemeijer,
2015).
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Os dados foram recolhidos numa turma do 2.° ano numa escola publica de um dos bairros
da periferia de Lisboa. A equipa do projeto definiu uma sequéncia de tarefas com o
objetivo de desenvolver a flexibilidade de calculo em problemas de adicéo e subtracéo.
O processo de elaboracdo das tarefas incluiu a testagem prévia de algumas
(nomeadamente as focadas nesta comunicacao), através de entrevistas clinicas, a alunos
do mesmo ano de escolaridade. A sequéncia de tarefas foi previamente discutida e
analisada em encontros com a professora da turma, tendo sido feitos pequenos ajustes.

A recolha de dados foi feita através de gravacdo em video, posteriormente transcrita, e da
observacgao participante das autoras deste artigo, que elaboraram notas de campo. Foram
ainda recolhidos os registos escritos dos alunos. Todos estes dados foram analisados e
triangulados.

Por razbes éticas, os nomes dos alunos foram alterados, de modo a garantir a
confidencialidade.

Nesta comunicacgdo, analisamos a realizacdo de duas tarefas (Figura 3) propostas na
mesma aula aos alunos e apresentadas na mesma folha de papel, com espaco para a
respetiva resolucdo. Nao foram dispensados aos alunos materiais nem o0s alunos
manifestaram vontade de os usar.

Jogo de berlindes |

A Ana e o Luis jogaram um jogo de berlindes juntos. No inicio, tinham ambos 0 mesmo
ntmero de berlindes.

A Ana ganhou 3 berlindes do Luis e ficou com 7.

Quantos berlindes tinha o Luis no final do jogo, sabendo que ele ndo ganhou berlindes?

Jogo de berlindes 11

A Ana e o Luis fizeram um jogo de berlindes.

A Ana ganhou 6 berlindes do Luis e ficou com 10 berlindes no final do jogo.

O Luis ndo ganhou nada e ficou com 3 berlindes no final do jogo.

Compara o nimero de berlindes da Ana e do Luis antes do jogo e no final do jogo.

Figura 3: Tarefas realizadas.

Estas foram as Gltimas tarefas de uma sequéncia de seis tarefas exploradas pelos alunos.
Com a exploragdo anterior de outras tarefas, os alunos ja tinham trabalhado a relagéo
entre ganhos e perdas no decurso de um jogo de berlindes, compreendendo que o que um
jogador ganha, o outro perde. Todas as tarefas comecaram por ser resolvidas a pares.
Nesta aula, apos todos os pares terem resolvido as duas tarefas, a professora promoveu
uma discusséo coletiva com toda a turma, a partir das resolucgdes de seis pares (trés em
cada tarefa) a quem prop6s que fossem ao quadro apresentar os seus trabalhos.
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Realizagdo das tarefas

A professora distribuiu a folha com as tarefas pelos alunos e de seguida leu Jogo de
berlindes | em voz alta. Perguntou depois aos alunos se tinham compreendido. Logo o
Alexandre reagiu:

Alexandre: N&o pode ser! N&o faz sentido.... tem uma rasteira.

Esta reacdo inicial do Alexandre pode dever-se a estranheza de se desconhecer o nimero
inicial de berlindes.

A professora voltou a ler de forma pausada e propds aos alunos que resolvessem a tarefa
a pares. Os alunos comecaram a trabalhar.

Relativamente ao par formado pelo Alexandre e pela Rosa, estes alunos usaram
representacdes simbdlicas, comecando por registar linhas numéricas representativas do
ganho ou perda de berlindes respeitantes a cada um dos jogadores e depois as operacdes
envolvidas na sua disposi¢cdo horizontal. Alexandre usou as representac6es reproduzidas
na Figura 4, captadas pelo registo video. Rosa fez 0 mesmo, seguindo tudo o que fora
registado pelo Alexandre.

Ana
i0 13
[0+3=13

Figura 4: Primeiras representagdes simbolicas usadas pelo Alexandre em Berlindes I.

A resolucdo deste par evidencia a inversdo do raciocinio como aspeto critico. O facto de
terem comecado pelo registo referente ao jogador Luis pode dever-se a questdo do
problema focada no namero de berlindes do Luis no final do jogo. Assim, embora
iniciando o registo pelo Luis, provavelmente comecaram por interpretar os dados
relativos a jogadora Ana, assumindo 10 berlindes iniciais para ambos os jogadores a partir
da soma de 3 (berlindes ganhos) com 7. Ou seja, operaram os dados contidos na frase "A
Ana ganhou 3 berlindes do Luis e ficou com 7" de um modo linear, ndo mobilizando um
raciocinio inversivo para determinarem o numero inicial de berlindes. De referir ainda
gue embora as curvas representativas dos ganhos ou perdas nao contenham setas, elas séo
assumidas pelos alunos com uma dada orientacdo j& que 0s nimeros sdo colocados pela
ordem crescente: orientacdo da direita para a esquerda no caso da subtragéo e o inverso
para a adicao.
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Ao serem interpelados pela professora, os dois alunos apagaram tudo e fizeram novo
registo nas suas folhas de trabalho e que apresentaram no quadro durante a discussao
(Figura 5), realizada no final da aula ap0s a realizacéo pelo par das duas tarefas:

Figura 5: Representacdo simbdlica apresentada no quadro.

Esta nova representacdo é reveladora da inversdo necessaria a determinacdo do nimero
de berlindes iniciais, tendo os alunos conseguido determinar que o nimero inicial de
berlindes era 4 para o caso da Ana. Parecem ter esquecido que o namero inicial de
berlindes era 0 mesmo para ambos os jogadores pois na representacdo alusiva ao Luis,
sdo retirados 3 berlindes a 7. A situagdo alusiva ao Luis foi retificada no quadro pelo
Alexandre, por sua iniciativa, apos a apresentacdo de outros dois pares, apagando a linha
alusiva ao Luis e colocando "4-3=1" enquanto explicava oralmente. O facto de ele ter
conseguido explicitar a turma de forma clara mostra ter compreendido o problema.

Apbs algum tempo de exploracao da primeira tarefa, a professora pediu a uma aluna para
ler a tarefa seguinte Jogo de berlindes 1, lendo-a também ela prépria, e disse para 0s
pares a realizarem assim que acabassem a anterior.

Alexandre e Rosa leram este problema. O Alexandre, olhando para a Rosa, disse:
Alexandre: O Luis comegou com 9 e a Ana comegou com 4.

De imediato, comecaram a registar a resolucao, utilizando o0 mesmo tipo de representacao,
e de novo comecando pelo Luis:

’ﬂ ,'.;’*’«L TR ?_/&3

Figura 6: Representacéo simbdlica usada pelo Alexandre em Berlindes I1.
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Enquanto o Alexandre, no primeiro problema, parece reagir a quantidade inicial
desconhecida afirmando que ndo fazia sentido, apOs ter compreendido o primeiro
problema, a quantidade inicial desconhecida do segundo ja parece ndo o perturbar,
resolvendo, de modo imediato e mentalmente o problema, através do raciocinio inversivo.
Volta a colocar o numero inicial de berlindes a direita para o Luis e a esquerda para a
Ana. A resposta dos alunos ao pedido de comparacao enunciado no problema encontra-
se focada no numero absoluto de berlindes final da Ana.

O par formado pelo Ricardo e pela Anabela também foi alvo de registo video durante a
exploracdo das tarefas. Usou representacBes simbolicas em Berlindes | apresentando as
operacdes envolvidas na sua disposi¢do horizontal (Figura 7) e uma representacdo mista
em Berlindes Il apresentando a resolugdo com recurso a linguagem escrita bem como as
disposicdes horizontais das operacGes (Figura 8).

Yk":"J,r, e 1”»5:,-7 )

: S,V
1 = Nz
Sl 'Orﬁmgae 457 <o _yum

Figura 7: Representacéo simbdlica usada pela Anabela em Berlindes |

No primeiro problema, apds algum tempo sem nada realizarem, Anabela escreveu uma
expressao simbolica cujo registo video captou ter sido iniciada por 10 e terminando com
"=4". Esta expressdo foi apagada. O 10 indicia que, tal como o par anterior, Anabela
comecou por fazer uma transformacéo direta e ndo inversa com os dados do problema.
Durante a interpelacdo da professora, também Ricardo refere que "é uma rasteira™ mas
ambos respondem que os dois jogadores tinham 4 berlindes no inicio do jogo. Anabela
regista uma nova expressdo simbolica que apaga e é Ricardo que comega por escrever
"Menina", sendo secundado pela Anabela. Nesse momento, terminam a tarefa
rapidamente, dando resposta a questdo enunciada no mesmo.

No segundo problema, quando a professora passou por perto, o Ricardo disse:
Ricardo: O Luis tem 6, tem 3 e vai perder 6.

O tempo futuro usado pelo Ricardo ("vai perder 6") é revelador da dificuldade associada
a transformacdo inversa, tratando o 3 como estado inicial e ndo estado final. Apés diadlogo
com a professora, que 0s questionou sobre o numero inicial de berlindes, Anabela
comecou a redigir a resposta constante na Figura 8, sendo secundada pelo Ricardo.

Figura 8: Representacdo mista usada pela Anabela em Berlindes I1.
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Enquanto a primeira parte da sua producao, expressa em linguagem escrita apresenta a
solucéo do segundo problema, a segunda parte, em que setas foram colocadas para fazer
corresponder as representacdes escritas as representacdes simbolicas, apresenta a resposta
ao pedido de comparacgdo. Assim, estes alunos compararam o nimero de berlindes inicial
da Ana com o namero final do Luis e também o nimero final de berlindes da Ana com o
namero inicial do Luis, mostrando que em ambas as situacdes, existe a mesma diferenca
quantitativa de um: a Ana tem mais um berlinde do que o Luis em ambas as situacdes.
Usaram tracos para unir os elementos que escolheram para comparar.

Passamos a apresentar as representacoes de outros pares da turma com base nas producoes
entregues, sendo que ndo possuimos registos video que documentem o seu processo de
resolucéo.

O par formado pelo Rui e Antdnio usou representacdes simbolicas em Berlindes |
apresentando uma linha numérica com duas curvas representativas da inversdo das
operacdes adicdo e subtracdo bem com as operagdes envolvidas na sua disposicdo
horizontal (Figura 9).

Figura 9: Representacdo simbolica usada pelo Rui em Berlindes I.

Esta representacdo parece evidenciar a modelacdo encontrada para a situacdo da Ana,
mostrando o raciocinio inversivo. E de referir a inclusio do termo narrativo "porque”,
explicitando a inversdo usada para determinar o nimero de berlindes inicial e de certa
forma, justificando-a com a inversdo das operagdes adi¢do e subtracdo. A ordem pela qual
foram colocadas as operacdes na sua disposi¢do horizontal evidencia o processo do
raciocinio inversivo: primeiro, determinaram 0 nOmero inicial de berlindes,
compreendendo que, no inicio do jogo, a Ana teria menos 3 berlindes e depois justificam
(ou comprovam) essa inversdo com a ordem sucessiva do jogo, representando
simbolicamente o ganho de 3 berlindes da Ana relativamente aos 4 iniciais, ficando no
final com 7 berlindes. Assim, as curvas com -3 e +3 parecem representar a transformacao
temporal dos 3 berlindes ganhos da Ana, do final para o inicio do jogo e do inicio para o
final do jogo, respetivamente. No entanto, aparentemente, assumem aquela modelacédo
também para o caso do Luis, ja que respondem "No final do jogo o Luis ganhou 7". E de
destacar o facto de o termo "ganhou", na sua resposta, significar o nimero absoluto de
berlindes no final do jogo e ndo uma diferenca quantitativa.

Este par foi 0 Unico que, na turma, incluiu uma representacao iconica em Berlindes I1. O
par usou uma representacdo mista apresentando uma representacdo iconica, uma
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representacdo em linguagem escrita e também uma representacdo simbdlica com a
operacdo na disposicao horizontal (Figura 10).
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Figura 10: Representacdo mista usada pelo Rui em Berlindes II.

Esta producéo apresenta duas linhas numéricas que foram apagadas e que reproduzimos
em baixo (Figura 11):

4

-7

3 10

Figura 11: Representacdes simbolicas apagadas pelo Rui em Berlindes I1.

A primeira linha parece representar a situagéo da Ana. Enquanto em Berlindes I, as curvas
representam as transformacdes, tanto a direta como a inversa, em Berlindes I, a curva
representa a adicéo efetuada para encontrar o estado inicial, tendo os alunos colocado o 6
relativo a transformacdo a esquerda da linha. A segunda linha tanto pode ser a
representacdo da situacdo alusiva ao Luis como a da comparacdo dos numeros finais de
berlindes dos dois jogadores. Deve ter sido a dificuldade em lidar com a situacdo do Luis
que tera motivado os alunos deste par a apagar estes registos e a enveredar por uma
representacdo mais informal, a representacéo iconica.

Na representacao iconica, Rui comecou por representar os 6 berlindes ganhos pela Ana,
circundando-os com uma linha e explicitando, narrativamente, com uma seta, serem 0s
berlindes que a Ana ganhou. Depois, representou pictoricamente os 4 berlindes iniciais
da Ana, circundando-os também com uma linha e apontando com uma seta para a
representacdo simbolica da adicdo de 6 com 4. E de notar que a ordem das parcelas tem
uma ligacdo estreita com a representacdo iconica, e consequentemente, com 0 seu
processo de resolucdo. Depois, Rui representa pictoricamente os 3 berlindes finais do
Luis mas a sua resolucdo termina aqui, ndo conseguindo inverter o raciocinio e determinar
0 numero inicial de berlindes do Luis.
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O par formado pelo Tiago e pelo Jodo usou uma representacao mista em ambas as tarefas,
envolvendo representacdes simbolicas e em linguagem escrita, sendo que apenas o Tiago
apresentou as operacdes com uma disposicdo vertical em Berlindes Il (Figura 13).
Durante a discussao desta tarefa, a professora interpelou-o onde € que ele tinha aprendido
a fazer aqueles algoritmos, o0 que varios alunos da turma confirmaram que nunca faziam
aquela representacao na aula.

Em Berlindes | (Figura 12), na representacdo colocada a esquerda, 0 par usou uma
disposicdo em tabela, com as colunas para cada um dos dois jogadores e as linhas para os
diferentes momentos do jogo, a linha de cima para o inicio e a de baixo para o final. Foi
0 Unico par, na turma, que estabeleceu a diferenca entre os nimeros finais de berlindes,
apesar de n&o solicitado no enunciado do primeiro problema.
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Figura 12: Representacéo mista usada pelo Tiago em Berlindes I.

Em Berlindes 11, nas disposi¢des horizontais das operagdes, Tiago circunda 0s numeros
para Ihes atribuir significado, registando narrativamente o jogador e 0 momento do jogo
a que dizem respeito (Figura 13).
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Figura 13: Representacdo mista usada pelo Tiago em Berlindes II.

A ordem com que colocou 0s termos nas operacgdes seguiu, pois, a ordenagdo temporal
do jogo. Para exprimir a comparacdo aditiva dos numeros finais de berlindes usa
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disposicdes verticais tanto da subtracdo (10-7=3) como da adi¢éo (3+7=10), explicitando
que "a diferenca é 7 no final" aglutinando, assim, numa mesma expressao representativa
da diferenca quantitativa, tanto o excesso de 7 para a Ana como o défice de 7 para o Luis,
0 que revela compreensdo dessa situacdo inversa. Embora ndo exista registo video do
trabalho deste par que suporte a interpretacdo da representacdo colocada pelo Tiago em
baixo a direita, esta parece indicar a sua preocupacdo em relacionar as comparacoes
aditivas do final e do inicio do jogo, ja que no inicio do jogo, é o Luis que tem mais 5
berlindes do que a Ana.

O par formado pelo Vitor e pela Joana conseguiu inverter o raciocinio para o caso da Ana
mas a sua resposta indicia falta de compreenséo da situacao alusiva ao Luis (Figura 14),
em Berlindes 1.
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Figura 14: Representagdo simbolica usada pelo Vitor em Berlindes I.

Em Berlindes 11, este par usou a representagéo da linha e, contrariamente ao que foi feito
pelos colegas da turma, a ordenagdo seguiu o critério temporal do jogo e ndo a ordenagéo
crescente dos nimeros na reta (Figura 15).
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Figura 15: Representacao simbdlica usada pelo Vitor em Berlindes Il.

Ambos o0s alunos deste par comecaram a redigir de forma narrativa a sua resposta a
solicitacdo da comparacao aditiva mas acabaram por optar por apagar esses registos.

Conclusoes

A transformacdo inversa foi um aspeto critico na resolucdo da primeira destas duas
tarefas, convergindo com o referido por Vergnaud (2009). Assim, as primeiras
representacdes usadas pelo Alexandre, um dos alunos do par objeto de registo video, em
Berlindes I, mostram um raciocinio associado a situacfes prototipicas da adi¢do que
propdem a procura de estados finais e ndo iniciais. Nesta tarefa, Alexandre usou o 7 final
como se se tratasse de um estado inicial, fazendo corresponder a adicdo a ideia de ganhar
berlindes, o que o fez obter 10 e ao qual lhe atribuiu depois um significado de estado
inicial comum aos dois jogadores, concluindo, naquela tarefa, que o Luis teria ficado no
final com 7 e a Ana com 13 berlindes. No entanto, os alunos parecem lidar mais
facilmente com este tipo de transformagdo na segunda tarefa Berlindes Il apds terem
compreendido a inversdo envolvida em Berlindes I. Exemplo disso € o caso do Alexandre
gue conseguiu ultrapassar o obstaculo da inversdo na segunda tarefa resolvendo-a
mentalmente de modo muito rapido.

161



EIEM 2015

Apesar da dificuldade inerente a transformacdo inversa presente nos problemas, as
producdes dos alunos da turma revelam uma compreensdo generalizada de um dos
elementos do raciocinio inversivo: 0 que um jogador ganha, o outro perde. De acordo
com Vergnaud (2009), nesta situacdo, é também importante que os alunos tenham
consciéncia da aplicacdo da inversao temporal relativamente a cada jogador: "tu perdes o
que acabaste de ganhar ou ganhas o que acabaste de perder" (p. 87). Este tipo de
consciéncia tem de ser desenvolvido com uma multiplicidade de situacdes contextuais,
como por exemplo, a consciéncia de que um credito € o inverso de um débito, ou 0 nimero
de passos para a frente € 0 mesmo dos dados para tras, etc.

Os alunos parecem ter privilegiado essencialmente duas formas de representacéo (Ponte
& Serrazina, 2000): linguagem oral e escrita e representacdo simbdlica. Apenas um par
de alunos utilizou a representagdo iconica como apoio a representacao simbdlica. Talvez
por se tratar de alunos do 2.° ano, ninguém recorreu a representacao ativa.

Entre as representacdes simbdlicas usadas, existiu um predominio das disposi¢des
horizontais dos célculos, embora o uso da linha numérica vazia tivesse também tido uma
expressdo significativa. O uso desta Ultima representacdo parece corresponder ao modelo
para pensar proposto por Gravemeijer (2004), aproximando-se do diagrama de setas de
Vergnaud (2009), uma vez que as curvas que apresentam correspondem as
transformacfes. A linha numérica vazia foi usada para ajudar a raciocinar sobre as
transformacfes envolvidas nos problemas. Dada a reduzida grandeza dos nimeros
envolvidos, os célculos em si ndo ofereciam dificuldades e os alunos ndo precisariam de
representar os saltos na linha numérica vazia para efetuar os calculos. Precisaram desta
representacdo para conseguirem pensar 0s ganhos e as perdas e a inversao temporal.
Enguanto o diagrama de setas apresenta o quadrado do estado inicial sempre a esquerda,
na linha numérica vazia, este tanto pode estar a esquerda como a direita, ja que 0s nUmeros
sdo colocados pela sua ordenacgdo crescente. Excecao a esta situacdo é o diagrama usado
pelo par Vitor e Joana em que a ordenacdo dos numeros na linha seguiu o critério
temporal. O uso da disposi¢cdo em tabela também parece ter constituido um modelo para
pensar para o par formado pelo Tiago e pelo Jodo ajudando-os a estruturar e a relacionar
os diversos elementos do problema: os dois jogadores e 0s dois momentos temporais do
jogo.

Da analise das producdes dos alunos, podemos inferir diferentes niveis de raciocinio
quantitativo aditivo. Enquanto a maior parte dos alunos focou as quantidades absolutas
de berlindes nas suas respostas, alguns incidiram nas diferencas quantitativas enquanto
resultados das operacgdes quantitativas de comparar aditivamente duas quantidades para
encontrar o excesso de uma em relagdo a outra (Thompson, 1993).

As representacdes usadas pelos alunos tiveram um duplo papel. Por um lado, constituiram
janelas para interpretarmos o seu raciocinio. Por outro lado, foram andaimes que 0s
auxiliaram a pensar matematicamente situacGes exigentes do ponto de vista cognitivo,
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atendendo as suas idades. Tal como afirmado por Vergnaud (2009), o desenvolvimento
de um campo conceptual envolve ndo so situacdes e esquemas mas também instrumentos
simbolicos de representacao.
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Resumo: Esta comunicagdo relata um estudo preliminar a uma investigagdo mais
alargada que vem sendo realizada numa Escola Publica do Distrito Federal, em
Taguatinga, Brasilia-Brasil, numa turma de 4.° ano, com vista a elaboracéo da tese de
doutoramento em processo de desenvolvimento no Instituto de Educacédo da Universidade
de Lisboa, na Didatica da Matematica. O estudo aqui relatado é de natureza qualitativa e
teve como objetivo compreender o modo como os alunos do 4.° ano evoluem nas
representacfes dos numeros decimais. Procura responder a seguinte questdo: Que
estratégias os alunos utilizam para representar 0s nimeros decimais na resolucdo de
tarefas que envolvem estes numeros? Os dados foram recolhidos por observacao
participante, diario de campo, fotografias, video-gravacdes e registros dos cadernos dos
alunos. O enquadramento tedrico esta baseado nas representacdes semioticas propostas
por Duval (2012) e na compreensdo do numero racional, especificamente, do niUmero
decimal (Behr et al. 1983; Post et al. 1993; MacCloskey & Norton 2009). Os resultados
apontam que os alunos evoluiram nas representacbes dos nimeros decimais, ou seja,
desvendaram o mistério da virgula. Sugerem ainda que essa evolucao se deu a partir das
acOes pedagodgicas do professor em sala de aula, que buscou articular a dimenséo
pedagodgica com a dimensédo de contetdo e com a dimensdo da avaliacao.

Palavras-chave: Representacfes, NUmeros racionais, Nimeros decimais.

Introducéo

Os numeros decimais aparecem, culturalmente, em variados contextos da vida cotidiana
dos nossos alunos: em jornais, encartes, rotulos, culinaria etc. Os alunos demonstram
facilidade em dizer “eu tenho um metro e quinze”; “tenho dois reais e trinta centavos”;
etc. e nem sempre conseguem compreender o “porqué do uso da virgula em certos
nimeros”. Estes exemplos envolvem conceitos e significados complexos dos niimeros

racionais e, geralmente, de dificil compreensdo para eles.
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A escola, institucionalizada para promover o conhecimento, deve propor situacoes-
problema que proporcionem a construcdo do conceito do numero racional com
compreensdo e significado. Alguns aspectos sdo essenciais para a construcdo destes
conceitos. A comecar pela organizacdo do trabalho pedagdgico que se inicia no espaco
da coordenacéo pedagdgica onde os professores discutem, refletem e planejam as acoes
que serdo desenvolvidas em sala de aula. O planejar envolve dimensdes importantes para
esse processo, podemos destacar trés dimensdes: (i) a dimensdo pedagdgica que se refere
ao como ensinar, que acles o professor ira desenvolver para que possam ocorrer avangos
no processo de aprendizagem; (ii) a dimensdo de contetdo que se relaciona com o
aprender, ou seja, que conteudos, a partir do curriculo, serdo propostos para ampliar o
conhecimento dos alunos e, (iii) a dimensdo da avaliacdo que se articula com as duas
dimensGes anteriores, e se traduz no conhecimento que o professor tem da turma e do
aluno para realizar as suas intervencgdes e no conhecimento que o aluno tem da sua propria
aprendizagem (o que sabe e/ou o que falta saber).

Este estudo faz parte de uma investigacdo que esta a ser realizada numa turma do 4.° ano
de uma Escola Publica do Distrito Federal, em Taguatinga, Brasilia-Brasil, com vista ao
desenvolvimento de uma tese de doutoramento, pela primeira autora, no Instituto de
Educacdo da Universidade de Lisboa na &rea de Didatica da Matematica. Nesta
comunicacdo € apresentado um estudo preliminar cujo objetivo é compreender o0 modo
como os alunos do 4.° ano evoluem nas representa¢des dos nimeros decimais, procurando
responder a seguinte questdo: Que estratégias os alunos utilizam para representar 0s
nameros decimais na resolucdo de tarefas que envolvem estes nimeros?

Os numeros decimais

Os numeros racionais sdo o primeiro conjunto de nimeros que aparece na experiéncia da
crianca que nédo sdo baseados na contagem. Assim, procedimentos de contagem (para a
frente, para tras, saltar, etc.) que, no caso dos nimeros naturais podem ser utilizados para
resolver problemas, tornam-se um obstaculo quando estes envolvem nimeros racionais
(Behr & Post 1992). Estes autores afirmam que esta alteragdo no modo de pensar leva a
que muitos alunos enfrentem dificuldades ao tentarem aplicar procedimentos de
contagem pois nos nimeros racionais ndo conseguem identificar o nimero seguinte.

A complexidade da aprendizagem dos nimeros racionais € ilustrada por MacCloskey e
Norton (2009) quando definem cinco acGes mentais usadas pelos alunos na resolucdo de
tarefas com nameros racionais: (i) unitizing: trata o objeto ou uma cole¢do de objetos
como uma unidade ou como um todo; (ii) partitioning: acdo através da qual se divide a
unidade/o todo em partes iguais; (iii) disembedding: supressdo de uma fragdo ao todo
mantendo o todo intacto e inalterado ; (iv) iterating: repeticdo de uma parte para produzir
partes iguais a ela e (v) spliting: composi¢do simultanea de partitioning e de iterating.
Pode-se dizer que estes sdo esquemas mentais que contribuem para a constru¢do do
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conceito de numero racional, tendo como ponto de partida seus significados (razéo,
operador, quociente, medida e parte-todo).

Também Frobisher et al. (2002) alertam que a abordagem aos nimeros naturais pressupde
que haja sempre um namero precedente e um posterior e ha uma perda de sentido ao falar
do ndmero seguinte na introducdo dos nimeros racionais. Segundo eles, este é um passo
significativo na compreensdo do sistema numeérico, pois a existéncia de, pelo menos um
namero entre dois numeros, altera também a concepcdo de linha numérica. No caso
particular dos decimais apontam ainda a confusdo provocada pela propria linguagem que
envolve os decimais, por exemplo “décima” ¢ similar a “dez”, “centésima” a “cem” e
“milésima” a “mil”. Acresce que para Behr e Post (1992) os numeros decimais podem ser
vistos como extensdo do sistema de base dez, mas sdo nimeros racionais, podendo ser
identificadas caracteristicas semelhantes quer dos numeros inteiros quer dos fracionarios.
Para Hiebert e Wearne (1986) observar os alunos a trabalharem com os nimeros decimais
é observar alunos a lutar contra simbolos escritos que eles ndo compreendem, pois 0s
simbolos decimais séo percebidos como novos simbolos, com novas regras e representam
Nnovos conceitos

Mestre (2009) relata que muitos dos erros que os alunos cometem ao trabalhar com os
nameros decimais tém relagdo com a forma como estes séo introduzidos. A autora refere
que muitas vezes eles sdo introduzidos através da medida, mas uma medida representada
por um numero decimal pode facilmente converter-se num namero inteiro atraves da
referéncia a outra unidade do mesmo sistema de medida (1,5 m converte-se em 15 dm).

Silva (2011) ao realizar uma investigacdo sobre a construcdo de grandezas e medidas
identificou os seguintes registros de escrita feitos pelos alunos: 1m 35cm — 1IME:48 — 1
metro e 58,5 — 1, 58,30. Estes exemplos apontam, apesar da escrita ndo estar totalmente
correta em relacdo as formas social e cientificamente utilizadas, que os alunos parecem
compreender que existe o inteiro e uma parte desse inteiro, que precisa ser separada da
outra, quer seja pela letra “e” ou pelo “dois pontos” ou pela “virgula”. Vergnaud (2009)
diz que para este tipo de medida, ndo ha um fim, ou seja, isso se deve ao fato de que entre
dois comprimentos sempre se pode encontrar um intermediario, o que nos leva
necessariamente a introducdo de uma nova categoria de nimeros, 0s humeros decimais,
ou niimeros com “virgula”.

Behr et al. (1983) referem ser fundamental que o ensino dos nimeros decimais leve em
consideracdo: (i) os conhecimentos anteriores dos alunos; (ii) as inter-relacfes entre 0s
varios significados de nimero racional; (iii) que os algoritmos das operacfes devem ser
atrasados no tempo e antecedidos pela compreensdo das relagbes de ordem e de
equivaléncia; e (iv) que o ensino deve ser feito baseado em modelos educativos que
reforcem as relagdes entre conceitos e procedimentos, bem como as conversdes dentro e
entre as diferentes representacdes. Ou seja, o papel do professor é ajudar os alunos a
construir pontes entre as suas proprias representacdes e as representagdes convencionais,
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ajudando-os a ver as semelhancas entre os maltiplos contextos do problema, pois a
criacdo de representacGes matematicas envolve a abstracdo e a generalizagcdo (Quaresma,
2010).

As representacgdes dos nimeros decimais

Os alunos chegam a escola com algumas nogdes como representar as suas ideias
matematicas, fruto do convivio e da experiéncia com o meio cultural e social em que
vivem. Nem sempre essas representacOes fazem sentido para eles, pois muitas vezes
utilizam-nas sem compreender o seu significado. Por exemplo, no dia a dia, representam
metade como %2 ou R$0,50 ou 50% etc., sem saber de facto o que significa cada um destes
simbolos.

As normas de conteudo para 0os nimeros e operagdes do 3.° ao 5.° ano, apresentadas nos
Principios e normas para a matematica escolar do NCTM (2007) descrevem
explicitamente o que os alunos devem aprender. Associadas a estas normas de contetdos
estdo as normas de processo (Resolucdo de Problemas, Raciocinio e Demonstracao,
Comunicacdo, Conex0es, Representacdo) que ddo énfase as maneiras de adquirir e
utilizar os conhecimentos sobre os contetdos referidos. Os alunos destes anos deveréo
recorrer a utilizacdo de modelos e outras estratégias para representarem e estudarem 0s
nameros decimais, e ainda investigar a relacdo entre fragdes e decimais focando a sua
atencédo na equivaléncia. Desta forma, de acordo com este documento, os alunos deverao
ter oportunidades para: (i) criar e usar representacdes para organizar, registar e comunicar
ideias matematicas; (ii) selecionar, aplicar e traduzir representacfes matematicas para
resolver problemas e (iii) usar as representacdes para modelar e interpretar fendmenos
fisicos, sociais e matematicos. E os professores podem e devem enfatizar a importancia
de representar as ideias matematicas sob uma diversidade de formas, estimulando o uso
e a analise das representaces, discutindo os motivos pelos quais algumas representacdes
sdo mais eficazes que outras em determinadas situacfes, promovendo uma discussao a
partir de escolhas estratégicas de algumas representacdes, etc.

Para Duval (2012) os objetos matematicos ndo devem ser confundidos com a
representacdo que se faz deles. Como exemplo ele cita que uma escrita, uma notacéo, um
simbolo, representam: um ndmero, uma funcdo, um vetor..., ou seja, um objeto
matematico. Segundo o autor, isto é um paradoxo cognitivo do pensamento matematico
em que de um lado, a apreensdo dos objetos matematicos ndo pode ser mais do que uma
apreensdo conceitual e, de outro, é somente por meio de representacfes semidticas que a
atividade sobre objetos matematicos se torna possivel. Assim, os objetos ndo estdo
diretamente acessiveis a percepc¢ao ou & experiéncia intuitiva imediata, portanto, é preciso
utilizar representac6es. Resumindo, a apreenséo ou a produgdo de uma representacdo
semidtica (semiose) é inseparavel da apreensao conceitual de um objeto (noesis). O autor
apresenta trés atividades cognitivas fundamentais ligadas a semiose: (i) Formacéo de
uma representacdo identificavel que implica selecdo de relacoes e de dados no contetdo
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a representar: enunciacdo de uma frase, composicdo de um texto, elaboracdo de um
esquema, expressdao de uma formula, desenho de uma figura geométrica etc.; (ii)
Tratamento de uma representacdo € a transformacdo desta representacdo no mesmo
registro onde ela foi formada: calculo numeérico, calculo algébrico, calculo
proposicional...); (iii) Conversao de uma representacao € a transformacéao desta funcao
em uma interpretacdo em outro registro, conservando a totalidade ou uma parte somente
do contetdo da representacdo inicial: calculo numérico. Para esta Gltima atividade
cognitiva, Duval (2012) exemplifica que os alunos podem efetuar a adicdo de dois
nimeros na sua expressdo decimal e na sua expressdo fracionaria e ndo pensar em
converter a expressdao decimal de um ndmero na sua expressdo fracionaria (e
reciprocamente), ou mesmo nao conseguir realizar essa conversao. Por exemplo, 0,25 (0,
25+ 0,25 =0,5) e ¥ (Ya + ¥4 = %) representam 0 mesmo nimero, mas cada um tem uma
significacdo operatdria, ou seja, para a expressdo de um namero € preciso distinguir a
significacdo operatdria ligada ao significante em virtude das regras do sistema de
expressao escrita. Na atividade matematica € essencial poder mobilizar muitos registros
de representacbes semioticas (figuras, graficos, escrita simbolica, lingua natural etc.) o
que leva a escolha de um registro no lugar do outro e, que 0s objetos matematicos ndo se
confundam com suas representacdes, sendo assim reconhecidos em cada uma das suas
representacdes. Duval (2012) aponta que ndo é possivel negligenciar ou descartar a
linguagem natural no ensino da matematica, afirmando que ela é um registro tdo
fundamental quanto os outros registros, particularmente aqueles em que os tratamentos
de calculo séo possiveis.

No que se refere a conversdo consideramos também as ideias de Post et al. (1993), que
sinalizam que a compreensdo do numero racional — e aqui damos énfase ao decimal — esté
relacionada com trés caracteristicas do pensamento dos alunos: (i) a flexibilidade na
conversao entre as diferentes representacdes de numero racional; (ii) a flexibilidade nas
transformacdes dentro de cada representacéo; e (iii) a independéncia cada vez maior das
representacdes concretas. Estes autores afirmam que se os alunos forem capazes de
aplicar a composicdo, decomposicdo e os principios da conversdo das representacfes na
resolucdo de problemas aritméticos, tanto aditivos como multiplicativos eles serdo
flexiveis com o conceito de unidade.

Algumas dificuldades reveladas pelos alunos sdo também referidas por Monteiro e Pinto
(2007) que consideram como as mais frequentes as seguintes: (i) confusdo entre décimas
e centesimas (exemplo: 2,5 com 2,05); (ii) confusé@o entre o nimero de algarismos e a
quantidade (exemplo: 1,456 € maior que 1,5); e, por fim, (iii) a ideia que entre 0,1 e 0,2
ndo existem nameros decimais. Consideram ainda que estas dificuldades podem estar
relacionadas com a ndo compreensdo dos conceitos e significados envolvidos na
aprendizagem dos nimeros decimais.

Ainda no que se refere as representaces dos nimeros decimais consideramos também as
representacdes pictoricas (tracos, rabiscos, desenhos, figuras) as quais podem mostrar
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como os alunos estdo elaborando os esquemas mentais para resolucdo de um dado
problema. Este tipo de representacées, segundo Cox (1999), apesar de serem instrumentos
Uteis para o raciocinio do aluno, podem sofrer influéncias das representacGes que o
professor costuma utilizar na resolucéo dos problemas no quadro. Por isso, 0 autor sugere
que seja dada oportunidade aos alunos para que possam construir as suas proprias
representacdes e possam desenvolver e comunicar as suas ideias. Como ja referido, o
professor terd o papel de mediador conduzindo o processo de modo a que os alunos
evoluam nos seus processos de representacdo no sentido das representacdes
convencionais.

Metodologia

O estudo relatado nesta comunicagdo € um estudo de natureza qualitativa, preliminar a
um estudo mais amplo que daré lugar a elaboracdo da tese de doutoramento da primeira
autora. Para a elaboragéo deste texto foram observadas quatro aulas, que eram parte de
um planejamento anterior entre a professora e a primeira autora (a investigadora),
coincidente com a ida ao campo para organizar a experiéncia de ensino da investigagdo
mais ampla que esta sendo desenvolvida. O nosso objetivo é compreender 0 modo como
os alunos do 4.° ano evoluem nas representacdes dos nimeros decimais, procurando
resposta para a seguinte questdo: Que estratégias os alunos utilizam para representar 0s
nameros decimais na resolucao de tarefas que envolvem estes niumeros?

O cenério de investigacdo aconteceu numa turma do 4.° ano do Ensino Fundamental, na
escola publica do Distrito Federal, em Taguatinga, Brasilia — Brasil, e incluiu 19 alunos,
a professora titular e a investigadora. A recolha de dados foi realizada pela primeira autora
e os instrumentos utilizados foram: observacédo participante de quatro aulas, fotografias
dos alunos no momento de socializagdo no quadro, video gravacgdes, anotacGes de campo
e analise dos registros nos cadernos dos alunos da resolucéo das tarefas propostas aos
alunos. A opc¢éo por estes instrumentos deve-se ao fato de eles mostrarem em tempo real
as falas dos alunos e o seu fazer matematico na procura de solucdo para as tarefas
propostas. A resolucdo das tarefas aconteceu em dias diferentes e teve uma duracao
aproximada de cinco horas para cada tarefa. A nossa analise incide em duas tarefas
envolvendo nimeros decimais, a primeira da iniciativa da professora da turma, a qual
chamamos “Tarefa — Leitura dos chocolates”, e a segunda proposta pela investigadora,
denominada “Tarefa — Chocolate”. A segunda tarefa, aqui analisada, ndo estava planejada
previamente e resultou da reflexdo com a professora sobre as agdes e respostas dos alunos
apos a realizacdo da primeira tarefa, no espaco da coordenacdo pedagdgica. Nessa
reflexdo concluimos que para que fosse atingido o objetivo de aprendizagem de levar os
alunos a compreenderem o “porqué” do uso da virgula em alguns numeros, seria
necessaria uma segunda tarefa que a investigadora prop0s e teve o acordo da professora
da turma. As aulas foram sempre ministradas pela professora da turma.
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Os dados recolhidos atraves dos diferentes instrumentos incluindo o diario de campo da
investigadora foram objeto de andlise de contetdo e triangulados.

Tarefa Leitura dos Chocolates

A professora da turma introduziu o tema nimeros decimais a partir da pergunta feita por
um aluno: “Por que usamos a virgula para escrever alguns numeros?” (Figura 2).
Destacamos que todas as perguntas que os alunos fazem s&o devolvidas pela professora
para a turma para que eles possam fazer suas inferéncias sobre o assunto; algumas dessas
perguntas sdo tornadas visiveis em cartazes e vao para o mural da sala para que os alunos
Ihes possam responder a partir das tarefas que sdo planejadas pela professora. Ela
distribuiu para cada aluno folhas com desenhos de barras de chocolate (o inteiro em folha
rosa e o inteiro dividido em 10 partes em folha azul — Figura 1). O objetivo da professora
foi proporcionar aos alunos a compreensdo dos numeros decimais e das relagdes
parte/todo.

Figura 1: Barras de chocolate. Figura 2: Pergunta do aluno.

Cada aluno recortou suas barras de chocolate e 0 combinado foi que as deixassem todas
inteiras. A professora explorou o material com os alunos fazendo alguns
questionamentos: Quantos chocolates vocés tém? As barras tém o mesmo tamanho? O
chocolate da barra azul esta dividido em quantos pedagos? Duas barras tém quantos
pedacos? E a metade, tem quantos pedagos? etc. Prop0s ainda os seguintes problemas:
1) “Eu tenho onze chocolates e dez sobrinhos. Se eu distribuir os chocolates pelos meus
sobrinhos, quantos chocolates cada um vai receber? 2) “Cinco chocolates para duas
criangas, quantos chocolates e quantos pedagos cada crian¢a podera ganhar”. Os alunos
socializaram suas solucgdes, no quadro, nas duas situagdes. Nao vamos discutir estas
situacBes por ndo ser o foco especifico desta comunicacdo; vamos apenas fazer uma
pequena ilustracdo para entendermos os processos mentais dos alunos e as suas evolugdes
nas representacdes dos nimeros decimais. O que percebemos € que os alunos conseguem
encontrar o resultado utilizando vérias estratégias de calculo e registros diferentes.

Figura 3: Representacdo do registro escrito.

171



EIEM 2015

Percebe-se, nos exemplos que apresentamos na figura 3, que os alunos utilizam numeros,
palavras como “pedacos, metade e meio” para representar décimas; o “e” e o simbolo %
para representar a virgula. Nota-se que eles apenas ensaiam o uso da virgula utilizando
“e” e %. E perceptivel nas suas solugdes a compreensdo dos fracionamentos, das

transformacdes do todo (unidade) em partes.

Na aula seguinte, a professora retoma o trabalho feito anteriormente, fazendo novas
exploracdes. Ela pede que os alunos dividam o chocolate em partes iguais sem sobrar
nada. Dai aparece metade (5 pedacos); décimo (1 pedacgo); quinto (2 pedacos). Entéo,
escreve no quadro: Vamos registrar modos diferentes de ler os chocolates: a) 1 chocolate;
b) 13 pedagos; c) 2 metades do inteiro; d) 1 quinto do inteiro; e) 3 quintos do inteiro e f)
5 décimos. E importante ressaltar que a professora utilizou na tarefa escrita no quadro os
mesmos termos que apareceram na fala dos alunos (pedaco, metade, quinto, décimo).
Cada aluno resolveu individualmente a tarefa, mas a professora permitiu que trocassem
ideias. Enquanto os alunos resolviam as tarefas, a professora e a investigadora iam
passando pelas mesas. Apos realizarem a tarefa a professora abriu espaco de socializacdo
das solucdes das tarefas no quadro. A intencdo da professora foi identificar os varios
registros das representacdes dos ndmeros decimais e se 0s alunos ja haviam
compreendido a parte no todo e se iria aparecer o0 uso da virgula.
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Figura 4: Representacédo do inteiro.

Na figura 4 percebe-se a apari¢do da palavra “décimo”. A aluna fez uma decomposigdo
do inteiro em pedacos (3 pedacos + 3 pedacos + 3 pedacos + 1 pedaco = 10). A professora
questionou: “O que é esse 10?”. A aluna “puxou um trago” e escreve 1 chocolate,
dizendo: “10 é um chocolaze”. A professora questionou: “Tem outro jeito de ler esse 1
chocolate?”. A aluna disse que sim e escreveu “2 metades com 5 décimos em cada”. NO
seu segundo registro apareceram os termos “metades e décimos” e a aluna comegou a
chamar os pedagos de décimos. Notou-se, uma conversdo da representacao, ou seja, a
aluna transformou esta fun¢do em uma interpretacdo em outro registro, conservando a
totalidade ou uma parte somente do conteddo da representacgdo inicial (Duval, 2012).

Na figura 5 o aluno utiliza o desenho para representar o0 “quinto”. Aqui, o que nos chama
a atencdo é que o aluno ainda ndo compreendeu a nocao de quinta parte do inteiro, pois
representa todos o0s quintos e ao ser questionado onde esta um quinto do inteiro mostra
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que sdo todos. Podemos inferir que, apesar de aparecer o quinto, o aluno ainda nédo
relaciona os numeros fracionarios com os decimais, ou seja, ele ndo percebeu ainda a
equivaléncia entre 1/5 e 2/10.

Figura 5: Representacdo do quinto.

A professora comentou com a investigadora que ndo considerava oportuno trabalhar no
momento estas relacdes, pois ndo queria fugir ao seu objetivo. Assim, na continuidade,
perguntou se algum aluno queria ir ao quadro mostrar o seu jeito de resolver e se tinha
pensado de modo diferente. Um aluno disse: “eu sei de um jeito diferente que néo precisa
usar essas palavras todas”. A professora retorquiu: “Ah! E, entdo mostra como é!” O
aluno foi ao quadro e escreveu o que esta na figura 6, explicando: “Oh! Vou fazer com os
13 pedacos! O 13 é assim oh! Eu ndo preciso escrever 1 chocolate e 3 pedacos, porque
aqui oh! Num é 1 inteiro e 3 décimos? Entao, oh! Basta eu colocar o i emcimado 1 eo
D em cima do 3. O aluno ndo utilizou a virgula, mas compreendeu bem o que € a parte
inteira e a parte decimal. Podemos, assim, dizer que, segundo Duval (2012), este registro
do aluno é uma formacdo da representacdo identificavel que implica selecdo de
relacBes e de dados no conteldo a representar, ou seja, 0 aluno relacionou numeros com
simbolos, 0 que 0 ajudou a separar o a parte inteira da decimal.

Figura 6: Representacdo dos décimos.

Ap0s este registro, a professora combinou com a turma que, a partir daquele dia, pedagos
iam chamar-se décimas e que para escrever 0s chocolates iriam usar o0 modo do colega.
Pediu que ele fizesse um cartaz para colocar no mural da sala. Ressaltou, que para ndo
ficar igual ao “D” de dezena, poderiam usar o “d” mintsculo de décima.

Tarefa do Chocolate

Como referido, a Tarefa do Chocolate foi uma sugestao da investigadora com o objetivo
de, apds a realizacdo da tarefa anterior, verificar a compreensdo dos alunos no que se
refere aos numeros decimais e as representacfes destes numeros, especificamente, se
“i”

utilizariam o (para representar a parte inteira) e o “d” (para a parte decimal) e, se
chegariam & representacdo com a virgula.
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Ajude a professora Claudia a pensar!

Ela quer repartir estes chocolates pelos seus sobrinhos.
Quanto de chocolate cada sobrinho receberd se ela repartir com:
2 sobrinhos 3 sobrinhos 5 sobrinhos

10 sobrinhos 6 sobrinhos 4 sobrinhos

Figura 7: Tarefa do Chocolate.

Depois da realizagao da tarefa a professora abriu espaco para socializagéo. Ela disse que,
pelo adiantado da hora iriam apenas socializar a reparticdo de chocolates por dois
sobrinhos e por quatro sobrinhos. Discutimos aqui a reparti¢do por dois sobrinhos.

Figura 8: Repartindo chocolates por dois sobrinhos.

O aluno que foi ao quadro (Figura 8) transformou os trés chocolates inteiros em 30
décimos e dividiu por dois sobrinhos. Quando foi explicar, disse: “Sao 3 chocolates para
2 sobrinhos, né? Cada chocolate tem 10 décimos; entdo, sdo 30 para 2 que da 15
décimos”. A professora perguntou se havia outro jeito de escrever 15 décimas e o aluno
respondeu: “So se for assim”. Ele escreveu o 15 e em cima do 1, colocou “i” para inteiro
e no 5 colocou “d” para décimas. E disse: “Assim cada sobrinho ganha um e meio”. A
professora perguntou onde estava 0 meio e ele apontou para o cinco. A professora insistiu
se haveria outro jeito de escrever, mas o0 aluno escreveu novamente como havia escrito
antes e disse: “so sei assim”. Neste episodio o aluno realiza a acdo mental de partitioning
que € a acdo através da qual se divide a unidade/o todo em partes iguais; ao explicar o
que é o 15 realiza a acdo mental spliting que € uma composi¢do simultanea de partitioning
e de iterating (MacCloskey & Norton, 2009). Com isso, ele demonstra ter compreendido
0 conceito parte/todo; no entanto, ainda ndo utiliza a virgula para representar o decimal

um e meio, que é o que cada sobrinho ganhou de chocolate.

A professora continuou a socializagdo com a pergunta: “alguém encontrou outra
estratégia sem ser usando a letra? Sem ser usando..., usando...Vai |4 mostra pra gente.
Tem um jeito de escrever 15 décimas sem usar essas letrinhas?” O aluno balangou a
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cabeca e escreveu 1,5 (Figura 9). A professora replicou: “Ahhh! Explica pra gente o que

¢ isso ai”.

Figura 9: Representacdo com virgula.

O aluno disse: “é a mesma coisa que o do colega, s6 que com virgula” (Figura 10).

Figura 10: Representacdo com virgula.

O aluno utiliza as mesmas estratégias que o aluno da figura 8 — as suas a¢des mentais sdo
partitioning e spliting. E no seu registro vemos que faz varios ensaios de registro do
numero decimal (1 e 5 d; 15 inteiros e 1,5).

Um outro aluno logo respondeu ao anterior: “ndo é, ndo é um inteiro esse ai”. A
professora chamou-0 ao quadro para explicar e ele disse: “ndo é, tudo isso aqui é
décimos”, escrevendo no quadro 15 décimos (Figura 11). Percebe-se que a agdo mental
utilizada pelo aluno, neste momento, é unitizing, pois trata o0 objeto ou uma colecéo de
objetos como uma unidade ou como um todo. Neste caso, ele junta as décimas em um
todo, sem considerar que ali ha um inteiro e cinco décimas. A professora pediu ao aluno
para que pegasse as barras de chocolates e iniciou um dialogo com ele. O aluno reagiu:
“Ah! Sim. Tenho inteiro e metade! Mas 0 que eu vejo sdo 15 décimos”. Nesta altura, a
professora ouviu varios alunos a intervir: “olha eu quero ouvir vocés! Aqui eu tenho uma

”»

escrita, duas escritas, 3 escritas diferentes. Elas tém alguma coisa em comum?...

Figurall: Trés tipos de escrita.

Uma aluna disse; “Tial tem uma coisa em comum. Todos eles tém 1 inteiro e cinco
décimos!” A professora pergunta aos alunos se eles concordavam com a aluna e em coro
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disseram que sim. Ela retorquiu novamente para os alunos: “Eu acho que a gente esta
desvendando o mistério da virgula, o que vocés acham?” A mesma aluna disse: “Tia, eu
acho que a gente t4 desvendando porque a virgula, ela serve para fazer separar o
numero, se nao tivesse virgula ia ter que ficar igual virgula 100 ia ter que ser 100, nunca
ia ser um”. Nesta intervencdo, pode-se perceber que a aluna faz uma comparagédo do
numero natural 100 com o ndmero decimal 1,00. Podemos inferir que a sua atividade
cognitiva revela uma representacao mental dos nimeros. Mas quando o nimero aumenta,
esta aluna passa a utilizar uma representacao pictorica (Figura 12).

Figura 12: Representagdes pictoricas.

Na figura 12 a aluna mostra como encontrou o resultado para repartir os trés chocolates
por quatro sobrinhos. Ela explicou que fez grupos de 4, cada um ficando com 7 e uma
metade de um décimo. Os pontinhos que aparecem entre o0s tracos representam a metade
do décimo. Percebe-se que é uma representacao pictérica e espontanea da aluna.

Seguidamente, uma outra aluna foi até o quadro e disse: “Tia agora eu entendi oh!”
Comegou a escrever ¢ a falar: “11 décimos é igual 1,1; um inteiro e um décimo. 15
décimos € 1 e 5, um inteiro e cinco décimos que € 0 mesmo que 1, 5. 20 décimos é igual
a dois inteiros que fica 2,0” (Figura 13).

Figura 13: Desvendando o mistério da virgula.

A professora pediu que a aluna fizesse um cartaz para colocar no mural. Assim, o mistério
da virgula foi sendo desvendado pelos alunos.

Consideracoes finais

Na resolucdo destas tarefas na sala de aula percebemos a evolucdo dos alunos nas suas
representacfes dos nimeros decimais. Eles iniciam utilizando as palavras “chocolate”
para representar o inteiro e “pedacos” para representar as décimas partes, ou seja, usam
a linguagem natural. Duval (2012) aponta que nao € possivel negligenciar ou descartar a
linguagem natural no ensino da matematica, afirmando que ela é um registro tdo
fundamental quanto os outros registros, particularmente aqueles em que os calculos séo
possiveis. Inicialmente, os alunos utilizam as palavras “metade” e “meio”, mas ndo
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utilizam as representacdes 0,5 e/ou Y, no entanto identificam estas como parte do inteiro.
Aparece, também, a palavra “quinto”. Os alunos chegam a dividir o inteiro em cinco
partes (quintos), mas parece ndo conseguirem, ainda, fazer a sua equivaléncia em décimas
partes (décimos). Usam o simbolo “e” no lugar da virgula e um aluno utilizou “% "~ para
separar a parte inteira da parte decimal. Mais tarde, passam a utilizar as palavras “inteiro”
e “décimos” para representar a parte inteira e a parte decimal de um nimero, socorrendo-
se muitas vezes de representacdes pictdricas. Notamos que hd uma compreensdo do
significado parte/todo, pois utilizam acBes mentais como unitizing; partitioning e
splinting (MacCloskey & Norton, 2009). Todavia, parece ndo conseguirem estabelecer
relacGes de ordem e de equivaléncia em alguns casos (quinto, meio, metade).

Nota-se que os alunos transformam inteiros em decimais e vice-versa, utilizando a
atividade cognitiva conversdo da representacdo que, conforme Duval (2012), é a
transformacdo desta funcdo em uma interpretacdo em outro registro, conservando a
totalidade ou uma parte somente do conteido da representacdo inicial. Ficam com trés
formas diferentes de registrar o numero decimal (1i 5d; 15 décimos e 1,5) e, chegam a
conclusdo que a virgula serve para separar a parte inteira da parte decimal.

Para a evolucdo das representacdes dos numeros decimais parece ter tido um papel
importante 0 questionamento da professora no decorrer da discussdo das tarefas, bem
como o ambiente da sala de aula permitindo que os alunos possam trocar experiéncias e
socializar as solucdes encontradas. Os alunos sentem-se livres para encontrarem as
estratégias que pensam ser melhores para o problema a resolver, mas também, no
momento de socializacdo, para apresentarem uma estratégia diferente ou um resultado
diferente do previamente apresentado. O uso de material manipulavel (barras de
chocolate), no nivel em que os alunos se encontravam, parece ter sido fundamental para
a evolucdo das representacfes dos niumeros decimais.

Concluimos que foi um conjunto de acdes pedagdgicas, integrando as dimensdes
pedagdgica, de conteldo e de avaliacdo, que levaram os alunos a desvendarem o mistério
da virgula, ou seja, a evoluir em suas representa¢ées dos nimeros decimais. Podemos
dizer que eles foram flexiveis na conversao e transformacédo dos numeros decimais, duas
das caracteristicas do pensamento dos alunos apontadas por Post et al. (1993) para a
compreensdo dos nimeros racionais.
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Palavras-chave: gréficos, tabelas, casos isolados.

Conteudo do poéster

Ser capaz de organizar um conjunto de dados e representa-los em tabela ou grafico de
barras € uma das ambicbes da aprendizagem matematica ja no 1.° ciclo. Contudo,
diferentes representacdes parecem afetar de modo distinto a interpretacdo de informacéo
pelos alunos. Carvalho (2008) destaca os graficos de barras como mais facilitadores de
interpretacdo de informacdo do que tabelas ou casos isolados, com alunos do 8.° ano no
Brasil. Em Portugal, os alunos iniciam o trabalho com gréaficos variados e tabelas a partir
de conjuntos de dados ndo organizados (aqui referidos como casos isolados) desde o 1.°
ciclo. No entanto, pouco se sabe sobre o efeito do tipo de representacdo de informacéo na
interpretacdo que os alunos fazem da mesma. Os casos isolados, os graficos de barras e
as tabelas sdo das primeiras representacdes de informacéao que os alunos aprendem no 1.°
ciclo. Procura-se aqui conhecer o efeito destes diferentes tipos de representacdo de
informacdo no desempenho dos alunos, tentando conhecer: 1) Que desempenhos
apresentam os alunos quando a informacao é representada por graficos de barras, tabelas
e casos isolados? 2) Que justificacbes apresentam na interpretacdo de informacdo nas
varias representacfes?

Usou-se um inqueérito por questionario para apresentar quatro problemas a alunos do 6.°
ano (n=120) do centro de Braga, por se querer recolher informacao sobre um tema preciso
junto de uma amostra (Ketele & Roegiers, 1993). Formaram-se, aleatoriamente, trés
grupos (n=40 cada); cada grupo resolveu os problemas apresentados num dos modos de
representacdo — graficos de barras (GB), tabelas (T), casos isolados (CI). O gquestionario
foi aplicado em cada turma, na presenca do professor mas sem a sua interferéncia. A cada
aluno foi fornecido um caderno com cada problema impresso. Cada problema foi
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apresentado oralmente pelas investigadoras ao grupo turma seguindo-se uma pausa para
a sua resolucéo individual, com justificacdo de resposta. Em cada turma, a aplicacédo dos
problemas levou cerca de 45 minutos. Foram apresentados a todos os alunos os mesmos
problemas, pela mesma ordem, mas usando a representacéo de informacao de acordo com
a condicdo do grupo de trabalho. Os problemas apresentados foram adaptados de
Carvalho (2008). A Figura 1 mostra exemplos de um problema apresentado com gréafico
de barras, tabelas e casos isolados, respetivamente.

Figura 1: Enunciado de um mesmo problema apresentado aos trés grupos distintos.

Fez-se uma analise descritiva dos dados. A Tabela 1 resume a média e desvio padrdo do
numero de respostas certas por tipo de representacao.

Tabela 1: Média e desvio padrdo das respostas certas.

Média (desvio padrao)
Cl GB T
2,0 (0,75) 2.05 (0.63) 2,2 (0,76)
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Ha um desempenho semelhante na resolucdo dos problemas nos diferentes tipos de
representacdo. A Figura 2 mostra a distribuicdo do nimero de respostas certas por tipo de
representacdo usada nos problemas.

Distribuiciio do mimmero de alunos com respostas corretas nos
problemas propostos, por tipo de representaciio

Tipo de
representagio
[l Casos Isolados
207 M Grafico
DTabela

Nimero de alunos

1] 1 2 3 4

Total de respostas corretas

Figura 2: Respostas corretas por tipo de representacao.

A Figura 3 mostra exemplos de resolugdes de alunos nos problemas de representacdo de
informacdo com grafico de barras, tabelas e casos isolados.

Figura 3: Respostas dos alunos a um mesmo problema com representac@es diferentes dos dados.
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Em cada um dos grupos, ha alunos com todas as respostas certas. H4 um grande numero
de alunos que acerta dois problemas. A analise das explicacbes dos alunos permitiu
distinguir quatro categorias: 1) valida - atende as relacdes entre quantidades e produz
explicacdo certa; 2) ndo quantifica e produz explicacdo errada; 3) refere o total; 4)
inconclusivo, ou auséncia de resposta. A Tabela 2 resume as explicacdes obtidas.

Tabela 2: Explicac6es dos alunos (Max. 480 respostas).

Tipo de representagédo

Tipo de explicacdo Cl GB T
Valida 119 112 114
N&o quantifica 16 23 10
Refere total - 3 10
Inconclusivo 25 22 16

Muitas das respostas dos alunos sao acompanhadas de explicacdes validas, sugerindo que
as respostas ndo foram obtidas ao acaso. Divergindo de Carvalho (2008), os alunos
parecem ter dificuldades na interpretacdo de informacéo apresentada em casos isolados,
gréficos de barras e tabelas, pelo que maior atencdo deve ser dada a estes tipos de
representacdo de informacao na aula de matematica.

Carvalho, L. M. T. (2008). O papel dos artefactos na construcao de significados matematicos por
estudantes do ensino fundamental. Acedido a 03/01/2015, em
http://www.repositorio.ufc.br/bitstream/riufc/3016/1/2008_Tese LMTLCarvalho.pdf

Ketele, J., & Roegiers, X. (1993). Metodologia da recolha de dados. Lisboa: Instituto Piaget.
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Os professores, durante o0 processo de ensino e aprendizagem da matematica escolar,
devem valorizar, e encorajar os seus alunos a utilizar, uma diversidade de ferramentas de
modo a promover a compreensdo e a discussdo dos conceitos matematicos. Entre essas
ferramentas situam-se as representacbes (NCTM, 1991; NCTM, 2000). De facto,
entende-se que fazer matematica pressupde o uso de varias representacGes de uma ideia
e da resolugcdo de um problema de modo a poder comunicar 0 pensamento. Toda a
atividade matematica necessita de recorrer a representacdes, sendo estas entidades usadas
para explicar algo e constituindo um importante meio para o desenvolvimento de uma
aprendizagem matematica com compreensdo, uma vez que facilitam o acesso, por parte
de todos os alunos, a ideias abstratas, a linguagem e ao raciocinio. Assim, para facilitar a
aprendizagem, os professores devem saber como interpretar e representar 0s conceitos
matematicos que pretendem que os seus alunos aprendam. De certo modo, pode-se dizer
que as representacdes sao a linguagem da matematica (Friedlander & Tabach, 2001) ou
entdo que muita da aprendizagem matematica é, de fato, uma aprendizagem sobre
representagcdes (Diezmann & McCosker, 2011). A sua utilidade na aprendizagem da
matematica torna-se notoria se se olhar uma representacdo ndo somente como uma
imagem (e.g. grafico, tabela, diagrama) mas como um processo de iluminagdo de uma
ideia. Em particular, a interpretacdo e traducdo de representacbes sdo agOes que
promovem o pensamento dos alunos ajudando-os a construir imagens mentais dos
conceitos matematicos.

Muitos autores recomendam que se utilizem multiplas representacGes desde muito cedo
na aprendizagem dos conceitos, pois 0 uso limitado dessas representacdes pode conduzir
a obstaculos no processo de uma aprendizagem significativa. Por exemplo, como refere
Kieran (1992) isto acontece no ensino da algebra quando se utiliza apenas expressdes
simbolicas.

Mais especificamente podemos referir situacdes em que as multiplas representaces
podem promover a aprendizagem: (a) é altamente provavel que diferentes representacdes
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expressem diferentes aspetos de forma mais clara e, por isso, a informacdo obtida a partir
de representacGes que combinam sera maior do que a que pode ser adquirida partir de
uma representacdo Unica; (b) vérias representacées limitam-se umas as outras, de modo
que o espaco para operar em cada uma torna-se menor; e (c) para relacionar multiplas
representacdes, o aluno tem de se envolver em atividades que promovam a compreensao.

De acordo com alguns autores (Behr, Harel, Post & Lesh 1992; Lesh, Post & Beher, 1987,
Tripathi, 2008) podemos identificar cinco tipos de representacfes que ocorrem durante a
aprendizagem matematica e a resolugdo de problemas e que sdo do tipo: contextual
(situacdes da vida real); concreto (manipulavel); semiconcreto (pictorico); verbal
(linguagem); e simbodlico (notacdo). Esta classificacdo ajuda a diferenciar as muitas
formas de um conceito matematico, mas também indica como desenvolver as capacidades
necessarias na compreensdo de um conceito. Cada uma das representacbes € uma
manifestacdo de um aspeto do conceito e envolve diferentes niveis cognitivos. Assim, a
representacdo é rica se contém bastantes aspetos ligados ao conceito. Uma representagdo
matematica apenas ilustra muitas das vezes um dos aspetos do conceito. S6 temos uma
imagem holistica do conceito quando olharmos para essa ideia a partir de diferentes
perspetivas. A medida que o ndmero de pontos de vista aumenta desenvolvemos uma
visdo do conceito mais rica e profunda. Representar um conceito é criar uma imagem
dele. A visualizacdo € um dos processos pelo qual as representacdes mentais podem
aparecer.

Os conceitos matematicos surgem da interacdo entre o sistema de signo/simbolo e 0s
contextos de referéncia/objetos. Esta simbologia estd ligada ao que Dreyfus (1991)
distingue na atividade matemética como sendo as representacGes simbdlicas. Além
destas, aquele autor ainda considera as representacdes mentais. Estas ocorrem quando
falamos ou pensamos sobre qualquer objeto ou processo matematico e que cada um de
nos relaciona com algo que tem em mente. E outra forma de utilizar os objetos
matematicos. Enquanto que a representacdo simbdlica é escrita, ou falada, com a
finalidade de facilitar a comunicacgdo sobre o conceito, uma representagdo mental refere-
se a esquemas internos que uma pessoa usa para interatuar com o mundo exterior e que
pode diferir de pessoa para pessoa.

Sendo o professor o principal agente de mudanca na sala de aula, debrucemo-nos na figura
do professor. Este detém um conhecimento profissional que vai evoluindo e que esta
orientado para uma atividade préatica — ensinar matematica. Deste modo, embora envolva
varios tipos de conhecimento sobre a matematica e o seu ensino e também educacionais,
interessa-nos sobretudo o que se refere a pratica letiva, aquele em que se faz sentir de
modo mais forte a especificidade da disciplina de matematica e que designamos por
conhecimento didatico (Ponte, 2008).

E consensual que os professores precisam de ter um conhecimento de contetido profundo
uma vez que vai afetar o que ensinam e como ensinam (Ponte & Chapman, 2008). Esta
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ideia € também assinalada por Ma (1999) quando argumenta que para compreender e
explicar os conceitos matematicos e para estabelecer conexdes para além desse conceito
tem de deter um profundo conhecimento da matematica fundamental. A compreenséo da
relacdo entre ideias simples e fundamentais em matematica reflete-se num ensino
unificado dos conhecimentos em vez de um ensino fragmentado de topicos isolados.
Também a consideracdo de multiplas perspetivas e diferentes abordagens a ideias
matematicas conduz a uma compreensdo flexivel da disciplina.

No entanto, o importante ndo é a quantidade de matemaética que se trabalha em qualquer
programa de formagdo (inicial, continua, etc.) mas sim as oportunidades que sdo dadas a
esses professores de descompactar o conhecimento matemético de modo a torna-lo
compreensivel para os alunos. Esta ideia de descompactar o conhecimento matematico é
apresentada por Hill, Ball e Schilling (2008) como forma de promover o conhecimento
didatico.

E aqui que se espelha a importancia das representacdes na pratica letiva. Os professores
utilizam vérias representacGes na sua prética e estas influenciam o modo como os alunos
compreendem 0s conceitos. Para ir de encontro a uma utilizacdo eficaz de mdltiplas
representacdes o professor deve ter um conjunto especifico de tarefas e de questbes para
as desenvolver e aplicar.

Neste sentido, este grupo surge como um espaco onde pretendemos desenvolver uma
maior compreensao sobre a investigacdo que incide sobre as representacfes matematicas
e as suas ligacGes com o conhecimento profissional do professor, através das discussoes
suscitadas pelos estudos apresentados pelos participantes.

As comunicacles recebidas, em pequeno numero, debrucam-se todas sobre o
conhecimento matematico dos professores, com um enfoque substancial no conhecimento
matematico para ensinar na linha de Ball, Thames e Phelps (2008). Distribuem-se pelos
temas matematicos da Geometria, da Estatistica e dos NUmeros Racionais. Trés
desenvolvem-se no ambito da formacéo inicial de professores e uma abrange a formagéo
continua. As outras duas estudam professores em servico. Esta disparidade dificultou a
organizacdo do grupo de discussao por temas.

Optou-se por escolher para o primeiro momento estudos no ambito da formacéo inicial
de professores com o tema da Geometria. O trabalho de Giraldo, Neto, Corréa e Ribeiro
incide sobre a articulagdo entre representacdes geradas por tecnologias digitais e outras
formas de representacdes para conceitos matematicos e 0 modo como o conhecimento
combinado de conteudo e tecnoldgico de alunos de um curso de formagé&o inicial de
professores pode auxiliar na tomada de decisfes. A comunicacao de Brunheira e Ponte
incide numa experiéncia de formacao com futuros professores com foco na classificacéo
de quadrilateros, estudando a compreensao dos alunos das propriedades das figuras bem
como os fatores que influenciam essa compreensdo. No segundo momento conta-se 0
trabalho de Ribeiro e Montes em que se estudam tarefas envolvendo nimeros racionais e
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a analise por futuros professores das mdltiplas representacfes usadas pelos alunos nas
respostas que ddo. Por seu lado, a comunicacdo de Nakayama abrange alunos de cursos
de Pedagogia e professores da rede publica tendo por base a identificacdo e analise dos
mitos que sustentam as suas representagdes. Por fim, o trabalho de Ribeiro, Powell e
Caldeira refere-se aos contributos duma formacédo continua em geometria baseada na
modelacdo para o conhecimento matematico para ensinar.

No terceiro momento, o trabalho de Duque, Martins, Coelho e Vale relata um estudo
incidente em representacdes estatisticas de criancas do pré-escolar, com resultados sobre
o0 conhecimento estatistico para ensinar de professores em servico. Por ultimo, o trabalho
de Gongalves e Gomes analisa as produgdes escritas de professores do primeiro ciclo, em
servigo, numa prova nacional de avaliagcdo de conhecimento, no que se refere ao tema da
Geometria.

A atividade deste grupo de discussao sera desenvolvida em dois momentos procurando
analisar, discutir e refletir em conjunto as principais ideias presentes nas comunicagoes
apresentadas. Almejando uma melhor compreensdo da tematica das representaces, e
com o objetivo de complementar ideias levantadas pelas comunicagdes apresentadas,
serdo lancadas a discussdo questBes tais como: (Q1l) No conjunto das diferentes
representacdes, qual é a importancia dada pelos professores as representacGes visuais?
(Q2) Havera tdpicos matematicos que exigem menor recurso a multiplas representacdes?
(Q3) Que papel desempenham as representagdes digitais no desenvolvimento dos
conceitos matematicos? (Q4) Que praticas ligadas ao uso de representacdes sdo
promotoras de melhores aprendizagens dos alunos? (Q5) Qual o contributo da
investigacdo em representacdes para o conhecimento profissional do professor?
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Resumo: Esta comunicacdo diz respeito a uma experiéncia de formacdo com futuras
professoras e educadoras do 2.° ano de uma LEB, focada na aprendizagem da
classificacdo de quadrilateros, a qual foi promovida por um ensino de natureza
exploratoria. Os dados apresentados, recolhidos por registos audio e video e das
producdes escritas das formandas, focam-se na compreensdo que evidenciam sobre as
propriedades das figuras e suas relagbes, bem como nos fatores que influenciam esta
aprendizagem. Os resultados mostram que a classificacdo hierarquica depende
principalmente da robustez do conceito-imagem, da identificacdo dos atributos criticos
das figuras, do dominio do raciocinio dedutivo e da visualizacao.

Palavras-chave: geometria, raciocinio, visualizagdo, efeito protdtipo, formacéo inicial.

Introducéo

Nas Ultimas décadas, a investigacdo em educacdo tem apontado para uma valorizacgéo do
ensino da geometria capaz de conciliar uma vertente mais formal e dedutiva com outra
que apela a intuicdo, a criatividade e a descoberta. Tal como destaca Abrantes (1999):

A geometria é uma fonte de problemas de varios tipos: de visualizacao
e representacdo; de construcdo e lugares geométricos; envolvendo
transformacdes geométricas; em torno das ideias de forma e de
dimensdo; implicando conexdes com outros dominios da Matematica. ..
Apelando a processos de “organizacdo local” da Matematica,
nomeadamente de classificacdo e hierarquizagdo a partir de
determinadas defini¢des e propriedades. (p. 156)

Contudo, um ensino consistente com esta visao da geometria levanta grandes desafios a
formacgéo de professores, quer no que respeita ao desenvolvimento do conhecimento
matematico, quer do conhecimento didatico, tanto mais que os estudos existentes em
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Portugal e noutros paises sobre o conhecimento geométrico de professores e futuros
professores revelam muitas fragilidades (Clements & Sarama, 2011; Fujita & Jones,
2006; Menezes, Serrazina & Fonseca, 2014; Tempera, 2010). Assim, assumindo que a
investigacdo tem um importante papel a desempenhar na melhoria destes resultados,
procuramos compreender a forma como futuros educadores e professores desenvolvem o
seu raciocinio geométrico e o papel da visualizacdo espacial, no contexto de uma
experiéncia de formacdo desenvolvida numa unidade curricular sobre geometria que
integra 0 2.° ano do plano de estudos de uma Licenciatura em Educacdo Bésica (LEB).
Neste artigo focamo-nos no desempenho de uma turma de formandas no processo de
classificar, analisando ainda a influéncia das representagdes imagéticas no raciocinio
geomeétrico.

A formacéo de professores dos anos iniciais em geometria

Atualmente, a perspetiva de que os futuros professores precisam de desenvolver uma
compreensdo profunda de ideias fundamentais da Matematica (NCTM, 1994) é uma ideia
presente em muitos estudos e programas de formacéo, muito embora com interpretacoes
e formas de concretizar que podem divergir bastante. Para 0 NCTM (1994), o
conhecimento matematico necessario ao professor inclui o dominio de diferentes tipos de
raciocinio matematico, formas de resolver problemas e de comunicar Matematica
eficazmente, a compreenséo de conceitos, de procedimentos especificos e do processo de
fazer matematica. Em geometria, os professores dos anos iniciais devem compreender
como ela é usada para descrever 0 mundo em que vivemos e resolver problemas, saber
analisar figuras bi e tridimensionais, produzir argumentaces e justificacdes e privilegiar
a visualizacao espacial. Em Portugal, o documento produzido por Albuguerque et al.
(2005) sugere que a formacao dos professores inclua uma perspetiva histéorica do tema,
um foco na visualizacdo e a representacdo espacial, o tratamento das formas geométricas
basicas, suas propriedades e relacdes, transformacdes geométricas, dando igualmente
atencdo a comunicacdo. Esta formacdo deverd desenvolver-se em torno de atividades
préprias da matematica, como a formulacao e resolucéo de problemas, e incluir processos
a ela associados: formulacdo de conjeturas, teste e validacdo, argumentacao, prova e
refutacdo, sem ignorar o recurso a tecnologia ou outras ferramentas e materiais.

No que diz respeito a abordagem metodoldgica, Watson e Mason (2007) sugerem que 0
trabalho a desenvolver deve partir de tarefas matematicas que promovam o pensamento
matematico dos futuros professores e desenvolvam a sua percecéo sobre o poder dessas
tarefas, uma orientacdo consistente com a ideia de Ponte e Chapman (2008) de que, na
formagé&o inicial, os futuros professores devem aprender segundo 0s mesmos métodos
que se preconiza que venham a utilizar nas suas praticas. Nesta perspetiva, surge com
especial interesse o ensino exploratdrio, um tipo de ensino assente essencialmente em
tarefas de cunho exploratorio e investigativo, onde cabe a quem aprende uma parte
importante do trabalho de descoberta e constru¢do do conhecimento, e numa dindmica de
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aula em que se reserva um espaco significativo ao trabalho dos alunos sobre as tarefas, a
par de momentos de discussdo e negociacdo de significados (Ponte, 2005).

O papel das representacfes no raciocinio geometrico

Como afirma Duval (1998), todos os processos de raciocinio dependem da forma como a
informacdo é apresentada e estd organizada. No caso especifico da geometria, essa
informacdo € dada segundo uma organizagdo visual a partir da qual nés podemos nomear
objetos, levantar questdes e conjeturas sobre esses objetos e suas relagdes. Também para
Battista (2008), em geometria “nds raciocinamos sobre objetos; n6s raciocinamos com
representacdes” (p. 342), pelo que ¢ fundamental ter em conta a natureza de ambos para
analisar o raciocinio em geometria. Para o autor, os objetos podem fisicos, como um
desenho num papel ou uma construcdo feita num AGD, ou podem ser conceitos formais.
Por seu turno, as representacdes podem ser internas ou externas e podem ser verbais ou
imagéticas. Porém, como alerta o autor, € preciso ter em conta que a mesma entidade
pode ser uma representagdo para uma pessoa e um objeto para outra.

Numa perspetiva semelhante, Mariotti (1992) aborda as figuras geométricas associando-
Ihes duas dimensdes: uma dimensdo figurativa (associada as representacdes) e uma
dimensdo conceptual (de natureza abstrata e estabelecida pela sua definigdo) que se
articulam formando o que Fischbein (1983) chama de conceito figurativo. A articulagéo
entre estas duas dimensdes levanta varias dificuldades e conduz a erros comuns que tém
sido alvo de investigagdo (Battista, 2007; Clements, 2003). Uma das dificuldades mais
frequentes deriva de os alunos raciocinarem sobre a representagdo material, em vez de o
fazerem sobre a figura, ou seja, 0 objeto tedrico regido por uma defini¢do. Este facto é
explicado por Vinner (1983) ao afirmar que, quando ouvimos ou lemos 0 nome de um
conceito que conhecemos, ou quando resolvemos uma tarefa, a nossa memoria é
estimulada e evoca algo. Contudo, raramente aquilo que evoca é a defini¢do formal do
conceito, mas antes um conjunto de representagdes visuais, imagens, propriedades ou
experiéncias — um conjunto que constitui aquilo a que chama conceito-imagem. No caso
dos conceitos geométricos, o conceito-imagem pode incluir varias representacdes que 0
individuo recorda como exemplos do conceito e um conjunto de propriedades a ele
associadas. Acontece que os exemplos que um individuo recorda podem ser afetados de
forma adversa por um ensino desadequado, conduzindo a vAarios erros comuns. As
propriedades incluidas no conceito-imagem podem néo ser todas corretas e até podem
incluir propriedades fisicas irrelevantes. Esta restricdo dos conceitos a um conjunto de
elementos que € utilizado de forma recorrente é frequentemente designada por efeito
prototipo, tem sido estudado por varios investigadores (por exemplo, Fujita, 2012;
Herskowitz, 1989; Presmeg, 1992) e sera abordado adiante a propdsito do processo de
classificar.
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O processo de classificar em geometria

Classificar consiste em declarar uma equivaléncia entre objetos com semelhangas entre
si mas visualmente diferentes, o que implica considerar cada caso como um caso
particular de uma classe de objetos. Por outras palavras, segundo Mariotti e Fischbein, “o
processo de classificar consiste em identificar as propriedades comuns e relevantes que
determinam a categoria” (1997, p. 244). Contudo, as classificacdes formais recorrem
frequentemente a critérios estruturais que ndo sdo imediatamente claros e estdo longe dos
critérios percetuais aos quais estamos habituados a remeter a nossa atividade espontanea
de classificar. Mais concretamente, Herskowitz (1989) assinala a necessidade de
distinguir entre atributos criticos e atributos ndo-criticos: por exemplo, a congruéncia
entre lados consecutivos € um atributo ndo-critico no retangulo, pois os lados
consecutivos podem ou ndo ser congruentes; ja a congruéncia dos quatro angulos € um
atributo critico, pois se o quadrilatero ndo tiver este atributo ndo pode ser um retangulo.
Além disso, para Markman (1989), compreender as relagdes hierarquicas entre as figuras
envolve os seguintes aspetos:

e Compreender que uma figura pode ser classificada de formas distintas e ser
nomeada com diferentes designacdes;

e Compreender as relagOes de transitividade entre diferentes conceitos, ou seja,
compreender que, por exemplo, se um quadrado é um losango e se este & um
paralelogramo, entdo um quadrado é um paralelogramo;

e Compreender a assimetria das relacbes entre quadrilateros, como por exemplo,
que todos os retangulos sdo paralelogramos, mas que nem todos os
paralelogramos séo retangulos;

Compreender a assimetria entre os atributos criticos dos quadrilateros: por exemplo, 0s
atributos criticos dos retangulos estdo incluidos nos quadrados, mas que os atributos
criticos do quadrado ndo estdo incluidos no retangulo.

Apesar do interesse matematico e didatico da classificacdo hierarquica dos quadrilateros,
esta € uma area em que a investigacdo tem mostrado existirem varias dificuldades que
afetam alunos de varios niveis de ensino, bem como futuros professores, e sao
evidenciadas em estudos de diferentes paises (de Villiers, 1994; Fujita, 2012; Fujita &
Jones, 2007; Tempera, 2010). Os estudos revelam que o raciocinio geométrico é
frequentemente afetado pelas imagens mentais das figuras, na maioria das vezes pouco
flexiveis (efeito prot6tipo). H4 uma percentagem reduzida de individuos que admite a
hierarquia entre quadrilateros e, frequentemente, é capaz de estabelecer relagdes entre
algumas figuras, mas ndo entre outras, um problema que afeta alunos de diferentes niveis
de ensino, bem como professores (Okazaki & Fujita, 2007). Os estudos revelam ainda
que o conhecimento da defini¢do néo é suficiente para a correta classificacéo das figuras,
ja que muitas vezes o raciocinio produzido ndo € consistente com a defini¢do enunciada.
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Para Herskowitz (1989), os individuos que analisam as figuras com base na figura
protétipo, tendem a fazer dois tipos de “julgamentos prototipicos™: 1) o exemplo prototipo
é usado como base, mas o julgamento foca-se na sua representacédo visual; 2) o exemplo
prototipo é usado como base, mas o julgamento tem por base as suas propriedades, sejam
elas especificas da classe ou ndo. Por exemplo, neste nivel de compreensdo, um aluno
pode afirmar que um retangulo ndo é um paralelogramo porque ndo ¢ “inclinado”
(julgamento tipo 1) ou argumentar no mesmo sentido, dizendo que o paralelogramo nao
tem angulos retos (julgamento tipo 2).

Para Fujita e Jones (2007), a complexidade da classificagdo hierarquica entre
quadrilateros resulta também da dificuldade em raciocinar dedutivamente. Na sua
opinido, a questdo-chave é saber como é que os individuos deixam de olhar para as
“figuras” como objeto do seu estudo, através da analise das suas propriedades, e passam
a olhar para as “propriedades geométricas das figuras” como objeto de estudo, focando-se
no raciocinio dedutivo.

Metodologia de investigacao

Este artigo insere-se hum estudo mais amplo que visa, como ja referimos, compreender a
forma como os formandos de uma LEB raciocinam geometricamente. Adicionalmente,
pretendemos reformular a unidade curricular de Geometria na qual decorre o estudo,
concebendo estratégias e ferramentas de ensino, que sdo aperfeicoadas em consonancia
com o conhecimento que vamos construindo. Desta forma, optamos pela metodologia de
design-based research, na modalidade de experiéncia de formacdo (Cobb, Confrey,
diSessa, Lehrer & Schauble, 2003) em que a professora tem também o papel de
investigadora. Em 2013/14, foi realizada uma primeira experiéncia de formacéo com duas
turmas que resultou num estudo-piloto e, em 2014/15, uma segunda experiéncia, desta
vez com uma turma (30 formandas), sobre a qual nos debrucaremos neste artigo.

Os dados aqui utilizados dizem respeito a primeira unidade lecionada (Triangulos e
Quadrilateros) e foram recolhidos a partir dos registos audio e video das aulas, bem como
das producdes escritas das formandas na sala de aula. Foi ainda aplicado um teste
diagnostico a toda a turma no primeiro dia de aulas e, de seguida, realizadas entrevistas a
quatro formandas com perfis diferentes’.

A unidade Triangulos e Quadrilateros desenvolveu-se a partir de quatro tarefas, com uma
orientacdo sequencial assente em trés fases: 1) exploragdo/investigacdo sobre
quadrilateros com recurso ao Geogebra, 2) classificacdo de tridngulos e quadrilateros e
3) definicdo de quadrilateros. As tarefas foram criadas de modo a que as formandas
descobrissem as propriedades invariantes dos quadrilateros e estabelecessem relagoes
entre eles. De maneira geral, as aulas seguiram uma abordagem exploratdria: a tarefa foi

" Foram tidos em conta o percurso escolar, o grau de dificuldade que declararam sentir em geometria e as
suas intengdes sobre o futuro profissional.
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introduzida brevemente pela professora, seguiu-se uma fase de trabalho em pequenos
grupos (podendo ser antecedida por trabalho individual), discussdo das conclusdes
apresentadas pelos grupos e sintese final. Ao longo das aulas, a professora apoiou o
trabalho dos grupos, geriu a discussao e promoveu a sintese das ideias trabalhadas.

Neste texto comegamos por apresentar alguns dados recolhidos do teste diagndstico e das
entrevistas iniciais que constituem um indicador relativamente a forma como as
formandas encaravam a classificagdo hierarquica dos quadrilateros no inicio da unidade
curricular. De seguida, apresentamos dados recolhidos durante a realizacdo da tarefa
sobre classificacdo, nomeadamente, registos escritos referentes a um grupo de questdes e
transcrigdes de didlogos de um dos grupos a proposito das suas resolucdes.

A andlise dos dados recorre a uma metodologia mista. Para analisar a forma como os
futuros professores classificam quadrilateros, recorremos a um modelo (ver Quadro 1)
proposto por Fujita (2012). Do ponto de vista dos conceitos tedricos envolvidos, temos
em conta a teoria dos conceitos figurativos de Fischbein (1993) e a distingdo proposta por
Herskowitz (1989) sobre julgamentos prototipicos. Com este quadro, pretendemos
distinguir os niveis de compreensdo sobre a classificacdo inclusiva de quadrilateros. A
tabela 1 ilustra a forma como se organiza este quadro para a familia dos paralelogramos
mas, analogamente, podem construir-se outros quadros para a familia dos trapézios ou
papagaios. Nos casos da familia dos retdngulos ou dos losangos, o quadro tem menos uma
categoria (classificacdo parcialmente prototipica) uma vez que o Unico tipo de
quadrilatero pertencente aquelas classes € o quadrado. Apesar de existir uma hierarquia
entre 0s niveis de compreensdo relativos a cada quadrilatero, estes niveis séo
independentes quando comparamos diferentes quadrilateros.

Quadro 1: Niveis de compreensdo das rela¢@es inclusivas na classe dos paralelogramos.

Nivel Descricéo
Os quadrados, retangulos e losangos séo entendidos como
paralelogramos. A “relagdo de sentido oposto a inclusdo” é

Classificacdo
Hierarquica

entendida.
Classificacdo Os conceitos figurativos comegam a estender-se. Por exemplo,
parcialmente aceitam que os losangos sejam casos de paralelogramos, mas 0s
prototipica quadrados e o0s retangulos nao.

Os conceitos figurativos sdo muito limitados. A andlise que fazem
das figuras é com base em protétipos, seja a partir da sua
representacdo, seja das suas propriedades.

0 Né&o existe conhecimento elementar sobre paralelogramos.

Classificacdo
prototipica

Finalmente, além distinguir os desempenhos das formandas relativamente a classificacao
de quadrilateros, interessa-nos compreender ainda as suas estratégias de raciocinio, as
quais emergiram dos dados.
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Resultados

O teste diagnostico de escolha multipla continha uma questéo relativa ao conhecimento
da hierarquia entre quadrilateros, particularmente entre quadrados e retangulos. Os
resultados das 28 respostas obtidas mostram que, cerca de 1/3 (9 respostas) considerava
verdadeira a afirmagdo “todos os quadrados sdo retangulos”. Posteriormente, na
entrevista as quatro formandas (que coincidentemente responderam bem a esta questdo),
percebemos que apenas uma compreendia a razdo daquela relagdo (respondendo “porque
tem quatro angulos retos™), duas ndo conseguiam explicd-la e a quarta raciocinava
incorretamente (“porque a partir de um retangulo posso fazer um quadrado”). Estes dados
confirmam o que j& havia ocorrido no estudo-piloto, ou seja, que ha algumas formandas
que conhecem esta relagdo, mas apenas como um facto e ndo algo que compreendam.

A tarefa relativa a classificacdo, sobre a qual focaremos a nossa discussdo, apoiou-se
significativamente na investigacdo anterior sobre as propriedades dos quadrilateros. Esta
investigacdo foi realizada com recurso ao Geogebra e a construgdes dindmicas de cada
quadrilatero notavel que as formandas deveriam manipular para descobrir as suas
propriedades invariantes.

Na tarefa sobre classificacdo, as formandas preencheram um diagrama de Venn e um
fluxograma (Figura 1) e responderam a questdo 4 (Figura 2):

QUADRILATEROS

I ]
N

Trapézios

{

Parale\og ramos

Papagaios

Losangos

Re!angulns

Quadrados

Figura 1: Fluxograma para preenchimento das propriedades em falta.

4. Analisa agora as seguintes afirmacfes quanto & sua veracidade. Se forem falsas apresenta um
contraexemplo, se forem verdadeiras justifica-as.
a. Todos os quadrados sdo retdngulos;
b. Todos os paralelogramos sdo retdngulos;

c. Todos os quadrados sdo papagaios.

Figura 2: Questdo 4 da tarefa sobre classificacdo de quadrilateros.
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Para esta pergunta, a professora pediu para que, antes de discutirem no grupo as suas
ideias, registassem individualmente a sua resolucdo. Depois do trabalho anterior, a
primeira afirmacdo pareceu ser de facil resolucdo para toda a turma, ja que as 24
formandas presentes nesse dia responderam corretamente, apresentando uma resposta
com nivel correspondente a classificacao hierarquica. As justificacdes apresentadas sdo
muito semelhantes a resposta da figura 3, havendo apenas a assinalar 3 formandas que
fundamentaram a veracidade da afirmacao unicamente com base na existéncia de quatro
angulos retos. Apenas uma formanda deu uma resposta mais superficial, dizendo que a
afirmagdo ¢é verdadeira porque “as propriedades do quadrado vdo ao encontro as do
retangulo”.

a. Todos czsquadradossé’oreténgulos;,VMda Ml.Aﬂ’—TJJJ/D a "f..’),‘:f«’-‘e'
dades dos pntdngules esap jpncutdas nas :Ztoﬁﬂ/ieszdjfa dm
cupodeede, cons quateo dngults Attes e 2 foun oo Ca-

5 e J
s nonaleigs. O ;‘%Ltig:(ja;ufo & um eazo Paptieutan dv
netdaqule . !

Figura 3: Resposta de Isabel a questdo 4a.

A segunda afirmacdo registou um sucesso semelhante, uma vez que apenas duas
formandas erraram, considerando a afirmacdo verdadeira. As restantes 22 respostas
apresentadas sdo corretas, com diferentes niveis de sofisticacdo, potencialmente
reveladoras de formas de pensar diferentes. Entre estas respostas, 14 argumentam com
base nas propriedades dos paralelogramos e dos retangulos, mostrando compreender a
assimetria entre os atributos criticos dos quadrilateros. Consequentemente, estas respostas
revelam também a compreensdo da assimetria entre as relacdes destes quadrilateros,
como mostra a resposta apresentada na figura 4.

b. Todososparalelogrameos sdo fretangulos; falfo ; pMQue oo ‘mrzwgwwz
o Casorn, PALHEGNQES SO  SOTIOLIOGAN IO , arde ainos
Kon ¢ panes e lados EAROANTY, rhor O panoldiORcTs
(O30 oo ACE O G BASPBE  GETHL

Figura 4: Resposta de Anabela a questéo 4b.

Note-se ainda que, no entanto, nem todas as formandas demonstram o rigor apresentado
na resposta anterior, onde se diz que “o paralelogramo pode ndo ter os 4 angulos retos”,
afirmando em vez disso que “os paralelogramos ndo tém os quatro angulos retos”.

Além das 14 respostas referidas, outras 4 respostas baseiam-se apenas assimetria das
relagdes entre o paralelogramo e o retangulo, 3 ddo respostas corretas mas pouco claras.

No que diz respeito a terceira afirmacdo, comecamos por notar que a relacdo entre o
quadrado e o papagaio ndo €, ao contrario das questdes anteriores, uma relagao “direta”
se nos basearmos na hierarquia dos quadrilateros apresentada no fluxograma da tarefa.

Ou seja, neste diagrama, os quadrados relacionam-se diretamente com os losangos, e estes
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com os papagaios. O dominio da relacéo de transitividade responde facilmente a questéo,
no entanto, analisando o tipo de respostas obtidas (Quadro 2) vemos que o sucesso foi
muito diferente:

Quadro 2: Desempenho das formandas relativamente a questao 4c.

Classificacao
Nivel Classificacdo Hierarquica parcialmente Classificacdo prototipica
prototipica
Frequéncias 10 (42%) 7 (29%) 7 (29%)
Recorre a Recorre as Responde com base nas
. o . Apenas .
Tipo de transitividade | propriedades reconhece propriedades efou
resposta das figuras . ) imagem da figura
relagdes “diretas” .
3 (12,5%) 7(29%) prototipica

Analisemos entdo algumas respostas correspondentes a estas categorias. No grupo das 10
formandas que responderam corretamente (nivel de classificacdo hierarquica), existem
trés formandas que responderam diretamente usando a relacdo de transitividade atrés
referida, sem referir quaisquer propriedades e, portanto, usando apenas raciocinio légico.
Os restantes 7 deram respostas semelhantes a apresentada na figura 5, distinguindo-se
entre si pela quantidade de propriedades que mencionam verificar-se nos quadrados e nos
papagaios.

c. Todos os gquadrados sdo papagaios.

! 9 ] 4 n 5 x . /i

R weggpoins  god W3, Q. poss g ﬁ‘%‘)“’q bene adswonacse &0
"popacpso”, @ figma e ofe den dois porer o Dodes” eomsecultio

o ) . :

Com @ rmpe. 0 clrptesco , CendbCEe ¢ 9 Lot fm ia I3t Wﬂsm“.,
Grkonc ;_',;;-i.e, AQiG Lt CAO0 ‘.Jc\.ALgc_uﬁ()q e %(’;.q %’ea}gg oo f'}adoa
. . J
VAL o,

J

Figura 5: Resposta de Carla a questdo 4c.

A resposta da figura 6, perfeitamente representativa do grupo de 7 formandas que a deu,
corresponde ao nivel seguinte, o da classificacdo parcialmente prototipica. Estas
formandas nao revelam davida quanto a inclusdo dos quadrados na classe dos losangos,
havendo outras que referem também a inclusdo dos losangos na classe dos papagaios.
Contudo, parecem ter a concecdo de que apenas um tipo de quadrilatero pode ser
considerado caso particular de outro.

c. Todos os quadrados sdo papagaios. -3 , (Fc,:a e fodos o= q,w;s:’ Al
T o W@S‘* . O q,uc,:duﬁdm €7 arvn (phD Fg#cu o do
&150?180 3

Figura 6: Resposta de Sandra & questao 4c.
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Finalmente, temos um outro grupo de 7 formandas que apresenta respostas
correspondentes a um nivel de classificacao prototipica. A resposta apresentada na figura
7 parece revelar que o raciocinio assenta quer nas propriedades, quer nas imagens
prototipicas das figuras em causa. No que diz respeito as propriedades, as formandas
parecem nao encontrar relagdo entre a propriedade “quatro lados iguais” e “lados
consecutivos iguais dois a dois”, ou seja, ndo compreendem que a primeira afirmagao
implica a segunda. Uma hipotese explicativa é a interpretacdo incorreta da propriedade
“lados consecutivos iguais dois a dois”, que pode estar a ser entendida num sentido
restrito, ou seja, como sendo “apenas lados consecutivos iguais dois a dois” o que
coincide e é reforcado pela imagem da figura protétipo.

10 tem “edria-
¢. Todos os quadrados sdo papagaios. X gl S0. O FOFQ (30-4 e Sa orig

reendt que 10 pados cnartives e 2 @ 2, ao
Condrdrio ofo  quedacdo gm qui 65 § [aulos ACm
Bl

Figura 7: Resposta de Anita a questao 4c.

Para melhor acedermos as razdes que poderdo impedir os individuos de admitir esta
relacdo, analisemos o seguinte episodio decorrido durante o trabalho em pequeno grupo,
no momento em que os elementos confrontavam o que cada um escreveu individualmente
e discutiam entre si. No registo individual, Tita respondeu corretamente com base na
relacdo de transitividade, Fernanda e Helena deram respostas incorretas cujo fundamento
podemos perceber a partir das suas intervencgoes:

Tita — Os papagaios ndo tem lados paralelos... quer dizer... Esta aqui a dizer “o
quadrado ¢ um caso particular de um losango”, se um losango ¢
um papagaio, entdo... entdo... Vocé€s tinham posto falsa, a
terceira?

Fernanda — Sim... O losango é um caso particular de um papagaio.

Tita — E se um quadrado é um caso particular de um losango... entdo é porque
também € um papagaio! Ai, ndo percebo nada... isto ndo tem
sentido nenhum...

Tita — [recorre a folha de registo das propriedades dos quadrilateros] Dois pares
de lados consecutivos iguais, um par de angulos opostos
congruentes, as diagonais sdo perpendiculares, uma das
diagonais bisseta a outra. Pois, porque o quadrado tem todas as
caracteristicas do papagaio... E mais. Portanto... tem logica!

Entretanto, a professora passa pelo grupo e percebe a expressao confusa de Helena:
Prof® — A Helena ¢ que ndo esta convencida... diz la.
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Helena — Nao sei...

Prof? — Custa-te a aceitar isso, €?

Helena — Sim! Mas acho que também ¢ porque vemos que sao tao diferentes...
porque um losango ¢ um quadrado ainda sdo... pronto, agora
estes sdo téo diferentes...

Tita — Pois, para mim também nao tem 16gica nenhuma. ..

A professora deixa o grupo a refletir mais um pouco. Apesar de continuarem a pensar no
assunto, as formandas continuam confusas:

Helena — Que sdo descendentes ja percebo, sé que irrita-me ver que um papagaio
ndo tem lados paralelos, entdo um quadrado € um papagaio
como??? Se um quadrado tem os lados paralelos!

Tita — Sim, sim, os papagaios ndo tém lados paralelos e os quadrados tém todos.

Helena — 0s opostos.

Tita — Sim. N&o sei o que te diga realmente... Estou confusa.

A primeira reflexdo que podemos fazer é que, apesar de Tita ter raciocinado muito bem,
quer recorrendo a propriedade transitiva, quer deduzindo a relacdo a partir dos atributos
criticos do papagaio, isso ndo impede que a formanda questione e se sinta perturbada com
as suas conclusdes. As afirmac6es de Helena dao-nos pistas bastante interessantes sobre
0s obstaculos que esta formanda encontra para aceitar que um quadrado € um caso
particular de um papagaio. Por um lado, a representacdo imagética que Helena associa ao
quadrado é muito diferente daquela que associa ao papagaio, o que nos leva a influéncia
determinante das imagens prototipicas. Por outro lado, a analise do ponto de vista das
propriedades também ndo a ajuda porque Helena comete um erro de raciocinio que parece
ser frequente: o facto de um quadrilatero ndo respeitar uma propriedade, ndo significa que
respeite a sua negacao. Concretamente, se 0s papagaios nao tém de ter pares de lados
paralelos, ndo significa que ndo haja papagaios que tenham lados paralelos.

Concluséao

Os resultados apresentados confirmam que, na grande maioria dos casos, a formacgédo no
Ensino Basico e Secundério nao foi suficiente para promover um conhecimento adequado
sobre as propriedades das figuras geométricas. A classificacdo hierarquica é desconhecida
de muitas formandas que naturalmente revelam dificuldade, e até algum desconforto na
sua aprendizagem, decorrente da forte conceptualizagéo de muitas das figuras com que
trabalham e da sua inexperiéncia em classificar objetos geométricos.

Nesta fase inicial da aprendizagem sobre o processo de classificar, ha varios aspetos que
influenciam o estabelecimento de uma hierarquia entre as figuras. Em primeiro lugar,
parece-nos claro que as relagdes ndo tém todas o mesmo grau de dificuldade: quanto mais
“direta” for a relacdo entre as figuras, mais facil € a aceitacao de uma relacao hierarquica
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entre si. Em segundo lugar, o estabelecimento desta relacdo hierarquica depende
efetivamente da identificacdo dos atributos criticos das figuras (Herskowitz, 1989) que,
por sua vez, depende do conjunto de representagcdes imageéticas que o individuo associa
as figuras. Em ultima analise, é possivel deduzir toda a hierarquia entre as figuras
analisando apenas o conjunto das suas propriedades, como sugerem Fujita e Jones (2007),
contudo, os dados apresentados indicam que isso pode ser insuficiente se as
representacdes mentais contrariarem tal raciocinio.

A conclusdo anterior conduz-nos ao papel da visualizagdo. Como afirma Herskotiwz
(1989), por um lado ndo podemos formar uma imagem de um conceito sem visualizarmos
0s seus elementos mas, por outro, esses elementos podem limitar o conceito-imagem. Nos
didlogos apresentados, parece-nos claro que existe um repertério limitado de
representagdes que constituem o conceito-imagem de papagaio, 0 que impde um
obstaculo importante ao raciocinio geométrico, nomeadamente ao raciocinio dedutivo.
Contudo, além da necessidade de alargar o conjunto de representacdes associadas ao
conceito, consideramos igualmente importante a sua estruturacdo espacial (Battista,
2008), ou seja, o reconhecimento da forma como os elementos da figura se organizam e
relacionam. Se o modelo mental que um individuo tem sobre um papagaio destacar a
propriedade “dois pares de lados consecutivos iguais”, podemos procurar visualizar os
restantes quadrilateros destacando igualmente essa propriedade, tal como na figura 8, o
que nos leva a compreender a razdo pela qual as figuras pertencem todas & mesma classe.
Analogamente, podemos destacar a propriedade “diagonais perpendiculares, com uma
das diagonais a bissetar a outra”, como mostra a figura 9.

[]

Figura 8: Familia dos papagaios com Figura 9: Familia dos papagaios com as relagGes
as relacdes entre os lados destacadas. entre as diagonais destacadas.

Ainda no que se refere aos aspetos que influenciam o desempenho no processo de
classificar, acrescentamos o dominio do raciocinio légico, associado a interpretacdo da
linguagem. De facto, parece-nos que afirmagdes como “figura com dois lados iguais” €
entendida muitas vezes como tendo “exatamente dois lados iguais”. Da mesma forma,
dizer que “um retangulo ¢ um paralelogramo” pode ser entendido como “ser 0 mesmo
que”, pelo que ¢ importante a diversificagdo da linguagem, incluindo a ideia de classe ou
de caso particular.
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Finalmente, do ponto de vista da metodologia utilizada, destacamos a relevancia do
ensino exploratorio e, em particular, de tarefas que conduzam a formacéo de conceitos e
descoberta de propriedades, bem como a importancia dos momentos de discusséao, aqui
retratados nos dialogos do grupo. A classificacao hierarquica s pode ser verdadeiramente
compreendida se houver uma participacédo ativa dos alunos na sua construcédo, se houver
discussdo e uma negociacdo de significados. Foi dessa forma que as formandas
expuseram o seu raciocinio, o que tornou possivel a professora entender os obstaculos
que se colocaram em cada momento, para procurar dar-lhes resposta.
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Resumo: A participacdo na sociedade esta dependente da capacidade de interpretar
corretamente a informacao estatistica que chega, muitas vezes, sob a forma de graficos.
Em areas como na politica e no marketing, a informacdo que chega a publico,
especialmente a apresentada em graficos, é muitas vezes manipulada, o que pode
condicionar as tomadas de deciséo dos cidadaos/cidadas. Considerando a importancia que
a estatistica assume, um crescente nimero de investigadores tem realizado estudos em
torno do processo de ensino e de aprendizagem da estatistica, nomeadamente sobre os
conhecimentos estatisticos necessarios para ensinar e ambientes propicios ao
desenvolvimento da literacia estatistica (Burgess, 2009; Duque et al., 2014; Martins,
Duque, Pinho, Coelho & Vale, 2015). Embora sejam escassas as pesquisas sobre a
aprendizagem da estatistica em educacdo pré-escolar, a estatistica € uma area do saber
contemplada, de forma implicita, nos documentos orientadores para este nivel (Castro &
Rodrigues, 2008; Ministério da Educacdo [ME], 1997). Neste sentido, com base na
concetualizacdo do conhecimento estatistico para ensinar proposto por Burgess (2009) e
nas potencialidades da metodologia de trabalho de projeto para a promocao de
aprendizagens significativas (Katz & Chard, 1997), o presente texto, que tem por base
um estudo realizado com criangas de 3, 4 e 5 anos, tem por objetivo analisar as
potencialidades da utilizacdo da metodologia de trabalho de projeto, conciliada com o
conhecimento estatistico de um(a) educador(a), na promocdo da compreensdo de
representacdes estatisticas das criancas.
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Palavras-chave: Representacdes estatisticas, literacia estatistica, educacdo pré-escolar,
metodologia de trabalho de projeto, conhecimento estatistico para ensinar.

Introducéo

As NacBes Unidas declararam 2003-2012 a década da literacia por a considerarem
essencial & participacdo na sociedade. Embora existam varias defini¢des de literacia,
parece consensual que corresponde a um conjunto de competéncias através das quais
alcancamos o conhecimento essencial a uma participacdo critica na sociedade
(Organisation for Economic Co-operation and Development [OECD], 2000).

Numa sociedade onde a informacéo estatistica tem um papel preponderante em diversas
areas, como na saude, no consumo e na educag&o, ¢ a literacia estatistica que nos permite
compreender essa informacdo (Steen, 2003). Trata-se da capacidade de compreender e
criticar a informagcdo estatistica, e é dessa compreensdo e espirito critico que depende a
sociedade democratica, na qual os cidaddos/cidadds devem contribuir de forma
esclarecida (Chan, 2013). Para comprar um bem material ou para votar num determinado
partido politico, como em outras areas, é importante que um cidaddo/cidada saiba analisar
as suas opcOes com base na informacédo existente. Um texto informativo sobre dados,
quando complementado com uma representacao grafica, possui uma maior capacidade de
transmissdo da informagdo que se pretende divulgada (United Nation [UN], 2009). No
entanto, para tomar decisdes com base nessa informacéo, que surge de métodos e modos
de pensamento estatistico, é necessario compreendé-la (Franklin et al., 2005). E a analise
dessas representagdes estatisticas, enquanto representacBes visuais de informacéao
estatistica (Bruner, 1999), que subordina as tomadas de decisdo, sejam elas de foro
pessoal, profissional ou social. Assim, a literacia estatistica, enquanto capacidade de usar
corretamente conceitos e procedimentos estatisticos, promove a constru¢do de uma
sociedade na qual todos(as) tém o direito e o dever de participar de forma equitativa
(Steen, 2003). Para tal, € necessario desenvolver-se a capacidade de compreender
conceitos, vocabulario e simbolos estatisticos, de compreender a probabilidade como
medida de incerteza e de organizar dados e saber construir e interpretar representacoes de
dados (Garfield, delMas & Chance, 2003).

A aprendizagem da estatistica, na Educacdo Pré-Escolar (EPE), encontra-se enquadrada
nos conteudos da Organizacdo e Tratamento de Dados (OTD) (Castro & Rodrigues, 2008;
ME, 1997). No entanto, para que as criancas desenvolvam essas aprendizagens é
necessario que um(a) educador(a) possua “um conhecimento alargado, aprofundado e
relacional acerca dos conteudos cuja aprendizagem pretende promover” (Duque et al.,
2014, p. 201) e que as criangas tenham oportunidade de construir o seu proprio
conhecimento, em ambientes de aprendizagem capazes de as desafiar a questionar, a agir
e a debater sobre temas do seu interesse.
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E no sentido de analisar as possiveis potencialidades da conciliacdo do conhecimento
estatistico de um(a) educador(a) com a metodologia de trabalho de projeto na promogéo
da compreensdo das representacOes estatisticas na educacao pre-escolar que o presente
texto se apresenta.

Desenvolvimento da literacia estatistica em EPE

O desenvolvimento da literacia estatistica depende da mobilizacdo de conhecimentos
fundamentais, sem os quais a capacidade de interpretar informagdo estatistica fica
comprometida. Gal (2002) denomina esse conhecimento por conhecimento estatistico
fundamental a literacia estatistica, que inclui: (i) compreender a necessidade dos dados e
como esse podem ser produzidos, (ii) conhecer conceitos basicos de representacfes de
dados, (iii) saber interpretar informac6es em gréficos e tabelas, (iv) compreender no¢des
béasicas de probabilidade e (v) saber como sdo realizadas as inferéncias estatisticas. Este
conhecimento estatistico envolve modos de pensamento e de raciocinio estatisticos, cujo
seu desenvolvimento se tem demonstrado um desafio para os(as) profissionais de
educacéo (Burgess, 2009).

E do pensamento estatistico e do raciocinio estatistico que depende a resolucdo de
problemas cuja solucdo apela aos métodos estatisticos. Promover o desenvolvimento da
literacia estatistica em ambiente educativo depende, pois, do desenvolvimento do
pensamento estatistico e do raciocinio estatistico dos profissionais de educagdo. E o
pensamento estatistico que permite compreender as ideias-chave que estdo na base das
investigacOes estatisticas e de como essas investigacfes sdo desenvolvidas (Garfield,
delMas & Chance, 2003). O raciocinio estatistico é o que permite compreender as fases
que envolvem uma investigacdo estatistica (Ben-Zvi & Garfield, 2004) e assenta em
quatro dimensbes do pensamento estatistico (Wild & Pfannkuch, 1999): i) Tipos
fundamentais de pensamento estatistico (reconhecimento da necessidade dos dados,
transnumeracdo, variacdo, raciocinio com modelos e integracdo da estatistica e do
contexto); (ii) ciclo interrogativo; (iii) ciclo investigativo, e (iv) disposi¢des. S&o estas
dimensfes do pensamento estatistico reconhecidas como fundamentais a realizac&o,
compreensdo e explicacdo de uma investigacao estatistica e, portanto, que se pretendem
ver desenvolvidas em ambiente educativo, desde a EPE.

Conhecimento estatistico na promocao de aprendizagens

Estando as aprendizagens das criangas dependentes dos conhecimentos dos(as)
profissionais de educacao, varios investigadores tém analisado os tipos de conhecimentos
necessarios para promover aprendizagens (Ball, Thames & Pheps, 2008; Burgess, 2009;
Henriques & Oliveira, 2013; Pires, Martins & Barros, 2015). Iniciada por Shulman da
década de 80, esta linha de investigacdo tem sido seguida por autores como Groth (2007,
citado por Henriques & Oliveira, 2013) e Ball, Thames e Phelps (2008), que apresentam
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varios estudos acerca do conhecimento matematico para ensinar matematica. Assim, Ball,
Thames e Phelps (2008) propdem um modelo de analise dos conhecimentos matematicos

para ensinar (Mathematical Knowledge for Teaching) (Figura 1).

SUBJECT MATTER KNOWLEDGE

PEDAGOGICAL CONTENT KNOWLEDGE

--)‘_"_d_..-'d-J
Common
Knowledge of
content d
knowledge content an ) ,\
/ students (KCS) ,
f (CCK) Specialized Knowledge
[ content of content |
| knowledge (SCK) and
\ Horizon curriculum ,."
\ content
Y ; Knowledge of /
knowledge content and
teaching (KCT)
R\"“--.. -

Figura 8: Dominios do conhecimento matematico para ensinar (Ball, Thames & Phelps, 2008, p.
403).

Combinando o modelo de Ball, Thames e Phelps (2008) com os tipos de pensamento
estatistico apresentados por Wild e Pfannkuch (1999), Burgess (2009) criou uma matriz
de anélise dos conhecimentos estatisticos para ensinar (Statistical Knowledge for
Teaching [SKT]). De acordo com esta matriz, 0 conhecimento estatistico para ensinar
inclui quatro dimensdes, que sdo examinadas relativamente aos tipos de pensamento
estatistico, aos ciclos investigativo e interrogativo e disposicdes (Figura 2) (Burgess,
2009): (i) conhecimento comum do contetdo, (ii) conhecimento especializado do
conteddo, (iii) conhecimento do contetido e dos alunos e (iv) conhecimento do contetdo
e do ensino.

Statistical knowledge for teaching
Content knowledge Pedagogical content
knowledge

Common Specialised Knowledge of | Knowledge
knowledge knowledge of | content and | of  content
of  content | content students and teaching
(CKC) (SKC) (KCS) (KCT)

Need for data
Transnumeration
Variation
Reasoning  with
models
Integration  of
statistical  and
contextual
Investigative

cyele

Interrogative

cycle

Dispositions

Thinking

Figura 9: Matriz de analise do conhecimento do profissional de educacéo para ensinar estatistica
através de investigacdes (Burgess, 2009, p. 4).
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Metodologia de trabalho de projeto na promoc¢do da aprendizagem da
estatistica

Por permitirem que as criangas realizem aprendizagens estatisticas significativas, isto é,
duradouras e potenciadoras de novas aprendizagens, os ambientes de aprendizagem ativa,
nos quais as criangas participam ativamente na construgdo do seu conhecimento, sdo
apontados como os mais eficazes (Franklin et al., 2005). As metodologias ativas, nas
quais se inclui a Metodologia de Trabalho de Projeto (MTP), criam condigdes para que a
crianca aprenda a aprender (Katz & Chard, 1997). A opgéo pela MTP possibilita a criagéo
de ambientes de aprendizagem nos quais a crianga desenvolve o seu conhecimento de
forma integrada e contextualizada, visto que apela a integracdo de todas as areas do saber
com o quotidiano da crianga (Duque et al., 2014; Martins et al., 2015). Trata-se de uma
metodologia que possui trés fases essenciais, durante as quais as criangas séo convidadas
a serem investigadoras de temas do seu interesse (Katz & Chard, 1997): (i) fase de
planeamento e arranque, (ii) fase de desenvolvimento do projeto e (iii) fase de reflexdes
e conclusdes. Implementada por Dewey e Kilpatrick no inicio do século XX, a MTP
baseia-se no principio de que a crianca aprende melhor quando envolvida em assuntos do
seu interesse, quando realiza estudos alargados de temas que tém significado para si, num
ambiente transdisciplinar (Duque, 2014).

O enquadramento é importante numa investigacdo estatistica, tal como na promocéo de
aprendizagens significativas de qualquer area do saber (Martins et al., 2015). Os dados
sdo utilizados para atribuir significado a situacdes associadas a um ambiente e é esse
engquadramento que da significado aos dados (Steen, 2003). Optar pela MTP para a
promocdo da literacia estatistica permite partir do quotidiano da crianca, trabalhar sobre
ele e aplicar o conhecimento adquirido nesse ambiente. De forma contextualizada, a MTP
possibilita as criancas experimentarem o ciclo investigativo, ja que as convida a formular
um problema, a tracar um plano, a recolher dados e a analisa-los de modo a encontrar
respostas ao problema inicial (Duque et al., 2014; Martins et al., 2015).

Representacbes em EPE

Rede de conhecimentos

Um instrumento comummente utilizado durante a aplicacdo da MTP, pela possibilidade
que oferece as criancas de relembrar e compreender a construcao do seu conhecimento, é
a rede de conhecimentos. Baseada no conceito de mapa conceptual, proposto por Novak
(1998), a rede de conhecimentos € um instrumento que permite representar as relacées
entre os conhecimentos. Quando utilizada com as criangas durante o desenvolvimento de
um projeto, esta permite registar os conhecimentos prévios das criangas e estabelecer
relagbes com todas as aprendizagens que se desenvolvem ao longo do processo (Duque,
2014). Como um mapa conceptual, a construgdo de uma rede de conhecimentos tém inicio
com a questdo inicial/conceito que se pretende aprofundar. Partindo dai, diariamente, as
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criancas acrescentam as novas informacdes, aliadas a imagens, desenhos e/ou palavras
que as proprias consideram essenciais a compreensdo dos conhecimentos adquiridos.
Sendo o “registo da historia que se constroi diariamente” (Elias, 1997, citado por Oliveira-
Formosinho, Kishimoto & Appezzato, 2007, p.163), € um instrumento que fomenta a
compreensdo das relagfes entre 0s conhecimentos prévios e 0s que se adquirem, mas
também das relacbes entre varias areas do saber. Promovendo a continuidade das
aprendizagens as criancas tém a possibilidade de lembrar e constatar a sua propria
evolucdo. E essa inter-relacdo entre as diferentes areas do saber e entre os conhecimentos
prévios com 0s novos conhecimentos que possibilita a aprendizagem significativa, o
desenvolvimento do raciocinio e da memoria (Oliveira, 1999). Como refere Bruner (1977,
p. 39), “aprender deve permitir-nos continuar mais tarde esse caminho” e, de facto,
conciliar com a MTP a este instrumento, que estrutura uma sequéncia de vivéncias,
aprendizagens e conhecimentos, permite as criangas compreender como se aprende, como
se constrdi o seu conhecimento (Duque, 2014).

Representacdes estatisticas

Na etapa da EPE, as criancas estdo aptas a realizar atividades de recolha, organizacéo e
representacdo de dados em graficos e tabelas (Gattuso, 2006). No entanto, para
representar dados é necessario realizar todo um processo que lhes permita compreender
de onde surgem e, principalmente, para que servem esses dados. Promover a compreensao
de dados é, no fundo, envolver as criancas na recolha, organizacdo, categorizacao e
representacdo simbolica dos dados (National Coucil of Teachers of Mathematics
[NCTM], 2009). Por esse motivo, é essencial que elas possam conhecer cada fase do
processo de uma investigacao estatistica, agindo sobre cada uma delas, compreendendo-
as (Franklin et al., 2005): (i) formulacdo de questdes, (ii) recolha de dados, (iii) analise
de dados e (iv) interpretacdo dos resultados. Partindo de questbes emergentes do
quotidiano das criancas, estas devem ter oportunidade de recolher e organizar dados de
modo a obterem respostas as questdes colocadas (Duque et al., 2014; Martins et al., 2015).
Através da construcdo e sequente interpretacdo das representactes graficas as criangas
tém a oportunidade de compreender o significado dos dados e de reconhecer que o
conhecimento estatistico pode ser aplicado a situacdes do seu quotidiano (Duque, Pinho
& Carvalho, 2013; Rodrigues & Cordeiro, 2015).

Para que os dados representados sejam significativos para as criancas eles devem contar
uma historia (estatistica) baseada no conhecimento sobre os dados e sobre o tema em
estudo, sob pena de serem encarados como numeros sem significado (UN, 2009). As
representacdes sdo uma forma de organizar e apresentar informacéo de forma clara e é
importante que as criancas tenham a oportunidade de as compreender como veiculo de
comunicacgéo eficaz (Fernandes & Cardoso, 2009). Para tal, é necessério criar situacoes
gue as incentivem a procurar nos dados as respostas as suas questdes, apds a sua recolha
e organizacdo (Castro & Rodrigues, 2008; Choate & Okey, 1981).
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A formulacdo de questbes e a organizacdo e o tratamento de dados € um processo que
incorpora acdes mentais, como a formacdo de conjuntos (NCTM, 2008; Kilpatrick,
Swafford & Fidell, 2009). Como tal, terminada a recolha de dados, € necessario regista-
los e organiza-los. Nesta fase, as criancas devem ter oportunidade de os agrupar de acordo
com propriedades que identificam, o que lhes permite compreender a nogdo de
variabilidade (Duque et al., 2013). Na EPE, esses agrupamentos podem ser representados
utilizando o tally chart (esquema de contagem grafica) (Martins & Ponte, 2010), o
diagrama de Venn e/ou tabelas, permitindo a organizacdo dos dados de forma simples,
realcando os critérios que fundamentam a organizacdo (Duque et al., 2013). Partindo
desta organizacdo as criangas podem ser desafiadas a encontrar representacfes mais
eficazes, sendo o pictograma o mais propicio a aquisicdo de conhecimentos essenciais a
construcdo de outras representacdes, como os graficos de barras. Castro e Rodrigues
(2008) e Choate e Okey (1981) referem ainda que as criancas devem compreender a
necessidade de atribuirem um titulo a representacdo grafica, comparar as diferentes
representacdes utilizadas, quanto as suas vantagens e desvantagens, e procurar as
respostas as suas questdes nessas representacdes, debatendo as suas interpretacoes.

Contexto e método

Este estudo teve a participacdo de 24 criangas de 3, 4 e 5 anos, uma educadora e foi
desenvolvido em jardim-de-infancia. Por questdes éticas (British Educational Research
Association, 2011; Comissdo Europeia, 2013), os nomes apresentados séo ficticios e,
além das autorizagbes necessarias a realizacdo de um estudo desta indole, a sua
preparacdo envolveu a realizacdo de um didlogo com as criancas, através da qual foi
obtido o seu consentimento informado.

Este estudo permitiu recolher informacdes sobre as diferentes fases que envolvem o ciclo
investigativo (problema, plano, dados, andlise e conclusdo) (Burgess, 2009). O conjunto
de tarefas apresentado foi desenvolvido em ambiente natural, com participacdo da
totalidade dos envolvidos. A planificagdo foi desenhada pela educadora e criancgas, de
acordo com a MTP. Trata-se de um estudo que concilia a metodologia qualitativa, de
indole interpretativa, a um design de estudo de caso de carater descritivo. A recolha de
informacdo da sessao foi realizada por meio de registo video e dudio, tendo as transcri¢cbes
sido analisadas de modo interpretativo. A frequéncia do ambiente educativo pela
investigadora, por um periodo de cerca de 8 semanas, permitiu considerar outras
informacdes na analise, nomeadamente referentes as criangas, educadoras e projeto em
desenvolvimento (Bassey, 1999; Bogdan & Biklen, 1994). Com este estudo, pretendemos
analisar as potencialidades de conciliar a MTP com os conhecimentos estatisticos dos(as)
educadores(as) na promocéao da compreensao das representacdes estatisticas nas criangas.

O estudo foi realizado durante o desenvolvimento de um projeto de educacao financeira,
que se vinha a desenvolver ha varias semanas e que incluiu a construgdo de duas novas
areas na sala — uma loja e um banco -, para a qual foram realizadas visitas de recolha de
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informacdo & comunidade. A data da realizacdo do estudo, as criancas tinham visitado
varios estabelecimentos comerciais. O percurso foi acompanhado com a construcao de
uma rede de conhecimentos, realizada pelas criangas, na qual estavam registados 0s
resultados das visitas e informacGes associadas a profissdes, lojas de comércio de bens e
Servigos.

De uma questéo a construcdo e interpretacdo de um pictograma

Durante o desenvolvimento do projeto de educacgéo financeira, aquando da comemoracéao
do dia da mae, foi contada uma histéria as criangas que evidenciava varias carateristicas
atribuidas a um pai e a uma mée. Findo o conto, foi iniciada uma conversa, através da
qual os elementos do grupo partilharam as carateristicas das suas maes. Surgiu assim um
debate sobre o comprimento do cabelo das médes. Num ambiente transdisciplinar, as
criangas partilharam os seus conhecimentos sobre as medidas dos cabelos e a profisséo
de cabeleireiro, relembrando, através da consulta a rede de conhecimentos afixada numa
parede da sala, o estabelecimento comercial que ja conheciam. Encarando 0 momento
como uma oportunidade, foi colocada a questdo ao grupo: ha mais mées de cabelo curto,
ou comprido? — Estava langada uma questdo para a qual era necessario recolher dados.
Muito embora ainda ndo sabendo como, as criangas, de um modo geral, mostraram querer
saber a resposta.

Inicialmente, as criangas foram referindo se a sua mée tinha o cabelo curto ou comprido
sem ser feito qualquer registo. No entanto, rapidamente algumas perceberam que deveria
ser feito o registo da informagdo. Assim, foi proposto que se registassem os dados numa
tabela, ja que este era um modo de registo que era familiar as criancas, por o terem
utilizado noutras situagdes. No quadro, foi desenhada uma tabela com trés colunas (Figura
3): (i) nomes das maes, (ii) cabelo curto e (iii) comprido. Foi ainda definido o critério de
curto e comprido, exemplificando com casos de comprimentos de cabelos de alguns
elementos do grupo:

Educadora: Se tiver o cabelo mais curto do que a Maria, que tem o cabelo pelo
queixo, em que coluna vamos assinalar?

Maria: Na coluna do cabelo curto.

Educadora: Entdo, se tiver mais comprido, vamos assinalar...

Carlos: Na coluna do cabelo comprido.

Uma a uma, as criangas foram ao quadro. A educadora colocou na tabela os nomes das
mées e as criancas completaram colocando uma cruz na coluna correspondente,
respeitando a posi¢cdo do nome da respetiva mée.
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Figura 10: Crianca de 3 anos a preencher a tabela.

Uma das criancgas apresentou dificuldade com a nocdo de comprimento:

Educadora: A tua mée tem o cabelo curto ou comprido?
Filipe: Tem o cabelo liso.

Para apoiar a crianca, foram comparados diferentes casos, observando e caraterizando,
quanto ao comprimento, os cabelos dos(as) presentes na sala. A crianga referiu quais eram
lisos e os que ndo eram e comparou diferentes comprimentos. Mediante essas
comparac0es, a crianca chegou a conclusao que o cabelo da sua mée era comprido. Outras
criancas, na grande maioria de 3 anos, apresentaram alguma dificuldade em decidir se as
suas maes tinham o cabelo curto ou comprido. Individualmente, foi utilizada a mesma
estratégia de comparagé&o.

Pelo elevado nimero de nomes de mées a assinalar e por dificuldade de gestdo de espaco,
deixou de ser possivel escrever mais nomes na tabela, pelo que foi feita outra coluna para
o efeito.

Educadora: Estamos sem espacgo para escrever os nomes das mées que faltam.
Como vamos fazer?

Jodo: Fazemos outra fila ao lado.

Educadora: E depois onde colocamos as cruzes?

Jodo: Fazemos como fizemos com as outras.

A nova coluna viria a levar as criangas a colocar mais do que uma cruz em cada linha,
(Figura4). A partir desse momento, optou-se por ndo lembrar as criangas sobre o interesse
de colocar a cruz na mesma linha em que estava escrito o nome, salientando-se, sempre
que necessario, a importancia de respeitar a coluna. A intencdo desta mudanca de
estratégia prendeu-se com o facto de querer mostrar as criangas que, ndo se respeitando a
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construcdo, a resposta a questdo inicial se tornaria menos imediata. Além disso, esta
construcdo levaria a colocacdo de uma questdo que poderia conduzir as criangas a
construcdo do pictograma. Deste modo, feita a recolha de dados, que simultaneamente foi
registada na tabela, foi colocada a seguinte questdo: ha mais maes de cabelo comprido ou
h& mais mées de cabelo curto?.
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Figura 11: Colocagdo de vérias cruzes na mesma linha da tabela.

Varias criancas participaram, umas afirmando que havia mais mdes com cabelo
comprido, outras indicando o oposto. Feita a partilha de opinides, foi colocada a questéo:
como é que vocés sabem?. Como calculado pela educadora, o facto de ndo ter sido
respeitado o parametro de colocar uma cruz em cada linha impediu as criangas de
identificarem a resposta de forma imediata. No entanto, algumas criangas iniciaram a
contagem das cruzes e uma das criancas indicou que havia 11 mées com cabelo curto.

Educadora: Mas, esta facil de perceber, olhando para o quadro, quantas maes
tém cabelo curto e quantas tém cabelo comprido? Consegue
olhar-se e perceber-se logo?

Beatriz: Nao! Temos de contar!

Mediante esta resposta, a educadora informou as criangas que havia outras formas de
representar os dados e que, pela observacao dessa representacéo, poderiam obter resposta
a questdo sem contagem. De seguida, foi apresentado o material necessario: (i) cartdes
com caras sorridentes, todos do mesmo tamanho; (ii) uma folha de papel cenério e (iii)
uma caneta. Na folha j& estava desenhada uma linha horizontal e, abaixo dessa, o0s
mesmos desenhos representativos do cabelo curto e comprido usados na tabela. O titulo
também ja estava escrito: O comprimento do cabelo das maes. As criangas foram
convidadas a explorar o material e partilharem as suas ideias sobre como poderiam
representar os dados com o material disponivel. Com a participacdo das criancas,
chegamos a conclusdo que cada um dos cartdes iria “valer” (representar) uma mae,
informacao que foi acrescentada no cartaz (Figura 5).
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Figura 12: Pictograma, antes e depois de colocada a informacao do valor de cada cartao.

As criancgas foram questionadas sobre o local onde deveriam colar os cartdes. Algumas
pediram para participar e uma delas foi ao quadro exemplificar. Informaram-se as
criancas que, para representar a informacdo corretamente, deveriam colar os cartdes
juntos e manter a distancia entre as colunas. Foi explicado que, caso ndo o fizessem, nao
iriam conseguir responder a questdo inicial sem contagem. Neste momento, uma das
criancas lembrou o que havia acontecido com a construcdo da tabela. De um modo geral,
as criangas identificaram o motivo da dificuldade que haviam tido para interpretar a
informacdo constante na tabela. Concluiu-se que, se voltdssemos a colocar os simbolos
sem uma determinada organizacao, iriamos ter o mesmo problema. Uma a uma, cada uma
das criancas foi colar a figura, sendo confrontada a informacdo com a indicada na tabela.
Sem excecao, todas as criancas colaram os cartdes respeitando as indicac6es (Figura 6).

Figura 13: Crianca de 3 anos a colar o cartéo na coluna das mées de cabelo comprido.

Como resultado, foi obtido um pictograma que as crian¢as analisaram. Durante essa
andlise as criangas foram questionadas sobre a possivel generalizacdo deste estudo:

Educadora: Se na sala ali ao lado fizessem um pictograma ficaria igual a este?

Maria: Sim.

Educadora: Sabes como € o cabelo das maes dos teus amigos e das tuas amigas
daquela sala?

Maria: N&o. Pois, ndo sei.
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Educadora: Podia ficar igual, mas também podia ficar diferente. Como € que
podiamos saber isso?
Jodo: Pois, s se fores la fazer é que sabes.

Podemos verificar que, muito embora de forma informal, esta criangca, como outras que
partilharam de um discurso idéntico, compreendeu o conceito de variabilidade. Deste
modo, as criancas, de um modo geral, compreenderam que aquele pictograma dizia
respeito as suas mées, motivo pelo qual o titulo foi completado. Como € possivel observar
na Figura 7, também o resultado da investigacéo foi registado no Pictograma, através do
codigo escrito e de um desenho feito por uma das criangas: Na turma A ha mais mées de

cabelo comprido.

h\¢
-
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Figura 14: Pictograma — O comprimento do cabelo das mées da Turma A.

Por fim, foi feita a relacdo entre o pictograma construido com as personagens da histéria
lida no inicio da sessdo, a profissdo de cabeleireiro e o estabelecimento comercial onde
se corta o cabelo, através da rede de conhecimentos, onde foi acrescentada a concluséo
da investigacdo (Figuras 8 e 9). Lembrou-se que se tivesse sido escolhida outra
carateristica das maes, como a cor dos olhos, o resultado poderia ter sido diferente.
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Figura 15: Concluséo da investigacao.
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Figura 16: Rede de conhecimentos com o registo do resultado da investigacéo.

Analisando a experiéncia apresentada podemos compreender que a MTP permitiu criar
uma situacdo através da qual as criancas puderam realizar uma investigacdo sobre um
tema que lhes era significativo. Esta é, de facto, a base da MTP: proporcionar
oportunidades as criancas para que possam investigar temas do seu interesse (Katz &
Chard, 1997). Através dessa investigacdo, que partiu de uma questdo que as criangas
queriam ver respondida, 0 grupo vivenciou todo o ciclo investigativo. O conhecimento
foi construido pelas criancas, num ambiente de cooperacao, de partilha e de integracao
dos conhecimentos prévios, do seu quotidiano, dos conhecimentos que foram construindo
e das diferentes areas do saber.

Os conhecimentos mobilizados pela educadora foram analisados utilizando a matriz
proposta por Burgess (2009) (Figura 10).
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Figura 17: Analise do conhecimento estatistico para promover aprendizagens, mobilizado pela
educadora durante a sessdo apresentada (adaptado de Burgess, 2009).
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Podemos verificar que foram mobilizados diferentes dominios do conhecimento, além do
conhecimento comum do contetdo (sendo este obrigatdrio, assume-se como adquirido e
ndo consta na analise apresentada), durante a dinamizacao da sessdo, nomeadamente: (1)
na identificacdo da situacdo enquanto oportunidade de realizar uma investigacao
estatistica; (Il e Xl) na identificacdo da adequabilidade da questdo que motivou a
investigacdo; (I11 e 1X) no recurso ao uso de uma tabela como forma de registo dos dados,
partindo dos conhecimentos prévios das criancgas, e (V e X) e na identificacdo do erro
nessa representacdo como oportunidade; (V e XIIl) na opcdo pela representacdo dos
dados num pictograma, na preparacdo do material e (X) durante a sua construcéo e
analise; (IV e XII) quando a educadora desafiou as criancas a pensar sobre uma possivel
generalizacdo dos resultados; (VI e XIV) no momento de relacionar a investigacao feita
com o0 quotidiano das criangas, e durante a orientacdo e apoio prestados no
desenvolvimento da investigacao realizada pelas criancas (V11 e VIII).

Consideracoes finais

Existem evidéncias de que € necessario que os(as) educadores(as) aprofundem os seus
conhecimentos, nomeadamente para a promoc¢do do desenvolvimento da literacia
estatistica (Burgess, 2009). E importante que um(a) educador(a) conheca todas as etapas
que envolvem uma investigacdo estatistica e qual a melhor forma de a desenvolver com
as criangas (Burgess, 2009). O contexto tem um papel essencial numa investigagéo
estatistica, visto que os dados estdo intimamente ligados ao contexto em que Sao
recolhidos. A MTP permite desenvolver uma investigacdo estatistica de forma
significativa, ja que a questao surge com as criancas, de forma contextualizada e integrada
com outras areas do saber (Martins et al., 2015). Num ambiente de integracdo dos saberes,
pela partilha, as criancas recorreram aos seus conhecimentos e, sob a orientacdo da
educadora, levaram a cabo todo um processo de recolha de dados, adquirindo
conhecimentos estatisticos, desenvolvendo o seu pensamento estatistico e o seu raciocinio
estatistico. No entanto, existem evidéncias que nos permitem compreender que esta
experiéncia apenas foi possivel devido aos conhecimentos estatisticos do educador,
conhecimentos que védo além dos conhecimentos necessarios aos cidaddos comuns para
interpretarem informac0es estatisticas, ou seja, conhecimentos especializados necessarios
para promover aprendizagens.

Podemos compreender que uma das principais potencialidades da conciliacdo da MTP
com 0s conhecimentos estatisticos da educadora para ensinar foi o facto de as criangas
compreenderem o significado de recolher, organizar, representar e interpretar dados.
Entendemos que as criancas, de um modo geral, com base no erro calculado pela
educadora durante a construcdo da tabela, demonstraram compreender a existéncia e
necessidade do respeito pelos parametros essenciais a representacdo dos dados em tabelas
e pictogramas. A interpretacdo do pictograma, bem como a sua analise e representacédo
das conclusdes na rede de conhecimentos, foi realizada pelas criancas que, de um modo
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geral, compreenderam as representacfes realizadas, associando-as ao seu quotidiano.
Através da conciliagdo da MTP com um conhecimento solido, alargado e relacional, ao
nivel do contetdo e pedagdgico do contelido, a educadora pode agir com intencionalidade
educativa, promovendo aprendizagens com e para a compreensao.
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Resumo: Neste trabalho, discutimos o papel da articulacdo entre representagdes geradas
por tecnologias digitais e outras formas de representacdes para conceitos matematicos
como um aspecto do Technological Pedagogical Content Knowledge (Koehler e Mirsha,
2008). Investigamos o caso de representacdes para funcdes reais de variavel real, e
analisamos dados empiricos de dois episddios de entrevistas semiestruturadas baseadas
em tarefas, com um grupo de estudantes de um curso de formacéo inicial de professores
de mateméatica em uma universidade brasileira. Essas tarefas foram especialmente
desenhadas para gerar situacGes de conflito a partir de caracteristicas particulares das
representacdes envolvidas. Argumentamos que as exploragfes promovidas por esse tipo
de situacbes podem mobilizar, conjuntamente, conhecimentos sobre o contetdo
matematico e conhecimentos sobre como as representacdes sdo geradas pelo computador,
além de motivar reflexdes sobre a adequacdo dessas representacdes a cada contexto
pedagdgico.

Palavras-chave: Technological Pedagogical Content Knowledge (TPACK); Formagéo
Inicial do Professor de Matematica; Situacfes de Conflito; Representacdes Matematicas.

Introducéo

Nas Gltimas décadas, a utilizagdo de recursos digitais tem sido frequente na pratica
profissional em diversas areas. 1sso ocorre a partir da nova dindmica de comunicacéo,
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estabelecida através do intenso processo de informatizacao da sociedade e do constante
surgimento e aprimoramento de ferramentas tecnoldgicas que déo suporte a tais praticas
profissionais. O dominio desses recursos digitais e a discussdo sobre sua utilizacdo vém
ganhando importancia na escola e na formacdo inicial de professores, estando em
processo de consolidagdo como um campo de pesquisa académica.

No ensino de matematica isso € ainda mais evidente, pois, como destacam Maschietto e
Trouche (2010), os processos por meio dos quais a matematica é produzida, praticada e
ensinada sempre foram determinados pelos tipos de ferramentas usadas, tais como: 0
abaco, o lapis, o papel e, mais recentemente, as calculadoras e os computadores. Assim,
acredita-se que a inser¢do de novas tecnologias digitais, bem como o aprimoramento da
utilizagdo das antigas, tem potencial para transformar a estrutura da sala de aula de
matematica, além de exigir a modificacdo dos curriculos e metodologias de ensino na
formagcdo inicial do professor de matematica.

Com isso, as experiéncias vivenciadas pelo futuro professor de matemética em toda a
formacéo inicial sdo determinantes para sua pratica docente, afetando diretamente o
ensino e a aprendizagem dos contetdos matematicos dos alunos da escola basica, como
indicam varios trabalhos (e. g. Moreira & Ferreira, 2013; Fiorentini & Oliveira, 2013).
Neste trabalho, a partir de situacBes propostas com o auxilio de ferramentas tecnoldgicas
a estudantes ingressantes em um curso de formacdo inicial de professores de matematica
no Brasil, avancaremos sobre as discussdes relativas as diferentes representacdes
matematicas, com ou sem a utilizacdo de recursos digitais. Trata-se de uma
reinterpretagcdo dos resultados obtidos no contexto da pesquisa de doutoramento do
primeiro autor. Os aportes tedricos e o detalhamento da questdo de pesquisa serdo
apresentados nas secOes seguintes.

Referéncias tedricas de nossa pesquisa

As preocupacdes com questbes em torno da formacdo de professores tém levado
pesquisadores a adotar o conceito de conhecimento de base, que, em termos gerais, se
refere ao conhecimento que os professores devem possuir para realizar um bom ensino.
Dentre esses pesquisadores, Shulman (1986, 1987) consolidou a corrente do knowledge
base, a qual busca compreender como os conhecimentos dos professores sdo adquiridos
e como 0s novos conhecimentos se combinam com os velhos, para formar uma base de
conhecimentos. Shulman (1986) diferencia trés categorias de conhecimentos que
compdem a base para o ensino: o conhecimento especifico do conteudo (subject
knowledge matter); o conhecimento pedagoégico do contetdo (pedagogical knowledge
matter) e o conhecimento curricular (curricular knowledge).

O conhecimento especifico do conteldo refere-se as compreensées do professor sobre a
estrutura da disciplina, a forma como ele entende o conhecimento que sera objeto de
ensino. Essa compreensdo ndo se restringe apenas a fatos e conceitos relativos a
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disciplina, mas também, a compreensao dos processos de sua producéo, de representacdo
e de validacdo epistemoldgica, o que requer entender a estrutura da disciplina
compreendendo o dominio atitudinal, conceitual, procedimental, representacional e
validativo do conteudo.

O conhecimento pedagogico do conteudo se refere aos modos de formular e apresentar o
contetdo, para torna-lo compreensivel aos alunos. A comunicacdo do professor deve
prever a diversidade de alunos e ser flexivel, para conceber explica¢fes alternativas de
conceitos e principios. Em outras palavras, deve incluir analogias, ilustracdes, exemplos,
explanagdes e demonstracGes. Deve também reconhecer o que facilita ou dificulta o
aprendizado de um determinado contetdo; os erros conceituais que 0s alunos apresentam
com frequéncia; e as implicagdes desses erros na aprendizagem.

A terceira categoria de Shulman (1986), o conhecimento curricular, diz respeito ao
conhecimento dos programas de ensino. Abrange o conjunto de programas elaborados
para o0 ensino; os recursos didaticos que podem ser utilizados; o conhecimento das
relagbes entre conteudos e contextos, dentro da mesma disciplina ou ndo; e a
familiaridade com os outros topicos desse contetdo que ja foram ou serdo estudados na
mesma disciplina nos anos anteriores e posteriores. O conhecimento curricular serve
como indicagéo e contraindicagdo do uso de um determinado material em circunstancias
particulares. Os trabalhos de Shulman (1986, 1987) influenciaram diversos autores (e. g.
Ball, Thames & Phelps, 2008; Mishra & Koehler, 2006; Koehler & Mishra, 2008; Niess
et al., 2009), que desenvolveram incrementos as categorias propostas inicialmente.

Mishra e Koehler (Mishra & Koehler, 2006; Koehler & Mishra, 2008) propdem, a partir
de um desdobramento das pesquisas desenvolvidas por Shulman, um modelo teérico para
0 uso pedagdgico das tecnologias digitais. Este referencial envolve uma complexa e
situada forma de corpos de conhecimentos que 0s autores denominam conhecimento
tecnoldgico, pedagdgico e do contetdo (CTPC ou TPACK, do termo original em inglés
Technological Pedagogical Content Knowledge). Veja na Figura 1.

Conhecimento Tecnolégico,
Pedagdgico e do Contetido

(CTPC)

Conhecimento
Tecnolgico e
Pedagégico
(CTP)

Conhecimento
Tecnolégico

e do Conteudo
(cTC)

Conhecimento
Pedagdgico
e do Contetdo
(CPC)

Contextos

Figura 1: Diagrama® ilustrativo do quadro conceitual TPACK.

8 O diagrama esta reproduzido com permissdo da editora, © 2012 por tpack.org, e a traducdo é do autor.
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Para Koehler e Mirsha (2008), em lugar de ser uma coisa dada e determinada que uma
pessoa descobre e contempla, 0 conhecimento € visto como um corpo de proposicoes e
habilidades que uma pessoa constrdi e exerce. Na Figura 1 cada circulo representa um
corpo de conhecimento. O circulo azul representa o corpo de conhecimento do conteudo,
que corresponde a saber 0 assunto a ser aprendido ou ensinado, o que € essencial para um
professor ministrar uma disciplina. Esse mesmo corpo inclui, segundo Shulman (1986),
0 conhecimento sobre 0s conceitos, teorias, ideias, estruturas organizacionais, 0
conhecimento de evidéncias e provas, bem como as préaticas estabelecidas e abordagens
para o desenvolvimento de tal conhecimento.

Além de saber a disciplina, um professor precisa ter conhecimento pedagogico. Na Figura
1 isso é representado pelo circulo amarelo. Esse corpo de conhecimentos inclui saber os
processos, as praticas, os metodos de ensino e de aprendizagem, os prop6sitos gerais de
educacdo, valores e objetivos. Também, o professor deve compreender como os alunos
constroem conhecimentos, adquirem habilidades mentais e desenvolvem disposi¢oes
positivas para a aprendizagem. O professor deve compreender as capacidades cognitivas,
sociais e teorias de desenvolvimento de aprendizagem e como estas se aplicam aos alunos
em sala de aula. Além disso, deve entender as habilidades gerais de gerenciamento de
sala de aula, planejamento de aula e avaliagéo do aluno.

Com o advento das tecnologias digitais, um professor dispde também desses recursos
para a construgdo de novos conhecimentos na sua area académica. 1sso nos leva ao corpo
de conhecimentos, representado pelo circulo rosa na Figura 1. Segundo Koehler e Mishra
(2008), o conhecimento tecnoldgico corresponde ao entendimento de que cada tecnologia
tem possibilidades e restricbes. Esse corpo de conhecimento possibilita ao professor
aplicar a tecnologia produtivamente para o trabalho e para o ensino, reconhecendo quando
esta auxilia ou dificulta a realizacdo de um objetivo, além de reforcar a necessidade de
adaptacdo continua as mudancas das tecnologias de informacdo e comunicacdo. O
conhecimento de novas tecnologias se desenvolve por meio da interagdo com essas
tecnologias.

Como indicado na Figura 1, Koehler e Mishra (2008) sugerem que essas trés categorias
de conhecimentos se combinam entre si, determinando novas categorias. Neste trabalho,
detemo-nos ao conhecimento correspondente a intersecdo das trés categorias: conteudo,
pedagogia e tecnologia. Seguindo os autores, entendemos que um professor atuando com
TPACK reconhece que ndo ha uma Unica maneira para engajar seus alunos e que cada
uso da tecnologia no ensino precisa ser pensado e aplicado com a especificidade do
contexto da disciplina e da turma (Koehler & Mirsha, 2008). Por isso, na Figura 1, 0s
corpos de conhecimentos de TPACK sdo situados dentro de uma area da circunferéncia,
que representa o contexto.

No caso da Educacdo Matematica, 0 TPACK resulta da intersecdo entre conhecimentos
tecnoldgico, pedagdgico e do contedo matematico. Embora exista, entre os trés corpos
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de conhecimentos, um equilibrio dindmico, ha uma tensdo essencial, ndo-separavel
(Mishra e Koehler, 2006). Porém, para fins de analise, & conveniente considera-los
separadamente ou em pares. Entdo, dentro desta perspectiva conceitual, como se pode ver
na Figura 1, podemos também focar nos trés componentes: conhecimento tecnolégico e
pedagdgico (TPK, do termo original em inglés Technological Pedagogical Knowledge),
conhecimento tecnoldgico e do contetdo matematico (TCK, do termo original em inglés
Technological Content Knowledge) e conhecimento pedagdgico e do contetdo
matematico (PCK, do termo original em inglés Pedagogical Content Knowledge).

A investigagao

Neste trabalho, discutimos o papel da articulagcdo entre representacGes geradas por
tecnologias digitais e outras formas de representagdes fisicas® como um aspecto do
TPACK. A habilidade de articular diferentes representacfes para um objeto dado,
reconhecendo que propriedades recebem mais ou menos destaque por cada uma delas, é
uma componente importante do conhecimento pedagdgico de contetdo, uma vez que
possibilita ao professor avaliar que representagdes sdo mais apropriadas a cada contexto
pedagogico. Por exemplo, o gréfico de uma funcdo polinomial esbogado para valores
“pequenos” das variaveis pode dar mais destaque aos extremos locais da fungdo (Figura
2, a esquerda); enquanto que o grafico da mesma fungdo esbocado para valores maiores
das variaveis pode dar mais destaque ao seu comportamento assintético (Figura 2, a
direita).

Figura 2: O grafico da fungdo f(x) = 3(x3 — x), eshocado para valores diferentes da
variaveis.

Tecnologias digitais podem ser usadas para gerar representacGes com certas
caracteristicas particulares (Giraldo, Caetano & Mattos, 2013, p. 114). Em primeiro lugar,
diferentemente do que ocorre com papel e lapis, representacdes geradas por tecnologias
digitais podem, em um certo sentido, “reagir” a forma como sdo construidas e as acdes
do usuério. Por exemplo, no desenho de um quadrado construido em papel e lapis, suas
propriedades (lados congruentes e angulos retos) podem ser usadas na construgdo ou
simplesmente indicadas por meio de registros no desenho; enquanto que na construgéo
de um quadrado em um ambiente de geometria dindmica, essas mesmas propriedades sdo

° Neste trabalho, tratamos exclusivamente de representacdes exteriores, isto €, representacdes para objetivos
matematicos dados, construidas em meios fisicos.
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parte da prépria construcdo e se preservam na acdo de arrastar lados e vértices do
quadrado (Figura 3).

Figura 3: Um quadrado construido no software GeoGebra.

Em segundo lugar, como tem sido amplamente documentado pela literatura de pesquisa
(e.g. Laborde, 2000), a caracteristica dindmica de representacfes geradas por tecnologias
digitais permite a exploracdo de propriedades que sdo preservadas mediante acdes do
usuario. Além disso, essa caracteristica possibilita ao usuario manipular representaces e
observar dinamicamente, como consequéncia de suas acOes, certas propriedades
ganharem ou perderem destaque. Por exemplo, no caso do exemplo ilustrado na Figura 2
acima, o usuario pode alterar gradativamente os valores que determinam as janelas
gréficas e observar os extremos locais perderem destague enquanto o comportamento
assintotico ganha destaque. Esse exemplo, em particular, serd foco do primeiro episodio
relatado neste artigo.

Levando em conta essas caracteristicas particulares, argumentamos, portanto, que a
habilidade de articular representacdes geradas por tecnologias digitais — bem como
articular estas com outras formas de representacdo — é um componente crucial do
TPACK. Entendemos por representacdes digitais aquelas geradas por meio de softwares
computacionais e visualizadas pelo sujeito na tela do computador, tais como graficos de
fungdes, construgdes geométricas ou célculos simbdlicos. Uma caracteristica importante
de representacOes digitais é o fato de que elas reagem as interven¢des do sujeito. Essa
caracteristica oferece possibilidades de exploracdo de propriedades matematicas dos
objetos representados.

Quando representacoes digitais de objetos matematicos sao manipuladas dinamicamente,
0 entendimento sobre que propriedades desses objetos sdo preservadas, que propriedades
ganham destaque e que propriedades perdem destaque, demanda a articulagdo entre
conhecimentos de conteddo mateméatico e conhecimentos sobre como essas
representacdes sdo geradas pelo computador — por exemplo, conhecimentos sobre como
a natureza dos processos e dos algoritmos envolvidos pode ter efeitos nos aspectos das
representacdes geradas. Além disso, conhecimentos de natureza pedagogica entram em
jogo na avaliacdo da adequacdo do destaque adquirido pelas diferentes propriedades a
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cada situacdo de ensino. Assim, entendemos que o conhecimento, tecnoldgico e
pedagogico do contetdo (TPACK) deve estar presente e deve ser estimulado em situacfes
especialmente desenhadas para estimular articulagdes entre representacdes digitais — e,
em particular, conflitos associados a essas articulagdes —, podendo ser empregadas na
formacédo inicial e continuada de professores para contribuir para a construgdo dessas
habilidades.

Ilustramos nossos argumentos com dados empiricos obtidos originalmente como parte da
tese de doutoramento de um dos autores (Giraldo et al, 2003; Giraldo, 2004), sobre o caso
de funcdes reais de variavel real. Parte desses dados sdo aqui reinterpretados a luz da
teoria TPACK (Mishra & Koehler, 2006; Koehler & Mishra, 2008). Na ocasido da
elaboracéo da tese, a analise se baseou na nogéo de imagem de conceito proposta por Tall
e Vinner (1981). Consideramos que a andlise desses dados com base na teoria TPACK
possa contribuir com a discussdo sobre possibilidades de uso de tecnologias digitais na
formagdo inicial de professores de matematica, uma vez que que considera 0s
conhecimentos necessarios ao futuro professor para a agdo docente com o uso dessas
tecnologias.

Meétodo

Na pesquisa de doutoramento, participaram 6 estudantes de um curso universitério de
formagdo inicial de professores de matemética (Licenciatura em Matematica) em uma
universidade publica brasileira, identificados pelos pseud6nimos: Antbnio, Carlos,
Francisco, Jalio, Marcelo e Tiago. Os dados empiricos foram coletados durante o ano de
2001, quando os participantes cursavam o primeiro ano do curso de graduagdo. Neste
trabalho, restringimos as nossas analises a dois episodios envolvendo os participantes
Francisco e Carlos. Consideramos ilustrativos do argumento que pretendemos
desenvolver.

Os dados foram coletados por meio de uma série de entrevistas individuais
semiestruturadas, em que foram propostas aos participantes tarefas matematicas
envolvendo representacGes para funcdes reais geradas por tecnologias digitais que
apresentavam aspectos aparentemente contraditérios com outras formas de representacao.
Assim, essas tarefas foram intencionalmente desenhadas para destacar aspectos das
representacdes computacionais que potencialmente gerariam situacoes de conflito com
outras formas de representacéo.

O objetivo das tarefas era, portanto, identificar estratégias e reacdes dos participantes
frente a tais situagdes, além de suas possiveis preferéncias por determinados tipos de
representagdes ao buscarem garantias de validade para os resultados. Ao longo do
desenvolvimento das tarefas, os participantes manipulavam livremente as representacoes
digitais inicialmente apresentadas, por exemplo, alterando parametros para a visualizagéo
de gréficos. Desta forma, a ferramenta tecnolégica desempenhava um papel central na
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exploracdo das situacGes de conflito. Assim, justifica-se a utilizacdo do aporte tedrico
TPACK, uma vez que os conhecimentos tecnologico e de conteudo foram mobilizados e
articulados pelos participantes constantemente durante a realizacdo das tarefas. Neste
artigo, consideramos situagdo de conflito como ““a percepg¢éo, por parte do estudante, de
uma aparente contradicdo motivada pelas limitagdes de uma descricao, ou pelo confronto
de mais de uma descricao” (Giraldo, 2004, pp. 74 e 75).

As sessOes, que tiveram duracdes variando entre 30 e 60 minutos, contaram com a
participacdo do entrevistado e do pesquisador apenas, e transcorreram em uma sala com
um computador a disposi¢do. Durante as entrevistas, os participantes eram livres para
usar o computador, manipulando o software que gerou a representagdo em questdo, bem
como registros em papel, e eram encorajados a explicar e justificar oralmente seus
procedimentos e estratégias.

Em cada uma das entrevistas foi permitido, em um primeiro momento, que 0s
participantes se engajassem no que Goldin (2000, p. 520) descreve como resolucéo livre
de problemas, para que se pudesse observar seu comportamento espontaneo e as razoes
para suas escolhas esponténeas. Entretanto, nos casos em que as contradi¢cdes aparentes
entre as representacdes ndo foram percebidas em absoluto pelo entrevistado, interviu-se
com frases do tipo “vocé ndo acha que hé alguma contradi¢ao aqui?”. Tal procedimento
foi adotado visto que o objetivo original do estudo era, em linhas gerais, compreender o
papel pedagdgico da articulacdo entre representacdes digitais e ndo digitais
(especialmente em situagdes de conflito) na constru¢cdo do conhecimento sobre o0s
conceitos matematicos envolvidos.

Todas as entrevistas foram audiogravadas e transcritas em totalidade. Durante a
realizacdo das entrevistas foram tomadas ainda notas de campo, as quais tinham por
objetivo registrar as acdes ndo verbais dos participantes que fossem relevantes para a
compreensao de seu comportamento ou suas estratégias durante as sessoes.

Passamos a relatar e analisar os resultados de dois episodios, transcorridos em duas
entrevistas, designados por entrevistas T1 e T2.

Resultados
Entrevista T1 — Comportamento Assintético

Foram apresentadas aos participantes duas representacbes para a funcdo h(x) =

Vx2 4 1: (a) a expressdo algébrica; (b) o gréfico, gerado pelo software Maple V na janela
grafica [—100,100] x [0,100] (Figura 4, a seguir). Devido a escolha da janela gréafica,
a imagem do gréafico da funcdo na tela adquiria o aspecto da funcdo modulo (na verdade,
de duas assintotas inclinadas). E importante frisar que, no inicio da entrevista, chamou-
se atencdo dos participantes para as caracteristicas das representacdes apresentadas: a
janela gréafica em que o gréfico foi tracado no software, e o fato de que aquele grafico
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correspondia a funcéo cuja expressao algébrica também era dada. Desta forma, foi dado
consideravel destaque as contradicOes aparentes entre as representacGes. A tarefa
proposta consistia em verificar se h era ou ndo derivavel.

—100 —&0 —50 —40 —20 T 20 40 [ a0 100

Figura 4: O grafico da funcdo h(x) = Vx? + 1 esbocado na janela grafica [—100,100] X
[0,100].

Episodio 1: Francisco

Francisco afirma, olhando para a férmula da funcéo, que ela deveria ser derivavel, e que,
portanto, o “bico” mostrado na tela do computador ndo seria na realidade um bico, mas
uma curva suave. Ele aproxima o rosto da tela do computador e, sem mudar a janela
gréfica, comenta:

Visualmente, no visual, ali ndo é o bico, entdo, teria derivada. Estou
falando em termos visuais. Agora vamos falar algebricamente.

Ele olha novamente para a expressdo algéebrica e verifica que seria possivel aplicar as
férmulas usuais de derivacéo, logo a funcao tem que ser derivavel. Em seguida, Francisco
volta a atencdo para a tela do computador e efetua o “zoom”. Ao ver a nova imagem, ele
comenta:

E, parece uma parabola. Dando um zoom ai, vocé percebe nitidamente
como é que ela é derivavel.

Francisco conclui desta forma a tarefa proposta. Entretanto, ele se engaja
espontaneamente em uma segunda investigacéo. Ele observa que, mesmo na nova janela
grafica, em que o aparente “bico” havia desaparecido, o grafico parece ser formado por
duas semirretas unidas (suavemente) por uma curva nas proximidades do ponto (0, 1),
embora a expressdo algébrica da funcdo ndo seja, aparentemente a equacdo de uma reta.
Ele comenta:
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Agora esté ai, uma boa questdo. [...] A formula ndo parece de uma reta.
Mas isso aqui [aponta para o trecho do gréfico que parecia ser uma
semirreta] tende a ser uma reta, mas ndo € uma reta? [...] Ai, agora, me
pegou!

Depois de pensar alguns segundos, Francisco exclama:

Espera! Eu sei que € derivavel! Deixa eu ver. Eu sei que ela € derivavel.
[...] Ai, eu vou ter que derivar ela para pensar se € uma reta ou nao.

O participante calcula a derivada, obtendo o resultado:

X
x?+1
Ele conclui que como a derivada ndo é constante em nenhum intervalo, a fungdo nao pode
ser linear em nenhum intervalo:

7 (x) =

Olha! Essa funcdo é derivavel, mas vai ter uma inclinacao diferente para
cada ponto. Ndo é como a funcdo médulo que néo é derivavel no ponto
(0,0), mas que tem a mesma derivada do lado x positivo e mesma
derivada do lado x negativo para todos os pontos. Essa fungdo nao, ela
vai se aproximar no +oo e —oo da funcdo |x|. Vai se aproximar, mas
para cada ponto vai ter uma derivada diferente.

Ele ainda explica em que sentido a fungéo h se aproxima da fun¢do maédulo:

Entendo por que. Vamos colocar um x bem grande, um x = 100. Se
fosse a funcdo Vx2, seria V1002. Mas qual é a diferenca entre V1002 e
V1002 + 1? E muito pequena. E quanto maior for o x, menor vai ser
essa diferenca, ou seja, ela vai tender a encostar nessa reta, que é a Vx?2.

Verificamos que Francisco vivenciou duas situacdes de conflito. Na primeira, ele percebe
que o aparente “bico” mostrado na tela ndo seria compativel com a expressao algébrica
da funcdo. Como ele esta convencido de que a fungdo seria derivavel, ndo experimenta
qualquer confusdo ou davida. Mesmo assim, esta primeira situacdo de conflito o motiva
a compreender mais profundamente a relagdo entre as representagdes computacional e
algébrica. De fato, ele alterna sua atencdo entre as duas representagdes diversas vezes
antes de confirmar finalmente sua afirmacéo inicial sobre a diferenciabilidade de h. Na
segunda situacdo de conflito, Francisco propde a si mesmo uma questdo: o grafico seria
formado por semi-retas ou nao? Ele fica inicialmente em dlvida e estabelece uma
estratégia algébrica para concluir: se a derivada de uma fungdo néo é constante em um
dado intervalo, a funcéo n&o pode ser linear no intervalo.
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Assim, Francisco verifica que o grafico mostrado na tela e a expresséo algébrica da funcédo
h sugerem coisas diferentes e decide investigar algebricamente se h é ou ndo linear
quando restrita a algum intervalo. Para tal, ele recorre a estratégia de verificar se a
derivada da funcdo € ou ndo constante em algum intervalo, 0 que mostra que ja é de seu
conhecimento o fato de a derivada ser constante estar relacionado com a primitiva ser
linear. Cumpre salientar que foi o conflito gerado pelas duas formas de representacéo que
levou Francisco a uma situacdo em que ele pode acionar e aplicar o seu conhecimento.

Ao observar conjuntamente as duas representacdes (algebrica e grafica), Francisco
refletiu sobre o seu conhecimento sobre o conceito de derivada, fazendo, inclusive
inferéncias que extrapolaram a tarefa proposta. Neste caso, a ferramenta tecnoldgica
permitiu que o estudante observasse o gréfico a partir de uma janela gréafica que poderia
induzi-lo a uma concluséo equivocada. Mas o conhecimento de Francisco sobre derivada
permitiu que ele questionasse o que o grafico estava Ihe mostrando (bico). A exploragdo
e a investigacao sobre o formato (linear ou ndo) do grafico também estéo relacionadas ao
seu conhecimento sobre o contedo, contudo s6 foram propiciadas pela ferramenta.
Assim, o aprofundamento do conhecimento de conteido matematico de Francisco
ocorreu a partir da articulacdo do conhecimento de conteido que possuia a priori com a
exploracdo da ferramenta tecnoldgica. Nos termos de Mishra e Koehler (2006, 2008),
percebemos o conhecimento tecnoldgico e do conteudo, visto que a situa¢do propiciada
pelas agdes de Francisco sobre o software indicam como o conhecimento sobre a
tecnologia pode aprimorar o conhecimento sobre o contetdo.

Entrevista T2 — Descontinuidades
Foram apresentadas aos participantes as seguintes funcoes:

x%-1
x—1

i) = /() = == fi(x) =

A tarefa foi conduzida em quatro etapas, de modo a deixar evidente contradi¢Ges geradas
por diferentes representacdes:

1. Foi pedido aos participantes que esbogassem o0s graficos com papel e lapis,
indicando os pontos de descontinuidade, os limites nestes pontos e no infinito.

2. Foi pedido que eles gerassem gréaficos para as funcGes com o software Maple V,
e (ue comparassem com 0s proprios esbogos com papel e 1apis.

3. Foi pedido que eles acrescentassem nos graficos gerados com o Maple V um
comando do software (discont=true) que analisa simbolicamente a expressao
algébrica da funcéo.

4. Finalmente, foi perguntado se as fungdes eram continuas e o0 que representava
melhor o grafico, o esboco em lapis e papel ou o gréfico tracado na tela.

O grafico de f; exibia uma “falsa assintota”, gerada pelo algoritmo usado pelo software.
Mais precisamente, a reta vertical que aparece na imagem na tela (Figura 5, a esquerda)
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é gerada pela interpolacgdo indevida de pontos no grafico a esquerda e a direitade x = 1.
Além disso, o grafico de f; ndo apresentava qualquer indicacdo do ponto de
descontinuidade (Figura 5, a direita). A analise simbdlica feita com o comando
discont=true elimina a “falsa assintota” no grafico de f;, mas ndo tem qualquer efeito nos
gréaficos de f, e de f5.

1

Figura 5: Os gréficos de f; (x) = xlTl’ com uma “falsa assintota”, de f,(x) = Gooz ©

de f3(x) = % gerados pelo software Maple V.

Episddio 2: Carlos

Carlos esboca os graficos de f; e f, no papel, identificando corretamente os limites nos
pontos de descontinuidade e no infinito. No caso de f3, ele erra ao calcular o limite em x
tendendo a 1 e identifica uma assintota em lugar de uma descontinuidade removivel. Ao
tracar os gréaficos de f; e f, no computador, ele estranha o fato da assintota sé ser mostrada
para uma das funges. Inicialmente, ele diz ndo entender a razdo disto, mas poucos
segundos depois, exclama:

Ah, s6 uma coisa! [...] Na realidade, ele esta considerando entdo que na
primeira funcdo ndo seria uma fungdo. Porque o mesmo x estd dando
mais de um valor de y. [...] Esse grafico ai ndo seria o grafico de uma
funcao.

Ao ser questionado sobre o motivo para tal erro, Carlos responde porque o computador
liga os pontos. Em seguida, o comando discont=true € acrescentado e explica-se sua
funcdo. Carlos comenta que a analise simbdlica evita que o computador desenhe a falsa
assintota. Passa-se, entdo, a analisar f;. Ao ver o grafico na tela, o participante
imediatamente se da conta de seu erro. Ele explica o processo de construcdo do grafico
pelo computador:

Na realidade, ele resolve o quociente dos dois polindmios. Entéo, ele

o 24, . o o
ensa que a funcdo =— ¢ na realidade a funcdo x + 1. Entdo, ele
x—1

considera como uma funcéo linear. Entdo, por isso que ele constroi o
grafico como se fosse uma funcéo linear. O computador ndo pde a
bolinha, ela liga os pontos direto.
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Em seguida ele volta para o desenho feito inicialmente no papel e o conserta, desenhando
a ‘bolinha’ para indicar a descontinuidade. Ao incluir o comando discont=true, o
participante comenta que, mesmo com a analise algébrica, o computador é incapaz de
“pular” um unico ponto. Finalmente, pergunta-se de que forma as funcdes eram melhor
representadas, no papel ou no computador. Carlos responde:

No computador ele é imperfeito porque ndo indica a descontinuidade.
Mas na verdade o grafico no papel também n&o seria perfeito, porque
ndo da para desenhar uma bolinha do tamanho de um ponto. [...]
Imperfeito, o computador é sim, mas ndo d& para fazer nada totalmente
perfeito. Mas é melhor do que o computador, por que pelo menos a
gente indica que tem uma descontinuidade. [...] Mas ponto mesmo, a
descontinuidade como sendo um ponto, ficaria somente no campo da
abstracao.

Nesta entrevista, Carlos vivencia espontaneamente duas situacGes de conflito. Na
primeira, ele se da conta de que a assintota vertical s6 € mostrada em um dos graficos. O
conflito causa uma confusdo muito ligeira, pois o participante compreende sua origem
em poucos segundos. Neste caso, o conflito serve para confirmar o entendimento de
Carlos sobre as limitacdes dos algoritmos computacionais para tracar graficos de funcdes.
Na segunda situacdo de conflito, Carlos percebe que o gréfico de f; tracado no
computador esta diferente daquele tracado por ele no papel. Um primeiro efeito deste
conflito € a percepcdo pelo participante de seu proprio erro (na verdade, a rapidez com
que o participante percebe o erro ao ver o gréfico na tela sugere que este ndo foi devido a
uma deficiéncia conceitual de Carlos, mas a uma distragdo momenténea).

Mas este conflito tem um segundo — e mais interessante — efeito. De fato, ele atua
chamando a atencdo do participante ndo s6 para a limitacdo da representacdo digital,
como também para a limitacdo da representacdo grafica produzida por ele préprio: ndo é
possivel desenhar uma bolinha do tamanho de um ponto.

Carlos experimentou uma situacdo de conflito ao observar que o software ndo
representava a descontinuidade da funcdo f5, mesmo com o comando que faz a analise
simbdlica da expressdo. Ele compreende a situacdo imediatamente, atribuindo o resultado
ao algoritmo computacional para tracar graficos por interpolacdo. Carlos comenta
também que o desenho feito por ele préprio no papel também é limitado, pois nao é
possivel desenhar “uma bolinha do tamanho de um ponto”. Isto ¢, o conflito detonado a
principio pela constatacdo de que a representacao digital era limitada, quando comparada
a representacdo grafica produzida com l&pis e papel, fez com que o estudante se desse
conta ndo sO de limitagbes da representacdo digital, mas também da representacdo
produzida com lapis e papel.

Nesse caso, Carlos percebe que a representacéo grafica a partir do recurso tecnolégico
em questdo apresenta alguma limitacao, o que é consonante com o entendimento, segundo
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0 aporte tedrico do TPACK, de que determinada tecnologia tem possibilidades e
restrices. Além disso, transfere a ideia de limitacdo para a representacdo grafica
tradicional em lapis e papel. Ao articular as limitagdes em representacdes distintas, é
possivel inferir que o conhecimento de contetdo — nesse caso, relativo a descontinuidade
— de Carlos foi mobilizado a partir da utilizacdo de um recurso digital. Assim, podemos
admitir que a atividade apresentada possibilitou que Carlos potencializasse o
conhecimento tecnoldgico e de conteddo matematico, necessario a um futuro professor.

Consideracdes

A reinterpretacdo dessas situagbes nos mostrou como o uso da tecnologia pode ser
utilizado a favor do ensino e da aprendizagem da matematica — a partir da formacéo inicial
de professores, mas que pode ser refletida na pratica docente na educagdo bésica — e
também que esse uso deve ser cuidadosamente planejado. As tarefas aqui apresentadas
fizeram parte de uma pesquisa de doutorado cujo foco estava no papel de situacdes de
conflito no desenvolvimento de imagens de conceito. Neste texto, analisamos essas
situagbes por um outro prisma. Enfatizamos a importancia de refletirmos sobre as
atividades propostas aos nossos alunos em todos os niveis de ensino. No ambito da
formagéo de professores, levar o futuro professor a vivenciar atividades que envolvam
recursos tecnolégicos em disciplinas da grade curricular que visam a formacao especifica
em matematica é uma maneira indireta de estimular o uso desse tipo de recurso na sua
futura prética docente.

Em ambos os episodios foi possivel perceber que as potencialidades e as limitacdes do
recurso digital possibilitaram que o0s estudantes experimentassem situacdes que
dificilmente poderiam ser tratadas em um curso de fungbes sem o uso desse tipo de
ferramenta. Por mais que nos dois episddios os conhecimentos tecnoldgico e de contetdo
matematico tenham sido claramente acionados, acreditamos que o fato de o estudante
vivenciar tais situagdes em diversos momentos da formacdo inicial o estimula em sua
futura prética pedagogica. Assim, o0 TPACK pode ser alcancado a partir de atividades e
propostas metodoldgicas que considerem inicialmente 0s conhecimentos em pares:
conhecimento tecnoldgico e pedagogico (TPK), conhecimento tecnoldgico e do contetdo
matematico (TCK) e conhecimento pedagdgico e do contedo matematico (PCK) (Mishra
& Koehler, 2006; Koehler & Mishra, 2008).

Acreditamos que atividades como as descritas neste artigo podem contribuir para que
estudantes que as vivenciem transformem-se em professores capazes de transpor tais
experiéncias, seja com novas ferramentas, seja com ferramentas ja conhecidas utilizadas
em outras areas. O conhecimento tecnolégico, pedagdgico e do conteldo construido a
partir dessas atividades pode formar uma base que permita, por exemplo, que tais
professores utilizem o GeoGebra para fazer explorac6es graficas de fun¢bes na Educacgéo
Basica ou que utilizem planilhas eletrénicas para estudos relacionados a Matematica
Financeira, mesmo que ndo tenham tido uma experiéncia de utilizacdo dessas ferramentas
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durante a sua formacéo inicial. Ressaltamos, ainda, que a manipulacdo dindmica de
representacdes digitais propicia uma articulacdo entre conhecimentos de conteddo
matematico e conhecimentos tecnoldgicos. Contudo para promovermos situacdes de
aprendizagem € essencial uma avaliacdo pedagogica das ferramentas tecnologicas em
sala. O professor tem, portanto, um papel fundamental. Assim, acreditamos no papel do
TPACK na formacdo de professores, dado que ele aciona e articula os aspectos
tecnoldgico, pedagdgico e do conteudo.

Finalmente, é importante destacar que a situagdo de conflito por si sé ndo é suficiente. O
conhecimento sobre o contetdo aliado a tecnologia, o conhecimento tecnoldgico do
contetdo (Mishra & Koehler, 2006), permite a transposi¢do de uma situacao de conflito,
culminando num aprimoramento de seus conhecimentos. Foi iSso que aconteceu com
Carlos e Francisco. Como Mishra e Koehler (2006) enfatizam, o TPACK pode auxiliar
ou dificultar, isto é, ndo basta, simplesmente, que a tecnologia esteja presente, é preciso
que o0 seu uso seja planejado e que o professor tenha consciéncia das suas potencialidades
e das suas limitagdes.
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Resumo: No contexto de um projeto que tem como um dos seus objetivos conceptualizar
tarefas para a formacao de professores recorrendo a multiplas representacdes, neste texto
apresentamos e discutimos como uma tarefa especifica nos fornece oportunidades de
aceder e desenvolver o conhecimento interpretativo de futuro professores dos primeiros
anos. Em particular, discutimos o conhecimento dos futuros professores ao analisarem
(atribuirem sentido a) diferentes representacdes utilizadas na resposta a um problema no
contexto dos numeros racionais. Os resultados revelam algumas problemaéticas tanto no
atribuir sentido as resolucbes e representacGes de outros, como no navegar entre
representacdes — aspetos essenciais do trabalho do professor que pretende que seus alunos
entendam os porqués matematicos do que fazem. Estes resultados, e o processo de analise
associado permitem, por um lado, obter uma mais ampla compreensdo da natureza do
conhecimento do professor, na perspectiva do Mathematical Knowledge for Teaching e,
por outro, delinear algumas possiveis linhas de trabalho futuro.

Palavras-chave: RepresentacGes matematicas; tarefas; conhecimento interpretativo;
racionais; formacéo de professores.

Introducéo

Um dos objetivos delineados no Horizonte 2020 (EU, 2011) refere-se a capacidade de
adaptacdo dos individuos a uma multiplicidade de situacGes e de resolucéo de problemas
diversos, cuja diversidade acompanha as constantes mudancas na sociedade atual. De
forma a permitir que a escola forme individuos com essa capacidade, competéncias e
conhecimento (em particular, matematico), torna-se essencial que o professor detenha um
conhecimento (matematico e didatico) que possibilite que os seus alunos experienciem
um conjunto diversificado de experiéncias que possam ampliar a sua Vvisdo
(conhecimentos e capacidades) de resolver e formular problemas (Ribeiro & Amaral,
2015), bem como de atribuirem sentido a respostas de outros aos problemas
propostos/formulados.
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O conhecimento matematico é exteriorizado pelas representacdes utilizadas, tornando-se
estas fundamentais para possibilitar o desenvolvimento conceptual dos alunos (Duval,
2006). Amplificando este papel da capacidade de recorrer a multiplas representacées, e
navegar entre elas (Ribeiro, 2011), como uma forma de desenvolver um conhecimento
matematico profundo (no sentido de Ma, 1999), torna-se assim essencial que o
“aprendente” amplie o seu proprio espaco de solugdes, permitindo-lhes atribuir também
sentido a representacdes alternativas, ou pouco comuns, conferindo-lhes significado.
Sendo detentores de um conhecimento destas especificidades, papel das representacdes e
multiplicidade de formas (matematicas e didaticas) de as encarar nas, e para as,
aprendizagens dos alunos, tornara possivel que os professores preparem e desenvolvam
situacbes de aprendizagem que permitam, por um lado, trabalhar de forma integrada
imagem e definicdo dos conceitos (no sentido de Vinner, 1991; Tall, 1988). Por outro
lado sustentara um feedback (Santos & Pinto, 2009) construtivo que permita partir da
prépria resposta dos alunos, e da matematica envolvida, para a construcao de uma visao
mais ampla e imbrincada de diferentes conceitos — que podem, a primeira vista, ndo se
considerar necessariamente relacionados.

Uma vez que o conhecimento do professor desempenha um papel essencial na pratica
(e.g., Llinares & Krainer, 2006; Nye, Konstantopoulos, & Hedges, 2004), afetando,
assim, as aprendizagens atuais e futuras dos alunos, tal conhecimento (matematico),
necessariamente influenciara a forma como diferentes representacdes sdo utilizadas
(entendidas), bem como os objetivos perseguidos (Ribeiro, Carrillo, & Monteiro, 2009).
Considerando que o conhecimento matematico especificamente relacionado com a
atuacdo docente pode ser ensinado (Hill & Ball, 2004), e que um conhecimento especifico
sobre mdltiplas e diversificadas representacfes € um dos pilares sustentadores de uma
abordagem integrada aos diferentes conceitos matematicos, torna-se essencial um
entendimento sobre alguns dos aspectos que possam ser matematicamente criticos para
os futuros professores, entendendo a formacdo inicial como o primeiro passo no
desenvolvimento profissional do professor.

Nesse sentido, neste texto focamo-nos no conhecimento de futuros professores'® dos
primeiros anos ao responderem a um problema para alunos do 6.° ano de escolaridade (no
contexto das fracGes), e ao analisarem respostas de alunos a esse mesmo problema. A
escolha do contetdo de fracdes sustenta-se no fato de este ser transversal a varios outros
conteddos (ainda que frequentemente de forma apenas implicita); de ser um tema em que
alunos (e professores) revelam dificuldades (e.g., Kieren, 1976; Pinto & Ribeiro, 2013) e
onde a multiplicidade de representagdes assume um relevancia significativa (e.g., Ball,
1993; Pinto & Ribeiro, 2013). Para o processo de analise, e atendendo a especificidade
do conhecimento do professor, recorremos a conceptualizacdo do Mathematical
Knowledge for Teaching — MKT (Ball, Thames, & Phelps, 2008) focando especificamente
0s subdominios do conhecimento do conteldo (matematico) do professor.

10 Quando nos referimos a futuros professores sera utilizada, maioritariamente, a expressdo estudantes.
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Algumas notas tedricas

Quando pensamos em, ou sentimos a necessidade de representar algo, essa representacédo
advém do fato de o que pretendemos mostrar ndo se encontrar diretamente acessivel. Essa
inacessibilidade ocorre, em particular, no contexto da matemaética e dos seus objetos
(entes matemaéticos), dai que surja a necessidade de recorrer a representacées (Duval,
2006), especialmente no caso das fracGes (D' Amore, 2009). Mas essas representacoes,
independentemente do seu tipo (e.g., pictoricas, simbdlicas, interativas, mistas) sao
sempre, cada uma delas, incompletas, focando somente determinados aspetos do ente
(objeto) matemaético que pretendem representar. Nesse sentido um conhecimento de uma
multiplicidade de representacGes (tanto em forma como em tipo e caracteristicas
nucleares) torna-se fulcral aquando da aquisicao e desenvolvimento de um mais profundo
conhecimento matematico relacional. O conhecimento associado a esta multiplicidade de
visdes, e aos motivos matematicos que as sustentam, torna-se, assim, essencial para a
preparacdo e implementacdo de tarefas desafiadoras (Charalambous, 2008), bem como
para a atribuicdo de significado as respostas de outros — mesmao, e essencialmente, quando
distintas das esperadas e conhecidas pelo proprio professor. O contetido e natureza do
conhecimento dessa multiplicidade de representacdes associa-se ao equacionar o tipo,
forma e contetdo do feedback a fornecer — que conhecimentos matematicos sustentam as
opcdes a tomar e porqueé.

O conhecimento do professor é considerado, aqui, na perspetiva do MKT também pelo
fato de o trabalho do professor ser (ou dever ser) frequentemente distinto do de outros
que utilizam a mateméatica em outros contextos que ndo o processo de ensino e
aprendizagem — apenas como instrumento, sustentando num saber fazer. Uma dessas
diferencas refere-se a que o professor deverd desenvolver o que Ball et al., (2008)
denominam de tarefas de ensinar, incluindo nestas “avaliar explicagdes matematicas” e
“avaliar a plausibilidade das afirmacdes dos alunos”. Estas duas tarefas de ensinar,
quando consideradas de forma conjunta, relacionam-se, de modo imbricado, com o
conhecimento associado ao recurso de multiplas representacdes, bem como a atribuicdo
de sentido a representacdes alternativas. Este conhecimento que permite ao professor
atribuir sentido as diferentes representacfes (respostas) dos alunos, e sustentar um
feedback construtivo, é denominado de conhecimento interpretativo (Jakobsen, Ribeiro,
Mellone, 2013), correspondendo a um aspeto particular do Specialized Content
Knowledge (SCK).

O MKT efetua uma distincdo entre 0 Common Content Knowledge (CCK) e o SCK,
considerando que o CCK se encontra relacionado com os tdpicos que se abordam
(explicitamente) na tarefa, sendo um requerimento para a resolver. Corresponde, assim,
a um conhecimento matematico utilizado tanto no ensino como noutros contextos (e.g.,
engenheiros apenas necessitam um conhecimento que lhes permita encontrar a resposta
para as questdes formuladas). Complementar a este CCK o professor para interpretar e/ou
avaliar (e fornecer feedback) o trabalho dos alunos, entendendo um conjunto diversificado
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de representacGes e navegando de forma frutifera entre elas (Ribeiro, 2011), necessita de
um conhecimento matematico que se considera parte do SCK. Assim, para além de saber
encontrar a resposta a determinado problema, conhecer a definicdo de um conceito ou
determinar o resultado de determinada operacao, é essencial que os professores detenham
também conhecimentos matematicos que lhes permitam entender o raciocinio
matematico que sustenta determinados calculos, definicdo ou estratégias de resolucdo de
problemas — SCK (Thames & Ball, 2010).

Nesse sentido, os professores deverdo ser detentores de um amplo conhecimento de
exemplos, estratégias e representacGes associadas a resolucdo (e formulacdo) de
problemas, o que lhes permitira, também, entender/atribuir significado a solucdes que
sejam distintas das suas proprias, podendo estas incluir representacdes alternativas — tanto
em forma como em termos de processos e raciocinio associado. A atribuicdo de sentido
a essas representagdes que se encontram fora do seu “proprio espago solucdo” para o
problema proposto configura-se como um aspeto essencial no conhecimento do professor,
implicando também as posteriores escolhas das estratégias a seqguir, recursos a utilizar e
feedback a fornecer — a escolha dessas estratégias, recursos e feedback (sua adequacao e
forma) sustentam-se na especificidade do conhecimento matematico do professor que
molda o seu conhecimento didatico (Baumert, Kunter, Blum, et al., 2010). Note-se que
este espaco de solucdes é encarado de forma complementar ao assumido por Leikin e Lev
(2007), uma vez que nao se considera como a multiplicidade de solucbes apresentadas
por um grupo de especialistas, mas sim possiveis diferentes formas de representar a
solucdo do problema e/ou diferentes estratégias — situacbes envolvendo uma Unica
solucdo, ao contrario dos problemas propostos por Leikin e Lev (2007).

Assim, a ampliacdo do prdprio espaco de solucdes requer, e sustenta-se, por um lado, nas
diferentes abordagens, raciocinios e representacdes utilizadas para encontrar a solugdo de
um problema — onde um conhecimento integrado de imagem e definicdo dos conceitos
(Vinner, 1991; Tall, 1988) envolvidos se torna essencial —, mas também no conhecimento
matematico que sustenta atribuir sentido as solucdes apresentadas por outros (alunos). O
conhecimento matematico envolvido na atribuicdo de sentido de tais representacdes,
essencialmente quando alternativas e fora do nosso préprio espaco solucdo
(conhecimento interpretativo — Jakobsen, Ribeiro, & Mellone, 2014) é, portanto,
substancialmente mais complexo, profundo e amplo do que apenas saber resolver o
problema proposto (saber fazer) ou pensar em possiveis solucdes ou estratégias,
evolvendo, assim, um conhecimento relacional que permita expandir as fronteiras do
espaco de solugdes de cada individuo.

A utilizacdo de representacdes no ensino é encarada, desde ha varias décadas, como um
aspeto essencial, considerando os professores a sua importancia como aspeto
motivacional, mas relegando para segundo plano o seu papel para a aprendizagem
conceptual (Ball, 1993). Por outro lado, o tema das fragdes € um dos temas em que o0
recurso a multiplas representagdes assume uma importancia significativa para as
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aprendizagens dos alunos (e.g., Siegler et al., 2010). Considerando que 0 conhecimento
do professor € um dos fatores cruciais nessas aprendizagens (e.g., Llinares & Krainer,
2006; Nye, et al., 2004) e que a formacao inicial devera contribuir para desenvolver esse
conhecimento especifico (interpretativo) que permita entender uma multiplicidade de
representacdes para um mesmo ente/conceito matematico e/ou resposta a um problema,
torna-se essencial uma abordagem especifica ao recurso das representacdes como forma
de alcancar esse objetivo. Dessa forma sustentar-se-a o desenvolvimento de um
conhecimento que possibilite, posteriormente, conceptualizar e implementar tarefas que
desenvolvam nos alunos um conhecimento conceptual.

Contexto e método

Este texto é parte de um projeto mais amplo que tem como um dos seus objetivos
conceptualizar tarefas que permitam aceder e desenvolver o conhecimento matematico
de alunos e professores (atuais e futuros), sendo que o recurso a representacoes
alternativas se configura como um dos aspetos centrais. Apesar de terem sido recolhidas
informacdes em diversos paises (e.g., Itdlia, Noruega, Brasil) em contextos de formacéo
inicial e continua de professores (licenciaturas e mestrados) bem como em programas de
doutoramento, aqui o foco de atencdo séo as informac6es recolhidas numa Instituicdo de
formagéo de professores em Portugal e, em particular, as respostas fornecidas por 20
estudantes do 3.° ano de uma Licenciatura em Educagdo Bésica (LEB) onde o primeiro
autor era o docente responsavel.

As informagdes constam das respostas dos estudantes a uma tarefa no &mbito das fragoes,
tendo esta sido aplicada e discutida durante duas aulas (3 horas cada) de uma disciplina
de opcéo, onde o foco era o desenvolvimento do conhecimento matematico especializado
do professor. Complementarmente foram realizadas também entrevistas clinicas a alguns
estudantes e todas as aulas foram gravadas em audio e video, o que permitiu, também,
posteriormente, uma reflexdo e discussdo focada nas representacBes utilizadas, nos
argumentos apresentados e no feedback que forneceriam (uma das questdes da tarefa),
tendo como foco os aspetos matematicos que sustentam tais opcoes.

A tarefa que se discute aqui encontra-se dividida em duas partes e inicia-se com uma
questdo “tipica” para alunos do 2.° Ciclo, mas situada num contexto de prética:

A professora Maria pretende explorar com os seus alunos algumas
nogOes associadas ao conceito e natureza das fragdes, tendo com esse
intuito preparado um conjunto de tarefas envolvendo cinco barras de
chocolate iguais. Abaixo encontra-se a tarefa que preparou para 0s
seus alunos:

Que quantidade de chocolate receberdo seis alunos se dividirmos
igualmente entre eles cinco barras de chocolate?
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Na primeira parte da tarefa solicitava-se que os estudantes apresentassem uma resposta
ao problema (Responde ao problema colocado pela professora Maria — deves responder
para ti proprio e ndo como um aluno), correspondendo a um conhecimento que se supde
um aluno do 6.° ano detenha sendo, portanto, considerado incluido no CCK.

Com a segunda parte da tarefa tinha-se por objetivo aceder, discutir e desenvolver o
conhecimento matematico especializado associado a uma multiplicidade de
representacdes apresentadas como respostas de alunos ao problema inicialmente
proposto.!! Pretendia assim mobilizar os seus (possiveis) conhecimentos associados
conjuntamente as fragbes (conteddo matematico) e multiplas representacdes; navegar
entre multiplas representacdes (sendo o seu conhecimento matematico especializado o
ambiente que proporciona tal navegacdo); as perspetivas de representacdo numeérica
(aritmética e algebraica) versus representacdes pictdricas, e o papel atribuido as
representacdes, bem como obter informacdes sobre aspetos do feedback a fornecer (ainda
que de forma indireta e inexplicita).

A questdo colocada foi a seguinte:

Para cada uma das respostas dos alunos indica se a consideras
matematicamente correta (adequada) ou ndo, justificando a tua
resposta. Nos casos em que consideres as respostas inadequadas,
regista um possivel feedback a fornecer ao aluno de modo a auxilia-lo
no desenvolvimento do seu conhecimento matematico.

Madalena
(ada @ 5'@ wom :

0,5

gmm Mariana + e
N —@0oo 0,3(3)

DUl —@5R9— |

Chda  RilgA vAi FAR con- v =

o~ i 0.86)
Figura 1: Resolugdo da Mariana, Figura 2: Resolucéo da Madalena
exclusivamente pictorica conjugando representacéo pictorica e

numérica (fracionéria e decimal)

Também pelo contexto em que a tarefa foi explorada (unidade curricular onde se
pretendia de forma explicita, desenvolver o conhecimento matematico especializado do
professor)*?, a sua conceptualizacio, e a escolha das representacdes a incluir, tinham dois
objetivos principais associados. Por um lado possibilitar que os estudantes fossem
confrontados com situacdes emergentes da pratica — que podem ocorrer durante a sua

11 Da tarefa faziam parte sete diferentes resolucdes, porém, aqui apenas duas delas sdo apresentadas.

12 Os estudantes referem, tanto nas entrevistas como durante a exploragéo da tarefa, que em outras unidades
curriculares o tema das fragdes e das representaces tinha ja sido abordado, mas que as situacfes propostas
foram exploradas “somente em como encontrar a resposta para os problemas, sendo que muitos deles eram
de manuais do 5.° ou 6.° anos” (entrevista).
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atividade enquanto professores — e, por outro lado, discutir também as suas préprias
crencas e conhecimento associado tanto aos aspetos didaticos como matematicos®®.
Assim, a propria conceptualizacao da tarefa pretendia possibilitar aceder e desenvolver o
conhecimento especializado dos futuros professores no contexto dos racionais e em
situacOes envolvendo mdaltiplas representagdes. Pretendia-se desenvolver conhecimentos
e habilidades em trabalhar e navegar entre representacdes algébricas de numeros
racionais, as suas representacdes pictoricas e as respetivas respostas escritas — navegar
entre diferentes linguagens. E de salientar que as representacdes incluidas na tarefa s&o
consideradas matematicamente ricas pois permitem aceder, discutir e desenvolver o
conhecimento dos resolutores relativamente a diferentes aspetos, tais como seja,
averiguar se detetam respostas incorretas; se consideram como (in)adequadas respostas
envolvendo apenas representacfes pictoricas; se entendem o raciocinio e a matematica
subjacente a multiplicidade de representaces.

A andlise foi elaborada em duas etapas. Primeiramente centrou-se na identificacdo dos
conhecimentos matematicos revelados pelos estudantes ao responderem ao problema
(para si préprios) — que tipo de respostas apresentavam (corretas ou ndo) e que
representacdes eram utilizadas. Posteriormente focaram-se as justificagcOes apresentadas
ao interpretarem, e atribuirem sentido as diferentes representacdes apresentadas na
segunda parte da tarefa. Note-se que o foco ndo é na falta de conhecimento revelado mas
sim na obtencdo de um mais amplo entendimento dos motivos matematico que poderdo
sustentar o proprio entendimento das representacGes pelos estudantes, de forma a
melhorar as tarefas com que sdo confrontados e a forma como sdo exploradas —
contribuindo, assim, para um incremento do seu conhecimento matematico especializado
e para a melhoria da formacéo.

Resultados e discussao

Ao responderem a primeira parte da tarefa (fornecer a resposta ao “problema’), a maioria
dos estudantes optou por recorrer a combinacgdo de representacdes graficas e numéricas.
Uma resposta tipica dos estudantes contém uma representacao pictdrica das cinco barras
de chocolate, dividindo-as em seis partes (supostamente iguais), recorrendo a essa
representacdo para fornecerem a sua resposta final: (a) cada aluno fica com cinco partes;
(b) cada aluno fica com 2 de cada barra. Estas respostas revelam o entendimento dos

estudantes relativo, por um lado, ao papel do todo (unidade) mas também, relativo aos
diferentes significados das fragdes (dificuldades em resolver problemas envolvendo-os —
Pinto & Ribeiro, 2013). Revelam também dificuldades em sair do corpo dos inteiros,
apesar de o contexto do problema o situar, explicitamente, num contexto de fragdes. Estas

13 Apesar de ser uma unidade curricular da Licenciatura, incluida na area da matematica, considerando o
contexto da formag&o de professores, um dos aspetos essenciais de todas as unidades curriculares de que o
primeiro autor é responsdvel nesta &rea assumem como ponto de referéncia as especificidades do
conhecimento matematico do professor.
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dificuldades dos estudantes séo, s6 por si, preocupantes pois este configura-se como um
problema para alunos dos anos iniciais — seus futuros alunos; os estudantes encontram-se
jano terceiro ano da sua formacao inicial, e tiveram ja pelo menos uma unidade curricular
onde os racionais, e em particular as fragdes foram abordadas'4; o espaco de respostas
fornecido, e as representacOes utilizadas (semelhantes a de alunos) problematiza o ponto
de partida para o desenvolvimento do seu conhecimento interpretativo — e, portanto parte
do conhecimento especializado do professor.

Das respostas dos 20 estudantes ao analisarem a solucdo proposta pela Mariana (Figura
1), apenas um desses estudantes apresentou um possivel raciocinio correto associado a
representacdo apresentada, assumindo os restantes que a solucdo apresentada estava
incorreta e referindo, explicitamente, que ndo entendiam o que a Mariana tinha feito.
Alguns dos argumentos apresentados:

Rita: N&o entendo o raciocinio. Entendo qual o objetivo mas ela ndo foi capaz
de mostrar o que fez, nem sequer o raciocinio que seguiu,
portanto a solucdo esta incorreta, e ndo é, de todo, clara.

Marta: A resposta esta incorreta pois ela ndo apresenta nenhum numero.

Raquel: A solucdo da Mariana esta incorreta pois ela representou 10 barras de
chocolate mas depois apenas selecionou seis dessas barras, e ndo
€ isso que € pedido no problema. Na sua resolucdo ndo existe
qualquer referéncia a utilizacéo de cinco barras.

Estas respostas dos estudantes mostram a associagdo entre o0 ndo entenderem a
representacdo apresentada (e, obviamente o raciocinio e aspetos matematicos associados)
e 0 assumirem que essa solucéo se encontra incorreta, ndo podendo, portanto ser aceite.
Este ndo entendimento da representacdo apresentada como solugédo associa-se, por um
lado ao papel que atribuem a(s) representacdo(des) numérica(s) e, assim, tanto a
Aritmética como & Algebra. Por outro lado associa-se ao fato de este tipo de representacio
se encontrar fora do seu préprio espago solugdo e a dificuldade (incapacidade) em
construirem conhecimento a partir de uma sua andlise. Também a dificuldade em

interpretar a representacéo das barras de chocolate como 7 das cinco barras € reveladora
de uma problemaética em navegar entre diferentes representacdes, mesmo quando estas se
encontram inseridas num mesmo tema matematico e envolvendo apenas metades. A
importancia atribuida ao papel da Algebra, ¢ necessidade da presenca de “ntimeros” nas
respostas aos problemas encontra-se, ainda, de tal forma imbuida nos estudantes que
mesmo o Unico estudante que tinha previamente explicado de forma correta o raciocinio
associado a representacdo da Mariana considera que a resposta nao podera ser aceite como
correta.

14 Referido explicitamente no programa de estudos de LEB, bem como na ficha curricular da unidade
curricular, e pelos estudantes nas préprias aulas e nas entrevistas.
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Dina: Apesar de o raciocinio se encontrar correto, ndo existe referéncia a
qualquer nimero e, portanto, ndo podemos aceitar esta resposta
como correta.

Esta argumentacdo justifica a necessidade de identificar as situacbes matematicamente
criticas, assumindo-as como ponto de partida para a preparacdo e implementacdo de
tarefas que permitam desenvolver o conhecimento especializado do professor (Ribeiro &
Carrillo, 2011). Estes resultados salientam, também, a necessidade de uma alteracédo de
foco na formacdo de professores — de um saber resolver os problemas (do nivel dos
alunos) a um conhecimento que lhes permita fornecer um feedback construtivo,
assumindo o navegar entre multiplas representacdes um aspeto essencial nessa alteracdo
de foco.

A solucdo apresentada pela Madalena (Figura 2) foi incluida na tarefa pois a aluna recorre
a duas formas de representagdes “distintas” para indicar a quantidade de chocolate que
cada aluno receberia. Estas representacdes, complementam a efetuada pela Mariana
(Figura 1), permitindo explorar a complexidade da(s) relacdo(0es) entre a representacao
fracionaria e decimal (e em particular a representacdo de dizima infinita periddica), bem
como outras formas diferentes de representar algebricamente a quantidade que cada
crianca recebera (1 +4=0,5+0,(3)).

Ao analisarem a resposta da Madalena os estudantes aparentemente ndo atribuem sentido
a correspondéncia entre a representacao pictorica e numérica, nem ao significado
matematico do que corresponde 0,8(3) enquanto dizima infinita e quantidade de chocolate
a distribuir'® (mais de metade dos estudantes associam esta representa¢do a uma divisao
com resto diferente de zero).

Joana: As operacdes estdo corretas mas ndo podem ser utilizadas neste problema
pois é dito que ndo sobra nada, e neste caso ficamos com algo a
sobrar.

Anabela: A Madalena efetuou corretamente a operagdo, mas a divisdo em partes
iguais do chocolate ndo estd correta pois a divisdo devera ser
exata, ndo sobrando nada. Neste caso ela distribui 0,8 mas (3)
ficam de fora.

Este tipo de respostas (assumindo a correcdo da operacdo mas a inadequacéo da resposta)
é simultaneamente problematico e potente. Problematico pois o tema das dizimas infinitas
é parte do curriculo do 8.2 ano de escolaridade (MEC, 2013) tendo sido também um dos
temas abordados numa unidade curricular da LEB. Potente porque permite refletir e
discutir sobre aspetos relacionados com a multiplicidade de conexdes (e seus tipos) entre

15 Esta correspondéncia e existéncia de tal quantidade foi um dos aspetos discutidos posteriormente. Para
mais informac@es sobre 0s aspetos do conhecimento do professor associado a um conhecimento da Histéria
da Matematicos e da Educacdo Matematica consultar, por exemplo, Ribeiro (submetido).
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diferentes representacdes e ndo apenas sobre as representacdes em si (conexdes entre, por
exemplo,+/2, continuidade, funcdes, nogdes de infinito(s)) — efetuando, sempre, uma
abordagem considerando a pratica como ponto de partida e de chegada, assumindo a
investigacdo, seus processos e resultados, como a ponte entre estes dois contextos.

Comentarios finais e perspetivas futuras

Os resultados deste trabalho relativo ao conhecimento especializado de futuros
professores relativamente a multiplicidade, diversidade e possibilidade de navegacao
entre diferentes representacdes (no ambito das fracdes, mas também expandindo-o)
permitem identificar um conjunto de aspetos essenciais para a formacédo (inicial) de
professores. Esses aspetos referem-se tanto a pré-requisitos como necessidades de
mudanca de foco e objetivos, de modo a que esta néo se limite, quando o caso, a explorar
diferentes representacOes de fracdo associando-as “apenas” aos seus distintos
significados.

Note-se que, apesar de o foco da investigacdo néo ser a identificacdo de dificuldades, a
obtengdo de um conjunto de exemplos, e um mais amplo entendimento dos porqués
matematicos associados, configura-se também como um ponto de partida para a
conceptualizacdo de tarefas que envolvam multiplas representacfes e permitam
desenvolver o conhecimento matematico especializado dos (futuros) professores,
contribuindo para erradicar essas dificuldades. Podemos constatar também como as
tarefas propostas permitem mobilizar e desenvolver tanto o conhecimento matematico
dos resolutores, como também mobilizar as suas crencas sobre que representacdes se
podem utilizar em matematica, relacionadas com o tipo de trabalho matematico especifico
envolvido e potenciado em cada representacao.

Considerando que o conhecimento matematico especifico para a atuacdo docente pode
ser ensinado (Hill & Ball, 2004), é essencial que os (futuros) professores experienciem
na formacdo situacdes semelhantes as que poderdo encontrar na préatica (Carless, 2003;
Pinto & Ribeiro, 2013). Essa relacdo com a préatica, e a discussdo de mdaltiplas
representacdes, originarias nas respostas de outros a um determinado problema,
configura-se como um dos aspetos esséncias para o desenvolvimento de um
conhecimento especializado (interpretativo) que permitira fornecer feedbacks
construtivos e evitar que 0s nameros racionais continuem a ser um dos temas mais
problematicos tanto para os alunos como para os futuros professores (pelo menos) dos
anos iniciais (e.g., Newstead & Murray, 1998; Pinto & Ribeiro, 2013).

A dificuldade destes futuros professores em deixarem o seu proprio espaco de solucdes,
adequando e transformando o seu conhecimento matematico (esperado) num
conhecimento matematico situado num contexto de préatica (a natureza da tarefa), leva-
nos a refletir sobre as suas proprias experiéncias matematicas anteriores, em particular no
que concerne a formac&o de professores, e ao tipo, natureza, forma e objetivos associados
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as tarefas com que terdo sido confrontados — e, portanto 0 nosso préoprio papel enquanto
formadores. Ampliando essa reflexdo, e necessidade de mudanca, salientam-se as
potencialidades das tarefas que envolvem racionais e suas diferentes representacfes
(associadas tanto aos sentidos como as resolucgdes de problemas e raciocinio associados)
no sentido de potenciar a emergéncia de discussdes relativas a outros conceitos,
permitindo que os resolutores (alunos, estudantes, professores) desenvolvam uma
familiaridade com a disciplina (Jakobsen, Thames, & Ribeiro, 2013). Uma possivel linha
de trabalho nesse sentido serd a de considerar a efetiva inclusdo da Historia da Matematica
e da Educacdo Matematica na formacdo de professores (ndo como conteudo mas como
contexto), de forma a que estes possam obter também uma visdo mais ampla, e
conhecimento associado, sobre de onde vimos e para onde vamos, de forma a que 0s erros
(do passado) sejam efetivamente uma fonte de aprendizagem (Ribeiro, submetido) e
entendam a necessidade de ensinar de forma distinta da que foram ensinados.

Procurando complementar as informacGes e resultados obtidos é essencial desenvolver
novas tarefas aprofundando o &mbito dos racionais, mas também abordando outros
conceitos (e.g., probabilidade, medida, infinito), de forma a contribuir para um mais
amplo entendimento do contetido do conhecimento do professor, e seu papel ao recorrer
a, e navegar entre, multiplas representacdes, desenvolvendo o seu conhecimento
interpretativo (Jakobsen et al., 2014) — tanto de uma forma local como global,
considerando as conexdes tanto explicitas como implicitas.
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Neste poster apresentamos uma parte de um projeto de Doutoramento, que ainda esta na
sua fase inicial e no qual se pretende investigar sobre o conhecimento matematico de
professores do 1.° ciclo, em Portugal. Nesse ambito, definiram-se quatro questdes de
investigacdo: (1) O que se avalia nos docentes de 1.° ciclo em Portugal? (2) Como se
caracteriza o conhecimento matematico de professores de 1.° ciclo em Portugal até 5 anos
de servico? (3) Que conhecimentos matematicos revelam os professores de 1.° ciclo sobre
conceitos de geometria elementar? (4) Quais os obstaculos na construcdo de conceitos
geométricos elementares por parte de professores de 1.° ciclo? Recorreremos a uma
metodologia mista envolvendo métodos qualitativos e quantitativos. Relativamente as
questdes (1) e (2) destaque-se, como instrumentos de recolha de dados, as Provas de
Avaliacdo de Conhecimentos e Capacidades — Componente Especifica — Matematica
nivel 1 e respetivos resultados. Quanto a recolha de dados para dar resposta as questoes
(3) e (4), sera feita a partir de um questionario, aplicado a aproximadamente uma centena
de Professores ou futuros professores, da zona Norte, e, posteriormente, a entrevistas a
alguns destes professores (aproximadamente uma dezena). Neste pdster debrucar-nos-
emos apenas sobre as questdes (3) e (4) pois é precisamente na procura de respostas para
essas questdes que irdo ser estudadas as representacdes matematicas. Ao caracterizar 0s
conhecimentos geométricos dos professores de 1.° ciclo identificando-se os obstaculos de
natureza cognitiva na construcdo de conceitos geométricos elementares, analisar-se-a,
entre outros aspetos, o papel das representacbes na formacgdo destes conceitos
geométricos.

Desde os anos 80, que as representagdes matematicas tém vindo a ganhar cada vez mais
importancia no campo da investigacdo matematica. Por sua vez, na area do curriculo de

257


mailto:catarinavasconcelosgoncalves@gmail.com
mailto:magomes@ie.uminho.pt

EIEM 2015

Matematica, tém tido destaque, ao nivel internacional, desde que foram incluidas como
um dos “process standards” pelo NCTM (2007). Em Portugal, também ganharam
destaque, desde que surgiram no Programa de Matematica de 2007 (ME, 2007) como
uma orientacdo metodologica geral e como uma recomendacéo especifica na abordagem
dos diversos conceitos e topicos.

Os conceitos matematicos caracterizam-se, segundo Dehaene (1999), como objetos
mentais para o0 agente cognitivo de cada individuo. Assim, dada a natureza abstrata dos
objetos matematicos, so é possivel trabalha-los através de representagdes.

Relativamente aos conceitos geométricos, em destaque neste trabalho, apesar de
apresentarem qualidades concetuais, também refletem propriedades espaciais. Assim,
segundo Fischbein (1993), no caso especial do raciocinio geométrico, lida-se com objetos
mentais que possuem simultaneamente propriedades concetuais e figurativas.

Em Geometria, conforme o tipo de figura, pode-se ter diferentes niveis de representacéo.
Parzysz (1988) identifica dois niveis distintos de representacédo de figuras geométricas. O
nivel 1, intitulado de representacéo proxima, a representacdo tem a mesma dimensao da
figura geométrica. Ha apenas uma mudanca do abstrato para o concreto. Relativamente,
ao nivel 2 — representacao distante — a dimensao da representacao € inferior a da figura.
Parzysz (1991) refere que as representacfes graficas, em Geometria, tém as seguintes
funcBes: ilustram definicbes ou teoremas, agrupam um complexo conjunto de
informacdo, ajudam a elaborar conjeturas, ajudam a demonstrar.

Num estudo realizado por Gomes (2003), verificou-se que os sujeitos tém dificuldades na
representacdo de conceitos, dada a sua defini¢do e por outro lado, tendem a basear-se nas
representacdes para definir o conceito e para retirarem propriedades deste. Notou-se
também, nesta investigacdo (Gomes, ibidem), que os participantes preferem usar
representacdes em vez de definigdes, o que leva a que possam criar imagens limitadas
dos conceitos.

Stylianou (2010) estudou as concecdes dos professores sobre representacdes, concluindo
que apesar de utilizarem varios tipos de representacfes no seu ensino, os professores nao
0 fazem conscientemente e com uma intengdo definida. Definem representagdes como
produto (desenhos, tabelas, diagramas) e ndo tanto como processo (isto é, o processo de
representar objetos e ideias matematicas). Tendem a encarar as representacfes dos alunos
como modelos visuais informais de reduzido valor e ndo como representacoes
verdadeiramente matematicas.
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Para formar docentes para atuar na Educagdo Basica numa perspectiva consoante com as
indicacOes das atuais tendéncias propostas pelas Diretrizes Curriculares Nacionais de
Formac&o de Professores € preciso agregar conhecimentos (disciplinares, pedagégicos e
didatico-pedagdgicos da matéria de ensino) e atitudes que possibilitem que os
profissionais sejam capazes de entender a necessidade de atuar neste cenario de maneira
a transforma-lo. Assim, é imprescindivel que estes sujeitos reconhecam que irdo atuar
como autores de suas praticas educativas que possam atribuir sentido a aprendizagem. No
Brasil encontramos relatos de pesquisas (Curi, 2004; Pires, 2008) que indicam que a
disciplina "Metodologia e Pratica do Ensino de Matematica™ seja ministrada nos cursos
de Pedagogia com uma carga horéria restrita e sempre marcada por crencas e esteredtipos
que vinculam a imagem da matematica e do professor como sendo os vildes responsaveis
por histdrias de fracasso e evasdo escolar.

O presente trabalho trata de um projeto de investigacdo que integra as atividades do
Ndcleo de Estudos e Pesquisas sobre Narrativas Educativas, Formacdo e Trabalho
Docente. A pesquisa teve inicio no interior de uma ACIEPE (Atividade Curricular de
Integracdo Ensino Pesquisa Extensdo) ofertada a alunos dos cursos de Pedagogia e a
professores da rede publica de ensino municipal e estadual da regido Sorocaba, interior
do Estado de Sao Paulo e voltada ao estudo das possibilidades didaticas para o ensino e a
aprendizagem da matematica nos anos iniciais. No trabalho realizado no decorrer de dois
semestres, as representacdes sobre o processo educativo em matematica dos participantes
da ACIEPE serviram de subsidios para a reflexdo e a partir de entdo delineamos
alternativas didaticas para redimensionar o ensino desta disciplina.

As produc0es dos participantes da ACIEPE foram tomadas como objeto de investigagédo
e selecionamos um recorte do estudo abordando a problematica do ensino de geometria
para apresentar no Encontro de Investigagdo em Educacdo Matemética. Nesta
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perspectiva, o trabalho proposto para este evento considera os aspectos pedagdgicos e
epistemoldgicos das representacbes de aulas dos participantes, enfatizando a
complexidade presente no processo educativo da geometria.

O trabalho que aqui se apresenta propde-se, portanto investigar as possiveis mudancas
conceituais nas dimensGes disciplinares, pedagogicas e didatico-pedagogicas
relacionadas ao ensino de geometria por que passaram os participantes da ACIEPE, tendo
por base a identificagdo e analise dos mitos que sustentam suas representagdes. Para tanto,
foi desenvolvido um Estudo de Caso, com enfoque qualitativo que toma como dados de
andlise os proprios registros dos participantes focalizando o ensino de geometria.

Os referenciais que sustentaram o trabalho com os participantes da ACIEPE envolveram
os proprios documentos oficiais nacionais que orientam as praticas educativas e
especialmente as contribui¢des de Passos (2000), Fidalgo & Ponte (2004), Pais (1996) e
Pavanello (2004). Considerando ainda o modelo de Van Hiele de desenvolvimento do
pensamento geométrico (Crowley, 1994) foram discutidos nos encontros o0s
procedimentos dos participantes da ACIEPE para trabalhar em sala de aula com sélidos
geométricos no plano e no espaco, assim como as dificuldades no reconhecimento de
representagdes planas de objetos tridimensionais assim como as relacdes entre
representacdo, visualizagdo, a familiaridade com o desenho, as convengbes e o
vocabulério proprios da geometria. Também foram analisadas as produgdes relacionadas
ao entendimento dos participantes sobre o processo educativo em geometria e a maneira
que o organizam.

A andlise dos dados mostrou a importancia da visualizacdo e da representacdo
geométricas no processo educativo que os professores conduzem. Foram destacadas
consideracBes didatico-pedagogicas que poderdo constituir-se em contribuicdes para
desencadear reflexdes sobre o ensino de geometria e para a melhoria do trabalho em sala
de aula assim como se evidenciou a importancia da superacdo de certos mitos, crencas,
valores e falsas ideias com vistas a uma transformacéo na acao pedagdgica.
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No presente trabalho estd em foco a formacdo continuada de professores que ensinam
Matematica nos anos iniciais. Esta formacéo, que aconteceu na rede publica de Séo Paulo,
Brasil, teve como temaética a pratica de Modelagem Matemética como um ambiente de
aprendizagem e que se configurou como o cenario de investigacao a esta formacao. Esta
formagcdo foi realizada em encontros semanais presenciais, aos sabados, e contou com
uma duracédo total de quarenta horas e se constituiu no que podemos chamar de um
ambiente de aprendizagem (Barbosa, 2002), palco de nosso estudo, e que é caracterizado
por ser a etapa em que 0 pesquisador teve a oportunidade de interagir com 0s sujeitos
envolvidos na investigacao.

Neste ambiente, oferecemos situacOes de aprendizagem para que 0s professores
pesquisassem, analisassem e descobrissem relagbes entre objetos matematicos,
procurando identificar as propriedades inerentes aos mesmos, articulando conceitos,
procedimentos e representacbes matematicas. As atividades propostas nos permitiram
realizar uma leitura sobre o conhecimento matematico do professor, bem como observar

16 Bolsista da CAPES — Brasil.
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suas concepcdes sobre as representacbes matematicas no processo de ensino e
aprendizagem, o que nos foi importante na hora de decidir sobre as possiveis inferéncias
a serem realizadas ao longo das discussdes dentro do grupo.

A referida formacéo continuada norteou-se pelo quadro tedrico proposto por Ball (2000),
Ball, Hill e Bass (2005), Hill, Rowan e Ball (2005), Ball, Thames e Phelps (2008) e Ball,
Hill e Shilling (2008) que tem como foco o Conhecimento Matemético para o Ensino,
assim como pelas perspectivas sobre Modelagem Matemaética discutidas por Barbosa,
(2001, 2002) e Caldeira (2009). Dessa forma, as agdes e atividades propostas aos
professores tiveram a intencdo de promover reflexdes sobre a pratica deles, bem como
fomentar discussdes sobre os conhecimentos para o ensino.

Alguns elementos destacados por Ball e seus colaboradores como necessarios e
fundamentais ao conhecimento matemético para 0 ensino mostraram-se fortemente
presentes ao longo da formacéo oferecida, como por exemplo, a escolha de uma melhor
representacdo para uma ideia matematica especifica, a partir das representacfes propostas
pelos professores, buscando caminhos para tornar o conteddo mais compreensivel para
os alunos. Concordamos com Stylianou (2010) que as representacdes matematicas sao
“uma parte vital na explicacdo que os professores fazem de novos conceitos, ilustragdes
nos processos de resolucdo de problemas e na criagdo de ligagdes entre conceitos” (p.
329), e o entendimento do professor sobre as representacbes matematicas influencia sua
pratica de sala de aula, o que implica na aprendizagem dos alunos.

Nossa pesquisa, esta alicercada pelos principios da pesquisa-acdo (Sandin Esteban, 2010)
e, para a producdo de dados, usamos as gravaces em video dos encontros, questionarios
e entrevistas com os participantes. Em relacdo ao conteddo especifico de Matematica,
uma de nossos objetivos foi o de fomentar uma discussdo sobre o ensino e aprendizagem
da Geometria. Assim, essa investigacdo possibilitou investigar o conhecimento dos
professores em relacdo a este contetdo, bem como compreender o que eles fazem ao
ensinarem esse conteudo e de que forma fazem, considerando suas escolhas
metodoldgicas, suas percepcdes e concepcbes em relagdo ao ensino, em relagdo as
representacdes matematicas, suas estratégias de ensino, seu conhecimento matematico,
entre outros elementos que sejam essenciais para contribuir com o processo de ensino e
aprendizagem da Geometria.

Para a andlise dos dados utilizamos o método da analise de contetdo. Os resultados
parciais apontam que por meio da Modelagem Matematica na formacao do professor foi
possivel que identificassemos ndo apenas 0s conhecimentos matematicos mobilizados
pelos professores em relagdo aos conteddos matematicos que estavam sendo discutidos,
ou mesmo como eles revelam suas concepcOes acerca das representacbes matematicas,
mas também que compreendéssemos como estes professores reconhecem o0s problemas
que envolvem esses contetidos e suas representacées. Estes resultados apresentam, ainda,
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evidéncias de que uma formacdo continuada sob a otica da Modelagem Matematica
contribui para o0 Conhecimento Matematico para o Ensino.
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Muitas das representagdes matematicas que hoje utilizamos resultam de um trabalho
continuo de transformacdes ao longo de séculos. No entanto, a investigacdo sobre a
importancia das representagdes na aprendizagem da matemaética é relativamente recente,
tendo surgido na literatura associada a forma como os alunos compreendem as ideias e 0s
conceitos matematicos e a resolucdo de problemas. Atualmente, a introducdo, uso e
exploracdo de representacfes matematicas fazem parte de uma perspetiva didatica
empenhada em desenvolver a compreensdo, a construcdo de significado matematico, a
flexibilidade de raciocinio matematico e a pluralidade de modos de pensar
matematicamente. Associadas a estas intencfes pedagdgicas e verdadeiras metas
educativas no ensino da matematica, a importancia das tarefas e dos materiais e recursos
a integrar na sala de aula torna-se central. Muitos dos recursos a que hoje o professor de
matematica tem acesso sdo de natureza tecnoldgica ou multimédia. E estes novos recursos
trazem novas formas de representar conceitos, processos € mesmo objetos matematicos
(contrariando cada vez mais a ideia de que os objetos matematicos apenas se podem
imaginar) que vém, por seu turno, provocar mudangas nas préaticas de ensino. Por isso,
parece-nos ter todo o sentido pensar e discutir as representacbes matematicas nas praticas
de ensino e nos recursos didaticos.

Este grupo de discussdo € composto por cinco comunicacdes e um poéster que se
distribuem entre os recursos materiais e as praticas dos professores, no que se refere ao
tema central deste Encontro: as representacdes matematicas.

As comunicagdes propostas neste grupo debrucam-se, particularmente, sobre as
representaces matematicas presentes em diversos recursos, tais como manuais escolares,
e sobre a forma como os professores recorrem a diferentes representagdes para apoiar as
aprendizagens matematicas dos seus alunos.
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Para discutir as transformacdes que as diferentes representacdes matematicas tém sofrido
ao longo dos tempos, temos neste grupo as comunicacOes de Isabel Teixeira, Cecilia
Costa, Paula Catarino e Maria Manuel Nascimento sobre As representacdes matematicas
nos sistemas de equacOes: analise de trés manuais escolares de épocas diferentes e a
comunicacdo de Maria Manuel, Paula Catarino e Helena Campos sobre as
Representagoes matematicas no ensino da “geometria” da 3.“ e 4.“ classes do ensino
primario elementar de 1938 a 1941: um estudo descritivo de dois livros.

Na primeira comunicagdo as autoras apresentam uma analise de trés manuais escolares
de trés épocas distintas, no mesmo tdpico matematico — sistemas de equacdes. Sao
apresentados exemplos da forma como este tema ¢é tratado ao longo dos trés manuais, tal
como as representacfes mais salientes em cada um. As autoras mostram que com 0
decorrer dos anos se regista 0 recurso a uma maior diversidade de representacoes.
Atendendo ao facto de se tratar de um topico matematico atual, sera interessante
confrontar os resultados deste estudo com 0s manuais atuais.

A segunda comunicagdo proporciona-nos uma viagem aos anos letivos de 1938-1939 e
de 1940-1941. Nesta comunicacdo as autoras propdem-se analisar o tipo de
representacfes matematicas existentes em cada um dos manuais escolares em vigor nos
anos letivos referidos. Os manuais selecionados para este estudo apresentam a mesma
designagdo do tema que abordam — Geometria — e destinam-se aos alunos do ensino
primario elementar. Esta comunicacdo constitui uma excelente oportunidade para discutir
a evolucdo das representacdes e alguns conceitos relacionados com as representacoes
matematicas.

O surgimento das novas tecnologias teve como consequéncia natural o aparecimento de
novas formas de representacdo. Os computadores e as calculadoras gréficas vieram mudar
a forma como os alunos pensam e constroem o0s seus conhecimentos. Por exemplo, as
potencialidades das calculadoras graficas permitem uma ampliacdo do conjunto de
representacdes possiveis de uma funcdo. A facilidade com que um aluno pode ampliar ou
reduzir, inverter ou esticar um grafico, permite um conjunto de representacdes que se
distinguem das convencionais com recurso ao papel e lapis.

A comunicacdo proposta por Helena Rocha oferece-nos uma oportunidade para discutir
a importancia das Multiplas abordagens, maltiplas representacdes: um contributo para
incrementar a relevancia da representacdo algébrica. A autora destaca as representacoes
possibilitadas pela tecnologia, em particular pela calculadora grafica, que de outra forma
ndo seriam possiveis e que permitem uma aprendizagem mais significativa e efetiva.
Nesta comunicagdo, é ainda destacada a desvantagem da utilizagdo de um Unico tipo de
representacdo na aprendizagem. Deste modo, é recomendavel que os professores
promovam o estabelecimento de relagdes entre os Vvarios tipos de representacdes
disponiveis pelas calculadoras, nomeadamente numéricas, algébricas e graficas. E ainda
destacada a importancia da escolha de tarefas que fagcam emergir mdltiplas e
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diversificadas representacGes. Esta comunicacdo € um importante contributo para a
discussdo em torno das representacdes possibilitadas pelo uso das tecnologias.

A forma como o professor integra as diversas representacfes matematicas nas suas
praticas é abordada por Jodo Pedro da Ponte, Marisa Quaresma e Joana Mata-Pereira
numa comunicacdo intitulada: RepresentacGes matematicas e ac¢fes do professor no
decorrer de uma discussdo matematica. Os autores analisam as representacdes utilizadas
pelos professores nas suas praticas, tendo em vista promover o raciocinio e a compreensao
dos conceitos matematicos. Destacam ainda a relevancia do uso de mdltiplas
representacdes simbdlicas que possibilitem aos alunos uma aprendizagem significativa,
ao invés da memorizacdo de procedimentos e defini¢ces. Neste contexto, apresentam
quatro episodios relacionados com a resolugdo de uma tarefa sobre fragdes. Os varios
episodios ilustram a forma como a professora promove o surgimento e as conexdes entre
diversas representagfes. O estudo mostra como o tipo de tarefa escolhido se revela
decisivo, tal como o tipo de comunicagcdo promovida pela professora, marcada pelo
incentivo a participacdo dos seus alunos.

As préticas sdo também abordadas na comunicacdo de Nadia Ferreira e Jodo Pedro da
Ponte intitulada O papel das representacdes na pratica letiva: trés futuras professoras e
suas préticas de ensino nos nimeros racionais. Esta comunicacdo introduz a formacéao
inicial de professores neste grupo de discussdo. Assim, 0s autores procuram compreender
a visao que futuros professores do 2.° ciclo tém sobre o papel de diferentes representagdes
dos numeros racionais e analisar as suas praticas, focando a atencdo no tipo de
representacdes que exploram e quando as usam. O tema apresentado nesta comunicagao
é claramente oportuno na medida em que o futuro professor necessita de ser preparado
para dar valor e importancia ao uso de multiplas representacdes e de tomar consciéncia
das potencialidades e das limitagdes da utilizacdo das representacoes.

Douglas da Silva Tinti e Ana Lucia Manrique apresentam num poster intitulado Estudo
de um contexto formativo desencadeado a partir resolucdo de problemas e do conceito
de fracdes, no qual destacam a utilizacdo de varias representacdes distintas na abordagem
das fracoes.

2173






GD3 — As representacdes e as praticas de ensino e recursos

COMUNICACOES — GD3

275






GD3 — As representacdes e as praticas de ensino e recursos

O PAPEL DAS REPRESENTACOES NA PRATICA LETIVA:
TRES FUTURAS PROFESSORAS E SUAS PRATICAS DE
ENSINO NOS NUMEROS RACIONAISY,

Nadia Ferreira
Instituto de Educacéo, Universidade de Lisboa
nadiadferreira@gmail.com

Jodo Pedro da Ponte
Instituto de Educacéo, Universidade de Lisboa
jpponte@ie.ulisboa.pt

Resumo: As representacbes sdo ferramentas fundamentais para exprimir ideias
matematicas-chave no processo de ensino e aprendizagem. Aos futuros professores, no
ensino dos numeros racionais, coloca-se o desafio de propor tarefas onde se representem
situacbes matematicas e nao matematicas de diferentes formas, de modo a promover a
compreensdo de conceitos fundamentais. O objetivo deste artigo é compreender a visao
que os futuros professores do 2.° ciclo tém sobre o papel de diferentes representacdes dos
ndmeros racionais (ativas, iconicas e simbdlicas) e analisar nas suas praticas, focando a
atencdo no tipo de representacGes que exploram e quando as usam. Para tal, analisamos
trés casos de futuras professoras que reconhecem a importancia de explorar diferentes
representacdes dos nimeros racionais no processo de ensino e aprendizagem mas fazem-
no de modo diferente. Por fim, discutimos a importancia dos futuros professores
explorarem diferentes representacfes dos numeros racionais de modo a promover a
compreensdo, dispondo para tal de um conhecimento profundo da Matemaética escolar e
da sua didatica, reconhecendo a complexidade destes constructos.

Palavras-chave: Representacdes; NuUmeros racionais; Pratica supervisionada;
Conhecimento de futuros professores.

Introducéo

O conhecimento que os futuros professores desenvolvem durante a sua formacao inicial
constitui um campo de muitas davidas e controvérsias (Ball, Thames & Phelps, 2008;
Ponte & Chapman, 2015; Shulman, 1986). E necessario compreender qual é o
conhecimento para ensinar Matematica dos futuros professores, a entrada, durante e no
final da sua formacéo (Ponte & Chapman, 2015). Em particular, consideramos importante
entender o conhecimento dos futuros professores no momento da sua pratica
supervisionada, assumindo que tal conhecimento é nessa altura sujeito a circunstancias
que permitem a percecdo de debilidades e da eventual necessidade de reforco e

17 Este trabalho é financiado por fundos nacionais através da FCT — FundagAo para a Ciéncia e Tecnologia
através de uma bolsa atribuida a primeira autora (referéncia SFRH/ BD/99258/2013).
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desenvolvimento. Centramos a nossa atencdo no conhecimento dos nimeros racionais
dado ser um tema que levanta dificuldades na aprendizagem dos alunos, desafia os
professores no que diz respeito ao conhecimento e as suas praticas e tem grande
relevancia nos programas do 2.° ciclo. Um aspeto que contribui para a complexidade
destes nimeros € o facto de admitirem varias representacdes, nomeadamente, decimal,
fracionéria, percentagem e pictorica. A representacdo pictorica destes niumeros é por
vezes menorizada, mas o seu uso pode iluminar questdes de natureza conceptual para
alunos e professores (Cox,1999; Ponte & Quaresma, 2011).

Os professores enfrentam o desafio de escolher as representagdes a usar nas tarefas e
também explorar ideias matematicas a partir de representacdes elaboradas pelos alunos
(NCTM, 2007). Assim, importa compreender como é que futuros professores fazem uso
das diferentes representac6es (formais e informais) dos nimeros racionais e a importancia
que lhes atribuem. O objetivo deste artigo € compreender a visdo de trés futuras
professoras do 2.° ciclo sobre o papel das representacGes dos nimeros racionais (ativas,
iconicas e simbdlicas) e analisar as suas praticas focando a atencdo no tipo de
representacdes que exploram e no modo como as usam.

O conhecimento didatico e o papel das representaces na pratica letiva de
futuros professores

As representacOes na pratica letiva dos professores

Podemos dizer que uma representagdo “¢ uma configuragdo que esta no lugar de algo, de
alguma forma” (Goldin, 2008, p. 180). Na literatura encontramos diferentes
categorizacOes das representacdes usadas por alunos e professores. Para Bruner (1999),
as representacOes ativas estdo associadas a acdo e manipulacdo direta de objetos do
quotidiano ou estruturados didaticamente e pela simulacdo de situacfes reais; as
representacdes iconicas remetem para uma organizacdo visual, usando figuras, imagens,
esquemas, diagramas ou desenhos para ilustrar conceitos, procedimentos ou relactes
entre eles; as representacdes simbolicas traduzem em linguagem simbolica situacdes e
objetos, de modo oral ou escrito. Pelo seu lado, Bishop e Goffree (1986) categorizam as
representacdes em simbolos matematicos, linguagem verbal, figuras e objetos.

As representaces podem ser entendidas como ferramentas fundamentais para pensar
sobre conceitos, procedimentos e relacdes entre eles (NCTM, 2007). E importante que o
percurso de aprendizagem seja construido estabelecendo ligagdes entre o significado dos
conceitos e a linguagem natural, caminhando do informal para o formal (Boavida et al.,
2008) e estabelecendo relagdes entre diferentes representacbes de uma mesma ideia
matematica. Nos nimeros racionais, os alunos devem compreender que um nimero pode
ter vérias representacdes: fracdo, numeral decimal, percentagem, linguagem natural e
pictorica.
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As representacdes podem ser exploradas em diferentes momentos da préatica letiva.
Podem ser usadas na fase inicial da resolucdo de problemas para organizar a informacao
e durante a resolucdo para manipular a informacdo, de modo a alcancar o objetivo
pretendido. No final do trabalho, as representacfes permitem partilhar estratégias e
apreciar novas ideias. O modo como os professores valorizam as representacdes e 0 modo
como as usam e relacionam, influencia a capacidade dos alunos de comunicar ideias
matematicas através de diferentes representacdes (Stylianou, 2010). Podem identificar-se
diferentes papéis das representacdes na pratica letiva, como sdo usadas na préatica e
quando séo Uteis. Stylianou (2010) analisou as conce¢des de professores sobre o uso de
representagdes como um processo de “fazer Matematica” e o seu papel no processo de
ensino-aprendizagem, concluindo que a visdo sobre o papel das representagdes influencia
0 Seu uso no ensino. Velez e Ponte (2015) analisaram as a¢Oes dos professores no quadro
do ensino-aprendizagem exploratorio e identificaram acGes como promover a escolha de
representacdes adequadas, sugerir e apoiar os alunos na construcdo de determinadas
representacfes e promover a conexao entre representagdes. Para tal o professor deve
questionar e desafiar os alunos a comunicar claramente o que querem representar.

O conhecimento do futuro professor

O conhecimento do futuro professor pode ser considerado sob distintas perspetivas. Dois
dos seus campos fundamentais sdo os conhecimentos matematico e didatico que, na
pratica letiva, surgem de forma integrada. O conhecimento didatico ou conhecimento para
ensinar Matematica diz respeito ao modo de ensinar e é decisivo para que o professor
possa exercer cabalmente o seu papel (Shulman, 1986). Envolve ideias gerais sobre a
Matematica, o ensino da Matematica, o papel do professor e do aluno e as potencialidades
de determinadas tarefas no ensino-aprendizagem da Matematica (Shulman, 1987).

Na pratica letiva intervém duas dimensfes essenciais do conhecimento didatico: o
conhecimento sobre as tarefas e o conhecimento sobre os alunos. No que diz respeito as
tarefas, os professores devem ser capazes de selecionar, desenhar e sequenciar tarefas,
explorar as estratégias dos alunos para a construcao de ideias matematicas, estabelecendo
uma sequéncia de ensino e reconhecendo que estas op¢oes influenciam as oportunidades
de aprendizagem (Chapman, 2013; Serrazina, 2012). Relativamente ao conhecimento
sobre os alunos, os professores devem ser capazes de antecipar e identificar as suas
dificuldades e erros comuns, quando ouvem e interpretam 0s seus pensamentos
incompletos. Devem também saber antecipar as resolu¢Ges dos alunos em tarefas
especificas e 0 que os alunos consideram desafiante e interessante ou confuso (Ball et al.,
2008; Son & Crespo, 2009).

Relacionados com estas duas dimensdes do conhecimento didatico (sobre tarefas e sobre
os alunos), emergem aspetos relativos a comunicacdo. Um deles € a exploracdo de
representacdes que apoiem a resolucédo de tarefas de modo a construir ou ilustrar objetos,
conceitos e situacbes matematicas, por exemplo, fazendo a correspondéncia entre
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representacdes pictoricas, ativas e simbolicas (Serrazina, 2012). No caso dos numeros
racionais, € importante saber como 0s alunos usam Vvarias representacdes (pictorica,
verbal, fracdo, numeral decimal, percentagem) e as relagdes que estabelecem,
desenvolvendo uma compreensdo dos objetos matematicos e do conjunto numerico na
sua globalidade (Barnett-Clarke et al., 2010). Assim, quando exploram tarefas, os
professores devem reconhecer 0s prés e contras da utilizacdo de determinadas
representacdes no processo de ensino-aprendizagem e saber aproveitar as estratégias e
representacdes dos alunos para promover ideias matematicas (Ball et al., 2008; Isiksal &
Cakiroglu, 2011; Lo & Luo, 2012; Stylianou, 2010).

Metodologia de investigacao

Esta comunicacdo insere-se num estudo que assume uma abordagem qualitativa e
interpretativa, seguindo um design de estudo de caso (Stake, 1995). Selecionaram-se trés
futuras professoras de duas escolas superiores de educacdo. Este estudo centra-se nos
processos e significados na acdo das futuras professoras quando lecionam quatro aulas
sobre numeros racionais. Estas aulas foram observadas e videogravadas para posterior
analise. Foram ainda analisadas as entrevistas semiestruturadas realizadas no inicio e no
final do estagio (El; EF), as entrevistas realizadas antes e depois da aula (EAAI; EPAI) e
ainda as planificagdes (P) e reflexdes escritas (RE). A analise dos dados assume um cunho
descritivo e interpretativo procurando (i) caracterizar a préatica letiva relativamente aos
momentos e ao modo como as professoras usam as diferentes representacdes dos nimeros
racionais e suas operacdes e (ii) responder ao porqué de se terem realizado determinadas
acOes procurando identificar as suas reflexdes sobre o papel das representacées no ensino-
aprendizagem dos numeros racionais. Deste modo procuramos evidenciar o
conhecimento na pratica letiva, com atencdo ao conhecimento didatico sobre as tarefas e
alunos, e iluminando aspetos relativos a comunicacao.

Berta tem 23 anos e antes de ingressar no ensino superior na ESE A estudou Matematica
12 anos. Mostra seguranca relativamente ao que pretende realizar na sua pratica, que
prepara cuidadosamente. A sua seguranca € coerente com 0 seu percurso de exceléncia
ao longo da sua formacdo inicial. V& a Matematica como uma ciéncia centrada na
resolucdo de problemas e considera que € importante que os alunos compreendam 0s
conceitos. Para tal, defende uma abordagem de natureza exploratoria, valorizando a
exploracdo de tarefas de natureza aberta com situagcfes contextualizadas e reais.

Ana tem 24 anos e estudou Matematica 12 anos antes de ingressar no ensino superior na
ESE B. Mostra inseguranca relativamente ao que pretende realizar na sua prética,
sentindo-se dividida entre as abordagens do ensino direto e do ensino exploratorio.
Considera-se e é considerada como uma boa aluna mas por vezes com dificuldades em
executar 0s seus propositos. V& a Matematica como uma ciéncia e também como uma
ferramenta a usar no quotidiano e considera que é importante que 0s alunos compreendam
0s conceitos. Nesta unidade comega por selecionar exercicios em conjunto com Gloria e
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depois, autonomamente, seleciona problemas que permitam explorar conceitos usando
diferentes estratégias.

Gloria tem 47 anos e antes de ingressar na formacéo inicial de professores na ESE B,
estudou no ensino secundario primeiro na area de ciéncias e posteriormente na area de
humanidades, licenciou-se em Geografia e trabalhou em diferentes profissfes e paises.
Lecionou 6 anos Geografia no ensino secundario e da aulas particulares num centro de
estudos. Mostra muita seguranca sobre o que pretende realizar na sua pratica. A sua
segurancga é coerente com o percurso de exceléncia nas areas de formacao geral, em
especial nas unidades curriculares de Matematica. V& a Matematica como uma ferramenta
para o futuro académico dos alunos e para o quotidiano. Considera que é importante que
os alunos compreendam os conceitos abordados mas antes disso precisam de ser
eficientes nos procedimentos.

Trés futuras professoras e o papel das representacdes na sua pratica letiva

Berta

Na ESE A Berta teve vérias experiéncias que cruzavam Matemética e Didatica.
Relativamente ao ensino e aprendizagem dos numeros racionais, recordou que “com a
Didatica da Matematica [explordmos] varias representacdes e também com as tiras...”
(BEI). O seu principal propdésito para o ensino dos nimeros racionais foi estabelecer
relacfes entre diferentes representacdes destes nimeros pois 0s seus alunos ndo tém “o
sentido de numero racional” (BEF). Na sua reflexdo escrita sublinhou que “No que se
refere ao trabalho com nimeros racionais, o docente deve valorizar a leitura dos nimeros,
as representacOes e as relacOes entre si” (BRE). Assim, nas quatro aulas que lecionou
usou representacGes simbdlicas e pictoricas e, por vezes, relacionou-as em diferentes
momentos. Nas suas planificacdes podemos encontrar a preparacdo de representacoes
pictdricas para apoiar 0s alunos na compreensdo das situagdes colocadas e representacdes
pictoricas que pretendem sintetizar as ideias mateméticas a compreender numa
determinada aula.

Berta construiu uma sequéncia de quatro tarefas para as aulas que lecionou sobre nimeros
racionais, com o proposito de desenvolver e consolidar o sentido de namero racional
através da resolucdo de problemas. Numa tarefa de partilha equitativa, em que 3 pizas sdo
distribuidas por 4 criangas, focou-se na representacdo fracionaria e explorou as
representacfes pictoricas construidas pelos alunos. Na discussdo final propés uma
representacdo pictorica (representacdo circular) com a qual fez a sintese das principais
ideias. Esta aula revelou-se uma surpresa, tendo a tarefa suscitado algumas dificuldades
a si propria relativas ao estabelecimento de relacfes entre as representacdes simbolica e
pictorica e ao estabelecimento da unidade de referéncia. Concluiu que:
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Podemos trabalhar um pouco das duas formas, mas temos é que ter em
atencdo aquilo, mesmo, que acabamos por dizer porque, realmente cada
amigo come % de uma piza, e dai a confusdo de ontem... Mas se nos
estivermos a considerar o total, portanto as 3 pizas, nés aqui ja
consideramos os 3/12...

No enunciado da tarefa da segunda aula, Berta usou a representacdo pictorica de modo a
apoiar os alunos na compreensao da questéo principal, mas durante a discussao em grande
grupo, em conjunto com os alunos, acrescentou novas representacdes. A figura 1 mostra
as representacOes adicionais registadas (percentagens e fracdes) percebendo-se que a
futura professora concretizou o proposito da aula.

800/0 ij O )@/)W
= V%O b

Figura: Esquema que apresenta relagdes entre representacoes.

No final, Berta fez uma sintese da Ultima situacdo recorrendo a um esquema, sem que
tenha sido preparado anteriormente, por considerar “que nem todos os alunos tinham
entendido a estratégia de resolucdo do colega” (BRE). Para isso, utilizou uma
representacdo complexa, com elementos pictdricos e de tabela (figura 2).

40 % (filha) 60 % (trés filhos)

40 %: porque é o dobro 20 % 20 % 20 %

5 anéis

Figura 2: Reproducdo de um esquema feito no quadro.

Berta comentou

Considero que os alunos compreenderam o que era solicitado, pois
perceberam que se a filha tinha a receber 40%, entdo 0s outros trés
filhos tinham a receber a restante parte de anéis em parte iguais, pelo
que concluiram que cada um desses filhos ficaria com 20% dos anéis.
Como a um dos filhos couberam 5 anéis, cada um dos outros dois tinha
areceber 5 anéis, ou seja, partes iguais. Sendo que a filha tinha a receber
o0 dobro, entdo ficaria com 10 anéis. (BRE)
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Berta constituiu uma sequéncia de tarefas com o proposito de desenvolver e consolidar o
sentido de numero racional atraves da resolugdo de problemas. Numa primeira fase
explorou a representacdo fracionadria numa situacdo de partilha equitativa, em seguida
apresentou uma tarefa onde se relacionam as trés representacfes e terminou com uma
tarefa onde explorou o conceito de percentagem relacionando a representacdo de
percentagem com a representacdo decimal. Apresentou nos enunciados de algumas
tarefas representacbes pictoricas para apoiar a compreensdo dos problemas com
“situagdes reais”, explorou as representacdes pictdricas construidas pelos alunos e
explorou representacdes pictoricas de modo a constituir a sintese dos conceitos
trabalhados nas tarefas propostas. Nem sempre o estabelecimento de relagdes entre
representacdes simbdlicas e pictéricas foi bem-sucedido mas, cuidando da sua
antecipacéo, foi melhorando este aspeto na sua pratica letiva.

Relacionando estas duas dimensdes do conhecimento didatico, sobre tarefas e sobre os
alunos, emergem aspetos relativos a comunicacdo. Um aspeto importante da comunicagao
é a exploracdo de representacdes a usar na resolucdo de tarefas, sejam ou ndo construidas
pelos alunos, de modo a construir ou ilustrar objetos, conceitos e situacdes matematicas.
Neste dominio, promoveu a representacdo de ideias matematicas de diferentes formas
evidenciando conhecimento didatico ao apoiar os alunos na exploracdo das varias
representacdes dos racionais, permitindo-lhes desenvolver uma compreenséo do conjunto
numerico na sua globalidade. Ao preparar e explorar as tarefas, reconheceu as vantagens
e limitagGes do uso de determinadas representagdes no processo de ensino-aprendizagem
apesar de ter tido dificuldade em perceber a ineficacia da cartolina no Gltimo problema.
Foi capaz de aproveitar as estratégias e representacdes dos alunos para promover ideias
matematicas.

Ana

Ana referiu bastantes experiéncias vividas na ESE mas sentiu que estas experiéncias ndo
a ajudaram o suficiente sobre “como ensinar”. Considera importante que os alunos
compreendam os conteudos sem que para tal tenha que os apresentar e explicar logo de
inicio. Na primeira entrevista refere a importancia das representacoes pictéricas, dizendo
“E mais a questdo de ter algo visual para eles perceberem!” (AEI). Considera importante
usa-las quando quer fazer uma explicacdo a um aluno que tem dificuldades.

Ana lecionou oito aulas sobre nimeros racionais, sendo quatro delas de introducdo a
novos conceitos. Na aula sobre inverso de um nimero, Ana comegou por pedir aos alunos
que calculassem as operagdes colocadas simbolicamente, podendo usar “desenhos” obter
a solucdo. Para a correcdo podemos ver que utiliza uma tabela que evidencia a regra
operatoria (fig. 3) e explorou as diferentes situacOes recorrendo as representacoes
pictorica e simbolica, estabelecendo equivaléncias. Na terceira situacdo, podia ter
recorrido a quantidades continuas e explorado a representacéo retangular da multiplicacao
de nameros racionais na forma fracionaria mas optou pela representacdo na figura de
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modo a ilustrar as operacfes simbolicas ilustrando as quantidades envolvidas como
quantidades discretas. Esta situacdo tornou-se uma tarefa complexa para os alunos
compreenderem e a futura professora sentiu muitas dificuldades em usar as
representacdes da sua tabela.

Figura 3: Tabela projetada no quadro branco.

No final do estagio, comentou abertamente o que aconteceu e o0 que pretendia referindo:

Vai além do procedimento e pode gerar algum conflito de ideias. De
ideias... conflito de ideias ¢ bom, para discutir. No entanto, baralhar os
alunos € outra coisa completamente diferente. E ai eu acho que foi mais
isso, baralhar os middos. Porqué? Todos o0s outros, eles perceberam
muito bem sem problema nenhum. No entanto ai, como o que era
pedido ja ia um bocadinho além do que estdvamos a trabalhar, a falar,
ja exigia um pouco mais e eles acabaram por se sentir assim um
bocadinho “o que é que agora aconteceu aqui?! ... [Na realidade] sdo
metades de 5. Foi esse o problema... Na altura esclareci a davida...

Para a Ultima aula sobre divisao de nimeros racionais, na sua planificacdo, Ana descreveu
as acOes que iria tomar. Incluiu ai as representacdes pictéricas que pretendia explorar.
Percebemos que pretende que os alunos comuniquem as suas ideias matematicas
recorrendo a diferentes representacoes:

Ao longo desta tarefa os alunos podem recorrer a calculos, desenhos ou
esquemas, sendo as estratégias aplicadas posteriormente discutidas ...
descobrir as regularidades da divisdo de nUmeros racionais,
descobrindo que para dividir dois nimeros racionais multiplica-se o
dividendo pelo inverso do divisor.
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Na discussdo dos problemas, Ana pretendia usar representacdes pictdricas e simbolicas e
relaciona-las. Durante a aula, na fase de discusséo das resolucgdes explorou as respostas dos
alunos. Durante a discusséo teve oportunidade de sublinhar a unidade de referéncia (1/3) e
de enfatizar a ideia de metade expressa por (: 2), por (x 1/2) e por (0,5), relacionando as
diferentes representacées e significados. Na figura 5 também observamos que relembrou a
propriedade do inverso de um niimero e usou uma representacéo retangular para explorar a
divisdo de numeros racionais sob a forma de fracao.

JA
- N
-
/
oL
\ ./“ 4
| O%Xg) 4
Ty

Figura 4: Antecipacdo da Ana para aula da divisao.

Ana lecionou varias aulas sobre nimeros racionais, tendo introduzido o conceito de
inverso de uma fracdo e a operacao divisdo com fracdes. Numa primeira fase, apresentou
o0 conceito de fracdo inversa propondo pequenos exercicios com recurso a representacoes
pictoricas para ilustrar as situacfes, guiando os alunos no estabelecimento da regra
operatoria. Numa segunda fase, na introducdo da divisdo, propbs problemas simples
envolvendo “situacdes reais” de partilha e onde os alunos deviam usar a divisdo de
fracdes. Apesar dos seus propositos enfatizou os procedimentos das operacdes recorrendo
a representacdes simbdlicas e pictoricas, nem sempre as relacionando, e guiando o0s
alunos para a regra “inverte e multiplica”. Na resolucdo das tarefas, as representacdes
pictoricas foram pedidas aos alunos e foram apresentadas no quadro. Note-se que nao
foram estabelecidas relacGes entre as varias resoluces. Nas varias entrevistas, valorizou
o0 estabelecimento de relacdes entre as diferentes representacdes de nimeros racionais
mas, na sua pratica letiva, ndo encontrou oportunidades para realizar este propésito. Ao
longo da sua prética evidenciou dominar os procedimentos relativos as operagfes e mas
teve algumas dificuldades em explorar as situa¢es propostas com o fim de explorar os
conceitos. Reconheceu as dificuldades dizendo que, para as ultrapassar, tentava preparar
com maior profundidade as suas aulas. Quando antecipou possiveis representacoes
pictéricas ndo ficou clara a relacdo entre as resolug@es simbdlicas e as figuras que as
ilustravam o que pode ter dificultado a concretizacdo dos seus propdésitos. No final
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melhorou este aspeto na sua pratica letiva tendo proposto representacfes para ilustrar
situacbes matematicas e apoiar os alunos na compreensao das operacdes. Neste sentido,
evidenciou dificuldades em representar ideias matematicas mas revelou conhecimento
didatico quando considera importante e investe na exploracdo de representacdes
pictoricas e simbdlicas, por vezes com sucesso, de modo a apoiar os alunos na exploracao
das varias representacdes dos numeros racionais, permitindo-lhes desenvolver uma
compreensdo das operacfes. Reconheceu o0s pros e contras da utilizacdo de determinadas
representacdes no processo de ensino-aprendizagem apesar de ter tido dificuldade em
perceber a complexidade de alguns conceitos. Foi capaz de aproveitar as experiéncias
vividas na pratica de modo a aperfeigoar-se.

Gloria

Na sua formacdo inicial, Gloria teve varias experiéncias relativamente ao ensino e
aprendizagem dos numeros racionais, quer em unidades curriculares de Matematica, quer
de Didatica. No entanto, Gléria valoriza mais o seu conhecimento pessoal construido ao
longo da vida, nas suas diversas experiéncias profissionais. Num relatdrio escrito para a
unidade curricular de pratica supervisionada explica a sua visdo sobre o ensino e
aprendizagem onde podemos perceber que parte da sua experiéncia pessoal,
acrescentando aqui e ali conhecimento adquirido na formacéo inicial. Gloria escreveu:
“A minha visao é alicercada na minha experiéncia pessoal e profissional ... E tem como
foco principal as aprendizagens dos alunos.” Logo na primeira entrevista Gléria explicou
0 seu proposito para o ensino e aprendizagem dos racionais onde podemos perceber que
aspetos considera centrais no ensino: “[O conhecimento sobre] racionais vai ser
fundamental para quase todas as areas da Matematica, com ligeirissimas excec¢des. Ora,
guem nao percebe nem procedimentos, nem regras, nem aplicacdo, nem domina as
operagdes vai ter imensa dificuldade em coisas que nunca iria ter”.

Gloria lecionou nove aulas sobre nimeros racionais tendo introduzido conceitos em cinco
dessas aulas. Considera que deu bastante importancia ao estabelecimento de relagOes
entre representacGes dos numeros racionais. Nas suas aulas propés um jogo onde as
criancas selecionaram numerais que representam a mesma guantidade e apresentou as
percentagens mostrando a conversdo entre percentagem, numeral decimal e fracdo. Na
discussao do jogo, colocou o foco nos procedimentos.

Figura 5: Jogo sobre numeros racionais.
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Relativamente a representacdo pictorica e ao seu papel no ensino dos nimeros racionais,
Gldria tem ideias muito bem estabelecidas. Nas entrevistas relembra que o 1.° ciclo tem
outra abordagem porque as criangas Sdo mais novas e portanto necessitam de estratégias
diferentes das do 2.° ciclo:

Eu gosto muito da representagdo gréafica, confesso! . . . Nao quer dizer
que fazer muitos bonequinhos, toda a vida, ndo é isso! Acho que o
“concretizar”, ndo propriamente com um exemplo concreto mas a
representacdo é uma abstracdo a mesma (...) Mas o facto de eles verem
qualquer coisa, no fundo passarem daquilo que estd na nossa cabeca
para um esquema qualquer ... Que ajuda efetivamente os alunos a
organizarem o seu pensamento ... llustra o procedimento, e acho que
isto é extremamente vantajoso... (GEF)

No entanto, Gl6ria nem sempre recorre a representacfes pictoricas porque, como refere,

“fiz uma aposta na ideia de que alguma dose de abstracdo ¢ capaz de ser bom ...

Se

funciona melhor ou pior, ¢ como digo, ndo posso saber... Agora que funciona, funciona!”

(GEF).

Um dos momentos importantes na sua pratica supervisionada foi a introducdo da
multiplicacdo de nimeros racionais na forma de fracéo. Na sua reflexdo escrita escreve:

A compreensdo das operacOes foi alcancada paulatinamente por
analogia com os procedimentos aritméticos que os alunos ja utilizavam
e na extensdo natural destes ... Espera-se que consigam aumentar a
qualidade e velocidade do seu trabalho a medida que aumentem as
destrezas de célculo para se poderem focar mais em questBes de
raciocinio e compreensdo. [Apresentam-se diferentes tarefas]
privilegiando ora consolidacdo de procedimentos, ora a construcao de
conceitos, por vezes recorrendo a representacdes pictoricas. (GRE)

Num dos momentos da sua aula explorou a informacao da figura 7 de modo a concretizar
a regra operatdria entre nimeros racionais sob a forma de fracéo:

3. Completa o quadro.

2 1 . '
sx3 x| ‘f |]=LU||| LS
Dois quintos de Exl _ i
.......................... 53 15

LK

l

O produto de dois nimeros representados por fragdes é uma fragdo em que o numerador é o
produto dos e o denominador é o dos
denominadores.

Figura 6: Exercicio proposto para introducdo da multiplicacao.

287



EIEM 2015

A futura professora comeca pela leitura da expressao levando os alunos a completar o
espaco em branco. Em seguida, remete para a representacdo pictorica, questionando os
alunos sobre as partes pintadas.

Gléria: E depois 0 qué que achaste que aquilo representa? 2/5, esta ca, de 1/3.
Porqué que isto para nos € 1/3?

Bia: Porque esta pintada uma parte de 3.

Gloria: Porque esta pintada uma parte de 3. OK, entdo vamos la ver. Se pensar
neste valor e agora, e agora temos aqui de 1/3. E porqué que
depois temos de pintar aquelas partes que ali estdo. Porque vocés
conseguem ver, na vossa ficha também se vé? VVamos pensar.
Diz, llda ?

Bia: 5 vezes 3, 15.

Gloria: ... Multiplicaste os denominadores.

Bia: E depois multipliquei 2 vezes 1 que era 2.

Gldria: Que foi 2. Pronto essa operacdo dar-te-ia os 2/15, foi?
Bia: Sim.

Em seguida inicia um didlogo semelhante, com um aluno de cada vez, e termina
completando os espagos do texto. D& assim por concluida a introducdo da multiplicacédo
de fracOes, passando depois a consolidacdo de conceitos recorrendo a exercicios e
problemas de aplicacéo.

Gloria lecionou vérias aulas sobre os nimeros racionais. Nas entrevistas e reflexdes
escritas evidencia a importancia de trabalhar as diferentes representagdes destes niUmeros
0 que fica espelhado na escolha dos numerais envolvidos nas operagdes das tarefas
propostas e no jogo que propds aos alunos. Introduz os conceitos apresentando exemplos
de operacbes, o que permitiu explorar as regras operatorias. Posteriormente, propds
“situagdes reais” onde se fez a consolidagao e aplicagdo das regras apresentadas. Na
introdugdo dos conceitos fez uso de representacdes simbdlicas ilustradas por
representacdes pictdricas, focando a sua atencdo nas representacdes simbdlicas das
operacdes. Nas entrevistas evidencia valorizar o papel destas duas formas de representar
ideias matematicas mas parece nao reconhecer a complexidade inerente ao uso de
representacdes para enfatizar os processos e significados das operacdes. Talvez por essa
razdo ndo preveja na sua planificacdo ou nas representacdes que utiliza e nos materiais de
ensino, a representacdo retangular para explorar a multiplicacdo de nimeros racionais,
usando-a apenas para representar as quantidades envolvidas. Relativamente ao
conhecimento didatico e a aspetos relativos & comunicacdo em sala de aula, nem sempre
darelevancia a exploracao de representacdes pictoricas que apoiem a resolucdo de tarefas,
sejam representagdes construidas pelos alunos ou ndo, de modo a apoiar a sua
compreensdo dos conceitos. Ao preparar e explorar as tarefas, refletiu sobre os pros e
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contras da utilizacdo de determinadas representacGes no processo de ensino-
aprendizagem e optou por dar bastante relevancia as representacdes simbolicas, usando
as representacoes pictoricas para ilustrar os procedimentos. Ouve os alunos na “corre¢ao
dos exercicios” estabelecendo repetidamente as regras para que interiorizem o0s conceitos.
Estes aspetos séo centrais no seu conhecimento didatico sobre os alunos e as tarefas.

Concluséao

As futuras professoras que apresentamos neste trabalho consideram importante relacionar
as diferentes representacdes dos numeros racionais mas tém visGes diferentes sobre o
ensino-aprendizagem destes nimeros (lIsiksal & Cakiroglu, 2011). Também se observa
que todas valorizam o uso de representacfes pictoricas mas exploram-nas de diferentes
modos e em fases distintas da pratica letiva (Stylianou, 2010; Velez & Ponte, 2015).
Assim, para introduzir os conceitos, Berta propde problemas onde introduz por vezes
representacdes pictdricas para apoiar os alunos na compreensao das situacfes. Gloria
introduz os topicos dando atencdo a regras e procedimentos usando representacées
pictéricas ilustrativas das regras. Por fim, Ana comeca por seguir a mesma estratégia que
Gldria mas a meio da pratica supervisionada optou por outra abordagem em que solicita
aos alunos que recorram a diferentes representacOes, explorando representacoes
pictdricas para os apoiar na compreensdo da resolugdo das tarefas. Apenas Berta, realiza
sinteses finais recorrendo a representagdes pictdricas que toma como suporte para as
ideias fundamentais a aprender.

E importante que os professores escolham representacdes adequadas, apoiando os alunos
na construcdo de representacbes pictdricas e promovendo a conversao entre
representacfes (NCTM, 2007). Além disso, devem questionar e desafiar os alunos a
comunicar claramente o que querem representar (Velez & Ponte, 2015). Estes casos
mostram que, mesmo quando os futuros professores consideram importantes estas
questBes, nem sempre o caminho é linear e sem dificuldades. Na verdade, vemos que
Berta, apesar de ter representado pictoricamente, de modo adequado, a situacéo das pizas,
teve dificuldade em discutir a unidade de referéncia que era assumida na tarefa. Ana
sentiu dificuldade em explicar aos alunos o produto de duas fragcdes quando quis explorar
conceptualmente a multiplicacdo recorrendo a uma representacdo pictérica. Gléria
procura ilustrar as regras e procedimentos com representacfes pictéricas que nao
evidenciam 0s processos e ndo antecipa a complexidade dos conceitos a explorar. Estas
dificuldades podem resultar de uma planificagcdo menos cuidada no que diz respeito a
antecipacdo das dificuldades associadas ao uso de representacbes pictoricas,
negligenciando a complexidade dos conceitos envolvidos. A auséncia de atengéo a estas
questdes remete para o conhecimento relativo aos alunos no que diz respeito as
aprendizagens a realizar bem como relativo as tarefas. Tanto Ana como Berta, apesar de
inicialmente terem dificuldades neste campo, mobilizam aprendizagens de umas aulas
para outras, procurando melhorar a preparacdo das suas aulas. Nos casos apresentados
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verificamos que as trés professoras tém visoes diferentes sobre o papel do professor e dos
alunos, advogando um papel ativo do professor (Gldria) ou dos alunos (Berta e Ana) e
valorizando mais a memorizacdo (Gldria) ou a compreensao (Berta e Ana). No entanto,
estas visdes nem sempre sdo faceis de concretizar evidenciando-se dificuldades nem
sempre antecipadas.

Com esta comunicacdo pretendemos compreender como € que futuros professores usam
diferentes representagdes dos nimeros racionais, a importancia que lhes atribuem e que
desafios se colocam quando utilizam determinadas representagdes. Estes trés casos
mostram que, para explorar diferentes representacdes dos nimeros racionais de modo
compreensivo, € necessario que tenham um conhecimento profundo da Matematica
escolar e da sua didatica reconhecendo a complexidade dos constructos envolvidos.
Assim, a formacdo inicial enfrenta o desafio de explorar diferentes representagdes dos
nameros racionais na conceptualizacdo do conhecimento matematico e o desafio de
conceptualizar didaticamente o estabelecimento de relagfes entre as representagdes dos
ndmeros racionais e suas operacdes com foco nos processos e nos produtos construindo
com os alunos as ideias matematicas (Stylianou, 2010).
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Resumo: Este artigo apresenta um estudo descritivo de dois livros de Geometria, usados
em Portugal, aprovados e oficialmente autorizados, um para o ano letivo 1938-1939 e
outro para o ano letivo seguinte de 1940-1941, em “harmonia com os programas” de
Geometria da época. O objetivo deste estudo € o de analisar e registar o tipo de
representacfes matematicas ai existentes, primeiro em cada um deles e depois analisando-
0s comparativamente. Nestes livros constam o0s conteldos de geometria ensinados a
época aos alunos da 3.2 e 4.2 classes do Ensino Priméario Elementar e constata-se 0 uso
sistematico, ao longo dos dois textos, de todas as representacbes matematicas externas:
linguagem escrita, as representagdes simbolicas, as iconicas e as ativas. Os dois livros sdo
muito semelhantes, tanto na sua descricdo geral, detalhada, organizacdo e grafismo. De
igual modo os conteudos e as representacGes matematicas externas analisadas se revelam
similares. Nas partes dos dois livros dedicadas a 3.2 classe predominam a linguagem
escrita e a representacdo pictorica, enquanto nas partes dedicadas a 4.2 classe, para além
desses dois tipos de representacdo matematica externas, também se encontraram
exemplos de representacdo simbolica.

Palavras-Chave: Ensino Priméario Elementar; Geometria; Representacdes Matematicas;
Representagdes externas.

Introducéo

O estudo que nos propomos apresentar surgiu de forma fortuita, fruto da descoberta dos
dois livros (manuais, obras) intitulados “Geometria”, entre documentos antigos do Pai de
uma das autoras, a época, aluno de uma escola primaria em Portugal Continental. De
futuro serd nossa intencdo comparar ao longo do tempo, nos manuais que formos
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localizando, os conteudos programaticos, as representacdes matematicas, entre outros
aspetos que ultrapassam o ambito deste primeiro trabalho.

Os dois livros de Geometria eram usados em Portugal, aprovados e oficialmente
autorizados, um para o ano letivo 1938-1939 e, o outro, para 1940-1941, “em harmonia
com os programas” de Geometria da época. Os livros abarcam os conteudos do tema
Geometria para os alunos das 3.2 e 4.2 classes do Ensino Priméario Elementar aprovados
pelo “decreto n.° 16.370”, de 13 de Abril de 1929. Este decreto (Dec.1929) aprovou 0s
Nnovos programas para o ensino primario elementar com o tema Geometria apenas nas 3.2
e 4.2 classes e € posterior ao Decreto n.° 16:077, de 26 de Outubro de 1928 (Dec.1928),
que aprovou 0S programas para 0 ensino primario elementar e as instrugdes para a
execucao dos referidos programas.

A leitura informal destes livros permitiu constatar o uso de exercicios e problemas e o
texto é complementado com figuras relacionadas com o conteddo exposto. Também é
feito o uso de diversas formas de representacdes matematicas, 0 mote para um estudo
descritivo com o objetivo de as dar conhecer neste contexto histérico. Hoje em dia, é
reconhecido (e.g. Bolden, Barmby, Raine, & Gardner, 2015; Dufour-Janvier, Bednarz, &
Belanger, 1987) que o uso de diversas representacfes matematicas pode ajudar os alunos
a organizar o seu raciocinio, a tornar as ideias e conceitos matematicos mais concretos,
de modo a permitir-lhes uma melhor reflexdo e ajuda-los a ultrapassar muitos dos
obstaculos que sentem na aprendizagem da matematica.

Recorremos a observacdo direta destes manuais, descrevendo o tipo de representacao
matematica utilizada ao longo do texto, tendo como referéncia Goldin (2008) e a anélise
das representacdes proposta em Ponte e Serrazina (2000).

Para a andlise suméaria do manual usou-se a metodologia de Ponte (2004) que, para cada
obra, faz uma descricdo geral, uma mais detalhada e, por fim, menciona de forma sumaria
0s aspetos de organizacdo e grafismo. Apresentados descritivamente os livros (Ponte,
2004), sistematizam-se as suas representacdes matematicas e termina-se com uma analise
comparativa das duas obras, com destaque para as respetivas representacdes matematicas.

Representaces matematicas

As representacdes matematicas tém vindo a ser objeto atencdo de investigacdo em
Educacdo Matematica. Segundo o NCTM?*® (2007), o uso das representacdes matematicas
assume um papel relevante para o raciocinio e as conexdes matematicas e, em particular,
na ajuda que podem dar aos alunos na compreensdo dos conceitos matematicos.
Mourinha, Branco e Cavadas (2014) citam Dreyfus (1991) que menciona que 0 uso das

18 NCTM, National Council of Teachers of Mathematics
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representacdes esta intimamente relacionado com a componente abstrata da matematica
e a sua compreensao.

De acordo com Duval (2009, p.13) as representagdes matematicas sao “(...) [s]istemas
variados de escrituras algébrica e légica que contenham o estatuto de linguas paralelas a
linguagem natural para exprimir as relacbes e as operacOes, figuras geométricas,
representacfes em perspectiva, graficos cartesianos, redes diagramas, esquemas, etc.
(...)”. Outros autores (e.g. Bruner, 1999; Dufour-Janvier, Bednarz & Belanger, 1987;
Goldin, 2008; Nobre, Amado & Ponte, 2014; Ponte e Serrazina, 2000; Ponte & Velez,
2011; Tripathi, 2008) debrugaram-se sobre o estudo das representagdes matematicas e da
sua influéncia no ensino e na aprendizagem da matemaética, diferenciando-as de acordo
com caracteristicas especificas. S0 vérias as formas de representacdo matematica,
simbolos, palavras, desenhos, graficos, esquemas, objetos, entre outros. De modo geral,
podemos afirmar que as representacdes matematicas sao registos que usamos para
representar conceitos abstratos. Santos (2003, p.28) é de opinido de que essas
representagdes ““(...) ndo representam um conceito absoluto, pois estdo agregados a
determinada realidade, contexto historico ou situagdo. (...)”.

Goldin (2008 apud Ponte & Velez, 2011, p.11) afirma que uma representacdo é
caracterizada como “(...) uma configuracdo que representa algo, de alguma forma. Por
exemplo, uma palavra pode representar um objecto real, um numeral pode representar o
namero de elementos num conjunto, ou a posi¢do de um ndmero numa recta numérica
(...)”. Para Goldin (2008) existem dois tipos de representacdes — as externas e as internas.
As representacGes externas tém uma presenca fisica, seja numa folha de papel, seja num
dispositivo eletronico, quer seja num outro suporte qualquer (por exemplo, os simbolos
que representam 0Ss numeros e suas operagOes, a notacdo algébrica, os gréaficos
cartesianos, diagramas diversos) e as “(...) internas ndo podem ser diretamente
observaveis, quanto muito podem ser inferidas através de comportamentos observaveis
da pessoa ou através da sua interacdo com as representacfes externas (...)” (Mourinha,
Branco & Cavadas, 2014, p.34).

De acordo com Bruner (1999), as representacfes podem ser consideradas de varios tipos:
ativas, iconicas e simbdlicas. As representacdes ativas sdo aquelas em que embora
tenhamos conhecimento de muitas coisas, € muito dificil ensina-las através de palavras,
diagramas ou imagens. As representacdes iconicas sao aquelas que estdo relacionadas
com o visual e o recurso a imagens para explicar os contetdos. Por fim, as representacdes
simbdlicas sdo aquelas que fazem uso de simbolos, das palavras e da linguagem. Deste
modo, e de acordo com Ponte e Velez (2011), “(...) em Matematica, as representacoes
sdo caracteres, simbolos, configuracfes pictoricas ou mesmo objectos que representam
alguma ideia, objecto, ou relagdo matematica (...)”.

Neste estudo descritivo, vamos considerar como representacfes externas aquelas que
podem ser observadas e registadas ao longo do texto nas paginas dos dois livros em
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analise e para as representacOes externas vamos adotar a perspetiva apresentada no
trabalho de Ponte e Serrazina (2000). Neste primeiro estudo consideram-se as
representacdes matematicas e geométricas em paralelo, pois s6 agora contactamos com
estes livros e procedemos ao seu estudo. Deste modo para Ponte e Serrazina (2000)
existem quatro categorias de representacdes externas: i) A linguagem oral e escrita; ii)
Representacdes simbdlicas; iii) Representacfes iconicas ou pictdricas — incluindo figuras,
desenhos, graficos e diagramas; iv) Representacdes ativas — objetos usados ou nao
deliberadamente como material didatico. Em nosso entender estas representacdes ativas
tomam o significado apresentado por Salvado Sampaio (1976, p.43) ao afirmar que o
ensino da “Geometria Pratica (...) transmite nog¢des que interessam a outros
conhecimentos e a vida quotidiana e pdem-se de parte os processos abstractos”. Deste
modo, tais representacGes ativas corresponderiam a situacdes praticas conhecidas e
proximas do quotidiano dos alunos, a época.

Sobre o livro “Geometria” do ano letivo 1938-1939

Descricéo geral

O livro em estudo®® intitula-se “Geometria”, € um livro destinado ao aluno do Ensino
Primério Elementar, da série escolar Educacao de Antdnio Figueirinhas e foi editado pela
Livraria — Educagdo Nacional, Rua do Almada, 125 — Porto, e ndo é datado. E destinado
aos alunos das 3.2 e 4.2 classes do Ensino Primério Elementar, frequentado por alunos
com idades compreendidas entre os 8 — 10 anos (corresponderiam hoje aos 3.° e 4.° anos
do 1.° Ciclo do Ensino Baésico). O livro estd encadernado com capa dura, com
predominancia da cor avermelhada, adornada com caravelas em destaque na capa. O livro
possui as dimensdes aproximadas de 12cm x 18cm x 0,5cm, 48 paginas e ndo possui
indice. A esquerda na Figura 1 apresentam-se a contracapa e a capa deste livro.

PR e T
| Editéra Educagdo Nacional

Ran 60 Almads, 125 - POrto Série Excolar EDUCACAO

Sériv Eacolar Edecaglo de Asténlo Figusirinkas

l' Geometria

3. ¢ 4. CLASSES

19 0 estudo apresentado apoiou-se no livro, pertenca da primeira autora através do Pai.
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Figura 1: Contracapa e capa (a esquerda) e folha de rosto (a direita).?°

O livro abre com a folha de rosto na pagina 1 (figura 1 a direita), estando no verso desta
pagina a indicag@o de que o livro estd “em harmonia com os programas aprovados pelo
decreto n.° 16.730 (Diario do Govérno n.° 83, 1.2 série, de 13-4-1929) ” e ainda no fundo
da pégina a indicacdo da Livraria-Educacdo Nacional e respetiva morada. De referir que
nesta folha de rosto ainda existe um carimbo da livraria de Portim&o onde foi comprado.
As péginas seguintes sdo dedicadas a exposi¢do dos conteudos geométricos que sao
separados pela 3.2 classe (da pagina 3 a 35, inclusive) e 4.2 classe (da pagina 37 até ao
final do livro).

Descricao detalhada

Nesta subsecgéo sintetizamos as partes que constituem o livro relacionadas com as duas
classes do Ensino Priméario Elementar da época, 3.2 e 4.2 classes com conteudos
distribuidos pelas duas classes, separadamente. Na tabela da Figura 2 sintetizam-se 0s
contetidos apresentados para a 3.2 classe. No final do texto escrito, e antes de se iniciar a
abordagem dos contetidos geométricos destinados a 4.2 classe, existem 33 exercicios e
problemas (da pagina 33 a 35, inclusive) relacionados com os contetdos abordados na 3.2
classe.

Conteudos

- Nogdes simples de volume, superficie, linha e ponto

- Linha recta, quebrada e curva

- Linha vertical, horizontal ¢ obliqua

- Rectas perpendiculares e paralelas

- A régua

- Angulos

- O esquadro

- Poligonos em geral

- Tridngulos

- Quadrildteros

- Poligonos regulares

- Decomposigio do poligono em tridngulos ou em quadrildteros e tridngulos
- Circunferéncia. Raio. Didmetro. Corda. Tangente. Secante

- Segmento, sector e coroa circulares

- Circunferéncias concéntricas e excéntricas; circunferéncias secantes e tangentes
- O compasso

- Exemplificacdes do cone, do cilindro, do cubo e da esfera

Figura 2: Contetidos geométricos abordados na 3.2 Classe.

20 Fonte: Propriedade da primeira autora.
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Tal como anteriormente, na tabela da Figura 3 sintetizam-se os conteudos apresentados
para a 4.a classe. Também no final do texto dedicado aos conteudos a abordar para a 4.2
classe, existem 11 exercicios e problemas, ocupando as duas Gltimas paginas do livro.

Conteudos

- Nocdo sumdria e pratica sdbre a medida dos arcos. Transferidor

- Avaliacdo pratica da superficie dos poligonos

Figura 3: Conteldos geométricos abordados na 4.2 Classe.

Organizagéo e grafismo

O interior do livro é monocromaético. A letra é variada no seu tipo (forma) e no seu
tamanho. Ao longo do texto e para ilustrar e complementar partes do mesmo, existem
varias figuras (desenhos/esquemas) como os dos exemplos da Figura 4.

|

Figura 4: Exemplos de desenhos/esquemas (p. 7 e p. 39, a esquerda e a direita, respetivamente).

O texto esta organizado em duas partes como ja foi referido: uma dedicada a 3.2 classe
(figura 5 a esquerda) e a outra a 4.2 classe (figura 5 a direita).

GEOMETRIA - R

*« CLASSE

Figura 5: Exemplos da pagina inicial da 3.2 e da Quarta Classes (p. 3 e p. 37, a esquerda € a
direita, respetivamente)
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Em cada uma das partes, o corpo do texto estd organizado por titulos (tabelas das figuras
2 e 3) escritos a negrito e que orientam o leitor nos contetdos expostos no texto. Dentro
de cada titulo, o conteddo é numerado, dando a entender a existéncia de uma sequéncia
dos conteudos. Na parte dedicada a 3.2 classe existem 74 conteudos numerados
distribuidos por 17 titulos e na parte dedicada a 4.2 classe, temos 13 conteddos numerados
distribuidos por dois titulos. Ao longo do texto, certos termos e contetidos sdo realcados
em italico e outros a negrito, existindo ainda algumas observacdes relacionadas com o
conteddo. De notar que nao sdo apresentados exemplos aplicados a realidade dos alunos
e a alusao a algum elemento do quotidiano sé existe na apresentacao do segundo conjunto
de exercicios e problemas, onde ¢ feita a alusdo a “um patio quadrado”, ““a superficie de
um campo triangular” e “um campo tem a forma de trapézio” (figura 6). Por fim,
menciona-se que nao existe qualquer referéncia a uma possivel resolucdo destes

exercicios e problemas, nem existem soluc@es para 0s mesmaos.
GEOMETRIA — 47
Exercicios e Problemas
5°— Um pétio quadrade tem 8™ de lado.
; Qual é a sua superficie?
8°— Um campo tem a forma de trapézio,
;om as bases iguais a 324™ e 2456™ e a altura

igual a 138", , Qual é, em ha,a superlicie désse

campo ¢

Figura 6: Extratos dos exercicios e problemas com referéncia a realidade.

Sobre o livro “Geometria” do ano letivo 1940-1941

Descricao geral

O livro em estudo® também se intitula “Geometria” e, tal como o anterior, € um livro
para as 3.2 e 4.2 classes do Ensino Priméario Elementar. Este livro é da autoria do Prof.
Abilio Marques Fernandes, foi editado por Domingos Barreira, numa edi¢do da Livraria
Simdes Lopes, Rua do Almada, 119 — Porto e é datado de 1940. Esta encadernado com
capa dura, de cor creme, adornada com gravuras ocupando os contornos da capa de cor
alaranjada, lembrando uma espécie de moldura. O livro possui as dimensdes aproximadas
de 11cm x 17,5cm x 0,5cm, 48 paginas e ndo possui indice. A esquerda na Figura 7
apresentam-se a contracapa e a capa deste livro.

21 O estudo apresentado apoiou-se no livro, pertenca da primeira autora através do Pai.
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- w

Peol, ABILIO MAROUES FERNANDES
R e i ENSINO PRIMARIO ELEMENTAR
ENSINO PRIMARIO ELEMENTAR =

GEOMETRIA # GEOMETRIA

APROVADA OFICIALMENTE

Prof. ABIL10 MARQUES FERNANDES

7 I

ENSINO PRIMARIO ||
|

|

EDICOES AUTORIZADAS
ENTE PARA 1940-1941;

PARA O ANO L

;;;;;

Figura 7: Contracapa e capa (a esquerda) e folha de rosto (a direita).??

O livro abre com a folha de rosto na pagina 1 (figura 7, a direita), estando no verso desta
pagina a indicacdo de que o livro ¢ “propriedade literaria do editor” e ainda no fundo da
pagina a indicacdo da Tipografia que é pertenca de Domingos Barreira. As paginas
seguintes sdo dedicadas a exposicdo dos conteldos de Geometria que estdo separados
pela 3.2 classe (da pagina 3 até a pagina 34, inclusive) e pela 4.2 classe (da pagina 35 até
ao final do livro).

Descricao detalhada

Nesta subseccdo sintetizamos as partes que constituem o livro relacionadas com as duas
classes do Ensino Primario Elementar da época, 3.2 e 4.2 classes de contetdos distribuidos
pelas duas classes, separadamente. Na tabela da Figura 8 sintetizam-se os contetddos
apresentados para a 3.2 classe.

Conteudos

- Volumes, superficie, linha e ponto

- Linha curva

- Linha mista

- A régua, sua verificacdo e emprego

- Esquadro

- Aplicacido
Tracado de perpendiculares, empregando a régua e o esquadro vulgar
Tracado de paralelas, empregando a régua e o esquadro vulgar

Tracado de paralelas, empregando sdmente o esquadro T

- Angulos. Bissectriz

- Tragado da bissectriz

- Poligonos

- Tridngulos

- Quadrilateros

- Qutros poligonos

- Decomposi¢do dos poligonos

- Combinagdo dos poligonos

- Exemplificacdo do cone, do cilindro, do cubo e da esfera
- Circunferéncia

- Posigdes relativas das circunferéncias

- Compasso

Figura 8: Conteildos geométricos abordados na 3.2 classe.

22 Fonte: propriedade da primeira autora.
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Tal como anteriormente, na tabela da Figura 9 sintetizam-se os conteudos apresentados
para a 4.2 classe. No final do texto dedicado aos conteidos a abordar para a 4.2 classe,
“Areas dos poligonos regulares” existem 10 problemas (p.43-44); “Areas dos poligonos
irregulares” sete problemas (p.46-47); e na ultima pagina de “Volumes” cinco problemas
(p.48).

Conteudos

- Transferidor e sua aplicacdo
- Noc¢do sumiria e pritica sobre a medida dos arcos ¢ dos dngulos pela dos
arcos correspondentes
- Avaliacdo da superficie dos tridngulos e quadriliteros
- Areas
e Tridngulo
e Quadrado
e Paralelogramo
e Trapézio
* Losango
- Poligonos irregulares
- Areas dos poligonos irregulares

- Volume

Figura 9: Conteildos geométricos abordados na 4.2 Classe.

Organizagéo e grafismo

O interior do livro também é monocromatico. Do mesmo modo, a letra é variada no seu
tipo (forma) e no seu tamanho. Ao longo do texto e para ilustrar e complementar partes

do mesmo, existem varias figuras (desenhos/esquemas) como as dos exemplos na Figura
11.

(e e e 7 GEONETRIA 7 ‘
A linha quebrada ¢ convexa, quando uma 0Os quadrildteros podem decompor-se em tridngu-
recta a ndo pode cortar senfo em dois pontos (figs. 10, os por meio de diagouais, ou nontros quadrildteros por
10-A e 10-B). meio de perpendiculares. (Figs, 63 € 64). QUARTA CLASSE
2 12 R e s T ] . .
o p \ / \ } l Transferidor e sua aplicacéo
N / N = - B oe
4 D

+ O transferidor (fig. 82) ¢ um s
madeira, metal ou qualquer outra
t6rno, chamado Limbo, estd dividid par
esquerda e da esquerda para a direita em 180 graus,

Fig. 64

Os restantes poligonos podem decompor-se em
tridngulos e quadriliteros, por meio de diagonais.
(Figs. 65, 65-A, 65-B e 65-C).

A,
S e 7
( | | \\ |\)r cﬂ |
Ay | claet] ° B |

Combinacdo dos poligonos

Linha curva

0s triangulos, quadriliteros, pentdgonos, hexigo-
composta de segmentos

105, etc.. podem combinar-se formando vérios desenhos
muito curiosos. !

Esses desenhos empregam-se em ladrilhos, mo-
saicos, em pedacos de madeira para soalhos e em

ro s a
direita, se a abertur: ara a es da
direita para a esquerda, se a abertura fica pard

Figura 11: Exemplos de desenhos/esquemas (p. 6, p. 27 e p. 35, a esquerda, ao centro e a direita,
respetivamente).

O texto esta organizado em duas partes como ja foi referido: uma dedicada a 3.2 classe
(figura 12 a esquerda) e a outra a 4.2 classe (figura 12 a direita).
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GEOMETRIA

QUARTA CLASSE
TERCEIRA CLASSE

Volume, superficie, linha e ponto Transferidor e sua aplicacéo

)I |

Figura 12: Exemplos da pagina inicial da Terceira e Quarta Classes (p. 3 e p. 35, a esquerda e a
direita, respetivamente)

Em cada uma das partes, o corpo do texto esta organizado por titulos em negrito para
orientacdo do leitor. Por vezes, sdo apresentados exemplos aplicados a realidade dos
alunos (figura 13).

Exemplificacio do cone, do cilindro,
do cubo e da esfera

.....

Figura 13: Exemplo de pagina de apresentacéo de exemplos do quotidiano de entéo (pp. 8-9 e
pp. 28-29, a esquerda e a direita, respetivamente) e as cores foram pintadas pelo aluno possuidor
do livro.

Esses formatos diferentes permitem ao autor destacar esses conceitos geométricos e
realcé-los no texto escrito. Dentro de cada titulo os contelidos ndo sdo numerados ao
contrario do que acontece no primeiro livro descrito. Na parte dedicada a 3.2 classe
existem 85 contetdos numerados distribuidos por 18 titulos e na parte dedicada a 4.2
classe, temos 12 contetidos numerados distribuidos por oito titulos. Ao longo do texto,
certos termos e contetidos sao realgados em italico e outros a negrito, existindo uma nota
relacionada com o contetido (p.8). De assinalar que sé no final da 4.2 classe, a terminar as
“Areas dos poligonos regulares” (p. 43-44) 0 texto contém uma parte dedicada a nove
problemas e no fim das “Areas e poligonos irregulares” ha sete problemas (pp.46-47,
figura 14). Os cinco problemas de “Volumes” (p. 48, figura 14) terminam o livro. Por
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fim, cabe voltar a aludir que, tal como no livro anterior, ndo existe qualquer referéncia a
uma possivel resolucdo destes exercicios e problemas, nem existem solucdes para 0s
mesmaos.

46 — :
GEoNETRIA Groiirria 47 o GromErria

PROBLEMAS

Terceiro tringulo :

0.5 > 0,14 0.070

< 70— g 035 —¢Qual ¢ o volume duma caixa que mede: com-

primento de base 174, largura 75cm e altura 70cm?

— 7 Quantos litros de dgua leva um reservatério
rectangular que mede interiormente: 2°,5 de compri-
de largura e 89cm de altura?

Logo os trés tridngulos medem :

-

o vol

5 de comprido, 47,75 de largura, e 3™,5

Férmula: V=C>L><A

¢ o volume duma caixa

le: comprimento 7cm,
e dum tanque re

mento da base 3 metros;

= 3% 185 0™,60 = 2%9,7C0
FIM

1,5
3

4,5

0,60

2,700

Figura 14: Exercicios e problemas com alguma referéncia a realidade

RepresentacGes matematicas

Neste estudo descritivo consideraremos como representagdes externas aquelas que podem
ser observadas e registadas nos dois livros em andlise e de entre os varios tipos de
representacdes externas adotando a perspetiva de Ponte e Serrazina (2000).

No livro “Geometria” do ano letivo 1938-1939

Neste livro encontramos todo o tipo de representacdes externas incluidas nas categorias
de Ponte e Serrazina (2000) em ambas as partes, a da 3.2 classe e a da 4.2 classe.
Predominam as representacdes pictdricas e a linguagem escrita. Quanto a linguagem
escrita, a representacdo € discursiva: linguagem natural para apresentar conceitos
geomeétricos. O sistema de escrita € numérico, algébrico e simbélico. Ao longo do texto,
sdo utilizadas figuras geométricas planas e também sdo apresentados objetos para
representar entes matematicos (fio-de-prumo, régua, esquadro, compasso e transferidor).
Sao usadas letras maiusculas para representacao de pontos, e.g. A, B. Também a reunido
de duas letras diferentes é notacdo para as retas (e.g. (AB), (CD), pp.6-7). Os angulos séo
notados por “ABC ou o angulo CBA, podendo também ler-se sé pela letra do vértice,
quando este ndo é comum a outros angulos.” (pp.10-11), e os poligonos séo representados
por tantas letras quantos os vértices que possuem. Por exemplo, ABCDE representa um
poligono com cinco vértices (p.16). O arco é representado também por trés letras,
abarcadas por um arco desenhado (p.39) ou escrevendo-se “arco ABC” (p.40). Note-se
que na parte da 4.2 classe, a simbologia de angulo passou a ser diferente: o0 &ngulo, embora
continue a ser representado por trés letras, tem agora a particularidade de ter um acento
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circunflexo na letra do meio (e.g. p.39). Encontramos também a utilizacdo de simbolos
para representacdo de algumas unidades de medida (metros, m, centimetro, cm,
centimetro quadrado, cm?, hectare, ha; ainda ha o grau, °, minuto, ’, e segundo, ”,
denominadas “Numeros Complexos”, p.38). O simbolo ha esté registado uma Unica vez
e incluindo na lista de exercicios e problemas (p.47). Os sinais de operagdes utilizados
sdo +, x, = e de divisdo através do uso do simbolo habitual de fracdo. Os sinais aparecem
a partir da pagina 16 sendo depois usados com alguma frequéncia até ao final do texto, ja
o sinal = aparece pela primeira vez na pagina 39. A aproximacao do numero 7 é registada
no texto duas vezes (pp.39-40) com o valor de 3,1416. N&o se usa simbolo para o apotema
de um poligono regular, definido na pagina 21.

Na tabela da Figura 15, sistematizam-se as representacfes matematicas externas nas

quatro categorias, bem como a referéncia ao seu registo.

Linguagem oral e

escrita

Representacoes

simbolicas

Representacoes iconicas ou

pictoricas

Representacoes ativas

Linguagem natural
(e.g-p.5)
Apresentacdo de
conceitos (e.g. p.15)
Escrita numeérica
(c-g- p-49)
Escritaalgébrica
(e.g. p16)

Escrita simbolica
(e.g. p.39)

Letras (e.g. p.6)
Algarismos (e.g. p.15)
Sinal + (e.g.. p.16)
Sinal % (e.g. p.5)
Sinal=(e.g. p.39)
Fragdes (e.g. p.39)

m, em, (e.g. p.47ep.40,

respetivamente)
cm?(e.g. p.41)

ha (e.g. p.47)
% " (e.g p.38)
3,1416 (e.g. p.39)

Pontos(e.g. p.5)
Linhastetas(e.g. p.4)
Linhas quebradas (p.4)
Linhascurvas(e.g. p.5)
Angulos (e.g. p.10)
Poligonos (e.g. p.18)
Circunferéncia (e.g. p.23)
Segmento circular (e.g. p.25)
Setorcircular (e.g. p.25)
Coroa circular (p.25)
Cone (p.29)

Cilindro (p.30)

Cubo (p.31)

Esfera (p.32)

Fio-de-prumo (p.6)
Régua (p.9)

Esquadro (vulgar,em T e
de canteiro, p.14)
Compasso (p.28)

Para tracar
circunferéncias no
terreno (Obs. , p.29)
Transferidor (p.37)

Figura 15: Tabela das representagdes externas no livro “Geometria” do ano letivo 1938-1939.

Na Figura 16 apresentam-se mais alguns exemplos destas representacfes matematicas.

Figura 16: Exemplo de pagina de apresentacdo de exemplos quotidianos (p.16, p.28 e p.43, &
esquerda, ao centro e a direita, respetivamente).
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No livro “Geometria” do ano letivo 1940-1941

Também neste livro encontramos os quatro tipos de representacdes externas de Ponte e
Serrazina (2000). Usa-se a linguagem natural na parte escrita, além de varias figuras
geométricas a uma, duas e trés dimensdes, usam-se as formulas do célculo das areas dos
diversos poligonos abordados e ainda se recorre a exemplos contextualizados (e.g. pp.8-
9). A predominancia vai para a linguagem escrita e para as representacdes pictoricas. Ha
uma representacdo discursiva, expositiva, listando os conceitos geomeétricos especificos
a abordar no programa em vigor, a época. Existe também um sistema de escrita numérico,
algébrico e simbolico, tal como no livro anterior. Ao longo do texto, séo utilizados objetos
para representar entes matematicos (por exemplo, o fio-de-prumo, nivel de pedreiro, nivel
de bolha de agua, nivel de &gua, régua, esquadro e transferidor). Neste livro também séo
usadas letras mailsculas para representacdo de pontos (e.g. C, p.14), para retas,
semirretas, segmentos de reta (e.g. p.5), corda (p.32) e apotema (p.25) com simbolo Ap
(p.43). Salienta-se que a primeira vez que, por exemplo, se escreve que AB representa
um segmento de reta (p.12), ainda ndo tinha havido qualquer alusdo no texto a esta
notacdo. Até a pagina 12 as letras aparecem apenas nas figuras que sdo apresentadas.
Depois ja existem varias referéncias as notagcdes adotadas (e.g. pp.16-17). Os angulos sdo
representados por trés letras mailsculas ou apenas por uma que representa o seu Vvértice.
Por exemplo, “Angulo ABC, angulo CBA, ou simplesmente angulo B” (p. 17) sdo
“leituras” para os angulos. Também se usam simbolos para representar de algumas
unidades de medida (metros, m, centimetro, cm, metro quadrado, m?, e.g. pp.37-38). No
texto existe referéncia a outras unidades de medida, sem que sejam usados quaisquer
simbolos, e.g. graus, minutos, segundos (pp.31-32) e a unidade dos arcos designada de
quadrante (p.36) e ainda a referéncia a ares no ultimo problema da pagina 44. Os sinais
de operacdes usados sdo +, x, = e de divisdo através do uso da simbologia de habitual de
fracdo. Os sinais das operagdes aparecem pela primeira vez na pagina 37, sendo usados
com alguma frequéncia até ao final do texto. Embora implicitamente tenha que ser usado
0 compasso no tracado da bissetriz de um angulo (p.18), a referéncia explicita s6 lhe é
feita na pagina 33. S&o apresentadas aplica¢cdes usando a régua e o esquadro vulgar para
o tracado de perpendiculares (p.14) e aplicagdes da régua e do esquadro em forma de T
para o tracado de paralelas (pp.15-16). A “combinagdo de poligonos” também ¢ feita com
exemplos do dia-a-dia e, apesar de nunca se usar O termo, introduzem-se as
pavimentacdes como “desenhos muito curiosos (...) os ladrilhos, os mosaicos, os pedagos
de madeira para soalhos, os retalhos de fazenda para fazer panos de mesa, as colchas, os
tapetes, etc.” (pp.27-28) Referiu-se que existem problemas contextualizados com aluséo
a terrenos, tabuletas, oleados, saldes, mesas, tanque, lagar, caixa, sala, cubo, reservatorio,
tulha e caixa de fosforos (e.g. pp.43-44, pp.46 a 48), servindo para introducdo de
conceitos, por exemplo, no caso do “volume” (p.47). Encontramos também outras
representacgoes ativas interessantes por usarem descrigoes de “objetos”: “um saco de coar
o café também apresenta a forma coénica” (p.29); “um poco circular e um rolo de calcar o
cascalho das estradas (...) tém a forma cilindrica (...)” (p. 29); “uma sala que tenha tanto
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de comprimento, como de largura, como de altura; uma caixa de bolachas; os dados de
jogar (...) ttm uma forma cubica” (p. 29); “uma bola, o globo terrestre, que deve haver
em todas as escolas, os graos de chumbo de caga, etc. sdo (...) esferas” (pp. 29-30). Outra
mencdo interessante e pratica refere-se a constru¢do do “canteiro circular” (p.34).
Destaque para a nota de rodapé (Figura 18, p.41) relativa a formula do calculo da area de
um losango. Como na definicdo apresentada no texto é usado o numero 0,86602, a nota
de rodapé explica como “aparece” este valor.

Na tabela da Figura 17, destacamos as representa¢cdes matematicas externas nas quatro

categorias, bem como a referéncia ao seu registo.

Apresentagio de
conceitos (e.g p.3}
Escrita numérica
(eg.p47)

Escrita algébrica
(eg.p37)

Escrita simbolica
(e.g.p.13)

p-26)

Sinal =(e.g p.40)
Sinal + (e.g p.40)
Sinal x (e.g p.40)
Fracdes (e.g. p.40)
m,cm, mm (e.g p.7)
m* (e.g. p43)

ares (p.44)
quadrante (p.36)
Ap (p-43)

D — diagonal maior
(p41)

d — diagonal menor

(p41)

Semirretas (e.g. p.5)
Segmentos de reta (e.g. p.5)
Linha quebrada (e.g. p.6)
Linha curva (e.g p.7)

Linha mixta (e.g p.8)
Fio-de-prumo (e.g p.8)
Imagens de uma parede com o
fio-de-prumo (p.9)

Imagens de uma parede com o
nivel de pedreiro (p.5}
Imagens de um nivel de bolha de
ar (p.10})

Imagens de um nivel de 4gua
num tripé (p.10})

Esquadro (e.g p.12)

Régua (p.13)

Prancheta (p.15)

Angulos (e.g. p.16)

Poligonos (e.g. p.19)
Pavimentagdes (e.g. p.28)
Cone, Cilindro, Cubo, Esfera
(eg.p29)

Circunferénda (e.g. p.5)
Circulo (e.g. p.30)

Segmento e setor circular (e.g.
p-31)

Coroa circular (e.g. p.31)
Compasso (p.33)
Transferidor (p.35)

Linguagem oral e Representacdes Representacdes iconicas, Representacdes ativas
escrita simbolicas ou pictoricas

Lingnagem natural | Letras (e.g. p.5) Ponto (e.g. p.4) Fio-de-prumo (e.g. p.8)

(e.g.p. ) Algarismos (e.g. Retas (e.g. p.5) Nivel de pedreiro (e.g. p.9)

Nivel de bélha de ar (e.g.
p.9)

Nivel de dgua (e.g p.10)
Régua(eg p.13)
Esquadro (e.g p.12)
Transferidor (e.g p.35)
Problemas contextualizados
(e.g.p44)

Figura 17: Representac¢des externas no livro “Geometria” do ano letivo 1940-1941.

Tal como foi feito no caso anterior, apresentamos na Figura 18 exemplos destas

representacfes matematicas.
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9 A GROMETRIA -4
GrEONETRIA GEONETRIA

o verticais, colocando o fio de ponlo C; a direcsto CD € 2 perpendicular a AB Losango
g. 18). 5
edida.

i3 Sendo dado um lado, a superficie dum

S

sango ¢ igaal ao produto do lado por
vezes 086602 ().

§ =L <L ><0,86602,
Exemplo:

Qual é a superficie dum logango que tem de
Tado 3°?

: oh =LXLX =3¢ 3:¢0,86602=17",
Linha horizontal (fig. 19) ¢ @ ¢ pmnto e Fects S — L3 L 0,86602 :
i Sendo dadas as diagonais, ¢
dum losango ¢ igual ao semi-produto das dia-
gonais.

3 D )
S= 2 )

Seja AB o segmento rectilineo e C o ponto exte-

rior (fig. 30).

Figura 18: Exemplo de pagina de apresentacdo de exemplos quotidianos (p. 9, p. 13 e p. 41 com
a nota de rodapé, a esquerda, ao centro e a direita, respetivamente).

Analise comparativa dos dois manuais

No que respeita a descricdo geral, detalhada, bem como a organizacdo e ao grafismo
apenas uma breve menc¢do. Ambos os livros sdo de capa dura, quase com as mesmas
dimensBGes, com 0 mesmo numero de paginas e ambos monocromaticos. Ambos
apresentam uma profusdo de figuras, desenhos e esquemas como suporte do texto da
apresentacdo dos contelidos e o0s titulos e o texto sdo salientados com italicos ou negritos.
Ambos dividem os conteudos das duas classes por partes e dedicam mais paginas (cerca
de 63%) aos contetdos da 3.2 classe que também sdo em maior nimero no livro de 1940-
41 (18 titulos e 85 contetidos) do que no de 1938-39 (17 titulos e 34 conteudos); para a
4.2 classe também sdo em maior nimero no livro de 1940-41 (8 titulos e 12 contetdos)
do que no de 1938-39 (2 titulos e 13 conteudos). No livro de 1940-41 ndo ha problemas
na parte da 3.2 classe, mas ha mais problemas na 4.2 classe (21 ao todo) do que no de
1938-39 (11, que tinha 33 para a 3.2 classe). Em ambos os livros ndo sdo apresentadas,
nem a resolucdo dos problemas, nem as suas solucdes.

No que diz respeito ao objeto desta andlise, as representa¢fes matematicas externas — nas
folhas de papel, paginas destes dois manuais de “Geometria” nos dois livros encontraram-
se 0s quatro tipos de representacdes externas consideradas (tabelas das figuras 15 e 17,
Ponte e Serrazina, 2000) nas suas duas partes, da 3.2 e 4.2 classes. As representacoes
pictéricas e a linguagem escrita sdo as predominantes nos dois manuais. Nas partes
dedicadas a 3.2 classe predomina a representagéo pictorica e a linguagem escrita, enquanto
nas partes dedicadas a 4.2 classe, para além destas duas, também ja se encontram exemplos
de representacdo simbolica.

Na categoria da linguagem escrita, esta pode ser considerada discursiva, uma linguagem
natural para apresentar conceitos geométricos e com escrita € numerica, algebrica e
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simbolica. Por vezes, nos dois manuais percebe-se a necessidade do autor quase “falar”
com o leitor ao escrever todos os pormenores, por exemplo, de como se deve proceder
para obter retas paralelas, para usar um transferidor ou da forma de tracar circunferéncias
no terreno. Em suma, percebe-se o esforco dos autores para facilitar ao aluno a
aprendizagem destes contetidos de Geometria.

No que toca as representacdes simbdlicas a maioria das representaces € comum, poucas
vezes ha variagdes e as que foram dignas de nota foram assinaladas. Todavia, subsiste
uma curiosidade, apenas no manual de 1937-38 se menciona a aproximagdo do nimero
n. Em cada livro, e em termos comparativos € na parte da 4.2 classe que se encontra o
maior numero de representacdes simbolicas.

Ja se referiu que nos dois manuais as representacdes pictdricas sao predominantes, a par
com a linguagem escrita, contudo no manual de 1940-41 o seu nimero ultrapassa o das
do manual de 1938-39, pois também sdo mais 0s conceitos de Geometria apresentados.
No manual de 1940-41 a linguagem escrita apoia-se nas representacdes iconicas ou
pictoricas, pois inclui como parte integrante do texto da apresentacdo dos conteudos
figuras e desenhos. Também ja se exemplificaram representac@es iconicas do quotidiano
(de entdo) dos alunos que envolviam implicitamente conceitos de geometria abordados
apenas de forma implicita, como o das pavimentacdes no manual de 1940-41. Mais uma
vez se percebe 0 empenho deste autor em auxiliar da aprendizagem do aluno.

Nos dois manuais as representagdes ativas sao as que existem em menor nimero. Apesar
disso, no manual de 1940-41 o seu numero ultrapassa o das do manual de 1938-39.
Embora se perceba que os autores ndo esquecem o quotidiano (de entdo) dos alunos,
quando se trata de contetdos e de conceitos que requerem maior rigor de linguagem o
aluno poderia perder-se. Tal é o exemplo j& apresentado para o manual de 1940-41. A
primeira vez que se escreve que AB representa um segmento de reta (p.12), ainda nao
tinha havido qualquer alusdo no texto a esta notacdo e até a representacado icénica ja tinha
aparecido antes (p.5).

No inicio deste trabalho referiu-se que ao analisar as representacGes matematicas se tem
que considerar o contexto historico em que se enquadram (Santos, 2003). Uma década
depois das mudancas de programas (Dec. 1928 e Dec. 1929), e continuando a decorrer
outras?, a anlise destes manuais em vigor em dois anos letivos sucessivos parece refletir
que o conjunto de representacdes matematicas encontradas ainda ndo esta conseguida e
equilibrada. Mesmo assim, reconhece-se um certo compromisso dos autores para
tentarem escrever os seus textos de modo a torna-los acessiveis ao aluno e a facilitar-lhe
a aprendizagem dos contetidos de Geometria.

23 Rosas (2012) menciona na politica educacional do Estado Novo a “[r]evisdo dos programas escolares de
acordo com os principios ideoldgicos do regime a adopcao de ‘livros Unicos’ nas principais disciplinas
formativas do ensino primario e secundario .” (p. 338).
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“Enquanto objecto epistémico, cultural e pedagogico, o livro escolar tem um percurso e
um tempo histérico proprios, cujos significado, sentido e evolucgdo, representacdo e
apropriacdo se documentam, compreendem, explicam e narram no quadro da historia
cultural” (Magalhdes, 2006) o que permite perspetivar como trabalho futuro a
possibilidade da analise de manuais aprovados e oficialmente autorizados para anos
letivos seguintes a estes (que se consigam localizar), bem como a de uma analise
comparativa dos contetdos de Geometria dos manuais e dos programas aprovados.
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Resumo: Nesta comunicacao procuramos analisar o modo como o professor, através das
suas acoes, integra no trabalho realizado na sala de aula diversos tipos de representacdes,
tendo em vista promover o raciocinio e a compreensdo dos conceitos matematicos. O
quadro concetual articula conceitos relativos as representagdes e raciocinio matematico,
bem como as ac¢des do professor na sala de aula. Os participantes sdo uma turma do 6.°
ano de uma escola publica e a respetiva professora. A aula foi registada em video, sendo
as discussdes coletivas integralmente transcritas. A professora encoraja os alunos a
usarem uma variedade de representacGes na resolucdo de um problema matematico,
estabelecendo conexdes entre elas e valorizando as representacdes iconicas capazes de
servir de base a raciocinios formais com compreensdo. Para apoiar os alunos a apresentar
0s seus raciocinios a professora usa essencialmente acGes de guiar, e para os levar a
processos mais complexos de interpretar e raciocinar tira partido de ac6es de desfiar.
Palavras-chave: AcBes do professor, Representacdes, Tarefas, Comunicacdo,
Abordagem exploratoria.

Introducéo

As representacfes assumem um papel fundamental como suporte do pensamento
humano. Dada a natureza abstrata dos objetos matematicos, nao é possivel pensar sobre
eles sem recorrer as suas representacdes. Por isso, as representacdes estdo estritamente
relacionadas com o raciocinio matematico (NCTM, 2007; Ponte, Mata-Pereira &
Henriques, 2012). O sucesso da resolugdo de um problema decorre em grande medida de
uma escolha apropriada das representacfes a usar. No entanto, esse sucesso depende
também da interpretacdo (sense making) (NCTM, 2009) que se faz dos diferentes
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elementos presentes no problema e das operacdes que é possivel fazer sobre eles com
vista a chegar a uma solucéo.

O grande problema no ensino da Matemaética é o uso de representacdes simbolicas sem
que os alunos compreendam o seu significado, o que os leva a memorizar procedimentos
e definicbes. Com esse tipo de ensino, muitos alunos conseguem reproduzir esses
procedimentos e defini¢cbes, mas ndo sdo capazes de 0s usar em novas situagdes nem para
resolver problemas com alguma complexidade. Uma abordagem alternativa ao ensino da
Matematica é a abordagem exploratéria (Ponte, 2005), na qual se procura que 0s alunos
assumam um papel ativo na constru¢cdo do seu conhecimento. Para isso, s&o-lhes
propostas tarefas para as quais os alunos nao dispdem de um método de resolucao, tendo
de conceber as suas proprias estratégias, através das quais constroem novos conceitos,
representacdes e procedimentos matematicos.

Nesta comunicagdo, centramos a nossa atengdo no momento de discusséo coletiva, um
dos momentos fundamentais de uma aula de cunho exploratério, no qual os alunos séo
chamados a apresentar e justificar as suas resolucdes das tarefas propostas e a questionar,
apresentando argumentos, as resolucdes dos seus colegas. O nosso objetivo € analisar o
modo como, através das suas a¢des, o professor integra no trabalho realizado na sala de
aula diversos tipos de representacGes, tendo em vista promover o raciocinio dos seus
alunos e a sua compreensao dos conceitos matematicos.

Quadro concetual

Deve-se a Bruner (1999) a classificacdo fundamental das representacGes em ativas
(envolvendo objetos e movimentos), icénicas (imagens, desenho e diagramas) e
simbolicas (linguagem oral e escrita e simbolos). Note-se, porém, que, dentro destas
grandes categorias, € possivel estabelecer subcategorias, distinguindo entre diversos tipos
de representacdo. Por exemplo, as representacfes iconicas podem ser imagens que
representam um dado objeto com grande quantidade de detalhes ou esquemas e diagramas
que representam esse objeto de forma muito abstrata. De igual modo, as representacdes
simbolicas podem ser de diversos tipos, tendo em conta a complexidade dos conceitos
que representam e a familiaridade que o individuo tem dessas representacdes. Finalmente,
é de notar que podem existir representacbes mistas envolvendo aspetos simbolicos e
iconicos, simbolicos e ativos, etc.

O raciocinio inclui o estabelecimento de estratégias para a resolucdo de problemas bem
como fazer conjeturas e generalizagfes e apresentar justificagOes, eventualmente
organizadas em cadeias de inferéncias (demonstracfes). A formulacdo de estratégias,
conjeturas e generalizacBGes estd mais associada ao raciocinio indutivo e abdutivo e a
realizacdo de justificagbes ao raciocinio dedutivo. Assumimos que o raciocinio pode
assumir uma natureza formal ou informal (Ponte & Quaresma, 2014). Assim, engquanto o
raciocinio formal se apoia em representaces simbdlicas e usa regras e procedimentos
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matematicos ja conhecidos, o raciocinio informal apoia-se sobretudo em representacoes
iconicas e ativas. Além disso, o raciocinio formal pode ser realizado em duas condi¢des:
de modo mecanico, sem compreensao, por simples execucao de opera¢bes memorizadas,
ou com compreensao da razdo de ser dessas operacoes e do procedimento geral que esta
a ser seguido. O raciocinio formal com compreensdo apoia-se no raciocinio informal,
enquanto o raciocinio formal sem compreensdo se apoia sobretudo na memorizagdo
(Figura 1). A compreensao associada ao raciocinio formal tem por base analogias e
conexdes com situacdes bem conhecidas, sejam situagdes matematicas ou do dia-a-dia do
aluno. Deve ter-se em atencdo que tanto um raciocinio informal como um raciocinio
formal podem ser matematicamente corretos ou incorretos.

Raciocinio formal com
compreensao

Raciocinio formal sem ) I )

OISR Raciocinio informal

Figura 1: Raciocinio informal e formal com e sem compreensdo (adaptado de Ponte &
Quaresma, 2014).

A abordagem exploratoria € marcada pela natureza das tarefas propostas e pelo tipo de
comunicacgédo que ocorre na sala de aula. As tarefas sdo de importancia fundamental pela
atividade dos alunos a que podem dar origem. O que os alunos aprendem na aula de
Matematica resulta principalmente da atividade que eles préprios realizam e da reflexao
que efetuam sobre essa mesma atividade (Christiansen & Walther, 1986). Por isso, é
essencial propor tarefas apropriadas, capazes de servirem de base a uma atividade
matematica rica e multifacetada por parte dos alunos, algumas das quais assumindo uma
natureza desafiante para os alunos (Ponte, 2005). Além disso, a comunicacao em sala de
aula marca de modo decisivo as oportunidades de aprendizagem dos alunos (Bishop &
Goffree, 1986; Franke, Kazemi, & Battey, 2007; Menezes et al., 2014). Na abordagem
exploratoria, esta comunicacdo, em lugar de ser univoca, dominada pelo professor, é
dialdgica, valorizando a contribuicdo dos alunos (Ponte, 2005).

E ao professor que cabe propor as tarefas a realizar e regular a comunicacio, mas tem de
o fazer em permanente negociagdo com os alunos, negociacdo essa que se realiza explicita
ou implicitamente. Um aspeto muito importante do modo como conduz a comunicagéo é
0 modo como ajuda os alunos a apropriar-se da linguagem matematica correta, usando
sobretudo processos de “redizer” (revoicing), isto é, reformulando as afirmagfes dos
alunos numa linguagem progressivamente mais correta (Franke, Kazemi, & Battey,
2007). Para introduzir novos conceitos ou esclarecer significados que se revelam
confusos, o professor pode conduzir momentos de negociacdo de significados
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matematicos (Bishop & Goffree, 1986). Além disso, pode assumir em exclusivo o papel
de autoridade matematica ou partilhad-lo com os alunos, procurando estimular a sua
capacidade de raciocinio e argumentacdo. Uma forma particular da comunicacéo sao as
discussGes matematicas, com diversos intervenientes, que assumem, todos eles, um papel
de autoridade em relagéo as suas ideias.

Um ponto de partida fundamental para uma discussdo matematica produtiva é,
evidentemente, a tarefa proposta. Embora tarefas relativamente rotineiras possam dar por
vezes lugar a discussdes interessantes, mais promissoras sdo as tarefas com carateristicas
desafiantes que propiciam uma diversidade de estratégias por parte dos alunos que
possam depois ser comparadas e avaliadas. Além disso, é necessario que os alunos tenham
oportunidade de trabalhar de modo ativo na tarefa, organizando as suas resolucgdes para
apresentar aos colegas.

Nestas condigdes, cabe ao professor preparar 0 momento de discussdo, aproveitando o
melhor possivel o trabalho realizado pelos alunos e o tempo de aula disponivel. Para o
efeito, Stein, Engle, Smith ¢ Hughes (2008) propdem o que designam por “cinco praticas”
que vao além do “mostrar e dizer”: (i) antecipar as possiveis dificuldades dos alunos; (i1)
monitorizar o trabalho dos alunos, recolhendo a informacdo necessaria; (iii) selecionar os
aspetos a salientar durante a discussdo; (iv) sequenciar as intervencdes dos alunos; e, ja
durante a discussdo, (v) estabelecer conexdes entre as diversas resolu¢des dos alunos.
Uma preparacdo da discusséo feita nestas condi¢fes é importante para a sua conducao.
No entanto, uma discussdo produtiva envolve muitos aspetos para além do
estabelecimento de conexdes e que muitas vezes sdo impossiveis de prever. Dai a
necessidade de olhar mais de perto para a dindmica dos momentos de discussdo. Focando
a sua atencdo nos momentos de discussdo propriamente dita, Wood (1999) chama a
atencdo para as potencialidades da exploracdo de desacordos entre os alunos como ponto
de partida para momentos frutuosos de discussdo. A partir do desacordo, o professor
procura gque os alunos com posi¢oes diferentes justifiquem as suas posicdes e encoraja 0S
restantes alunos a associarem-se a discussao. Pelo seu lado, para analisar o processo de
ensino-aprendizagem na sala de aula, Potari e Jaworski (2002) propdem o modelo da
triade de ensino (teaching triad), tendo como elementos principais o desafio matematico,
a sensibilidade aos alunos e a gestéo da aprendizagem.

Mais recentemente, Ponte, Mata-Pereira e Quaresma (2013) desenvolveram um quadro
de analise para os momentos de discussao, que distingue entre as acdes do professor
diretamente relacionadas com os tdpicos e processos matematicos e aces que tém a ver
com a gestdo da aprendizagem (Figura 2). Centrando a sua atengéo nas agdes relacionadas
com 0s aspetos matematicos, distinguem quatro tipos fundamentais: (i) Convidar, acoes
cujo objetivo é iniciar uma discussao; (ii) Apoiar/guiar, acfes que pretendem conduzir
os alunos na resolucéo de uma tarefa através de perguntas ou observagdes e que apontam,
de forma explicita ou implicita, o caminho que estes podem seguir; (iii) Informar/sugerir,
acbes em que o professor introduz informacdo, dé sugestfes, apresenta argumentos ou
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valida respostas dos alunos; e, finalmente, (iv) desafiar, acbes em que o professor procura
que os alunos assumam o papel de produzir novas representacdes, interpretar um
enunciado, estabelecer conexdes, ou formular um raciocinio ou uma avaliacéo. E possivel
identificar estes quatro tipos de acGes em aulas de carateristicas muito diversas, mas com
frequéncia diferente e também num papel diferente que é interessante estudar.

Em qualquer destas acOes podem reconhecer-se aspetos fundamentais de processos
matematicos como representar (tanto na mesma linguagem como mudando para outra
forma de representagdo), interpretar (redizendo por palavras suas e estabelecendo
conexdes com outros conceitos), raciocinar (fazendo inferéncias, isto &, tirando novas
conclusdes, de forma fundamentada, a partir de informagdo j& existente) e avaliar
(fazendo julgamentos gerais sobre aspetos relacionados com a resolucdo da tarefa).

Convidar

Apoiar/Guiar “ Informar/Sugerir Gerir
a

Situagdo
Representar de
Inte.rpr.e-tar aprendizagem
Raciocinar
Avaliar
Desafiar

Figura 2: Quadro de analise para as a¢Ges do professor (adaptado de Ponte, Mata-Pereira e
Quaresma, 2013).

Metodologia de investigacao

A metodologia do estudo é qualitativa e interpretativa, tendo por base observacao
participante (Jorgensen, 1989). Apresentamos diversos episodios da discussdo de uma
tarefa que visa levar os alunos do 6.° ano a desenvolver a no¢do de multiplicacdo de uma
fragdo por uma quantidade. A professora que conduz a aula (a segunda autora desta
comunicacdo) tem 6 anos de experiéncia, e procura por em pratica nas suas aulas uma
abordagem exploratéria. O primeiro autor participou na aula como observador. Os alunos
sdo de uma turma do 6.° ano de uma escola basica rural do ensino publico, de uma zona
considerada socialmente deprimida, a 50 km de Lisboa. Os pais dos alunos, em geral, séo
de classe baixa ou média-baixa com habilitacGes que, na sua maioria, ndo védo alem do
ensino basico. A turma tem 19 alunos, dos quais 4 ja reprovaram em anos anteriores e
cujas idades variam entre 12 e 17 anos, e revela reduzido empenho e poucos habitos de
trabalho. A aula foi registada em video, sendo as discussdes coletivas integralmente
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transcritas. A andlise dos dados comecou por identificar os episodios na discussdo da
resolucdo de cada tarefa, codificando as agdes do professor de acordo com as categorias
apresentadas na Figura 2. De seguida, procuramos estabelecer relacdes entre estas acdes
e eventos marcantes no que respeita as interpretacdes, representacGes e raciocinios
(estratégias, generalizaces e justificacdes) realizadas pelos alunos.

A tarefa

A tarefa que serve de base a este trabalho pretende que os alunos usem diversas fragoes
como operador para determinar uma certa quantidade de uma dada unidade (Figura 3).
Envolve portanto o significado operador num contexto relativo a grandezas discretas
(quantidade de rebucgados). A informagdo é dada sob a forma de um enunciado verbal

envolvendo nameros inteiros (250) e fracbes (%, % e %), sendo pedida uma justificacédo da

resposta. Os alunos conheciam 0s nimeros racionais nas suas diversas representacdes, ja
tinham aprendido a adicdo e subtracdo de numeros racionais mas ainda ndo tinham
aprendido a multiplicacdo e a divisdo de dois nlimeros racionais ou de um ndmero
racional por um ndmero natural. Pretendia-se que os alunos dessem um sentido ao
conceito de multiplicar um namero racional (representado como fra¢do) por um nimero
inteiro. Trata-se de uma tarefa de natureza exploratdria pois os alunos ndo tinham ainda
resolvido situacfes analogas na aula de Matematica, pelo que teriam de dar sentido a
questdo e procurar uma forma de a resolver.

Tarefa. Para a sua festa de aniversario a Rita comprou 250 rebucados para dar aos seus
. - 1 < 3 2
amigos. Decidiu dar < @os colegas da natacdo, - @0s colegas da escola e guardou - bara

dar aos convidados da sua festa de aniversario. Quantos rebucados deu a Rita aos colegas
da natacdo? Justifica a tua resposta.

Figura 3: Tarefa dos rebucados da Rita.

A tarefa fazia parte de uma ficha de trabalho entregue aos alunos. A professora leu o
enunciado em voz alta, procurando certificar-se que todos compreendiam o que era
pedido. Durante uma parte da aula os alunos trabalharam a pares e na outra parte realizou-
se a discussdo coletiva.

Episodio 1 — Primeira resposta (errada)

A professora inicia a discussdo coletiva convidando alunos que tinham respostas erradas
aapresentarem a sua resolugéo. Procura, deste modo, criar oportunidades para o confronto
de ideias e para o surgimento de explicacdes e justificages. Daniel, que tinha trabalhado
em conjunto com Marco, aceita 0 convite e vai ao quadro apresentar a resolucdo. Esta
consiste numa sequéncia de diversas operagdes com numeros inteiros (Figura 4). O aluno
percebeu que deveria dividir por 5, mas fé-lo duas vezes sem se perceber porqué. A
estratégia de raciocinio do aluno mostra um entendimento dos aspetos importantes da
situacdo, mas acaba por ser mal aplicada. Note-se que esta resolucédo é apresentada numa
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representacdo simbolica, em que s intervém ndmeros inteiros. Trata-se de um raciocinio
formal incorreto.

PR o L
- B oy — o
e 1y

Figura 4: Resolugdo inicial de Daniel.

Para focar a atencdo de todos os alunos, a professora recorda novamente o enunciado e
pede a Daniel que explique oralmente o seu raciocinio. Este diz que “ja esta tudo
explicado” nos calculos registados no quadro, ndo conseguindo justificar melhor a sua
resposta. Para ele, os calculos continham todas as justificacdes necessarias. Perante isso,
a professora insiste no convite, encorajando o aluno a falar, ao mesmo tempo que procura
evitar que os colegas se intrometam:

Professora: Nao esta ai explicado Daniel... Eu nao percebo, eu olho para ai... E,
preciso da tua ajuda ... Deixem |4 o Daniel explicar ... A forma
como... Que ele pensou.

Daniel: Na natacdo, 250 € o nimero dos rebucados a dividir por 5 que é o
denominador, para ver quanto € que valia, ao todo...

Daniel acaba por dizer que, para saber quantos rebucados recebem os colegas da natacao,
dividiu 250 por 5. Implicitamente estd a dizer que, para determinar % de uma certa

quantidade, tem de dividir por 5. A professora considera a explicacdo insuficiente, pois
sO corresponde a primeira parte da expressao, pelo que pede ao aluno para completar a
sua representacao, indicando o significado dos diferentes termos. Guiado pelas perguntas
da professora, 0 aluno faz essa legendagem, usando um misto de linguagem verbal e
simbdlica (Figura 5):

1
Natacio Quanto vale < -  Carun wile f.
5 MR T -
- .y oy — T . e R
gns - A5O3 SR
\ f ! denominado
¥ 15 1
1 5 freg
I} Ly '|_| v
o pebugabs 24 ;
bucad denominado
rebucados

Figura 5: Resolugdo de Daniel, completada ap6s as sugestdes da professora.

Professora: Entdo pbe la por baixo de natagdo, pde la a fracdo, se faz favor, s6
para n6s percebermos o que € que tu estds a dizer... Por baixo da
palavra natacdo, mete a fragdo dos rebugados que ela deu aos
meninos da natagédo, qual foi a fragdo?
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1
Alunos: -

Professora: Isso, OK, s6 para nos percebermos do que € que tu estéas a falar...
Entdo quando tu dizes que dividiste por 5 € porque 5 é o

) ~ 1 .
denominador dessa fracdo e Continua. ..

Daniel: E deu 50.
Professora: E o que é que representa esse 50?
Daniel: Esse 50 significa quanto é que vale este 5 (aponta para o denominador

da fracédo %) E fiz 50 a dividir por 5 outra vez por causa do

denominador para ver quanto ¢ que valia este 1. Deu 10... Entao
deu... Fiz... 10 vezes o numerador e deu 10, acho que deu 10
rebucados...

A legenda feita por Daniel da indicac&o do significado dos diversos elementos que surgem
na expressdo, exceto do valor 50, que é precisamente aquele que mais importaria
interpretar. O aluno usa para tal um misto de linguagem verbal e simbdlica (fracGes).
Quando refere que obteve 50, a professora pergunta-lhe o que representa esse valor.
Trata-se de uma questdo muito diferente das anteriores, que assume uma natureza
desafiante, pois o aluno ndo interpretou 0 50 como o numero de rebucados que sdo dados

. ~ 1 . . . ~
aos meninos da natacdo e calculou novamente Edo valor obtido. Ou seja, Daniel ndo

interpreta a sua resposta nos termos do contexto do problema e indica apenas os célculos
que efetuou. A sua explicacdo remete apenas para uma sequéncia de operagdes, sem
interpretacdo do significado dos resultados intermédios. Além disso, o aluno ndo tem em
atencdo que 50 é o resultado da divisdo de 250 por 5, e que ao voltar a operar com esse
valor na continuacdo da mesma expressao, obtém um encadeamento de igualdades
matematicamente errado.

Neste episodio a professora enfrenta trés problemas. Em primeiro lugar, com que
resolucdo comecar a discussdo. Em vez de escolher uma resolucéo correta ou deixar que
os alunos se oferecessem voluntariamente, a professora escolhe deliberadamente uma
resolucdo errada. Deste modo, cria uma situacdo potencialmente geradora de desacordos.
Em segundo lugar, de que modo conduzir a discussdo de modo a que os alunos
identificassem e compreendessem o erro em causa. Para isso pede a Daniel para
interpretar os diversos elementos da sua resposta. No entanto, este aluno ndo é explicito
em relacdo ao significado de 50 que obteve logo na primeira divisao, pelo que ndo se
percebe por que razdo fez duas vezes a divisdo por 5. Em terceiro lugar, a professora tem
que decidir de que modo continuar a discussdo depois da explicagdo inconclusiva de
Daniel. Neste ponto, a professora toma uma decisdo importante — em vez de corrigir o
erro do aluno, desafia outros alunos da turma a tomarem posicdo, tendo em vista
promover o aparecimento de manifestacGes de desacordo, o que d& origem a um novo
episadio.
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Episodio 2 — Duas novas respostas (corretas)

Em resposta ao desafio da professora, diversos alunos manifestam de imediato o seu
desacordo, mostrando estranheza, dizendo que a resolucdo de Daniel esta errada, ou
dizendo o valor correto:

Alunos: E deu 10 rebugados?
Eu acho que nao...
Eu acho que ¢ 50 s0...
Eu também, eu acho que da 50...
Eu acho que também deu 50...

Um dos alunos, Jaime, pede para mostrar o seu raciocinio e a professora da-lhe a palavra.
1 ~ .
O aluno converte - bara a representacéo decimal, obtendo 0,2, e usa este valor como

operador multiplicativo (Figura 6). Afirma que o resultado de Daniel esta incorreto
porgue ndo é igual ao seu, mas ndo indica qual € o erro do colega.

Figura 6: Resposta de Jaime.

Nenhum aluno mostra oposicao a resolucdo de Jaime. Como os alunos ja sabem que na
aula de Matematica sdo valorizadas resolucdes diferentes da mesma tarefa, um deles,
Vasco, indica ter outra forma de resolver a questdo. A sua resolucdo tem por base uma
representacdo mista, com elementos iconicos (um retangulo dividido em “fatias”) e

simbdlicos — a indicacdo da fracdo % em cada fatia e a divisdo de 250 por 5, com o

respetivo resultado (Figura 7). E de notar, porém, que os elementos mais marcantes desta
representacdo sao 0s iconicos.

Figura 7: Resolugdo de Vasco.

Vasco explica que cada parte da figura representa % e que, para saber o valor de cada
“fatia”, dividiu 250 por 5, obtendo como resultado 50 rebucados que seriam para 0s
colegas da natacdo. Deste modo, faz uma conexao entre as representacdes 250 x % (dada

implicitamente no enunciado da tarefa, e onde esta implicita uma operacdo que os alunos
ndo conhecem, a multiplicacdo de uma fracdo por um namero natural), a representacao

319



EIEM 2015

250 :5 (uma operacdo ja conhecida, envolvendo nUmeros naturais, expressa em
linguagem simbdlica) bem como com uma representacao pictorica ilustrando o processo
de dividir um todo em cinco partes iguais.

Deste modo, a apresentacao de uma resolucdo errada cria condigdes para o surgimento de
expressoes de desacordo por parte de diversos alunos, tendo levado Jaime e Vasco a
apresentarem as suas resolucdes. Ambos resolvem a questdo fazendo raciocinios corretos
que envolvem uma mudanga de representacdo, Jaime transformando as fragOes em
numerais decimais e Vasco usando uma representacdo mista, mas onde se destacam 0s

.. L. ~ . 1,
elementos iconicos. Esta ultima representacdo, ajuda os alunos da turma a ver que s€a

quinta parte da unidade, ou seja, a unidade dividida em cinco partes iguais. O raciocinio
de Jaime é de natureza essencialmente formal enquanto o de Vasco é vincadamente
informal. Tendo existido diversos alunos que se ofereceram para apresentar as suas
resolucdes, os problemas com que a professora se depara sdo que alunos escolher e como
gerir as suas intervengdes. A professora escolhe alunos que resolveram a questéo usando
diferentes representacdes. Neste episddio, as acbes da professora sdo essencialmente de
guiar os alunos, regulando a sua participacéo na discuss&o.

Episadio 3 — Confronto de respostas

Considerando que a questdo pode ainda nédo estar completamente esclarecida para alguns
alunos, nomeadamente Daniel, a professora retoma entdo o desacordo entre a resolugéo
deste aluno e as de Jaime e Vasco. Faz vérias tentativas para que os alunos justifiquem
porque a solucdo correta é 50 e ndo 10. A certa altura interpela diretamente Jaime:

Professora: Jaime porque é que tu achas que ndo é 10? E ndo aceito como
resposta, “porque acho que ¢ 50 ... Quero que me tentes explicar
porque é que ... aquela resolucdo néo esta correta.

Perante este desafio, Jaime apresenta uma explicacdo tendo por base a representacao feita
por Vasco:

Jaime: N&o sei da minha, mas sei da do Vasco. Aquilo tudo vale ...
Guilherme: 250.

. . 1 . .,
Jaime: Vale 250 rebucados e cada parcela daquilo vale - B aquilo depois é€...
. ;. .1 . ,
Aquilo esté s6 a pedir < €agente, vamos ver, ou seja, em niimero

. , P 1
decimal quanto é que vale cada parcela daquelas e ela s6 pede z

para cada . . . Por isso, aquilo tudo ali vale 50.
Guilherme: E s6 uma parcela.
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Jaime introduz o termo “parcela” para se referir a cada uma das cinco partes em que o

. g =y 1 . . . . ~ . .
todo foi dividido, obtendo-se = Guilherme ajuda Jaime na sua explicagéo, evidenciando
concordar com o colega.

A professora lanca entdo um novo desafio, procurando que Daniel indique as diferencas
entre a sua resolugéo inicial e a resolugéo de Vasco:

Professora: Entdo porque ¢ que... Entdo o que é que aconteceu aqui? O que ¢
que aconteceu aqui, Daniel [aponta para a resolugéo deste aluno],
qual é que € a semelhanca e qual € que é a diferenca [em relacéo
a resolugdo de Vasco]... Onde é que aconteceu aqui a diferencga
entre esta resolucdo e aquela resolucao? Hé ali uma diferenca. ..

Daniel: E dividir o 50 por 5.

Daniel reconhece entdo que a diferenca esta no ter dividido 50 por 5, operacdo que 0s

seus colegas néo fizeram.

Para finalizar esta discussao a professora promove ainda uma negociacdo de significado
~ 1 - . A sy

da expressao E relacionando-a com a “quinta parte” e voltando a fazer referéncia a

representacdo pictdrica de Jaime.

Professora: % Digam I outra forma de dizer % ... Como € que vocés no 1.° ciclo
diziam % Antigamente vocés ndo lhe chamavam % Como ¢
que vocés antigamente diziam a metade? Oh! % Ja disse ja
disse... Como ¢é que vocés diziam %’? Chamavam-lhe metade.

7 A~ .. 1 .
Como é que vocés diziam 5 no 1.°ciclo?

Guilherme: Terca parte.

Professora: A terca parte, OK. Entdo aqui quando vocés dividem por 5 o que €
gue voceés estdo a fazer?

Edgar: A quinta parte...

Professora: Estao a determinar quanto ¢ que ¢ a quinta parte de...

Aluno: 250.

~ 5 , .
Professora: 250, e, perceberam... Que este todo S&0 0S < €senos dividirmos os

5 . .
=> ou seja, 0 todo em 5 partes iguais encontramos... A...

Juliana: ... A quinta parte.

Professora: Ah! Descubro a sua quinta parte! Muito bem... Entdo eu fiz... 5
caixinhas e distribui da mesma forma, os 250 rebucados pelas 5
caixinhas... Sim?
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Neste episodio destaca-se 0 modo como a professora explora o desacordo entre os alunos
que apresentam duas resolucfes, uma correta e outra incorreta. Para isso vai langando
desafios aos alunos para explicarem porque uma dada resposta ndo € correta e para
identificarem as diferencas entre duas resolucgdes. A identificacdo do erro cometido por
Daniel é feita com o contributo de diversos alunos. Neste episodio a professora enfrenta
o0 problema de conseguir que todos os alunos compreendam o erro da resolucao de Daniel,
incluindo o proprio. Coloca-se-lhe, também o problema de clarificar o significado na
expressao “quinta parte”, para o que conduz uma negociacdo de significados. Este
episdédio ndo faz surgir novos raciocinios, girando antes em torno da interpretacdo dos
raciocinios ja anteriormente realizados e na construcdo do significado de termos
matematicos.

Episddio 4 — Generalizagéo

Depois de ter sido discutido o erro de Daniel e clarificado que determinar a quinta parte

corresponde a dividir uma quantidade por 5 ou multiplicar por o a professora desafia 0s

alunos a fazerem uma generalizacdo. Retoma por isso uma das expressdes escritas no
1 . ~

quadro [ o X 250] e pergunta o que aconteceria com outros valores para a fragcdo e o

namero natural:

Professora: Entdo vamos tentar chegar a uma concluséo mais geral, diz-me 1a...
. . 1
Rui: Sempre que quisermos fazer uma conta dessas [E x 250]...

Professora: Sim.

Rui: E so dividir o denominador pela coisa que estiver antes ... Que neste caso
séo 0s rebucados.

Professora:  Como ¢ que ¢, explica la... Da 1a mais exemplos...

Rui: Por exemplo, i, se for outro exemplo, quantos rebucados? 150 por

exemplo... Sempre que héa contas dessas, eu posso fazer o 4 ou o
denominador a dividir pelo nimero. E vai dar o resultado.

Tal como os colegas, também Rui apresenta dificuldade de comunicacgéo, confundindo as
designacdes dos termos da fracdo e da divisdo. Contudo, compreende-se que pretende
dizer que, para multiplicar uma fracdo unitaria por uma certa quantidade, basta dividir a
quantidade em causa pelo denominador dessa fracéo

Perante esta generalizacdo, ainda que efetuada numa linguagem pouco correta, a
professora desafia Rui a estender a sua generalizacdo a fragcdes ndo unitarias:

Professora: Entdo agora, vou fazer-te uma pergunta... Isso aplica-se se eu tiver
2
-x 1507
4
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O aluno ndo consegue responder, mas Guilherme pede para intervir:

Guilherme: Eu acho que... Pode-se fazer da mesma maneira s6 que tem que se
acrescentar uma coisa. ..

Apesar de mostrar compreender a situacdo em causa, também Guilherme tem dificuldade
na utilizacdo da linguagem matematica, pelo que a professora decide apoiar a sua
explicacdo redizendo as suas afirmacdes de modo matematicamente mais correto:

Guilherme: Pode-se fazer 150 a dividir por 4 ... Podemos fazer da mesma
maneira porque podemos fazer... 4 a dividir por 150 da 37,50.

Professora: Va, 150 a dividir por 4, va tomem 14 atengdo...

Guilherme: 150 a dividir por 4, depois fazemos o resultado vezes o denominador.

Professora: O de cima ou o de baixo?

Guilherme: O de cima...

Professora: Ah, o numerador.

Guilherme: Numerador...

Professora: OK, vamos entdo, vamos ver, vamos avancar... Entdo fariamos... O
que ¢ que significa fazer... Quanto ¢ que d4 150 a dividir por 4.
Primeiro eu tenho que saber o que é que significa 150 a dividir
por 4... O que € que € este 37,5.

Guilherme: E % de 150.

Professora: E i de 150, OK. Entdo... Eu aqui quero... Quantos quartos?
Guilherme: 2 quartos! Por isso é que vamos fazer vezes 2.

Deste modo, guiado pelas questdes da professora, Guilherme amplia corretamente a
generalizacdo de Rui e responde ao desafio colocado pela professora.

Neste episddio, a professora desafia os alunos a fazerem uma generalizacdo sobre o que
podera ser a multiplicacdo de uma fragdo qualquer por um nimero natural. Este episédio
desenvolve-se usando representacdes simbolicas (fracdes e linguagem natural). Destaca-
se ainda as questdes da professora guiando os alunos para melhorarem as suas explicagdes
bem como 0 modo como rediz as afirmacdes dos alunos levando-os a aperfeigoar a sua
linguagem matematica. A professora enfrenta o problema de levar os alunos a fazer a
generalizacdo pretendida, o que acaba por ser feito em duas etapas, primeiro
relativamente a fragGes unitérias e depois relativamente a quaisquer fracoes.

Conclusao

A professora inicia a discussao coletiva analisando uma resposta errada de um aluno, que
tinha previamente identificado. Nesta resposta intervém apenas representacoes
simbodlicas, cujo significado o aluno ndo consegue explicar. A professora promove entdo
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0 surgimento de desacordos, levando outros alunos a apresentar outras resolucgdes,
baseadas em diferentes representagdes. Uma dessas resolucdes, essencialmente de
natureza iconica, permite uma compreensao intuitiva da situacdo proposta. A professora
promove o estabelecimento de conexdes entre as diversas representacfes e assume esta
representacdo iconica para referéncia da discussdo subsequente que leva a formulacao,
pelos alunos, de uma generalizacao relativamente ao produto de uma fracdo por um
numero natural. Deste modo, tendo por base uma variedade de representacdes, a
professora da grande atencdo aos processos de interpretacdo e de raciocinio,
nomeadamente promovendo o estabelecimento de justificacbes e generalizacdes.
Regista-se, assim, a importancia do estabelecimento de conexdes, tal como sugerido por
Stein et al. (2008), a0 mesmo tempo que se comprova que a conducdo de discussdes
matematicas envolve muito mais do que o simples estabelecimento de conexdes.

No decurso da conducdo da discussdo coletiva, a professora realiza diversos tipos de
acOes. No primeiro episodio, a maioria das suas a¢des tém em vista apoiar/guiar um aluno
a apresentar a sua resolugdo. No entanto, neste episddio a professora tem duas acdes de
natureza desafiante que tém um papel marcante — a primeira quando pergunta ao aluno o
que significa 0 50 que ele obteve nos seus célculos e a segunda quando desafia os restantes
alunos a tomarem posicdo perante a resolucdo do colega. Perante raciocinios de natureza
formal realizados sem compreensdo, a professora assume que a énfase tem de ser
colocada na interpretacdo do significado dos célculos e do valor obtido. No segundo
episodio, a professora convida diversos alunos a apresentarem as suas resolugdes,
suscitando o surgimento de uma variedade de representacdes e as suas intervengdes sdo
sobretudo de apoiar/guiar. No terceiro episddio, a professora langa dois desafios aos
alunos — compararem as resolucdes baseadas em diferentes representacdes e encontrarem
0 erro na resolucdo de um aluno — e, na parte final, promove um momento de negociagédo
do significado de “quinta parte” que envolve sobretudo interpretagdo — N0OGa0 que esta
presente desde o principio mas que nem todos os alunos parecem compreender
completamente. Finalmente, no quarto episodio, a professora langa o desafio aos alunos
de formularem uma generalizacdo relativa a multiplicacdo de uma fracdo por um numero
natural, o que, sustentado por acdes de apoiar/guiar, nomeadamente redizendo as suas
contribui¢des, conduz os alunos a generalizacdo pretendida, primeiro numa forma simples
(para fracGes unitarias) e depois numa forma mais geral (para quaisquer fracoes). Nestes
episddios importa destacar sobretudo dois aspetos: 0 modo como a professora promove o
surgimento de uma situacdo de desacordo (tal como sugere Wood, 1999) e explora essa
situacdo bem como os desafios que coloca aos alunos ao pedir-lhes diversas justificagdes
e, por fim, uma generalizagéo.

Os episodios analisados mostram momentos produtivos de trabalho que decorrem da
abordagem exploratoria seguida (Ponte, 2005). Na verdade, os alunos ndo tinham como
resolver de uma forma imediata a questdo proposta. Assim, tinham de recorrer aos seus
conhecimentos anteriores relativos ao significado de fracdo. De notar também, que para
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além do tipo de tarefa é decisivo o tipo de comunicacdo promovida pela professora,
marcada pelo incentivo a participacdo dos alunos, num registo essencialmente dialogico,
colocando-lhes questbes, valorizando as suas contribuicbes, redizendo as suas
intervencdes para os ajudar a melhorar a sua linguagem matematica e estabelecendo em
momentos apropriados situacfes de negociacao de significados.

Agradecimento

Este trabalho é financiado por fundos nacionais através da FCT — Fundagéo para a Ciéncia
e Tecnologia através de bolsas atribuidas a Marisa Quaresma (SFRH/BD/97702/2013) e
Joana Mata-Pereira (SFRH/BD/94928/2013).

Referéncias bibliograficas

Bishop, A., & Goffree, F. (1986). Classroom organization and dynamics. In B. Christiansen, A.
G. Howson & M. Otte (Eds.), Perspectives on mathematics education (pp. 309-365).
Dordrecht: Reidel.

Bruner, J. (1999). Para uma teoria da educacdo. Lisboa: Relégio d’Agua.

Christiansen, B., & Walther, G. (1986). Task and activity. In B. Christiansen, A. G. Howson &
M. Otte (Eds.), Perspectives on mathematics education (pp. 243-307). Dordrecht: Reidel.

Franke, M. L., Kazemi, E., & Battey, D. (2007). Understanding teaching and classroom practice
in mathematics. In F. Lester (Ed.), Second handbook of mathematics teaching and learning
(pp. 225-256). Greenwich, CT: Information Age.

Jorgensen, D. L. (1989). Participant observation: A methodology for human studies. Newbury
Park, NJ: Sage.

Menezes, L., Tomas-Ferreira, R., Martinho, M. H., & Guerreiro, A. (2014). Comunicagdo nas
préticas letivas dos professores de Matematica. In J.P. Ponte (Ed.), Préticas profissionais
dos professores de Matematica (pp. 139-168). Lisboa: Instituto de Educacdo da
Universidade de Lisboa.

NCTM (2007). Principios e normas para a Matematica escolar. Lisboa: APM.

NCTM (2009). Focus in high school mathematics: Reasoning and sense making. Reston, VA:
NCTM.

Ponte, J. P. (2005). Gestdo curricular em Matematica. In GTI (Ed.), O professor e o
desenvolvimento curricular (pp. 11-34). Lisboa: APM.

Ponte, J. P., Mata-Pereira, J., & Henriques, A. (2012). O raciocinio matematico nos alunos do
ensino basico e do ensino superior. Praxis Educativa, 7(2), 355-377.

Ponte, J. P., Mata-Pereira, J., & Quaresma, M. (2014). Ac¢Bes do professor na conducdo de
discussdes matematicas. Quadrante, 22(2), 55-81.

Ponte, J. P., & Quaresma, M. (2014). Representacfes e processos de raciocinio na comparacao e
ordenacdo de numeros racionais numa abordagem exploratéria. BOLEMA, 28(50), 1464-
1484.

Potari, D., & Jaworski, B. (2002). Tackling complexity in mathematics teaching development:
Using the teaching triad as a tool for reflection and analysis. Journal of Mathematics
Teacher Education, 5, 351-380.

325



EIEM 2015

Stein, M. K., Engle, R. A., Smith, M., & Hughes, E. K. (2008). Orchestrating productive
mathematical discussions: Five practices for helping teachers move beyond show and tell.
Mathematical Thinking and Learning, 10, 313-340.

Wood, T. (1999). Creating a context for argument in mathematics class. Journal for Research in
Mathematics Education, 30(2), 171-191.

326



GD3 — As representacdes e as praticas de ensino e recursos

MULTIPLAS ABORDAGENS, MULTIPLAS
REPRESENTACOES: UM CONTRIBUTO PARA
INCREMENTAR A RELEVANCIA DA REPRESENTACAO
ALGEBRICA

Helena Rocha
Faculdade de Ciéncias e Tecnologia, Universidade Nova de Lisboa

hcr@fct.unl.pt

Resumo: A tecnologia e o impacto que esta pode ter sobre as diferentes representacoes
utilizadas e, em particular, sobre a representacdo algébrica sdo o foco deste artigo.
Procura-se assim compreender como é que o professor enquadra a representacdo
algébrica no trabalho em sala de aula e como a procura tornar relevante para os alunos
num contexto de utilizacdo da tecnologia. As conclusdes alcancadas apontam para a
opcao por uma estreita articulacdo entre as representacdes algébrica e grafica e para uma
criteriosa escolha de tarefas, envolvendo multiplas abordagens, onde a representacédo
algébrica vem disponibilizar informagdo fundamental e tendencialmente inacessivel a
partir de outras representacdes.

Palavras-chave: diferentes representagdes; tecnologia; funcdes.

Introducéo

A tecnologia é frequentemente reconhecida pelo seu potencial para o ensino e
aprendizagem da Matematica. Sdo em particular bastante valorizadas as possibilidades
que esta oferece para proporcionar aos alunos a realizacdo de um trabalho de natureza
investigativa ou exploratéria. Os alunos passam a poder experimentar diferentes relacoes
matematicas, reflectindo sobre elas enquanto procuram identificar regularidades e
formular conjeturas. A facilidade e rapidez com que se torna possivel observar muitos
casos de determinada situacdo vém, contudo, trazer a convicg¢ao quanto a veracidade da
conjetura formulada e potenciar um sentimento de que nada mais € necessario para
estarmos certos dela. Também a acessibilidade e simplicidade aparente da representacédo
grafica vem tornar o analitico em algo contornavel e cuja necessidade passa a ser possivel
questionar. O dominio do calculo, que numa abordagem sem tecnologia era muitas vezes
a Unica opcdo possivel, converte-se assim em algo dispensavel. Passa a ser possivel
questionar o interesse de aprender e ensinar determinadas manipulacdes algébricas, bem
como o nivel de fluidez e treino que deve ser exigido aos alunos relativamente a estas.
Sdo também inevitaveis as questdes em torno da forma como o professor pode mostrar
aos seus alunos o interesse e a importancia que a representacao algébrica e a manipulagéo
de expressdes algébricas continuam a ter atualmente num contexto onde o acesso a
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tecnologia é uma realidade. Neste artigo abordo estas questdes, procurando compreender,
no ambito do estudo das fun¢des com recurso a calculadora gréafica:

e Como é que o professor enquadra a representacdo algébrica no trabalho da aula;
e Como é que o professor procura tornar relevante para os alunos o trabalho
algébrico.

Quadro tedrico

Uma das carateristicas da calculadora gréafica € permitir aceder a multiplas representacoes
(Heid, 1995; Kaput, 1992), o que torna possivel estabelecer ou reforcar ligacbes de uma
forma que ndo seria possivel sem o apoio da tecnologia (Cavanagh & Mitchelmore, 2003),
articulando as representacdes numeérica ou tabular, simbdlica ou algébrica e gréafica (Goos
& Benninson, 2008) e potenciando o desenvolvimento de uma melhor compreensédo das
funcBes, da nocdo de variavel e da capacidade de resolver problemas (Bardini, Pierce &
Stacey, 2004; Burril, 2008). Como refere Kaput (1989), a conexdo entre diferentes
representacdes cria uma visdao global, que é mais do que a juncdo do conhecimento
relativo a cada uma das representacdes e a tecnologia propicia uma exploragédo plena das
abordagens numeérica e grafica de uma forma que até entdo ndo era possivel, favorecendo
assim uma abordagem integrada das diferentes representacfes e, consequentemente, o
desenvolvimento de uma compreensdo mais profunda. O recurso a multiplas
representacdes tem assim o potencial de tornar a aprendizagem significativa e efetiva
(Ford, 2008).

As trés representacOes disponibilizadas pela calculadora gréfica e usualmente utilizadas
no estudo das funcgdes tém, no entanto, carateristicas e potencialidades diferentes, como
referem Friedlander e Tabach (2001). Segundo estes autores, a representacdo numeérica
permite aos alunos o recurso a objetos familiares para demonstrar relagdes e analisar casos
especificos. Trata-se, no entanto, de uma representacdo que carece de generalidade, o que
pode levar a que determinados aspetos importantes ndo sejam detetados ou resultar num
foco excessivo em casos concretos. Como tal, a sua utilidade €, por vezes, bastante
limitada.

Por seu turno, a representacdo grafica proporciona uma representacdo visual,
apresentando um conjunto de casos especificos mais vasto e carateriza-se por permitir
uma utilizacdo que transcende os conhecimentos algéebricos dos alunos, uma vez que a
abordagem grafica € mais universal que a algébrica, tornando possivel encontrar solugdes
quando ndo se conhece uma abordagem analitica ou mesmo quando esta ndo existe
(Friedlander & Tabach, 2001) (por exemplo, encontrar os zeros duma funcao polinomial
independentemente do grau do respetivo polinomio). Sendo os graficos uma
representacdo mais intuitiva, as solucdes obtidas por esta via podem, contudo, carecer de
exatiddo e sofrer a influéncia de fatores externos como os efeitos da escala utilizada sobre
a interpretacdo que é feita (que podem mesmo ocultar, por exemplo, a existéncia de um

328



GD3 — As representacdes e as praticas de ensino e recursos

zero). A semelhanca do que sucede com a representacdo numérica também na
representacdo grafica apenas uma parte do dominio esta visivel (embora uma parte
tendencialmente mais ampla), pelo que a utilidade desta representacdo depende também
muito das circunstancias.

Ja a representacdo algébrica € concisa, geral e efetiva na apresentacdo de regularidades e
modelos, sendo frequentemente a manipulagdo algébrica o caminho mais eficaz para
formular generalizagdes e resultados (Friedlander & Tabach, 2001). Ainda assim, o
recurso exclusivo a esta representacdo pode dificultar a compreensdo das nocoes
matematicas e causar dificuldades nas interpretacdes dos alunos. Esta dificuldade &, alias,
apontada por Quesada e Dunlap (2008), que sugerem o recurso as capacidades numéricas
e gréficas das calculadoras como forma de, tirando partido das diferentes representaces,
conseguir uma introducdo dos conceitos mais proxima daquela como foram
desenvolvidos, o que, consequentemente, podera facilitar a sua compreensdo por parte
dos alunos. E também nesta perspetiva que Coulombe e Berenson (2001) referem o
contributo que a fluéncia com multiplas representagdes de relagdes matematicas pode dar
ao desenvolvimento do pensamento algébrico. Com efeito, ndo s6 € frequente que as
ideias matematicas complexas (como € o caso da nocdo de funcdo) ndo possam ser
expressas recorrendo exclusivamente a uma representagdo, como é ainda mais comum
que ndo seja facil compreendé-las dessa forma (Asp, Dowsey & Stacey, 1993). O recurso
a diferentes representacGes permite ao aluno compreender numa outra forma aquilo que
ndo era possivel compreender na representacdo inicial ou, como diz Kaput (1992), é
fundamental para a compreensdo do conceito. Também Ford (2008) realca que é essa a
importéncia de trabalhar com multiplas representacfes. Nao se trata de recorrer a elas
simplesmente porque a tecnologia facilita o acesso, mas sim de o fazer porque é
necessario para a compreensao dos alunos.

Apesar da importancia de trabalhar com diferentes representagdes e desse trabalho ser
muito facilitado pela utilizacdo da calculadora gréafica, os alunos tém dificuldade em fazé-
lo (Billings & Klanderman, 2000; Kieran, 2007; Ramos & Raposo, 2008; Silva, 2009) e
os professores ndo tém dedicado a necessaria atencdo a flexibilidade necesséria para
passar de uma representagdo para outra e para articular a informacao veiculada por estas
(Even, 1998). Com efeito, embora exista alguma preocupacao, por parte dos professores,
em articular e equilibrar o recurso a diferentes representaces, Molenje e Doerr (2006)
constataram que 0 recurso as representacdes algébrica e grafica sdo dominantes
relativamente a representagdo numerica. Além disso, quando os professores efetivamente
recorrem as trés representacoes tende a existir um padrdo na forma como o fazem. Assim,
alguns dos professores envolvidos no estudo tendem a recorrer primeiro a representacdo
algébrica, passando depois para a grafica e, por fim, para a numérica, enquanto outros
tendem a passar da representacdo algébrica para a numérica e s6 depois para a grafica.
Esta sequéncia rigida adotada pelo professor tende a ser copiada pelos alunos (Barling,
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1994; Rocha, 2000) que, consequentemente, veem dificultado o desenvolvimento da
desejada fluéncia entre as diferentes representacdes.

A importancia da fluéncia representacional, segundo Zbiek et al. (2007), reside na sua
aptiddo para proporcionar o desenvolvimento da compreensdo matematica, raz&o pela
qual esta ndo se restringe a capacidade de passar de uma representacdo para outra,
transportando o conhecimento de uma entidade para a outra e articulando-o com o0 novo
conhecimento disponibilizado pela nova representagdo. A fluéncia representacional
envolve também o conhecimento de qual a representagdo mais adequada para, em
determinadas circunstancias, ilustrar determinado conceito ou explicar determinada
nogdo e de como as interligar de formas relevantes para fundamentar determinada
afirmacdo. Trata-se assim ndo s6 de um conhecimento fundamental para o professor, mas
também de um conhecimento com implicaces sobre as aprendizagens dos alunos, em
particular, quando a fluéncia entre as diferentes representacbes é alvo de alguns
condicionalismos ou restricdes. Como referem Almeida e Oliveira (2009), o trabalho em
torno das diferentes representacdes com uma forte énfase na conversdo entre estas é
fundamental para a compreensao do tema pelos alunos e para evitar a compartimentagédo
do conhecimento. E assim importante, como reconhecem Molenje e Doerr (2006), que 0
professor tenha consciéncia das opg¢des que faz a este nivel.

Metodologia

A investigacao que aqui se apresenta faz parte de um estudo mais abrangente e adota uma
abordagem de natureza qualitativa e interpretativa, envolvendo a realizagdo de um estudo
de caso sobre a professora Teresa. A recolha de dados envolveu a realizacdo de
entrevistas, a observagdo de aulas e recolha documental. Foram realizadas entrevistas
semiestruturadas antes e depois de cada aula observada, com a intengcdo de conhecer o
que preparara e as raz0es base dessas opg¢des (entrevistas pré-aula) e o balanco que fazia
da forma como a aula decorrera (entrevistas pds-aula). Tanto as entrevistas como as aulas
foram audio-gravadas e posteriormente transcritas. Foi ainda elaborado um diério de
bordo das aulas observadas e recolhidos documentos como fichas de trabalho e outros
materiais disponibilizados pela professora aos alunos. A andlise de dados revestiu-se
essencialmente de um caracter descritivo e interpretativo.

Teresa € uma professora com mais de 30 anos de experiéncia profissional, que no decorrer
deste estudo lecionava o tema Funcdes na disciplina de Matematica A a uma turma do
10.° ano de escolaridade de uma escola da regido da Grande Lisboa e que possui uma
longa experiéncia de utilizacdo de calculadoras graficas com alunos e um profundo
conhecimento do funcionamento da maquina.
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Resultados

Nesta seccdo apresento uma das tarefas onde a professora conscientemente procura
enfatizar junto dos alunos a importancia da abordagem algébrica, recorrendo para o efeito
a propostas de trabalho que requerem explicitamente duas abordagens diferentes.

Esta € uma tarefa que engloba duas partes distintas, com realizagdo prevista para duas
aulas de 90 minutos. O problema proposto, e que estrutura toda a tarefa, é o seguinte:

Dobra uma folha de papel de modo a que o canto superior esquerdo toque o
lado inferior da folha tal como mostra a figura.

Qual o tridngulo (T) de maior area formado no canto inferior esquerdo da
folha por efeito desta dobragem?

(considera uma folha de dimensdes 29 cm x 21 cm)

A proposta de trabalho apresentada aos alunos vai, contudo, para além do enunciado do
problema, sugerindo duas abordagens completamente diferentes de resolucdo, que 0s
alunos devem implementar. A primeira dessas abordagens, que constitui a primeira parte
da tarefa, é de natureza experimental envolvendo a recolha de dados e o seu tratamento
com a calculadora gréfica, que assume aqui um papel central. E assim pedido aos alunos
que recolham dados reais, recorram a tecnologia para encontrar uma funcéo que se adeque
a esses dados e a utilizem para encontrar a resposta ao problema. A primeira parte da
tarefa, tal como consta da ficha de trabalho entregue aos alunos, é a seguinte:

Parte |

Experimenta, recolhe e regista os dados da base (x) e da altura (a) do tridngulo
T:
Base (x) C 2 4 6

Altura (a)
Area

1. Representa graficamente os dados.

2. Qual te parece ser o triangulo de &rea méxima?

3. Procura uma funcdo que se ajuste ao conjunto de dados.

4. De acordo com essa funcdo qual € o tridngulo de area maxima?

Na segunda parte desta tarefa, é pedida a resolucdo do mesmo problema, igualmente com
0 apoio da calculadora grafica, mas agora sem recurso a trabalho de natureza
experimental:
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No final é ainda deixado um desafio aos alunos, relativamente a eventuais diferencas
quanto ao resultado alcancado se a folha, em vez de ser considerada na horizontal, for na

Parte Il

Considera 0 esquema, em que a representa a altura do tridngulo T e x a base.

1. Exprime a em funcéo de x.
2. Mostra que a area do triangulo é dada, em funcdo de X, por

A=

vertical.

O grande objetivo de Teresa com esta tarefa é proporcionar aos alunos a oportunidade de
trabalhar com dados reais recolhidos pelos proprios alunos. Na sua opinido este é um
aspeto muito importante, pois as fungdes ganham outra relevancia para os alunos quando
estes as veem como algo que permite, efetivamente, modelar situaces reais com que

x(21-x)(21+x)

, com xe[0, 21]

3. Com auxilio da calculadora estuda 0 maximo.

contatam diretamente:

Prof- Eu podia ter orientado a ficha para ser logo analitico, para a calculadora
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aparecer s6 como exploracdo da funcdo, podia ter orientado
assim. (...) Mas ¢ também para verem ali a fungdo como modelo
de uma situacdo. Acho que, apesar de tudo, vé-se melhor porque
eles experimentaram, recolheram os dados e tal. Percebem que
se eu fizer depois a representacdo desses dados, € possivel
procurar no fundo uma fungdo que se ajuste a este conjunto de
pontos. (...) Eu acho que esta parte experimental lhes d4 uma
intuicdo para perceberem o problema, acho que da. Pronto, eles
mediram, fizeram, tém ali os resultados. Acho que é diferente ter
um conjunto de valores que é o resultado dos dados que eles
recolheram e depois perceberem que a funcéo passa de facto por
aqueles pontos. Acho que da... dd mais a ideia que se esta a
descrever a situagdo, de que se ndo fizessem. (...) Acho que ndo
é concebivel que ndo se faca nenhum problema em que haja
recolha. Pronto. Pelo menos algumas tarefas, acho que tém que
ser feitas com dados. (p6s-aula 13)
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Mas Teresa também pretende incentivar a articulacdo entre o grafico e o algébrico,
procurando sensibilizar os alunos para a importancia que este ultimo pode ter. Na sua
opinido os alunos tém geralmente uma preferéncia pela abordagem grafica em detrimento
da abordagem algébrica, considerando que esta ultima é apenas calculo sem grande
utilidade. Neste caso, contudo, como apresento mais adiante, a abordagem algébrica vem
oferecer um contributo importante para fundamentar as opg¢des e as conclusdes
alcancadas na abordagem de caracter experimental e de suporte essencialmente gréafico:

Prof- Mas a intengdo também é um bocadinho essa. E para perceberem que ha
coisas em que ndo é preciso irem ao calculo, mas ha outras em
que o célculo tem alguma utilidade. E este calculo ainda é dificil
para eles, ndo €? Mas eu prefiro ir trabalhando assim o calculo,
que é para eles perceberem que tem alguma vantagem fazer
algum calculo... (pré-aula)

Teresa comeca por apresentar a tarefa, dando depois algumas indicacdes relativamente
ao ponto até onde espera que todos consigam chegar, fazendo também referéncia ao que
podera ficar para a préxima aula e ao prazo e forma que terdo para entregar o trabalho
realizado. Enfatiza o facto de este trabalho envolver uma parte experimental e realca a
importancia de se organizarem para conseguirem ser eficientes e ndo desperdicarem
tempo de que poderdo precisar depois para concluir o trabalho. Neste sentido, pouco
depois dos alunos comecarem a trabalhar, e perante a forma, que considera lenta, como o
estdo a fazer, opta por dar algumas sugestdes, nomeadamente relativamente a construgéo
de uma escala no lado mais longo da folha que estdo a utilizar para recolher os dados:

Prof- Sejam organizados. Vou dar umas dicas para serem mais rapidos aqui nesta
parte. Podem marcar a folha com a régua, de dois em dois
centimetros, porque depois é sO deslocarem a folha para a
préxima marca que fizeram. Agora, quando fazem isto, depois
tém que vincar a dobra da folha porque se ndo vincarem depois
ndo conseguem ver exatamente esta altura, certo? Portanto, o que
é que tém que medir? Tém que medir isto e tém que medir isto
(exemplifica com uma folha). Mas como ha ai na tabela uma
sugestdo para fazerem de dois em dois centimetros, se quiserem
podem fazer outros valores, mas de dois em dois parece-me bem,
eu sugeria que marcassem logo na folha 2, 4, 6, 8, para ser mais
rapido. Va! (aula 13)

O trabalho prossegue com a professora a circular entre os alunos e a apoiar o seu trabalho.
Na segunda aula em que os alunos trabalharam nesta tarefa, Teresa comeca por fazer um
ponto da situacdo do que ja foi feito. Apoia-se concretamente nos dados recolhidos por
um dos pares de alunos, comega por questionar o facto de os alunos considerarem um
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primeiro tridngulo de base e altura nula e prossegue até a concluséo final do problema. E
assim estabelecido que o triangulo de area maxima serd o de base igual a 12 cm e altura
igual a 7 cm. Uma conclusao que se adequa aos dados recolhidos por este grupo de alunos,
mas que parece coincidir com o resultado alcancado pelos demais grupos. O trabalho
prossegue, sendo a segunda parte da ficha realizada mais tarde no quadro por um aluno,
que ndo se limita a apresentar os calculos que efetuou, explicando também aos colegas o
que fez e respondendo as davidas que estes Ihe colocam.

A anélise do problema termina com a comparagdo entre os valores encontrados para as
dimensGes do triangulo segundo as abordagens efetuadas nas duas partes e que diferem
apenas de uma décima relativamente & medida da base do tridngulo inicialmente
encontrada.

A calculadora grafica e a reduzida experiéncia de utilizacdo das funcionalidades
associadas ao trabalho com dados motivaram alguns pedidos de ajuda, mas ndo se
revelaram propriamente problematicas, contrariando assim, de certo modo, os receios de
Teresa. O que ja criou algumas situacdes mais delicadas foi a forma pouco cuidada como
muitos alunos tenderam a efetuar as medicdes requeridas pela recolha de dados, embora
inicialmente esta fosse mais sentida como uma dificuldade pela professora do que pelos
alunos. Os alunos n&o estdo muito habituados a fazer recolha de dados e, em particular, a
fazer medicOes. Talvez por isso, alguns deles ndo valorizam muito o rigor desse trabalho
ou optam simplesmente por arredondar os valores que encontram, ndo parecendo pensar
nas repercussoes que tal terd sobre o restante trabalho. Teresa tem entdo que ir intervindo
junto destes grupos, procurando consciencializd-los da importancia de serem téo exatos
quanto possivel. No entanto, nalguns casos a professora acha que a opcao por valores
inteiros no registo das medi¢cdes ndo é uma mera imprecisdo de registo ou um recurso
menos adequado a arredondamentos. Na sua opinido, alguns alunos foram de certo modo
influenciados pelo facto de serem inteiros os valores considerados para a base do
tridangulo, como ilustra a intervengédo que faz junto de um dos grupos de alunos:

Prof- Eh, ndo é 10. Essa aproximagao...

Aluno- Ah! 10.4.

Prof- Pois, porque ai ndo é como aqui (aponta o lado mais comprido da folha).
Aqui sdo voceés que estdo a definir que véo fazer de dois em dois.
Isso ndo é um arredondamento. Agora ai ndo. Tém que medir
mesmo o que da. N&o pode ser 10. Tém que por as virgulas. (aula
13)

O rigor da recolha de dados vai depois afetar a facilidade que os alunos terdo ou ndo na
procura de uma fungdo adequada. E, para muitos, perceber, de entre os varios tipos de
funcBes disponibilizados pela calculadora, qual o mais adequado para os seus dados
revela-se algo problematico e “como sabemos qual a melhor fungdo?” torna-se numa
pergunta recorrente. Para alguns, uma certa imprecisao na medicdo durante a recolha de
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dados traduz-se agora na impossibilidade de encontrar uma fungdo que efetivamente
passe por todos 0s pontos pretendidos.

Aluno- Oh stora, n6s pusemos a quadratica, a cubica...

Prof- Pronto, podem fazer os registos das duas, se quiserem.

Aluno- N4o, é que era para ver se ficava em cima deste ponto, mas fica sempre
acima. Deixamos assim?

Prof- Esse ponto € um ponto experimental, quer dizer que ou mediram mal ou a
curva ndo se ajusta muito bem. Como nés estamos a recolher
dados experimentais... ha erros de leitura.

Aluno- Pois, é que ha sempre, pode haver um engano na medida. E podemos por
esta?

Prof- Sim, deixam ficar assim. (aula 13)

No entanto, para diversos alunos, o aspeto visual da distribuicdo dos pontos no referencial
leva-os a pensar numa funcao quadratica ou quartica e nunca numa funcéo clbica:

Aluno- Ora, as areas vao aumentando e depois comegam a descer... com este
aspeto assim. Isto é uma parabola com a concavidade virada para
baixo e, portanto, vou escolher uma funcdo quadratica (o aluno
pede a calculadora gréfica a expressdo da funcédo e observa o seu
gréfico sobre a nuvem de pontos). Uhm... ndo estd muito bem.
Ali devia estar mais acima... S¢ se... também pode ser uma de
grau 4. E isso, ndo é?

Prof- N&o sei, V& la.

Aluno- Entdo. .. quartica, ndo é? E isto? Deixa ver. (aula 13)

Este é um aspeto interessante que o problema faz surgir e que Teresa deixa no ar até ao
final da segunda parte da tarefa, altura em que os alunos ja sabem que a funcdo em causa
é uma cubica. Aproveita entdo a ocasido para lembrar que a calculadora gréfica apenas
nos mostra o grafico na janela de visualizacdo e que nada nos diz relativamente ao
comportamento da funcédo fora dessa regido.

Na segunda parte da tarefa, as questbes tém carateristicas bastante diferentes, mas os
alunos precisam de analisar toda a situacdo para articularem devidamente a informacéo
disponivel e assim conseguirem estabelecer relacGes entre as diferentes variaveis
envolvidas e encontrar a expressao da area correspondente ao triangulo em questao.

A maior dificuldade foi encontrar a expressdo analitica da funcdo e, em particular,
exprimir a em fungdo de x. Para Teresa esta dificuldade teve origem numa leitura parcial
da figura, que impossibilitou o encontrar de uma relagédo e a consequente reducdo das
variaveis envolvidas:
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Prof- Eu acho que pelo facto de a folha estar dobrada, muitos néo viram logo
que aquilo podia ser o 21-x e, portanto, andaram ali com trés
variaveis. (p6s-aula 14)

Esta situacdo leva-a ndo sO a tentar apoiar cada um dos alunos que evidenciou
dificuldades, mas também a ressaltar junto de toda a turma alguns aspetos que considera
fundamentais quando se resolvem problemas:

Prof- Ao resolver um problema temos que ter atengdo sempre as medidas que
temos e as que estdo relacionadas umas com as outras. (...) Isto
acontece aqui com as medidas, aconteceu no problema que
estivemos a resolver na outra aula, aquele do paralelogramo
dentro do rectangulo, que tratava de decompor, ndo as medidas,
0s comprimentos, mas as proprias figuras. Portanto, vocés tém
que olhar para as figuras sempre assim. Ver, 0 que é que eu
conheco aqui? A figura esta decomposta em que outras mais
simples? Nos no 1.° periodo chamamos imenso a atencdo para a
importancia dos triangulos. Em muitas figuras aparecem
triangulos, nas decomposicBes. Paralelogramos também se
podem decompor em tridngulos e, portanto, temos que olhar para
a figura e ver tudo o que nds conseguimos saber e ndo comecar
logo a fazer coisas ao acaso. (aula 14)

Concluséao

Esta tarefa consistia basicamente na resolucdo de um problema com base em duas
abordagens diferentes. Na primeira parte da tarefa os alunos deviam adotar uma estratégia
de carater experimental, recolhendo diretamente os dados e apoiando-se depois na
calculadora grafica para encontrar a expressao de uma funcao que se adequasse aos dados.
Na segunda parte seria seguida uma via com apoio na interpretacdo da informacéo
disponibilizada e em trabalho mais algébrico que levaria a expressdo da funcdo
correspondente a situacao, apos o que o recurso a calculadora grafica permitiria encontrar
a resposta ao problema. A proposta de trabalho previa assim a adocdo das duas
abordagens e, no final, de algum modo o confronto entre estas. Entre outros aspetos estava
envolvido o confronto entre um trabalho de carater aproximado e outro de caréater exato.

As representacOes grafica e algébrica surgem em total articulacdo nesta tarefa. Depois de
recolhidos os dados e introduzidos na calculadora gréfica, € necessario encontrar a
expressao de uma funcdo que se lhe adeque. Para tal é preciso olhar para a nuvem de
dispersdo de pontos e pensar qual o tipo de funcdo em questdo. Isto implica uma estreita
articulacdo entre o grafico e o analitico e, neste caso concreto, requer a capacidade de ver
para além do conjunto de pontos representado. Algo que, como ja referi, ndo foi facil para
os alunos, pois a associagdo que fizeram ndo teve em conta que a fungédo poderia ter um
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comportamento bastante diferente fora daquela janela de visualizacdo. Esta &, no entanto,
uma aprendizagem rica do ponto de vista matematico e que traz para primeiro plano
aspetos que num contexto isento de tecnologia tendem a ficar para além do horizonte de
trabalho dos alunos. Mas € o trabalho em torno da representacéo algébrica que conduz a
expressao da funcdo que modela a situagdo. E portanto a abordagem algébrica que permite
alcancar informacdo importante para refletir em torno da abordagem grafica e alargar o
horizonte de aprendizagens matematicas de modo a conseguir utilizacbes mais
consistentes em futuras abordagens gréaficas.

A abordagem algébrica surge assim em articulagdo com a abordagem grafica, em
situacBes em que vem acrescentar algo ao que a abordagem grafica j& permitira alcangar
(ao nivel de resultado e/ou de compreensdo da situacdo). Esta articulagdo passa pela
realizacdo de tarefas com base nas duas abordagens (algébrica e gréfica), decorrendo a
relevancia sentida pelos alunos relativamente a representacdo algébrica da informacéo
adicional ou do novo olhar que esta representacdo vem permitir relativamente a
representacdo gréafica.

Em tarefas criteriosamente escolhidas a opcdo pela adocdo de mdltiplas abordagens
parece, perante os elementos recolhidos neste estudo, ser suficientemente rica para
encerrar 0 potencial de mostrar aos alunos a importancia de abordagens algébricas e a
forma como estas podem complementar outras abordagens mesmo em contextos onde a
tecnologia esté disponivel.
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Resumo: Neste estudo identificamos as representacdes matematicas existentes na
primeira abordagem aos sistemas de equacfes feita em trés manuais escolares
portugueses de épocas diferentes e destacamos as que permanecem de uns para 0s outros.
Recorremos a analise de contetdo dos correspondentes capitulos tendo como foco as
representacfes matematicas utilizadas. Verificamos a existéncia de representacgdes ativas,
iconicas e simbolicas, embora 0s manuais mais antigos tenham menos representacfes
iconicas. Este estudo insere-se num mais profundo que investiga aspetos que perpassam
na pratica de ensino de uma cadeia geracional de professores de Matematica. Os trés
manuais analisados referem-se aos usados por cada um dos professores da cadeia num
ano especifico da sua pratica.

Palavras-chave: Ensino da Algebra Linear, Sistemas de Equacdes, Manuais Escolares,
Representacdes Matemaéticas

Introducéo

Esta investigacdo sobre representagdes matematicas é parte de uma mais ampla na qual
estudamos diversos aspetos que perpassam na pratica de ensino de uma cadeia geracional
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de professores de matematica (CGPM). CGPM significa que o professor | da cadeia
lecionou a disciplina de Matematica ao professor Il o qual, por sua vez, ensinou ao
professor 1ll, concretamente no que respeita ao tema de sistemas de equacgdes. Os
professores da cadeia geracional lecionaram este contetido em diferentes épocas, tendo
por base diferentes programas e usando diferentes manuais escolares. Conscientes das
muitas mudancas sofridas, procuramos o que perdurou no tempo.

Tanto quanto sabemos, conhece-se pouco sobre 0 modo como 0s sistemas de equagdes
tém sido abordados ao longo das vérias geracfes de professores de Matemaética, em
particular nos manuais escolares usados. Partilhamos a ideia de que “Os manuais
escolares sdo portadores de uma memoria, de um conhecimento ¢ de um projecto.”
(Teixeira, 2010, p. 309). No entanto sobre 0 modo como € feita a abordagem de outros
conceitos matematicos em manuais escolares, em Portugal sdo de referir os estudos
(Ponte, 2004) sobre equagdes do 1.° grau, (Ponte, Salvado, Fraga, Santos & Mosquito,
2007) sobre equacdes do 2.° grau, (Aires, 2006), (Aires & Sierra Vazquéz, 2008) sobre o
conceito de derivada, entre outros.

Seguindo a sugestdo de Ponte (2004) relativa ao interesse em efetuar estudos analogos no
que diz respeito a outros contetidos matematicos, dada a sua relevancia escolhemos os
sistemas de equacOes para efetuar um estudo idéntico. Os sistemas de equagOes
constituem um tépico de ensino da &lgebra escolar, ao longo de geracdes de professores
e com aplicacdo pratica em varias areas do saber.

Neste seguimento, o estudo aqui apresentado tem como objetivo caracterizar as
representacdes matematicas utilizadas pelos autores dos manuais escolares referidos no
tema sistemas de equacOes. Relacionadas com o objetivo do estudo, formulamos as
seguintes questdes de investigacao:

Que representacfes matematicas utilizam os autores dos manuais escolares
guando abordam o tema sistemas de equacdes?

Que representacdes matematicas sdo comuns aos manuais escolares?

Para atingir este objetivo e responder as questBes propostas, procedemos a analise dos
trés manuais recorrendo a metodologia indicada em (Vazquez, Astudillo & Esteban,
1999, 2003) tendo para este estudo selecionado apenas os aspetos de grafismo e didaticos
que nos permitem identificar as representacdes matematicas usadas pelos autores dos
manuais.

Fundamentacao tedrica

Segundo Duval (2011) os alunos enfrentam dificuldades para conceitualizar objetos
matematicos, visto que esses objetos sO sdo acessiveis por meio de suas representagoes.
Por este facto, as representacdes matematicas desempenham um papel relevante no ensino
e consequentemente na aprendizagem da algebra escolar e em particular nos sistemas de
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equacOes. Também enfatiza a importancia da diversidade de representacGes matematicas
e a articulacdo entre elas nas atividades matematicas (Duval, 2003).

Como se introduz na pagina deste encontro

“As representagBes matematicas constituem um importante meio para
0 desenvolvimento de uma aprendizagem matematica com
compreensdo, uma vez que podem potenciar 0 acesso de todos os alunos
a ideias abstratas, a linguagem e ao raciocinio matematicos.” (EIEM,
2015)

Palavras escritas, nimeros, graficos cartesianos, equacdes algébricas, entre outos, sdo
exemplos de representacbes matematicas externas (e.g. (Goldin, 2002)). As
configuracBes externas ao individuo (aluno ou professor) e geralmente observaveis no
ambiente imediato, como objetos da vida real, palavras faladas ou escritas, formulas
figuras, gréficos, figuras e graficos. Do mesmo modo, definindo x como o nimero de
pacotes de gelados que uma crianga comeu, X + 2 serd esse numero de gelados mais dois
gelados e 2x sera o dobro dos gelados comidos. Contudo, se x for a idade do pai da crianca,
ou se 2 for o preco de um jogo de sorte, o significado das representacdes altera-se (Goldin,
2002, p. 214). Tal como referem Canavarro e Pinto (2012)

“Aquilo que é representado pode variar de acordo com o contexto ou
com o préprio uso da representacdo. Além disso, as representacdes nao
podem ser entendidas de modo isolado. Os sistemas externos de
representacdo encontram-se estruturados pelas convencdes que lhes
servem de base e que sdo definidas socialmente ou por uma
comunidade.” (pp. 53-54)

Por exemplo, quem estudou as equacdes algébricas sabe quais as convencgoes e as regras
para as resolverem, pois estas tornaram-se numa norma entre as pessoas que o fazem
(Goldin, 2002).

Como referenciam Canavarro e Pinto (2012), Bruner (1999) apresenta trés tipos de
representacdes: i) representacdes ativas, relativas ao conjunto de acdes adequadas para
referir ou alcancar certo resultado (por exemplo, objetos ou acontecimentos da vida real,
material didatico, como o tangram ou abaco); ii) representacfes iconicas, relativas ao
conjunto de imagens ou graficos que sucintamente se referem a uma certa ideia ou
processo (por exemplo, figuras, desenhos); iii) representacdes simbolicas, relativas ao
conjunto de proposic¢des simbdlicas ou logicas extraidas de um sistema simbolico regido
por regras ou leis para a formacgéo e transformacédo de proposi¢des (por exemplo, 0s
algarismos, sinais de operagdes, simbolos para as variaveis, graficos ou tabelas).

Segundo Battaglioli (2008) é relevante a representacédo grafica na resolucéo dos sistemas
de equacOes uma vez que contribui para a sua visualiza¢do e a compreensao.
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Para Duval (2003) os conceitos matematicos, e em particular os sistemas de equaces, s6
sdo acessiveis aos alunos através das suas representacdes matematicas e o professor deve
proporcionar diferentes representacdes dos sistemas de equacgdes e a passagem de umas
para as outras (Freitas & Abar, 2013). Machado (1996) destaca que devemos trabalhar
nos sistemas de equacdes a passagem da representacao algébrica para a grafica e vice-
versa.

Para Jorddo e Bianchini (2014) o ensino dos sistemas de equacdes que favorece a
conversdo e o tratamento de representacdes matematicas contribui para a compreensao e
aprendizagem da resolucdo dos sistemas de equacOes. Destacam, ainda, a relevancia do
uso da representacdo algébrica e gréfica simultaneamente no sentido de melhorar a
compreensdo e a aprendizagem dos sistemas de equagdes por parte dos alunos.

Metodologia

A escolha dos trés manuais escolares aqui analisados € justificada pelo contexto do estudo
mais amplo atras referido. Quando o professor | lecionou ao professor Il usou o manual
I; 0 manual usado pelo professor 11 quando lecionou ao 111 foi o manual I1; e o professor
I11 usou o manual I11 na primeira vez que lecionou sistemas de equagdes.

Estes sdo:

Manual I. Manual escolar usado pelo professor | quando o professor 1l foi seu aluno no
ano letivo de 1967/1968. Trata-se do Compéndio de Algebra, para o 2.° ciclo do ensino
liceal, da autoria de J. Jorge G. Calado (Calado, 1965), professor do Liceu Normal de
Pedro Nunes (conforme é explicitado na folha de rosto do compéndio), de 1965. Foi
composto e impresso nas oficinas graficas Bertrand (Lisboa), e a depositaria eraa Livraria
Séa da Costa (Lisboa). Trata-se de livro Unico numerado (nimero 631) e autenticado pelo
Ministério da Educacdo Nacional®*.

Manual 1. Manual escolar usado pelo professor Il quando o professor Il foi seu aluno
no ano letivo de 1989/1990. E o livro Matematica, para o 8.° ano de escolaridade, cujas
autoras sdo Ana Luisa Correia, Célia Moreira Eusébio e Teresa Olga Albuquerque
(Correia, Eusébio & Albuquerque, 1988). Foi editado pelas Edi¢cdes Asa. A edi¢do que
nos interessa analisar, por ter sido a usada pelo professor 11 quando leccionou ao professor
111, foi publicada em 1988 (2.2 edigd0)?.

Manual I11. Manual escolar usado pelo professor I11 quando lecionou pela 1.2 vez sistemas
de equacdes no ano letivo de 1999/2000. Trata-se do manual escolar Matematica 9, para
0 9.° ano de escolaridade, das autoras Maria Augusta Ferreira Neves e Maria Luisa
Monteiro Faria (Neves & Faria, 1999). Foi publicado pela Porto Editora, em 1999. Na

24 Aprovado oficialmente como livro Unico pelo Ministério da Educacéo Nacional (Diario do Governo, Il
Série, n.° 46 de 14-11-1965).
25 Dep. Leg. 23139/1988/2ed/5000ex.
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capa é explicitado que se trata do livro do aluno. A edicdo que nos interessa analisar € a
7.2 reimpresséo da 1.2 edicdo?.

Tomando como ponto de partida a metodologia utilizada por Sierra, Gonzélez e Lopez
(2002) analisaremos segundo as trés dimensfes seguintes: conceptual, didatico-cognitiva
e fenomenoldgica. A anélise conceptual refere-se ao modo como os sistemas de equagoes
se definem e organizam ao longo do texto, as representacdes graficas e simbdlicas
utilizadas, problemas e exercicios resolvidos ou propostos, exemplos e exercicios,
representacOes graficas e simbolicas, aspetos materiais. A analise didatico-cognitiva
refere-se & explicitagdo dos objetivos que os autores pretendem atingir com o0 modo como
o aluno desenvolve certas capacidades cognitivas. A analise fenomenoldgica refere-se
aos fendbmenos que se propdem nas sequéncias de ensino que aparecem nos manuais
escolares.

Assim, fizemos, para cada manual escolar, uma descri¢do geral do modo como o tema é
abordado, uma referéncia a organizacdo e grafismo, analisamos os aspetos didaticos,
incluindo as teorias de ensino e de aprendizagem subjacentes e o0s elementos
fenomenoldgicos. Desta analise, neste estudo focamo-nos apenas nos aspetos de grafismo
e didaticos para identificar e caracterizar as representacdes matematicas usadas pelos
autores dos manuais.

Utilizaremos na caracterizacdo das representagdes matematicas na analise de manuais
escolares a classificacdo de Bruner (1999) que como ja referimos as classifica em i)
representacdes ativas; ii) representacfes iconicas e iii) representacfes simbolicas.
Também Canavarro e Pinto (2012) utilizou esta categorizacdo para caracterizar as
representacdes que os alunos criaram.

As representacdes matematicas nos manuais I, 11 e 111

De seguida vamos identificar representacbes matematicas que os autores dos manuais
escolares I, 11 e 11l utilizaram na abordagem dos sistemas de equac6es. Posteriormente
fazemos a sua caracterizacdo de acordo com a tipologia de Bruner (1999).

Organizamos a apresentacdo dos resultados e respetiva analise em duas partes, uma tendo
em conta o grafismo e a outra aspetos didaticos. Consideramos o grafismo porque esta
associado a opcBes de comunicacgdo escrita, em particular de detalhes matematicos, como
veremos. No que refere aos aspetos didaticos, organizamos a sua exposi¢do de acordo
com os topicos principais identificados neste capitulo, a saber: atividade inicial (apenas
existente no manual Ill); introducdo aos sistemas de equacOes (existente nos trés
manuais); método de substituicdo (existente nos trés manuais); outros meétodos para
resolucéo de sistemas (existente nos manuais | e I11).

% Dep. Legal N.° 138517/99
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Grafismo

Manual I. Este manual esta escrito em pagina total, com tamanho de letra pequeno,
espacamento simples e organizado por paragrafos (figura 1). O texto é escrito com a cor
preta surgindo palavras a negrito ou italico. O tamanho da letra varia. O texto é escrito
em linguagem natural complementada com linguagem simbodlica matematica. N&o
existem imagens, & excecdo de um gréafico na pagina 187. E ainda de referir a existéncia
de retangulos a contornar a equacdo final que permite identificar o valor da incdgnita
(figura 1).

z=4-Y

4-y+3y=2 A

que tem, sobre o sistema proposto, a vantagem de a 2.* equagao $0 con-

ter wma incognita—a incognita y. Diz-se, entao, que se eliminou &

ineégnita . ;
Resolvendo agora esta equacio, obteremos sucessivamente

-y+3y=2-4

y=-1

Substituindo este valor de y na equagao (1), resulta
o= d—(—1)

Figura 1: Imagem ilustrativa do grafismo do Manual 1.

donde

Apenas com base no grafismo, podemos afirmar que existem maioritariamente
representacfes matematicas simbdlicas (entre outras as letras x e y para representar as
incAgnitas, o sinal de chaveta para a notacdo de sistema de equacgdo) e algumas poucas
representacdes iconicas (designadamente um gréfico, retangulos para destacar equacées
especiais e italicos ou negritos para realcar defini¢des, terminologia matematica, entre
outras).

Manual 1l. Este manual esta escrito em pagina total, com tamanho de letra pequeno,
espacamento simples. Sdo usadas duas cores: preto e cor de laranja. A cor preta € usada
no corpo do texto onde também aparecem palavras a negrito para destacar terminologia
e nos exemplos de resolucédo de sistemas o texto é em tipo de letra manuscrito (figura 2).
A cor laranja é usada para destacar definicGes através de uma moldura retangular e fazer
ligeiros apontamentos (figura 2). Existe um esquema na pagina 32 para o procedimento a
usar no método de substituicao (figura 10) e ndo existem imagens.

{au:zg;@ ﬁ{su:zg—m ﬁ{sm=2g—44 @{3&:21}—44

2y-44-4y =12 -2y=A4+42 -2y=26 Y=-43
310=2x(-13)-44 3u=-26-14 310=-40 m:-%
Y=-43 y=-43 yY=-43 2g=-43

A sobicis ds sistorma £opan (- 139, -43).

Figura 2: Imagem ilustrativa do grafismo do Manual I1.
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Tendo em conta o grafismo, podemos afirmar que existem maioritariamente
representacdes matematicas simbolicas (tal como no manual anterior, ligadas a escrita
matematica) e algumas poucas representacdes iconicas (designadamente um esquema,
pequenos tracos cor de laranja para assinalar pontos que merecem atencdo especial,
retdngulos cor de laranja para destacar defini¢cdes, negritos para realcar a terminologia
matematica. E usado ainda o tipo de letra manuscrito nos exemplos de resolucéo de
sistemas de equacdes, sugerindo a representacdo a ser usada pelos alunos).

Manual I11. Este manual é multicolor. As paginas apresentam uma margem vertical em
cor diferente aproximadamente correspondente a um terco da pagina total. O texto é
escrito maioritariamente a preto embora haja partes coloridas ou a negrito. Existem muitas
imagens, graficos, tabelas e outro tipo de sinais como retangulos e setas para
complementar a explicagéo.

Os sistemas classificam-se como as equagdes

CLASSIFICACAO DOS SISTEMAS. RESOLUCAO GRAFICA

Num mesmo referencial representou-se graficamente as rectas
cujas equacdes 530

y=—-x+3; y=-x e y=x-3

Possiveis Impossiveis

| Determinadas Indeterminadas

Figura 3: Imagem ilustrativa do grafismo do Manual 111

Com base no grafismo, podemos afirmar que existem representacdes matematicas
simbolicas (tal como nos manuais anteriores, ligadas a escrita matematica) e muitas
representacdes iconicas (designadamente figuras, desenhos, graficos, esquemas, tabelas,
etc.).

Aspetos didaticos

(i) Atividade inicial

Manual I1l. Antes da abordagem do subtema 2. Sistemas de duas equacdes do 1.° grau
com duas incognitas apresentam a “Actividade Zero” sobre os pesos das galinhas e dos

patos acompanhada por uma figura onde constam duas balancas em equilibrio com as
galinhas, os patos e os pesos (figura 4).
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- T\VIDADE
INE o

As galinhas tém o mesmo peso: X kg

ad

Os patos tém o mesmo peso: y kg

ada.

a) Escreva as duss equacdes sugeridas
pela figura.

b) Tente descobrir o valor de X ¢ 0
valor de y .

Figura 4: Atividade inicial do Manual I1I.

Esta atividade permite-nos considerar que existe neste manual uma representacdo ativa
(dentro do possivel tendo em conta o facto de o suporte fisico ser um livro), uma vez que,
por um lado sugere uma ou varias simulacdes para encontrar resposta para a atividade e,
por outro lado, porque remete para o uso de material didatico manipulavel: as balancas
que metaforicamente representam uma equacdo. Além disso, estdo presentes a
representacdo iconica com o desenho que ilustra o enunciado do problema e a
representacdo simbolica com o enunciado escrito numa linguagem mista (natural e
matematica).

(i) Introducéo aos sistemas de equacdes

Manual 1. O segundo paragrafo (n.° 130) comeca com o enunciado de um problema:
“Calcular dois nimeros sabendo que a sua soma € 4, e que a soma dum deles com o triplo
do outro ¢ igual a 2” (figura 5). Segue-se a anélise do enunciado do problema para
destacar as duas relagdes, entre as incognitas e os numeros dados, ainda em linguagem
natural, para, posteriormente traduzir para linguagem matematica, estabelecendo as
equac0es que as traduzem matematicamente, ou seja, as equagdes x + y = 4ex + 3y =
2, que servem de exemplo para a definicdo de um sistema de equagdes apresentada no
paréagrafo seguinte.

130 — Problema — «Calcular dois numeros sabendo que a sua
soma ¢ 4, e que a soma dum deles com o triplo do outro ¢ igual a 2».

O enunciado deste problema estabelece, entre os nimeros pedidos
{incégnitas) e os nimeros 4 e 2 (dados), duas relacdes distintas:

12 relagio: «a soma das incégnitas é igual a 4»;
22 relagdo: <«a soma duma das incognitas com o triplo da outra

7

é igual a 2».

Para estabelecermos as equacdes que traduzem aquelas relacoes,
designemos as incognitas (nimeros pedidos) respectivamente por x e ¥.

Entdo, a sua soma representa-se por z + y. Como, porém, esta
somsa € igual a 4, tem-se

Figura 5: Definicdo e exemplo de sistema de equagdes no Manual 1.
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Manual Il. O segundo subcapitulo, Sistemas de duas equagdes com duas incognitas, é
iniciado com o problema (figura 6): “A soma de dois nimeros ¢ 12 e a soma do primeiro
com o dobro do segundo ¢ 7. Quais sdo os numeros?”, para o qual consideram duas
incognitas x e y. Segue-se a traducdo do problema em linguagem matemaética que da
origem a duas equagcdes literais que tém que se verificar ao mesmo tempo, o0 que leva a
definicdo de um sistema de duas equacfes com duas incognitas. Analisam de uma forma
geral a conjuncéo de duas condigOes para de seguida apresentarem um exemplo sobre o
conjunto solugdo de uma conjuncdo de condigOes. Posteriormente afirmam que um
sistema de equacdes € a conjuncao de duas equacdes, apresentando o sistema referente ao
problema inicial.

Problema:
“A soma de dois nimeros é 12 e a soma do primeiro com o dobro do segundo é 7. Quais s&o os nlimeros?”
Como queremos saber o valor de dois nimeros, vamos ter que considerar duas incégnitas:

x — 1.° nGmero y = 2.° nimero
a soma dos nlimeros é 12 : x+y=12

a soma do 1.° com o dobro do 2.° é 7 : x+2y=7

A tradugdo do problema em linguagem matemética deu, entdo, origem a duas equagdes literais que tém que
se verificar a0 mesmo tempo:

x+y=12 e x+2y=7

Dizemos que temos um de duas des com duas i

Quando ligamos duas equagdes ou, mais | i duas condig¢des com a particula “e” que, em
linguagem matemética, se escreve “A”, obtemos uma nova condico a que damos o nome de conjuncfio das
duas condigdes iniciais

Como a conjungao de condigdes obriga a que estas se verifi imul o seu solugdo nao
& mais do que a intersecgdo dos conjuntos solugdo de cada uma das condigges.

Figura 6: Definicdo e exemplo de sistema de equagdes no Manual I1.

Manual I1l. O subtema 2. Sistemas de duas equagdes do 1.° grau com duas incognitas é
apresentado com as subsecgdes 2.1 Definigdes e 2.2 Resolucdo de um sistema. Na
primeira subsec¢do recorrem a um problema envolvendo moedas: “A Luisa tem,
distribuidas pelos seus dois porta-moedas, 16 moedas. Num deles tem o triplo das moedas
que tem no outro. Quantas moedas tem em cada um?”’ (figura 7) (encontra-se na margem
da pagina a imagem de dois porta-moedas). Seguidamente traduzem algebricamente as
duas informacbes do enunciado do problema para introduzir a definicio de uma
conjuncao de duas equacdes ou um sistema de equacdes. Na margem fazem a leitura e
apresentam o significado do simbolo A.

Problema

“A Luisa tem, distribuidas pelos seus dois porta-moedas, 16
moedas. Num deles tem o triplo das moedas que tem no outro.
Quantas moedas tem em cada um?”
Neste enunciado temos duas informagoes:
* o0 numero de moedas contidas nos dois porta-moedas é 16;
* num porta-moedas hd o triplo das moedas do outro.
Se considerarmos:
x = nimero de moedas de um
y = nimero de moedas do outro
podemos traduzir algebricamente as duas informagdes do seguinte modo:

* x+y=16
e y=3x.

Figura 7: Definicdo e exemplo de sistema de equagdes no Manual 111.
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No que diz respeito a forma como os autores introduzem o conceito de sistema de
equac0es, verificamos que tal é feito de modo analogo nos trés manuais. Partem de um
problema para equacionar (Abrantes, 1989), ainda que o do manual I11 tenha um contexto
ndo exclusivamente matematico como no caso dos outros dois manuais. Ou seja, estamos
na presenca de representaces simbolicas (ainda que no manual Il muito préximo da
linguagem natural). No que se segue mantem-se 0 uso de representacdes simbdlicas
gradualmente mais proximas da escrita matematica simbolica. Todos usam o sinal de
chaveta e os manuais Il e Il referem ainda o conetivo da conjuncdo. A representacdo
iconica, para além do que foi indicado sobre o grafismo, € irrelevante, pois a Unica figura
existente € a do manual 111, a dos dois porta-moedas que ilustram o enunciado.

(iii) Método de substituicao

Manual 1. Apos a explicacdo do método de substituicdo com base na resolucdo, passo a
passo, de um exemplo no paragrafo 136, no 138 apresentam-se cinco passos a seguir para
se resolver um sistema de equac6es pelo método de substituicdo (figura 8). De notar que
no paragrafo 136, as equac0es finais que permitem identificar o valor da incognita estdo
contornadas por um retangulo (figura 1).

138 —Na pratica, para se resolver um sistema pelo método de
substituicao procede-se do seguinte modo:

1— Reduz-se o sistema & forma candnica.

2 — Resolve-se wma das equagdes em ordem a uma das incégnitas,
que, teoricamente, pode ser qualquer, mas, na prdtica, convém que seja
a de menor coeficiente.

3 — Substitui-se esse valor da incdgnita na outra equagio, que, deste
modo, passard a conter uma $6 incdgnita.

4 — Resolve-se entdio esta equagdo, isto é, caleula-se a sua raiz.

5—Substitui-se essa raiz na expressdo que mos dd a outra
incognita.

Deste modo se obtém a solugio do sistema proposto.

Figura 8: Os cinco passos para a resolucao de um sistema pelo método de substituicao.

Manual Il. Ap6s a explicacdo do método de substituicdo com base na resolucao, passo a
passo, apresenta-se um exemplo (figura 9).

Como x é uma expressao equivalente a 12-y, podemos substituir, na segunda equagio, x pela expressdo 12-vy,
obtendo um sistema equivalente ao anterior, isto &, com a mesma solucdo (ou solugdes)

x=12-y |
12-y +2y=7
Esta substituicdo permitiu-nos obter uma equaco do 1.° grau s6 com uma incégnita que j4 podemos resolver.
X= 12‘y x=12-
5 y
{—y+2y=7—12 - {y=-5

Figura 9: Excerto da explicacdo da aplicacdo do método de substituicdo.

Segue-se 0 esquema (figura 10) que sintetiza o algoritmo do meétodo de substituicéo.
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Resolver uma das equagdes em ordem a
uma das incégnitas.

|

Substituir, na outra equagéo, essa incég-
nita pela expressdo designatéria obtida.

v
Resolver a equagdo do 1.° grau que
resulta da substitui¢do.

!

Substituir, na outra equagéo, a incégnita
pelo valor obtido.

Figura 10: Os quatro passos para a resolucdo de um sistema pelo método de substitui¢do.

Manual I11. Apresenta, lado a lado, duas maneiras (figura 11) para resolver um sistema
de duas equacgdes com duas incognitas, utilizando o método de substituicao.

‘ © Método de substituicio
Ll Resolva o sistema

Vamos resolver o sistema

x+y=16
x=y. x+y=16
y = 3x
@ 1Y, l ' 16 utilizando o método de substituicdo.
x+y=16 Observando a 2.* equagdo vemos que € indife-
ﬂ 2 &5 & y=3x rente dizer y ou dizer 3x.
Vamos, por isso, escrever 3x no lugarde y na |
| 12 equacdo. |
Yy X+ 3x=16 | Ao fazermos esta substituicdo obtivemos um [
X)) (%) (X)) (X 16 y=3x | sistema com as mesmas solugdes (sistema equi-
| valente) mas mais simples, pois a 1.* equacdo
vai permitir conhecer o valor de x .
2 (xes) ( X viij’ e =
vl { 4x=16 Ao observarmos a 1.* equagdo, concluimos que
| LY 3x é indiferente dizer x ou dizer 4.
- | [x=4 Vamos, por isso, escrever 4 em vez de x na
| Lly=3x 2* equagdo.
( 4 (CRean s Sene S I
(x) [
i i e |
| = Obtivemos um sistema equivalente ao dado, |
5 ] DB @& {x = ;12 mas mais simples. |
i _ | Aleitura da solugdo é imediata.
L x, y=@4, 12) é
solugdo do sistema
o 4 R
G Ao resolver um sistema de duas equagdes pelo método de substi-
‘li—A——li tuicdo procura-se obter uma das equagdes do sistema com uma sé

i letra. Para isso, resolve-se uma das equagdes em ordem a uma das
L ‘ y 12 incégnitas e substitui-se a expressao encontrada na outra equacao.

A escolha da incégnita e da equagdo que se considera no inicio
deve ser aquela que mais facilita a resolucao.
Figura 11: Processo de resolucéo de um sistema pelo método de substituicéo.

Num exemplo adiante é usado o0 mesmo tipo de tabela (como a apresentada na figura 11)
e ainda uma sinalética idéntica & usada no manual Il (figura 9 a cor de laranja).
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Verificamos que a abordagem do método de substituicdo é idéntica nos trés manuais,
ainda que em termos de representagdes matematicas se notem diferencas. Em todos os
manuais sdo usadas representacdes simbolicas, mas relativamente as representacfes
iconicas nos manuais | e 1l hd pequenas sinaléticas a alertar para pontos delicados do
processo e um algoritmo para a aplicacdo do método que no manual Il é organizado de
modo semelhante a um organigrama. No manual 1l1 estas representacdes iconicas sao
reforcadas. Neste manual ha a utilizacdo em paralelo da representacdo iconica, da escrita
matematica formal e de um misto de linguagem natural com linguagem simbdlica (figura
11). Voltamos a fazer notar a eventual presenca da representacao ativa.

(iv) Outros metodos de resolugdo de sistemas de equacdes

Manual 1. Quanto ao método grafico neste manual comeca-se por considerar a equacao
do 1.° grau com duas incognitas 2x + y = 3 que é escrita na forma y = —2x + 3. Esta
fungdo do 1.° grau representa graficamente uma linha reta, fazendo referéncia ao
paragrafo n.° 64. Este estudo é acompanhado pelo respetivo gréfico. E ainda referido o
método de reducdo, a estratégia utilizada é idéntica.

Manual I1l. Quanto ao método de tentativa e erro, neste manual parte-se de um sistema
de equacdes e através da construcdo de uma tabela vao sendo atribuidos valores as
incognitas até encontrar uma solucéo.

Estes dois manuais incluem outros métodos para além do método da substituicdo. No
manual | encontramos a representacdo simbdlica e a representacdo icénica (com o Unico
grafico/imagem que consta neste capitulo e o retdngulo a contornar certas equacdes que
ja referimos, para o caso do método de reducdo é ainda usado o esquema semelhante ao
algoritmo da adicdo, para a adicdo algébrica de equacGes. Ja no manual 11l sdo usadas
duas representacdes a simbdlica e a iconica ao recorrer a uma tabela.

Conclusoes

No sentido de responder as questfes de investigacdo estabelecidas sdo de referir os
seguintes aspetos.

Em sintese no que diz respeito ao grafismo, os trés manuais ddo destaque as
representacdes simbdlicas, no entanto, com énfase que diminui do manual | para 0 manual
I1. J& as representacBes iconicas também presentes nos trés manuais sdo ténues no
manual 1 e no manual 11, aumentando no manual I11.

Dentro das representaces simbolicas, é usada a linguagem natural e uma linguagem
mista, isto €, uma linguagem que vai introduzindo alguma simbologia matematica, tal
como é sugerido por Jordao e Bianchini (2014). Tal reconhecimento ocorre em todos 0s
manuais, 0 que esta de acordo com (Duval, 2011). A simbologia matematica (mais)
especifica do tema de sistemas de equagdes é semelhante em todos 0s manuais e séo de
referir: a chaveta (nos trés manuais), o conetivo de conjuncdo (nos manuais Il e 111), as
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letras para as incognitas sdo exclusivamente 0 X e 0 y nos manuais | e Il e quase
exclusivamente no manual 111, onde aparecem outras letras (a, b, m e n) em exercicios
ax+by=c
a'x+by=c"
caso do manual 1 ao apresentar a definicéo de sistema de duas equac6es do 1.° grau a duas
incognitas (sendo indicado a natureza das varidveis envolvidas). No manual 111 apenas
aparece este sistema para indicar a forma canonica de um sistema de equacoes.

propostos. Nos manuais | e 11l aparece a representacdo simbdlica { No

Quanto as representacdes iconicas, estas sdo muito esparsas nos manuais | e 1, sendo
usadas apenas, pontualmente, para realcar algum aspeto matematico mais delicado. No
caso do manual | aparece um grafico e no do manual Il um esquema. O manual Il
apresenta muitas representacdes iconicas e variadas, mais de acordo com Duval (2003):
gréficos, tabelas, ilustracbes, esquemas e outra sinalética ndo convencional.

Realca-se a utilizacdo de mais de um tipo de representacdo matematica para abordar
determinados tépicos. Em geral, 0os manuais analisados usam a linguagem mista (natural
e escrita matematica) e algumas representac@es iconicas. O manual 11 apresenta situacdes
em que usa em paralelo trés tipos de representacédo: a iconica (desenhos, simbolos ndo
convencionais, diagramas) e a simbolica (em dois niveis, linguagem mista e s escrita
matematica simbolica).

Foi também apenas neste manual que conseguimos identificar representacdes
matematicas ativas, no caso recorrendo a metafora da balanca para ilustrar (e,
eventualmente, promover a simulacdo) de uma atividade que se traduzia
matematicamente por um sistema de equagdes.

O aumento e a diversidade de representacdes matematicas ao longo dos trés manuais
escolares em estudo contribuem para uma melhor visualizacdo e compreensdo dos
sistemas de equagdes e da sua resolugdo e consequente solucdo. “Para além de
conhecerem diversas representagdes, os alunos tém de aprender a transformar
representagdes” (Ponte, 2014, p. 24).
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O Programa Observatério da Educacdo (OBEDUC), criado pelo Governo Federal
Brasileiro com o propésito de fomentar a producdo académica e a formacdo de
profissionais com pds-graduacdo stricto sensu em educacdo. No Edital
049/2012/CAPES/INEP, foi aprovado o Projeto em rede intitulado Rede Colaborativa de
praticas na formacdo de professores que ensinam matematica: mdltiplos olhares,
dialogos e contextos, que propde a criacdo de uma rede colaborativa entre trés instituicdes
de ensino superior sendo a Pontificia Universidade Catolica de Sdo Paulo (PUC-SP) uma
delas.

O presente trabalho tem por objetivo apresentar um estudo de caso decorrente da analise
das representacdes realizadas pelos integrantes do grupo ao trabalhar o conceito de
fracdes conjuntamente com a Resolucdo de Problemas. Este grupo é composto por: 3
professores dos anos iniciais da Educacédo Basica (PAl), 3 professores de Matematica dos
anos finais da Educacdo Bésica (PAF); 3 alunos do curso de Pedagogia (AP); 3 alunos do
curso de Licenciatura em Matematica AM); 2 doutorandos e 1 mestrando em Educacéo
Matematica; 1 mestrando em Educag&o e 1 doutora (coordenadora do projeto).

No 1.° semestre de 2013 a tematica Resolugdo de Problemas e o conceito matematico
fragcdes foram elegidos pelo grupo como objetivo de estudos, reflexdes e desenvolvimento
de atividades praticas a serem desenvolvidas ao longo dos 10 encontros previstos para o
2.° semestre de 2013. Para tanto foram constituidos dois grupos heterogéneos de trabalho.
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Em um destes encontros um dos grupos pensou em uma atividade para alunos do 6.° ano
do ensino fundamental utilizando um material manipulavel denominado disco de fracdes

(Figura 1).
Paolo - O PIZZAIOLO MALUCO \

A pizzaria DONA REDONDA contratou um novo pizzaiolo, Paolo, mas ele é conhecido como um “pizzaiolo
maluceo’, pois reparte as pizzas em partes iguais, mas em pedacos de numeros diferentes. Hora ele fatia em
quatro pedacos, hora em sete ... de acordo com sua vontade.

a) No ultimo sabado, Julia pediu duas pizzas, uma de queijo e a outra pizza de
calabresa. A pizza de queijo veio repartida em 3 pedacos e a de calabresa foi
dividida em 6 pedacos. Julia achou os pedagos da pizza de queijo muito
grandes e, por isso comeu s6 um pedaco. Ja a de calabresa, conseguiu comer
3 pedacos. Represente, utilizande os discos de fracSes, a quantidade de
pedacos de pizza que Julia comeu.

b) Joana comeu também pediu uma pizza de queijo e uma de calabresa. A de
queijo veio dividida em trés pedacos e a de calabresa em 4 pedacos. Joana
comeu um pedaco de pizza de queijo e um de calabresa. Represente, utilizando
os discos de fracGes, a quantidade de pedacos de pizza que Julia comeu.

Figura 1: Parte da atividade proposta envolvendo fragGes.

Posteriormente o grupo simulou a aplicacdo desta atividade com os membros do grupo
oposto ao que elaborou a atividade. Ao refletirem sobre as atividades propostas um dos
integrantes apontou um erro que pode acontecer com qualquer professor se a atividade
ndo for bem planejada.

“[...] eles deram os disquinhos [...] o primeiro exercicio deu para fazer
com os disquinhos, ¢ o segundo ndo deu”. (PAF 1, 5.° encontro — 2.°
semestre de 2013)

A GUANNCACE OB PIZA OB GO QU Adia el A quantidade da pzze que Jia comey de camboesa ™,

o
| 3

O total das pizzas que Jule comeu:

3
-
6

Figura 2: Resolucéo da atividade (a).
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Além disso, um dos integrantes do grupo propds uma solucéo algébrica (Figura 3) que
converge para 0 que aponta Ponte (1992, p. 205): “uma das concepgdes mais
prevalecentes é a de que o calculo é a parte mais substancial da Matematica, a mais
acessivel e fundamental”.

Cutra forma de resolver & calculando trés multiplicactes. Primeiro se
mulfiplica o5 denominadores para chegar ag novo denominador, em
safuida multiplica-se em cruz ‘numerador da 1* frag8o x denominador da
2% fracado”™ + “denominador da 1° fragdo x numerador da 2° fracdo™

1y<3_6+9_15
3%~ 18 ~ 18
7

Figura 3: Resolugdo algébrica da atividade (a).

Como a proposta das atividades indicava a utilizacdo dos discos de fracdes para
solucionar o problema, o grupo ndo se atentou para o fato de que este material
manipulavel possui uma limitacdo no que diz respeito a representacdo de ndmeros
fracionarios. Por este fato, outro integrante ressaltou:

“[...] E preciso testar o material antes por que, por exemplo, 0 Nosso
grupo néo trouxe material e usou os discos de fracdo que estavam aqui,
s6 que mesmo usando esses discos, eu ndo me atentei que mao tinha um
disco de 12, ai ndo dava para chegar a resposta correta”. (PAF 3, 5.°
encontro — 2.° semestre de 2013)

Nas discussOes realizadas, os integrantes ressaltaram a importancia de o professor
conhecer bem o material/atividade que utilizara em sua préatica para que o objetivo tracado
seja alcangado, corroborando com as ideias de Lorenzato (2006).

Entendemos que a formacdo docente e, consequentemente, a Aprendizagem da Docéncia,
sdo processos continuos e plurais. Nesse contexto, a pratica passa a ser concebida como
ponto de partida e de chegada da formacdo profissional, tendo a teoria, a pesquisa e a
colaboragdo como mediacdo (Fiorentini & Nacarato, 2005).
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