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Resumo

Este texto centra-se numa experiéncia de aprendiza-
gem desenvolvida numa turma de vinte e cinco alu-
nos do quinto ano de escolaridade na exploracdao de
relacdes numéricas no tridngulo de Pascal, com o pro-
posito principal de identificar e analisar processos de
resolucao desenvolvidos pelos alunos em tarefas de ca-
riz mais investigativo. E possivel concluir que o traba-
lho proporcionado por este tipo de tarefas, apelando a
processos matematicos complexos, como conjeturar e
generalizar, permite aos alunos fazer aprendizagens
matematicas com compreensao.

Palavras-chave: aprendizagem matematica, educacao
bésica, investigacdes matematicas, tridngulo de Pascal.

Abstract

This text focuses on a learning experience developed in
a class of twenty-five students from the fifth grade on
the exploration of numeric relations in Pascal’s trian-
gle, with the main purpose of identifying and analy-
zing processes of resolution developed by the students
in more research forward tasks. Itis possible to conclude
that the work provided by this kind of tasks, reaching
complex mathematical processes, such as presuming
and generalizing, allows the students to do mathema-
tical learning with understanding.

Keywords: mathematics learning, primary education,
mathematical research, Pascal’s triangle.
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Résumé

Ce texte est centré sur une expérience d’apprentissage
développée dans une classe de vingt-cing éléves de la
cinquiéme année a ’exploration de rapports numeéri-
ques dans le triangle de Pascal, avec le but principal
d’identifier et d’analyser les processus de résolution
élaborés par les éléves dans les tiches plus axés a la
recherche. C’est possible de conclure que le travail
proportionné pour ce type de taches, qui appellent au
processus mathématiques complexes, tels que con-
jecturer et généraliser, permet aux éléves de faire des
apprentissages mathématiques avec compréhension.

Mots-clés: l’apprentissage des mathématiques,
éducation élémentaire, recherches mathématiques,
triangle de Pascal.

Resumen

Este texto se centra en una experiencia de aprendizaje
desarrollada en una clase de veinticinco estudiantes
de quinto grado en la explotacién de las relaciones
numeéricas en el tridngulo de Pascal, con el objeti-
vo principal de identificar y analizar los procesos de
resolucién elaborados por los estudiantes en tareas
mas orientadas a la investigacién. Se concluyd que
los trabajos previstos por este tipo de tareas, pidien-
do procesos matematicos complejos, como conjetu-
rar y generalizar, permite a los estudiantes practicar
aprendizajes matematicas con comprensién.

Palabras clave: aprendizaje de matematicas, educacién pri-
maria, investigaciones matematicas, triangulo de Pascal.
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Os pressupostos e as orientacoes curriculares tém sofri-
do diversas evolucoes dependendo, evidentemente, dos
paradigmas e dos discursos em debate e aceites em cada
época ou comunidade educativa. Esta situacao é bastan-
te significativa se recordarmos a evolucao havida nas
altimas décadas do papel a desempenhar e do destaque
dado as tarefas matematicas de natureza mais aberta ou
exploratéria, nas quais se incluem as investigacoes ma-
tematicas (Oliveira & Borralho, 2014; Ponte, 2003).

Para a Associacdo de Professores de Matemadtica (1988),
num contexto de resolucao de problemas, “as atividades
de exploracao e descoberta surgem naturalmente” (p. 47),
0 que implica entrar em “terreno desconhecido”, recolher
dados, detetar diferencas, reconhecer regularidades e pa-
droes ou estabelecer analogias. A exploracdo favorece a
formulacao de conjeturas, a argumentacao e a demonstra-
cao e desenvolve capacidades ligadas a comunicacao. Mais
tarde, reforcando estas ideias, a Associacao de Professores
de Matematica (1998) recomenda que a pratica pedagdgi-
ca valorize “tarefas que promovam o desenvolvimento do
pensamento matematico dos alunos (nomeadamente, re-
solucdo de problemas e atividades de investigacao)” e “di-
versifique as formas de interacdo em aula, criando oportu-
nidades de discussao entre alunos, de trabalho de grupo e
de trabalho de projeto” (p. 44).

Na mesma linha, o National Council of Teachers of
Mathematics (1991) refere que o raciocinio matematico
deve envolver a formulacao de conjeturas e justificacoes

que ajudem os alunos, desde os primeiros anos, a per-
ceber que a matematica tem sentido. Reconhece a im-
portancia da criacdo de ambientes em que aprendam a
raciocinar e comunicar matematicamente, ou seja, a
formular e validar as suas conjeturas e a ganhar con-
fianca na discussao dos seus argumentos. Formular,
testar e construir argumentos sobre a validade de uma
conjetura, resolver problemas complexos que envolvam
exploracao, fazer tentativas, “fazer” erros e corrigi-los,
sdo algumas das experiéncias de aprendizagem em que
os alunos devem ser implicados na aula, para que ad-
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quiram mais poder matematico e se tornem cidadaos
matematicamente alfabetizados. O National Council of
Teachers of Mathematics (2007) sugere, também, que a
escola deve habilitar todos os alunos a reconhecer o ra-
ciocinio e a demonstracao como aspetos fundamentais
da matemadtica, a formular e investigar conjeturas ma-
tematicas, a desenvolver e avaliar argumentos e provas
matematicos, a selecionar e usar diversos tipos de racio-
cinio e métodos de demonstracdo. Adianta, ainda, que
as tarefas matematicas devem centrar-se nas relacoes
matematicas, mantendo a resolucio de problemas e
de investigacOes como “uma parte integrante de toda a
aprendizagem” (p. 57).

Desde a década de 9o do século passado, as orientacoes
curriculares oficiais também foram dando expressao,
umas vezes mais do que outras, a relevancia do traba-
lho matemadtico de natureza nao rotineira, deslocando
a atividade dos alunos para formas mais abertas e explo-
ratérias. Por exemplo, no Programa de matematica do
1.2 ciclo do ensino basico (Direcdo-Geral do Ensino Basi-
co e Secundario, 1990), é dada uma grande relevancia ao
trabalho nao rotineiro a realizar pelos alunos nas suas
experiéncias de aprendizagem. Parte-se do pressuposto
de que as criancas aprendem mais e melhor quando rea-
gem dinamicamente a uma situacao que lhes suscite in-
teresse e responda a sua natural curiosidade. Para isso, é
sugerido que “a resolucao de problemas, quer na fase de
exploracao e descoberta, quer na fase de aplicacao, de-
vera constituir a atividade fundamental desta disciplina
(...) e um momento especial de interacio e de didlogo”
(pp. 128, 129). Sao dadas sugestoes de situacoes de traba-
Iho como, por exemplo, exploracao de situacoes, expli-
citacio de raciocinios ou exploracao, descoberta e uso de
regularidades e padroes.

O Curriculo nacional do ensino basico (Departamento
da Educacao Bésica, 2001) real¢a a nocao de competén-
cia matematica a ser desenvolvida pelos alunos ao longo
da educacdo basica. Esta competéncia apela fortemente
ao trabalho nao rotineiro e exige, por exemplo, explo-
rar situacdes problemadticas, procurar regularidades,
fazer e testar conjeturas, formular generalizacoes, vali-
dar uma afirmacao relacionando-a com a consisténcia
da argumentacao 16gica, e ndo com alguma autoridade
exterior, discutir com outros e comunicar descobertas,
compreender a nocao de conjetura, entender a estrutu-
ra de um problema e desenvolver processos de resolucao
ensaiando estratégias alternativas. Neste sentido, os
alunos devem ter oportunidade de se envolverem em di-
versos tipos de experiéncias de aprendizagem, nomea-
damente, resolucao de problemas, atividades de inves-
tigacao, realizacao de projetos e jogos. Por exemplo, as



atividades de investigacdo sao entendidas com situacoes
em que “os alunos exploram uma situacdo aberta, pro-
curam regularidades, fazem e testam conjeturas, argu-
mentam e comunicam oralmente ou por escrito as suas
conclusodes” (p. 68).

No Programa de matematica do ensino basico (Minis-
tério da Educacdo, 2007), a resolucao de problemas é
entendida como uma “atividade privilegiada para os
alunos consolidarem, ampliarem e aprofundarem o seu
conhecimento matematico” (p. 6). Juntamente com o
raciocinio matematico e a comunicacao matematica,
sdo consideradas as trés capacidades transversais fun-
damentais. Para além de se relacionarem com os objeti-
vos de aprendizagem, constituem também importantes
orientacoes metodoldgicas para estruturar o trabalho a
realizar em aula. Os alunos devem ter a possibilidade
de “resolver problemas, analisar e refletir sobre as suas
resolucoes e as resolucoes dos colegas”, devendo o pro-
fessor valorizar os raciocinios dos alunos, “procurando
que eles os explicitem com clareza, que analisem e rea-
jam aos raciocinios dos colegas” (p. 9). A diversificacao
de tarefas é uma das exigéncias com que o professor se
confronta e “a escolha das que decide propor aos alunos
estd intimamente ligada com o tipo de abordagem que
decide fazer, de cunho essencialmente direto ou trans-
missivo, ou de carater mais exploratério” (p. 12).
Rompendo com estas orientacoes, o Programa de mate-
matica para o ensino basico (Ministério da Educacio e
Ciéncia, 2013) considera que o raciocinio matematico “é
por exceléncia o raciocinio hipotético-dedutivo” (p. 4).
Embora o programa reconheca que o raciocinio induti-
vo desempenha “também um papel fundamental, uma
vez que preside, em matematica, a formulacdo de con-
jeturas”, nao sugere tarefas ou orientacoes que possam
ajudar os alunos a desenvolver este raciocinio alertando
apenas para a possibilidade de “levar a conclusoes erra-
das a partir de hipdteses verdadeiras” (p. 4).
Independentemente dos diferentes pontos de vista e
andlise, ha fortes evidéncias, como referem Martins,
Maia, Menino, Rocha e Pires (2002), de que o trabalho
de natureza mais aberta e exploratdria, como o propor-
cionado pelas investigacGes matematicas, permite aos
alunos uma melhor compreensao global da natureza
da atividade matemadtica. De facto, as investigacoes
apelam a processos de fazer matematica caracteristicos
dos alunos mais novos como, por exemplo, representar,
relacionar e operar (classificar, ordenar, calcular, esta-
belecer relacoes, interpretar), experimentar, explorar,
identificar padroes e regularidades, formular, testar e
validar conjeturas, generalizar ou comunicar.
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2. O contexto da
experiencia de
aprendizagem

A experiéncia de aprendizagem, que se apresenta, pre-
tende identificar e analisar processos de resolucao de-
senvolvidos pelos alunos em tarefas de cariz mais in-
vestigativo. Para isso, incide no trabalho desenvolvido
numa aula de matematica pelos vinte e cinco alunos de
uma turma do 5.2 ano de escolaridade na resolucao de
uma investigacao. A sua professora propds que desco-
brissem, registassem e validassem “relacoes interessan-
tes no tridngulo de Pascal”. Anteriormente, embora de
forma bastante esporadica, os alunos ja tinham resolvi-
do tarefas de natureza mais aberta e exploratoria.

Esta experiéncia insere-se num estudo mais amplo (Pi-
res, 2011), centrado nas praticas letivas de uma profes-
sora de matematica do 2.° ciclo do ensino basico, com
o principal propésito de conhecer como os professores
integram as tarefas de investigacao no desenvolvimen-
to (normal) do curriculo e como refletem sobre as suas
praticas. O estudo segue uma abordagem de natureza
qualitativa e interpretativa (Bogdan & Biklen, 1994). A
recolha de dados da experiéncia de aprendizagem foi
feita através das producodes escritas feitas pelos alunos
na resolucao da tarefa e das notas de campo registadas
na aula pela professora e pelo autor, como observador
participante. A andlise dos dados foi orientada para a
identificacdo e sistematizacdo do trabalho desenvolvido
pelos alunos, cruzando-se com comentarios ou estudos
referidos na literatura. No texto, que se segue, as partes
colocadas entre aspas correspondem a expressoes do dis-
curso oral ou escrito dos intervenientes e os nomes as-
sociados aos alunos nao sao os seus nomes verdadeiros.
A experiéncia de aprendizagem teve a duracao de oiten-
ta minutos e estruturou-se em trés fases principais: (i)
apresentacao da tarefa (dez minutos), (ii) resolucao da
tarefa em pares (trinta minutos), e (iii) apresentacao
e discussao dos resultados em grande grupo (quarenta
minutos). Os alunos sentaram-se nos seus lugares habi-
tuais e o autor sentou-se ao lado do Rui.
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5 A
experiencia de
aprendizagem

A professora distribuiu a ficha de trabalho, com o enun-
ciado da tarefa, pelos vinte e cinco alunos e apresentou
o trabalho a realizar. Projetou, no quadro, uma trans-
paréncia com o tridngulo de Pascal até a sexta linha (ver
Figura 1). Em conjunto, os alunos numeraram as linhas
e as diagonais a fim de facilitar a comunicacao no traba-
lho em pares e na discussao coletiva.

A.Emso = S— B
A — B
- — o — g
3I—_—_ "
-
1 p— —*
5 —— » 5 =

Figura 1: Numeracio das linhas e das diagonais no tridngulo de Pascal.

Depois os pares comecaram o seu trabalho. Esta or-
ganizacao do trabalho inicial a “dois” foi muito 1til
para os alunos, potenciando quer aspetos comuni-
cativos quer a atribuicao de mais significado aos
conceitos e aos procedimentos matematicos (NCTM,
2007). Porum lado, o trabalho em pares exigiu a cada
aluno um nivel de organizacio e estruturacio dos
argumentos para poder ser entendido e, eventual-
mente, validado pelo seu colega. Mas, por outro, o0s
alunos também tiveram de recorrer, trabalhar e fa-
lar sobre muitos termos numeéricos, tais como mil-
tiplo, divisor, nimero par, nimero impar, quadrado
de um numero, poténcia, niimero inteiro, nimero
natural ou simetria. Em suma, as interacoes sociais
entre os alunos sao claramente mais ricas e signifi-
cativas nestas situacoes de trabalho ndo rotineiro do
que nas tarefas em que se limitam a seguir regras ou
algoritmos ja conhecidos (Ponte, Oliveira, Cunha &
Segurado, 1998). Nesta fase, a professora foi acom-
panhando o trabalho pelos lugares, preocupando-se
em nao dar respostas imediatamente e, muitas ve-
zes, “devolvendo” a pergunta (Chamoso & Rawson,
2001). Foi notéria a sua insisténcia com alguns alu-
nos para o teste das conjeturas formuladas, dado
que estabeleceram “verdades” sem qualquer critério
de confirmacao, aceitando o que lhes parecia a pri-
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meira vista (Abrantes, Serrazina & Oliveira, 1999).
Apbs o trabalho em pares, passou-se a apresentacao e
discussao coletiva das conjeturas dos alunos. A professo-
ra tomou uma postura tentando interferir o menos pos-
sivel nos argumentos e contra-argumentos dos alunos.
Todos os pares (e alguns alunos individualmente) apre-
sentaram descobertas para toda a turma. Referem-se,
a seguir, as diversas conjeturas, pela ordem que foram
apresentadas pelos alunos, indicando aspetos do am-
biente da sua discussao e validacao. Adiante-se que, ge-
nericamente, os alunos souberam apresentar e defender
os seus raciocinios e, embora em menor grau, souberam
ouvir e compreender as opinioes dos outros.

Conjetura 1. A primeira relacao foi apresentada pelo Anté-
nio e pelo Jodo, afirmando que os nimeros representados
no tridngulo de Pascal “sdo todos niimeros naturais”. Todos
aceitaram imediatamente esta conclusao sem discussao.
Conjetura 2. O Carlos e o Fernando associaram poténcias
de base 2 aos ntimeros existentes nas linhas do tridngu-
lo. Verificaram que, em cada linha, a soma dos niimeros
correspondia a uma poténcia de base 2 e que o expoen-
te da poténcia coincidia com o niimero da linha: “1=2°
5 141=2=21 ; 1+2+1=4=2? ; 1+3+3+1=8=23 ; 1+4+6+4+1=16=2% ;
1+4+6+10+6+4+1=32=25" e assim sucessivamente. Os alu-
nos basearam a apresentacao da sua descoberta no regis-
to escrito que aparece na Figura 2:

Figura 2: Explicacao do Carlos e do Fernando.

Esta conclusao apenas foi estabelecida por outro par e, por
isso, levantou muitas dividas e solicitacao de esclareci-
mentos. A Berta interrogou “poténcias?”, dizendo nao ter
entendido o que foi dito, e 0 Rodrigo exclamou “mas 2° vai
darmesmo1?!”. O Carlos esclareceu que “quando o expoen-
te [de uma poténcia] é zero oresultado é sempre1”. A conje-
tura acabou por ser validada pela generalidade dos alunos,
apesar das reservas que suscitou em alguns deles.
Conjetura 3. A Berta e a Rosa verificaram que, nas diagonais
2 do tridangulo, aparecia a sequéncia dos “nimeros naturais:
1,2,3,4,5,6...”. Esta conclusao também foi estabelecida pela
generalidade dos pares, sendo validada por todos.

No entanto, como era bastante evidente, ajudou a dis-
persar a atencao da turma da explicacdo que estava a ser
dada e a permitir que muitos alunos falassem ao mesmo



tempo. Esta situacao pode constituir uma dificuldade  pretendem transmitir, originando mais dificuldades na
acrescida na gestao do trabalho de cardter investigativo.  sua concretizacdo e em tornd-las compreensiveis para
Um ambiente em que todos falam simultaneamente osoutros. Também se verificou que os alunos se sentem
nao é o mais adequado para um processo de prova e vali-  mais a vontade quando podem recorrer a um esboco ou
dacdo de conjeturas, pois cada um tem de saber ouvir os  representacao grafica.
argumentos envolvidos para depois os poder aceitar ou  Conjetura 5. O Rui, “nao sendo um aluno muito bri-
refutar . E muito importante cada um formular as suas  lhante a Matemadtica” na opinido da professora da tur-
descobertas, mas também é muito importante ouvir e ma, estabeleceu uma relacio entre os nimeros da dia-
compreender as descobertas dos outros, mantendouma gonal3(1, 3, 6, 10, 15, 21...). Descobriu que “3=1+2 ; 6=3+3
postura adequada no sentido de ndo “contaminar” ne- ; 10=6+4 ; 15=10+5 ; 21=15+6...”, ou seja, entre nimeros
gativamente o ambiente de trabalho (Boavida, 2005). consecutivos da sequéncia é necessario adicionar “1” a
Conjetura 4. A Célia e o Nuno descobriram a lei geral diferenca anterior. Esta descoberta exigiu-lhe uma boa
de formacao associada ao tridngulo de Pascal, que per- compreensio do trabalho numérico para detetar e com-
mite “continuar a escrever” os niimeros em cada linha, preender relacdes entre os nimeros de um sequéncia e
conhecidos os nimeros da linha anterior, registandoa captar o padrio envolvido. Apesar do texto que elaborou
afirmacao da Figura 3: para registar a descoberta estivesse bastante imperfeito
e incompleto, quando apre-
- ) sentou oralmente e defen-
/\ an (NE X 0% nu'meyo s gua U € P C deu a sua conjetura perante

\ ( 7 a turma, o Rui foi facilmente
8 ®) nw Mer o 2 1 Lo B T | ‘

compreendido por todos, que

validaram a sua descoberta. O

Figura 3: Conjetura da Célia e do Nuno. esquema, utilizado na apresentacdo em disposicao ver-
tical, pode ser visto na Figura 5.

O registo escrito ndo esta totalmente claro, mas os dois

alunos fizeram uma apresentacdo muito convincente +2 +3 +4 +5 +6 +7 (...)
quando trabalharam diretamente no tridngulo (ver Fi- / N/ .7 N 7\ /N /S O\
gura 4). A Célia, apontando no tridngulo, “este com este 1 3 6 10 15 21 28 (...)

da este, e podemos fazer isto para todos os nimeros”,
convenceu rapidamente os colegas da descoberta do par,
ajudando a sua aceitacao por todos. Por exemplo, o Ro-  Esta descoberta do Rui realca caracteristicas essenciais
drigo, entendendo a lei geral de formacao, concluiucom  das tarefas de natureza mais aberta ou exploratéria re-
muita conviccio: “Ah! Entao podemos continuaro tridn-  lacionadas com a possibilidade de se seguirem “cami-
gulo de Pascal, que nunca mais acaba”. nhos” com (mais) sentido e significado para cada um e

Figura 5: Esquema usado pelo Rui.

de contactar com os temas de maneiras diversificadas.

1 Este tipo de tarefas pode, entao, proporcionar aos alunos

1 1 com mais dificuldades na aprendizagem da matemadtica

uma melhor compreensdo dos conceitos, representacoes

1 e procedimentos matematicos, de modo a sentirem-se

3 1 mais auténomos e confiantes nos seus desempenhos

(Ponte, Oliveira, Brunheira, Varandas & Ferreira, 1998).

9 Conjetura 6 (nao validada). Carolina e Hugo referiram

1 5 10 9 1 que “o segundo numero de cada linha é uma poténcia

de 2”. Esta afirmacdo foi imediatamente contestada por

Figura 4: Esquematizacio da explicagio da Célia. muito alunos, que indicaram o exemplo do ntmero 3 da

linha 3 para contrariar a conjetura formulada. A acei-

Como foi visivel em muitas situacoes da aula, os alunos  tacdo deste contraexemplo invalidou imediatamente a
sentem-se mais a vontade para registar, explicar e justi-  afirmacao produzida.

ficar as conjeturas oralmente do que recorrer a uma for- Na matematica, a utilizacio de um contraexemplo

-

ma escrita (Chamoso & Rawson, 2001). A forma escrita &, em muitas situacoes, de uma grande importdncia
exige um maior nivel de estruturacio das ideias, que se  (Abrantes, Serrazina & Oliveira, 1999). A existéncia de
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apenas um caso que ndo verifique uma dada afirmacao
serve para provar que nao é verdadeira. Esta ideia é fun-
damental no processo de prova e validacao, pois basta
um Unico exemplo para inviabilizar uma generalizacdo.
Por esta razao, num ambiente de trabalho investigativo,
é preciso ter sempre presente a necessidade de confir-
mar uma determinada conjetura para um ndmero ade-
quado de casos ja que a “regra” tem de ser verificada em
todos os casos.

Conjetura 7. Como a conjetura anterior nao foi validada,
todos acordaram que a Carolina e o Hugo apresentassem
outra possibilidade. Assim, os dois alunos referiram que
“se obtém o ntimero da diagonal adicionando os dois 1l-
timos ntimeros de cada linha”. Esta segunda afirmacao,
bastante evidente, nao foi contestada por qualquer alu-
no e, assim, foi aceite rapidamente por todos.

Conjetura 8. A Paula e a Teresa formularam uma conjetura,
apoiando-se no conceito de simetria e admitindo que o trian-
gulo de Pascal tem simetria (neste caso, simetria de reflexao).
Considerando um “risco [eixo de simetria]” no tridangulo (ver
Figura 6), verificaram que os nimeros s3o iguais de um e do
outrolado do eixo, “mantendo as distancias como num espe-
1ho”. Como em outros casos, o registo escrito produzido nao
esta muito perfeito, mas a explicacdo apoiada no quadro com
a sinalizacdo do eixo de simetria e a indicacao dos nimeros,
“este e este, os valores sao os mesmos dos dois lados”, foi clari-
ficadora do raciocinio seguido, contribuindo para a validacao
coletiva quase imediata.

i
12 1
13!31
14 b 4 1
1510:1051
1 61520 15 6 1

) : e e
um N\3CC 0 VEC

Ult'l,(,\

Figura 6: Explicacio da Paula e da Teresa.

Conjetura 9 (aperfeicoada). A Cristina e o Rodrigo tam-
bém fizeram associa¢des ao conceito de simetria. Veri-
ficaram que, numa linha qualquer, os niimeros podem
ser lidos da direita para a esquerda ou da esquerda para a
direita, como se vé na Figura 7.
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Figura 7: Conjetura da Cristina e do Rodrigo.

Os dois alunos apresentaram o exemplo das linha 3 e 5:
“nalinha 3 temost, 3, 3,1e1, 3, 3, 1 [invertendo o senti-
dodaindicacdo]... os nimeros sdo os mesmos. Na linha
5 temos1, 5, 10, 10, 5,1€e1, 5, 10, 10, 5, 1", Os restantes
alunos confirmaram esta ideia, mas a Gabriela acres-
centou: “claro, chegamos sempre a um namero que é
uma capicua”. O termo “capicua” levantou duvidas a
alguns alunos, tendo o Jorge perguntado: “Capicua? O
que é isso?”. Imediatamente, outra aluna, a Gabriela,
respondeu: “Olha, escreve cento e vinte e um [121]. Po-
des ler de um lado e do outro que da sempre cento e vinte
eum. E capicua!”. Este didlogo nio teve qualquer inter-
vencao da professora da turma e a explicacdao da Gabriela
foi claramente entendida por Jorge.

Esta situacdo destaca bem a importancia da comunica-
cao no trabalho proporcionado pelas investigacoes ma-
tematicas. Previsivelmente, a aluna teria uma maior
dificuldade em responder e explicar se a professora ti-
vesse pedido uma definicdo de capicua (ou ntmero pa-
lindromo). O recurso a um exemplo ajudou a Gabriela
a comunicar sobre uma nocao matematica e a ser bem
compreendida pelo Jorge e pelos restantes pares. Por ve-
zes, os alunos compreendem melhor o discurso [correto]
de um seu colega do que o discurso do professor.
Entretanto, como ninguém contestou a afirmacao da
Gabriela, eu decidi intervir para ajudar na discussao.
Disse-lhe que nao tinha percebido bem o seu argumento
e pedi-lhe para explicar melhor a afirmacao feita. A alu-
na apresentou a justificacdo dando o exemplo das linhas
2e3:“nalinha2temos1, 2, 1 que d4 121 que é uma capi-
cua; na linha 3 da o mesmo: 1, 3, 3, 1 da 1331”. Eu repli-
quei: “é verdade, mas na linha 5 aparece 1, 5, 10, 10, 5,
1; se eu fizer a leitura pela esquerda d4 15101051, que nao
é uma capicua...”. Gabriela ficou surpreendida, pensou
e reconheceu entao que a regra, de facto, nao funciona-
va para todas as linhas. Depois, pensando melhor, re-
formulou a sua conjetura inicial, afirmando que “se os
numeros das linhas s6 tiverem um algarismo [da linha
oalinha 4] janao ha problema; é mesmo uma capicua”.
Esta observacao da Gabriela é bastante pertinente pois,
embora o tridngulo verifique a simetria dos ndmeros em
cadalinha (conforme visto na conjetura 8), esta simetria
s6 pode ser estendida a escrita dos niimeros no caso das
linhas que contenham apenas niimeros de um algaris-
mo (basta ter em conta que 10 # 01).

Este episddio da aula reforca o grande cuidado a ter na



formulacdo e na validacao de uma conjetura. Ndo basta
verificar a conjetura uma ou duas vezes, mas torna-se
necessario testa-la para muitos casos de forma a nao res-
tarem duavidas da sua veracidade (Boavida, 2005). Este
pareceu ser um dos principais problemas na prova de al-
gumas descobertas feitas, dado que muitos alunos acei-
taram facilmente uma generalizacdo baseada apenas
num ou em dois casos.
Conjetura 10. O Manuel e Tel-
ma descobriram que, na linha
7, retirando os extremos, ape-
nas existem maltiplos de 7 (ver Figura 8). De facto, sem
0s nimeros 1, 0s NUmMeros que restam [7, 21, 35] sao mil-
tiplos de 7. Como esta conclusao apenas foi registada por
este par, outros alunos questionaram se a regra funcio-
nava para outras linhas. Os dois alunos nao souberam
responder e confirmaram a nao verificacao da descober-
ta em outras linhas. Por consequéncia, o processo de va-
lidacao nao despertou grande curiosidade nos restantes
alunos, embora ninguém contestasse a verificacao apre-
sentada.
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Figura 8: Verificacio feita pelo Manuel e pela Telma.

Emrigor, em vez de formularem uma conjetura, os alunos
apenas fizeram uma verificacao. Poderia ter sido um cami-
nho a continuar, pois esta conclusao pode ser generalizada
para as linhas em que o segundo elemento é um nimero
primo [2, 3, 5, 7, 11, 13, 17...] — se for p esse niimero, nessa
linha, excluindo os extremos, apenas aparecem multiplos
de p. Este aspeto é muito importante na resolucao de ta-
refas de natureza mais aberta ou exploratéria, pois nao é
possivel seguir todos os caminhos possiveis ou, mesmo,
os caminhos mais evidentes. Em situacao de aula, o ca-
minho a seguir dependera, em grande medida, tanto do
conhecimento e curiosidade dos alunos como da disponi-
bilidade e atencao do professor.
Conjetura 11. A Carla e a Sara ex-
plicaram que “na linha o, temos
um ndmero; na linha 1, temos @Cﬁ Y0 de Jw(-\ux -
dois nuimeros; na linha 2, temos Az,
trés nimeros; na linha 3, temos .
quatro nimeros e assim sucessi-
vamente, Cada linha tem mais

um elemento que a linha ante-

/‘j" S O -A«cr,quc‘kx

rior”. Embora a conclusao fosse y

bastante evidente, as alunas apre-
sentaram a confirmacao para um
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numero significativo de linhas o que lhes possibilitou
fazer a generalizacao com seguranca. Todos aceitaram
e validaram rapidamente a conjetura das duas alunas.
Conjetura 12 (nao validada). O Manuel foi ao quadro e
apresentou a sua descoberta, relacionando-a com as po-
téncias de base 1 (ver Figura 9). Justificou-a escrevendo
“1'=1; 1>=2;13=3;14=4"
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Figura 9: Explicacao do Manuel.
Mas, apenas o Manuel tinha comecado a explicar o seu
raciocinio, j4 a Telma argumentava que a afirmacdo nao
podia ser validada porque “12 nao é igual a 2, é igual a
1, as poténcias de base 1, s3o sempre iguais a 1 porque
1>=1X1-1 ; 13=1Xx1x1=1". O Manuel, apercebendo-se imedia-
tamente do seu erro, nem contra-argumentou aceitan-
do a justificacdo da Telma.
Este erro é muito frequente quando os alunos resolvem
tarefas envolvendo poténcias. Calculam a poténcia do
nimero efetuando a multiplicacdo
boda mwﬁ@. /;%I da base pelo expoente, esquecendo-
| -Se que uma poténcia é um produ-
to de fatores iguais, em que a base
é o fator que se repete e o expoente
indica o niimero de vezes que esse fator se repete. Por
isso, tarefas que exijam justificacGes ou validacao de re-
sultados podem ajudar os alunos a evitar esses erros e a
consolidar os procedimentos corretos.
Conjetura13. O Rodrigo afirmou que “o niimero da linha
é sempre dado pelo segundo niimero dessa linha”, Todos
acharam que a afirmacao era demasiado evidente, “isso
logo se vé!”, e o processo de validacdo foi muito rapido.
Conjetura 14. A Gltima conjetura foi formulada e justi-
ficada pelo Hugo através do esquema da Figura 10. Tra-
ta-se da descoberta do padrao “taco de hoquei” —a soma
dos elementos da diagonal estd sempre na diagonal se-
guinte na linha imediatamente abaixo daquela em que
esta o tltimo ndmero que foi adicionado.
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Figura 10: Conjetura do Hugo.
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A generalidade dos alunos nao compreendeu imediata-
mente a explicacdo do Hugo. Também alguns alunos nao
aceitaram a conclusio porque o esboco do tridngulo de
Pascal que haviam construido na sua folha de registos nao
estava “bem organizado” e correto. Consequentemente,
os processos de discussao e validacao desta conjetura ndo
foram muito faceis, mas a explicacdo do Hugo, recorren-
do ao tridngulo e assinalando o conjunto de niimeros com
uma cor, ajudou a clarificar a afirmacao.

Em tarefas desta natureza, o processo de convencer os ou-
tros da veracidade de uma afirmacao obriga os alunos a se-
rem organizados e rigorosos nos registos escritos para que
estes possam, de facto, ajudar a explicar ou compreender
melhor uma dada situacao. Muitas vezes, as conjeturas
sao mais faceis de aceitar ou refutar quando a sua apresen-
tacao se apoia num esbogo ou diagrama.

Em sintese, os alunos apresentaram e discutiram um
ndmero significativo de conjeturas a partir do tridn-
gulo de Pascal: umas mais evidentes e baseadas na ob-
servacao direta, como as conjeturas 1, 3, 6, 7, 9, 11, 12
e 13, e outras mais sofisticadas e baseadas em ligacoes
entre conceitos ou procedimentos matematico, como as
conjeturas 2, 4, 5, 8, 10 e 14. No entanto, esta possivel
“categorizacao” nao pretende hierarquizar ou comparar
as conjeturas dos alunos, dado que cada uma delas teve
significado matematico para quem a estabeleceu (Pires,
2011). Para reforcar este aspeto, recorde-se o processo de
validacao da conjetura 9, integrada no grupo das conje-
turas mais evidentes, que proporcionou compreensoes
matematicas muito significativas.
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4 A concluir

Uma grande parte da experiéncia matematica vivida pe-
los alunos na escola passa pelo trabalho que lhes é pro-
posto na aula de matematica, ou seja, pelas tarefas ma-
temadticas que vao resolvendo. E desta forma que se vao
apropriando dos aspetos essenciais da cultura e do racio-
cinio matematicos de forma a tornarem-se matemati-
camente competentes para enfrentar as situacoes cada
vez mais complexas do dia-a-dia. Por isso, as tarefas de
natureza nao rotineira, como as investigacoes, podem
permitir formas de trabalho desafiantes e apropriadas
para dar mais sentido e significado a aprendizagem.
Como ressalta da experiéncia de aprendizagem, num
ambiente de investigacoes matematicas, os alunos tém
possibilidade de desenvolver um trabalho muito préxi-
mo daquele que é produzido pelos matematicos: face a
uma dada situacdo a que pretendem dar resposta, tém
de colocar questoes, formular conjeturas, testar essas
conjeturas e validar os resultados. Ora, este processo de
prova e validacdo é também uma pratica social, pois os
alunos tém de argumentar e comunicar aos outros os
seus resultados, eventualmente contra-argumentar,
para que os resultados possam vir a ser validados por
todos. Assim, este tipo de tarefas, apelando a proces-
sos matematicos complexos, permite o contacto com
dimensoes essenciais do conhecimento matematico,
contribuindo, deste modo, para o desenvolvimento da
competéncia matematica dos alunos e proporcionando
aprendizagens com (mais) compreensao.

Concluo, dando voz a professora da turma. Na reflexao
sobre as aprendizagens que os seus alunos fizeram, con-
siderou que o trabalho realizado foi “muito rico” e que
este tipo de tarefas abre mais possibilidades de com-
preensao e de sucesso aos alunos, especialmente aqueles
que revelam mais dificuldades. De facto,

“mesmo os alunos mais fracos conseguiram descobrir re-
lacoes no tridngulo de Pascal o que lhes permitiu desenvol-
ver, de certo modo, uma atitude mais positiva face a ma-
termatica e de maior apreco por esta ciéncia. (...) A tarefa
revelou-se uma atividade em que os alunos se envolveram
com muito empenho. Penso que as tarefas mais estimu-
lantes, de descoberta e em que o aluno tem um papel mais
ativo sao as que permitem construir de maneira mais sig-
nificativa aprendizagens matematicas. A resolucio da ati-
vidade deu aos alunos a oportunidade para explicar, discu-
tir e testar conjeturas. Penso que a capacidade para dizer
o0 que se deseja e entender o que se ouve deve ser um dos
resultados de um bom ensino da matematica.”
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