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palavras-chave

resumo

computacdo numérica/simbdlica, optimizacdo, célculo das variagcdes, con-
trolo éptimo, simetrias variacionais, leis de conservagdo, corpo de resisténcia
maxima, bilhares, problema aerodindmico do tipo Newton.

Neste trabalho exploram-se alguns dos actuais recursos de computacao ci-
entifica no contexto da optimizac3o estatica e dindmica. Comeca-se por pro-
por um conjunto de procedimentos computacionais algébricos que permitem
automatizar todo o processo de obtencao de simetrias e leis de conservacao,
quer no contexto classico do cdlculo das variagdes, quer no contexto mais
abrangente do controlo éptimo. A utilidade do package de funcdes desen-
volvido é demonstrada com a identificacdo de novas leis de conservacdo para
alguns problemas do controlo éptimo conhecidos na literatura. Estabelece-se
depois uma relacdo entre as simetrias variacionais do controlo éptimo e as
simetrias de equacdes diferenciais ordindrias. A partir dessa relacdo, deduz-
se um método construtivo, alternativo aos ja existentes, para obtencdo de
simetrias nesta segunda classe de problemas. Numa segunda parte do tra-
balho, investigam-se, com recurso a simulagdes computacionais, formas de
COrpos N30 CONVEXOS que maximizem a sua resisténcia aerodindmica quando
se desloquem em meios rarefeitos e, simultaneamente, exibam um ligeiro mo-
vimento rotacional. E obtido um importante resultado original para o caso
bidimensional. Trata-se de uma forma geométrica que confere ao corpo uma
resisténcia muito préxima do seu limite tedrico (R = 1.4965 < 1.5).

Parte dos resultados foram sendo apresentados a comunidade cientifica em
conferéncias internacionais, seminarios nacionais e na forma de research re-
ports [28, 29, 30, 35, 36, 37, 79]. Foi ainda publicado um artigo com arbi-
tragem nas actas de uma conferéncia [34] e cinco em revistas internacionais
com arbitragem [31, 32, 33, 38, 80].
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abstract

numerical /symbolic computation, optimization, calculus of variations, op-
timal control, variational symmetries, conservation laws, body of maximal
resistance, billiards, Newton-like aerodynamic problem.

In this thesis some of the scientific computational resources are explored in
the context of static and dynamic optimization. A set of analytical computa-
tional tools is proposed in order to allow the identification, in an automatic
way, of variational symmetries and conservation laws in the calculus of va-
riations and optimal control. The usefulness of the developed routines is
showed with the identification of new conservation laws to concrete optimal
control problems found in the literature. A relationship between the variatio-
nal symmetries of optimal control and the symmetries of ordinary differential
equations is established. Based in this relationship, a constructive method
is created for the purpose of getting the symmetries in this second class of
problems. Finally, we investigate, by means of computational simulations,
shapes of nonconvex bodies that maximize resistance to its motion on a ra-
refied medium, considering that bodies are moving forward and at the same
time slowly rotating. An important result is obtained for the two-dimensional
case which consists of a geometric shape that confers to the body a resistance
very close to the supremum value (R = 1.4965 < 1.5).

Some results of the thesis are available in the English language in the following
references: the research reports [29, 35, 37, 79], the poster [36], the confe-
rence proceedings with referee [34] and the refereed journals [31, 32, 38, 80].
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Introducao

Durante a segunda metade do século XX, e ja no inicio deste milénio, temos assistido a
extraordindrios avangos cientificos e tecnoldgicos, tinicos na Historia. O desenvolvimento
da computacao, que se verificou durante este periodo, sendo uma das faces visiveis desse
progresso, desempenhou, e continua a desempenhar, ele préprio um papel fundamental nesses
mesmos avancos. Nos tempos actuais, a sofisticacdo dos problemas com que nos deparamos,
exige, relativamente ao passado, respostas incomparavelmente mais complexas, muitas das

quais, s6 possiveis de obter com recurso ao calculo computacional.

Estando a Matematica na base dos desenvolvimentos tecnolégicos, a automatizacao do
processo de resolucao dos problemas matematicos, pela via da computagao, constituird segu-
ramente um instrumento impulsionador do progresso global neste novo milénio. Depois de
uma cuidada leitura da bibliografia Mathematics Unlimited—2001 and Beyond [24], que foca
todo um tipo de questoes relacionadas com o futuro da Matemaética no novo milénio, é im-
possivel nao ficarmos com a forte convicgao de que a computagao serd, num futuro nao muito
distante, uma parte integrante da Matematica das mais relevantes. Se é verdade que no século
XX a Matematica foi o suporte basilar das dreas tecnoldgicas, agora, no século XXI, também
as tecnologias desempenham, elas préprias, um papel fundamental nas diferentes subareas
da Matematica, tanto ao nivel da investigacao como do ensino. Um estudo adicional sobre
as perspectivas da computacao na Matematica, pode ser realizado consultando os excelentes
trabalhos [4, 9, 56].

Se inicialmente a computacao era considerada um recurso quase exclusivo do célculo
numérico, tém surgido, desde ha duas décadas para cd, grandes avancos e notaveis resultados
no dominio da computacao algébrica. Hoje em dia dispomos de um numero consideravel
de sistemas de computacao algébrica, extremamente potentes e versateis, que colocam a
nossa disposicao sofisticados ambientes de computacao matemética e cientifica. Além de pro-
porcionarem ja muito conhecimento matematico, permitem estender esse conhecimento por
intermédio de linguagens de programacao de alto nivel, expressivas e intuitivas, préximas da
prépria linguagem matemética. A computacdo algébrica, também chamada de computacao

simbdlica, permite trabalhar com expressoes matematicas de maneira simbdlica, ndo numé-

—-1-



2 Introdugao

rica, e é uma area de investigacao moderna, que surgiu na segunda metade do século XX.

Nos ultimos anos, o software de processamento simbdlico tem-se tornado numa verdadeira
ferramenta dos matematicos [83]. Sendo a computacao algébrica uma érea interdisciplinar da
Matematica e das Ciéncias da Computacao, sao os sistemas de computacao algébrica actuais
que tornam efectiva a interaccao entre a Matematica convencional e os computadores. Estao,
em algum sentido, a mudar a forma como aprendemos, ensinamos e investigamos dentro da
Matematica [3]. Conseguem realizar uma miriade de operagdes algébricas, tais como: dife-
renciacao analitica, integracao de férmulas algébricas, factorizacao polinomial, determinacao
de raizes complexas de fung¢oes analiticas, desenvolvimento de fungoes em séries de Taylor,
procura de solugOes analiticas para equacoes diferenciais ordindrias e as derivadas parciais,
entre muitas outras operagoes. Os sistemas de computacao algébrica sao particularmente
Gteis em situacoes em que seja necesséario realizar cdlculos analiticos intensivos ou complica-
dos. Para além de possibilitarem que problemas mais complexos sejam resolvidos, reduzem a
probabilidade de ocorréncia de erros de calculo e permitem elevar a produtividade humana a
niveis extraordindrios. N&o é, por isso, uma surpresa que estejam a tornar-se populares em
areas como a teoria de controlo ou os sistemas de controlo tratados em diferentes ramos de
engenharia [72].

Se é verdade que os actuais sistemas de computagao sao extremamente poderosos, também
nao é menos verdade que muito existe ainda por fazer no sentido de se colocarem os compu-
tadores a realizar tarefas matematicas verdadeiramente interessantes. Esta afirmacao, junta-
mente com a constatacao de que os problemas tratados na drea cientifica de optimizacao envol-
vem, quase invariavelmente, calculos intensivos, quer numéricos, quer de natureza simbdlica,
preconizam aquela que foi a principal motivacao que nos levou a abragar o trabalho que agora
se apresenta. Com ele, propusemo-nos explorar alguns dos actuais recursos de computagao
no contexto da optimizacao estdtica e dinamica, desenvolvendo para o efeito uma série de
facilidades computacionais, que permitissem ajudar o utilizador na analise e resolucao de
certas classes de problemas de optimizacao uni e multi dimensionais. Para além de disponibi-
lizarmos, como resultado do presente trabalho, um package de procedimentos computacionais
de grande utilidade para o estudo e investigacao de uma classe importante de problemas de
optimizacio (Apéndice B)!, conseguimos, com os algoritmos desenvolvidos, chegar a alguns
novos resultados no campo da optimizagao, quer pela via da computagao algébrica (Parte I da
tese), quer pela via da computagao numérica (Parte IT). Expliquemos agora, em mais detalhe,
o trabalho que foi desenvolvido e de que forma se encontra estruturada a sua descrigao nesta

tese.

1O package desenvolvido encontra-se disponivel a partir do site oficial da Maplesoft, no Maple Application

Center (http://www.maplesoft.com/applications/app_center_view.aspx?AID=1983).
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Um dos softwares de computacao algébrica de uso mais generalizado, nomeadamente na
comunidade matematica, e com mais potencialidades é o sistema Maple. O Maple surgiu ha
mais de duas décadas como um projecto do Grupo de Computacao Simbdlica da Universidade
de Waterloo, Ontario — agora, “Maple” é uma marca registada da Waterloo Maple Inc. Foi
para este sistema que desenvolvemos todas as rotinas computacionais que se destinam a resol-
ver, pela via algébrica, os problemas investigados. Para uma introducao ao Maple, sugerimos

a consulta das referéncias [20, 83, 87, 110].

A semelhanca do que acontece com outros sistemas de computagao algébrica, o Maple
agrega em si quer a computacao numérica quer a simbodlica e dispoe de um conjunto vasto de
rotinas matematicas eficientes que permitem levar a cabo os calculos desejados. Numa fase
ainda preliminar dos trabalhos, desenvolveu-se uma série de exploragoes relacionadas com as
sucessoes especiais da Teoria dos Numeros no sistema de computacao Maple, dando-se dessa
forma continuidade ao trabalho iniciado em [104]. Nesse estudo inicial, cuja descrigao surge
no Apéndice A desta tese, teve-se essencialmente como objectivo mostrar que um sistema de
computacgao algébrica pode fornecer indicagbes importantes, e também perspicacia, mesmo
quando usado no tratamento de problemas do dominio discreto. A Teoria dos Numeros é
um area de investigagao interessante para o estudo que realizamos, dado adequar-se facil-
mente & computacao e a experimentacao. Essas exploracoes com o sistema de computacao
algébrica Maple permitiram-nos dar respostas a algumas questoes em aberto, inicialmente
colocadas pelo matematico romeno Florentin Smarandache [94, 95], e formular algumas novas

conjecturas.

O célculo das variagoes é uma area classica da Matemaética, com mais de trés séculos
de existéncia, extremamente activa no século XXI, e com intimeras aplicagoes praticas na
mecanica, economia, ciéncias dos materiais, ciéncias do espaco e engenharia. E estd ainda
na origem de muitas areas mais recentes, como sejam a andlise funcional e o controlo 6ptimo
[19, 60, 61, 96]. Os problemas de optimizacao dinamica (optimizagao em espacos de fungoes),
tratados pelo calculo das variagoes, sao normalmente resolvidos com recurso as condigoes ne-
cessarias de Euler-Lagrange, que sdo equagoes diferenciais, em geral nao lineares e de dificil
resolugao. Uma forma de as simplificar passa pela obtencao de leis de conservagdo — quanti-

dades que sao preservadas ao longo das solugoes (extremais) das equagoes de Euler-Lagrange.

Se em &areas como a Fisica e a economia a questao da existéncia de leis de conservacao
é em geral resolvida de forma bastante natural, sendo muitas vezes a proépria aplicagdo a
sugerir as leis de conservagao (como por exemplo, conservagao de energia, conservacao da
quantidade de movimento ou conservacao de rendimento), de um ponto de vista estritamente

matematico, dado um problema do célculo de variagoes, o processo de obtencao das leis
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de conservagao ou, até mesmo, a demonstragao de que elas existem (ou nao), deixa de ser
uma questao ébvia. No primeiro dos capitulos principais desta tese (Capitulo 1) mostramos
como um sistema de computacdo algébrica como o Maple pode ser 1til na abordagem a
estas questdes. Partimos dos resultados classicos de Emmy Noether [69, 70], que fazem
depender a existéncia de leis de conservacao da presenca de simetrias no problema, para
chegarmos a um método sistematico que nos permite identificar as leis de conservacao que
um problema do cédlculo das variagoes possa apresentar. Dada a grande complexidade dos
calculos analiticos que sao necessarios realizar na aplicacao desse método, desenvolvemos para
o sistema Maple procedimentos computacionais que automatizam todo o processo. O uso da
teoria do célculo das variagoes, na resolucao de problemas concretos, requer calculos nao
numéricos: no calculo das variagoes a presenga de fenémenos como o de Lavrentiev [11], faz
com que as solucoes algébricas exactas sejam muito mais convenientes do que as solugoes
numéricas. Como resultado do Capitulo 1, é entdo proposto um conjunto de facilidades
computacionais simbdlicas que permitem, de uma forma sisteméatica e automatica, identificar

simetrias e leis de conservacao no contexto do célculo das variagoes.

O controlo 6ptimo pode ser encarado como uma extensao natural do calculo das variacoes
[60, 61]. Os problemas de optimizagao tratados nesse ambito sao normalmente resolvidos com
recurso ao célebre principio do méaximo de Pontryagin [82], que constitui uma generalizagao
das condicOes necessarias de optimalidade de Euler-Lagrange definidas no contexto classico
do célculo das variacoes. O esquema normalmente adoptado na procura de solugoes éptimas,
usando o principio do maximo de Pontryagin, envolve essencialmente os seguintes trés passos:
(i) define-se a fun¢ao Hamiltoniana do problema; (ii) tenta-se, por intermédio da condigao de
maximo, expressar as variaveis de controlo em funcao das varidveis de estado e das varidveis
adjuntas; (iii) e constréi-se o sistema Hamiltoniano em func¢ao unicamente das varidveis de
estado e varidveis adjuntas, resultando desse modo um sistema de equacoes diferenciais or-
dindrias do qual se tentarao obter solugoes. A realizagdo do passo (ii) e, especialmente, do
passo (iii) estdo, em geral, longe de ser triviais. Na pratica, a sua implementagao, se nao im-
possivel, é quase sempre de grande complexidade [92]. Uma forma de simplificar o problema

pode passar, também neste caso, pela obtencao de leis de conservagao [39, 41].

Os resultados cldssicos de Emmy Noether [69, 70, 71] do cdlculo das variagoes podem ser
generalizados ao contexto mais abrangente do controlo 6ptimo [21, 27, 100]. Isto permite-
nos, também no controlo 6ptimo, construir as leis de conservacao a partir das simetrias
de invariancia que o problema possa apresentar. Assim, no Capitulo 2, apresenta-se um
método construtivo que permite identificar possiveis simetrias variacionais num problema

e, a partir destas, determinar as correspondentes leis de conservacao. Desenvolveu-se para o
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sistema Maple um conjunto de procedimentos computacionais que automatizam essas e outras
tarefas associadas. KEstes resultados estendem as investigagoes do Capitulo 1, realizadas no
contexto classico do célculo das variagoes, para o contexto do controlo éptimo [82], onde o
estudo e a aplicagao de simetrias variacionais e leis de conservagao é uma area de investigacao
bastante actual [41, 99]. Com o package de fungoes desenvolvido, conseguiu-se, inclusivamente,

identificar novas leis de conservacgao para alguns problemas importantes da literatura.

As simetrias tém tido uma vasta utilizagdo, por parte das aplicagdbes computacionais
algébricas, no ambito do estudo de equagoes diferenciais, dando um valioso contributo, de-
signadamente, na procura de solugoes, classificacao, reducao de ordem, demonstracao da in-
tegrabilidade, ou na construcao de leis de conservagao para as referidas equacgoes. E possivel
encontrar uma relacao entre as simetrias variacionais do controlo 6ptimo e as simetrias de
uma equagao diferencial ordindria. Com base nessa relagao consegue-se deduzir, a partir dos
resultados do controlo 6ptimo, um método sistematico que permite obter simetrias para esta
segunda classe de problemas. Sendo o célculo automéatico das simetrias uma drea bastante
estudada no ambito da teoria das equagoes diferenciais, com intiimeros resultados e aplicagoes
nos mais diferentes dominios, o Capitulo 3 tem como principal objectivo, estabelecer um elo
de ligagao entre as simetrias variacionais tratadas nos capitulos anteriores e as simetrias de
equagoes diferenciais ordindrias e, com base nessa relacao, propor um algoritmo, alternativo

aos ja existentes, que permita o calculo desta segunda classe de simetrias.

Todas as rotinas de computacao algébrica que emanaram das investigacoes descritas nos
trés capitulos ja referenciados (Capitulos 1, 2 e 3) foram integradas num novo package Maple,
que denomindmos CLaws (da designacao inglesa Conservation Laws). No Apéndice B desta
tese descreve-se de que forma se encontra organizado esse package, apresentam-se as defini¢oes
Maple de todas as funcoes que o integram e fornece-se toda a informacao complementar

necessaria a sua documentagao.

Uma vez que o trabalho envolveu dois estudos principais nao directamente relacionados
entre si, optou-se por se organizar a presente tese em duas partes. Os trés primeiros capitulos
(Capitulos 1, 2 e 3), que ja referencidmos e que versam sobre o célculo automatico de simetrias
e leis de conservacao, constituem a Parte I desta tese. Da Parte II consta unicamente o
Capitulo 4, com a descricao da segunda parte do trabalho por nés desenvolvido e que se
relacionou com o estudo numérico de uma nova classe de problemas de optimizacao que,
genericamente, denominamos problemas de mazximizacao da resisténcia aerodinamica do tipo

Newton.

Uma &rea de investigacao da Matemdtica contemporanea ocupa-se com a procura de
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formas de corpos, dentro de classes predefinidas, que permitam minimizar ou maximizar a
resisténcia a que ficam sujeitos quando se desloquem em meios rarefeitos. O primeiro problema
desta natureza remonta ja a década de 80 do século XVII, altura em que Isaac Newton estudou,
em [68], um problema de resisténcia minima para uma classe especifica de corpos convexos,
que se deslocassem em meios de particulas infinitesimais, de tal modo rarefeitos que fosse
possivel negligenciar qualquer interaccao entre as particulas, e que a interac¢ao destas com
o corpo pudesse ser descrita por colisdes perfeitamente elasticas. Mais recentemente temos
assistido a desenvolvimentos importantes nesta area com a generalizacao do estudo a novas
classes de corpos e a meios com caracteristicas menos restritivas. Porém, os resultados que
tém vindo a ser publicados tém dado especial atencao a classes de corpos convexos.

A convexidade de um corpo é uma condi¢ao suficiente para que a resisténcia seja fungao
unicamente de colisoes singulares — todas as particulas colidem uma sé vez com o corpo. Esse
atributo permite reduzir consideravelmente a complexidade dos problemas tratados. Mesmo
os varios estudos sobre classes de corpos nao convexos que tém surgido, especialmente na
dltima década, assentam quase sempre em condicoes que garantem um tnico impacto por
particula — [10, 14, 18, 55]. Sé muito recentemente, comecaram a surgir alguns estudos
prevendo multiplas reflexdes, como é o caso dos trabalhos de Plakhov [73, 74, 75]. E neste
contexto que surge o trabalho descrito no Capitulo 4. Com ele investigamos formas que
maximizem a resisténcia em classes de corpos que admitam reflexdes multiplas.

Na classe de corpos convexos, o problema reduz-se normalmente a minimizacao da fun-
cional de Newton — uma férmula analitica para o valor da resisténcia. Mas no contexto
de corpos nao convexos nao existe qualquer férmula simples conhecida para o célculo da re-
sisténcia. Ainda que seja extremamente complexo, em geral, tratar analiticamente problemas
de multiplas colisoes, para alguns problemas de minimizacao especificos a tarefa nao se tem
revelado particularmente dificil, existindo inclusive ja alguns resultados disponiveis [73, 74].
Se, pelo contrario, considerarmos o problema de maximizacao, entao a solugdao chega mesmo
a ser trivial — para qualquer dimensao, basta que a parte frontal do corpo seja ortogonal a
direccao do movimento.

E se o corpo exibir, para além do seu movimento de translagdo, um ligeiro movimento
rotacional? Quando pensamos neste tipo de problemas temos, por exemplo, em mente satélites
artificiais, de Orbitas relativamente baixas, que nao disponham de qualquer sistema de controlo
que estabilize a sua orientacao, ou outros engenhos em condigoes semelhantes. Nessa situacao,
imaginamos que, ao longo do seu percurso, o engenho rode lentamente sobre si préprio.

O problema de minimizacao da resisténcia média em corpos rotativos nao convexos foi
jé estudado para o caso bidimensional [75]: demonstrou-se que a redugao da resisténcia que

é possivel obter em relacdo ao caso convexo nao ultrapassa os 1.22%. Por sua vez, o pro-
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blema de maximizacao da resisténcia média de corpos em rotacao esta longe de ser trivial,
contrariamente ao que se passa quando se trata de movimento puramente translacional. Sera
entao esta classe de problemas o objecto do nosso estudo: investigam-se formas de corpos
nao convexos (ue maximizem a resisténcia que os mesmos terao que enfrentar quando se
desloquem em meios rarefeitos e, simultaneamente, exibam um ligeiro movimento rotacional.
Nesta classe de problemas, apenas para alguns corpos de formas muito elementares é possivel
desvendar a férmula analitica da sua resisténcia. Para formas um pouco mais elaboradas,
o célculo analitico torna-se rapidamente demasiado complexo, sendo impossivel. Assim, o
recurso a computacao numérica surge como a abordagem natural e inevitavel para se poder
investigar essa classe de problemas.

Desenvolveram-se modelos computacionais que simulam o comportamento de cada uma
das formas estudadas. Os algoritmos de construcao desses modelos, bem como os responsaveis
pelo cédlculo numérico da resisténcia associada, foram implementados usando a linguagem de
programacao C. A razdo que nos levou a optar por esta linguagem de implementacao prende-
se com critérios de eficiéncia, uma vez que a execucao dos algoritmos desenvolvidos envolve
um consideravel esforco computacional. A linguagem C foi criada em 1972 nos Bell Telephone
Laboratories por Dennis Ritchie. Devido as suas potencialidades rapidamente deixou as portas
dos laboratorios Bell, disseminando-se por toda a comunidade de programadores — para
uma melhor compreensao da evolugao da linguagem C sugerimos o artigo escrito pelo préprio
autor [84]. A sua popularidade é ainda hoje uma realidade & escala mundial. Reunindo em
si as principais caracteristicas de uma linguagem de programacao de baixo nivel, consegue
gerar codigo objecto bastante eficiente. Essa qualidade torna-a bastante adequada ao calculo
cientifico, mesmo tratando-se de uma linguagem de uso genérico (para o seu estudo sugerimos,
entre a extensa documentagao disponivel, a bibliografia [40, 45, 49], ou entao aquele que é o
livro de referéncia da linguagem, da autoria de Brian Kernighan e do préprio Dennis Ritchie,
51).

Para a maximizacao da resisténcia dos modelos idealizados, usaram-se os algoritmos de
optimizagao global da toolbor “Genetic Algorithm and Direct Search” [1], uma colecgao de
fungoes que estende as capacidades de optimizagao do sistema MATLAB. O MATLAB (MATrix
LABoratory) é um poderoso software de computacao, criado pela The MathWorks, especial-
mente vocacionado para o cdlculo numérico [67]. Dispoe de iniimeras extensées — as chamadas
toolbozes — que se traduzem em ferramentas especificas de vérias dreas de especializacio. E,
por tudo isto, um sistema de computacao cientifica muito apreciado por uma extensa comu-
nidade, que inclui matematicos, engenheiros, investigadores e estudantes das mais diferentes
areas de formacao.

Iniciou-se a procura da resisténcia maxima na classe dos corpos bidimensionais, alargando-
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se depois o estudo ao caso tridimensional. Embora se tenha chegado a alguns resultados
interessantes para o caso tridimensional, foi no espago bidimensional que se conseguiu um
resultado original de maior alcance: uma forma que confere ao corpo 2D uma resisténcia

muito préxima do seu limite tedrico.

A tese é formada pelos quatro capitulos principais que acabamos de descrever, por este
capitulo introdutorio e por um capitulo final onde constam as principais conclusoes do pres-
sente trabalho e alguns apontamentos sobre as possiveis direccoes do trabalho a realizar fu-
turamente. Em apéndice podem ainda ser encontradas as exploragoes iniciais sobre sucessoes
de Smarandache que realizdmos com o sistema de computacao algébrica Maple e a definicao
completa do package de fungoes desenvolvido para o célculo de simetrias e leis de conservagao.

Conclusoes preliminares vao sendo apresentadas no final de cada capitulo.
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Computacao Algébrica de Simetrias

Variacionais
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Capitulo 1

Simetrias e leis de conservacao no

calculo das variacoes

Tendo em conta que a resolucao dos problemas de optimizacao dinamica, tra-
tados pelo calculo das variacoes, passa quase obrigatoriamente pela resolucao das
equacoes diferenciais de Fuler-Lagrange, equacgoes essas, em geral, de dificil re-
solucao, nesta primeira fase do trabalho propoe-se um conjunto de procedimentos
computacionais algébricos que permitem automatizar todo o processo de obtencao
de leis de conservacao. Como é bem conhecido da teoria das equagoes diferenciais,
estas leis de conservacao sao de extrema utilidade, uma vez que permitem baixar

a ordem das respectivas equagoes [71].

1.1 Introducao

Os problemas do céalculo das variagoes sao normalmente resolvidos com recurso as condigoes
necessarias de Euler-Lagrange, que sao equagoes diferenciais de segunda ordem (ou de ordem
superior, quando os problemas variacionais envolvem derivadas de ordem superior). Essas
equagoes sao, em geral, nao lineares e de dificil resolugao. Uma forma de as simplificar
consiste em obter leis de conservagao: primeiros integrais das equacoes diferenciais de Euler-
Lagrange. Como determinar essas leis de conservagao é a grande questao que se coloca. A
reposta a esta questao leva-nos aos resultados cldssicos de Emmy Noether [69, 70], que re-
lacionam a existéncia de leis de conservacido com a existéncia de simetrias. A partir dessa
relagao, é possivel deduzir um método sisteméatico de calculo de leis de conservacao, passivel
de ser convertido num algoritmo computacional. Desse modo conseguimos desenvolver para
o sistema Maple (versdo 10) um conjunto de facilidades computacionais simbdlicas que per-

mitem, de uma forma sistematica e automatica, identificar simetrias e leis de conservacao

11—
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da funcional integral de um problema do calculo das variacoes de ordem superior. Estas
ferramentas computacionais sao de grande utilidade dado que, na generalidade dos casos, os
calculos envolvidos na determinacao das leis de conservacao e especialmente das simetrias
variacionais, seguindo o método proposto, revelam-se demasiado complexos para que possam
ser realizados manualmente.

Comegaremos, em §1.2; por fazer uma breve apresentacao do cdlculo das variagoes, mos-
trando a condigao necessiria de Euler-Lagrange e definindo lei de conservacao. Em §1.3
introduzimos o conceito de simetria variacional (invariancia de um problema do calculo das
variagoes) e apresentamos um método construtivo para as obter. Em §1.4 formulamos o
célebre principio de Noether, que nos da uma férmula explicita para as leis de conservagao
do célculo das variagoes, em funcgdo dos geradores que definam as simetrias do problema.
Viérios exemplos, mostrando o modo de uso e a utilidade das funcées Maple por nds definidas
no Apéndice B.1, sdo apresentados em §1.5. Em §1.6 fazemos uma breve incursdo no caso
discreto, mostrando como formular o mesmo tipo de principios para esse dominio do célculo
das variagbes. Por fim, apresentamos em §1.7 algumas conclusoes, referenciando todos os

trabalhos cientificos que emanaram dos resultados alcangados.

1.2 Calculo das variacoes de ordem superior

Na abordagem que seguiremos consideramos problemas do calculo das variacoes de ordem

superior: minimizar uma funcional integral

b
J[x()] :/ L(t,x(t), %x(t),...,x"(t))dt, (1.1)

onde o Lagrangeano L é uma funcao real que assumimos ser continuamente diferencidvel

em [a,b] x R™ (1) t € R, é a varidvel independente; x(t) = [x1(t) zo(t)---z,(t)]" € R,
dixl'(t) dixz_(t) o dixn_(t)
e e d?

derivadas de ordem i das varidveis dependentes em ordem a t; e x(t) = x(V(t). Assim, o

€ R, com¢ =1,...,r, as

as varidveis dependentes; x()(t) = [

Lagrangeano considerado depende de uma varidvel independente, de n varidveis dependentes
e das suas r primeiras derivadas. Para r = 1 obtemos o problema fundamental do calculo das
variacoes.

Na minimizagao da funcional (1.1) é usual recorrer-se ao sistema de equagoes de Euler-

Lagrange
OL < . d' [ OL
— -1)—(—=—= | =0, 1.2
ox © z‘:l( ) <8x(2)) (1.2)
que é uma condicao necessaria de optimalidade, onde aiﬁ.) = L‘ZJZ.) ai](;“ - aij(;}) ,e L eas

suas derivadas sdo avaliadas ao longo de (t,x(t), x(t),...,x"(t)).
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Definigao 1.1 As solugoes da equagao de Euler-Lagrange (1.2) chamamos extremais.

Observagao 1.1 Para o problema fundamental do cdlculo das variagées, i.e., quando a fun-
cional ndo depende de derivadas de x(t) de maior ordem do que a primeira (r = 1), o sistema

de equagoes de Euler-Lagrange (1.2) reduz-se a forma bem conhecida

oL 4 (OL\ _ |
ox dt \ox)

Observagao 1.2 Se a funcional ndo envolver mais do que uma varidvel dependente (n =1),

todas as grandezas presentes em (1.1) e (1.2) sao escalares.

Em §B.1 definimos o procedimento EulerLagrange que tem por entrada o Lagrangeano e
como saida o sistema de equacoes de Euler-Lagrange correspondente, que resulta da aplicagao

da equacao (1.2).

Definicao 1.2 Uma fungio t — ¢(t,x(t),x(t),...,x®)(t)), k < 2r, que se mantenha cons-
tante ao longo de todas as extremais do problema (1.1), é chamada de primeiro integral (de

ordem k) da equagdo de Euler-Lagrange (1.2). A equacdo
o(t,x(t), %(t), ..., x®)(t)) = const
chamamos lei de conservagao (de ordem k).

As leis de conservacao sdo muito uteis, pois permitem reduzir a ordem das equacoes dife-
renciais de Euler-Lagrange. Com um nimero suficientemente elevado de primeiros integrais
independentes, é mesmo possivel determinar explicitamente as extremais. Consideremos, a

titulo de exemplo, o seguinte problema (n =1r = 1):

b
Jlz()] = / (#2(t) — 22(t)) dt —> min .

Neste caso o Lagrangeano é dado por L(x,i) = —2% + i? e a equacio de Euler-Lagrange
(1.2) reduz-se a Z(t) + x(t) = 0. Se multiplicarmos esta equagao diferencial por cos(t),
obtemos % ( cos(t) + xsin(t)) = 0, enquanto que se a multiplicarmos por — sin(t¢), obtemos
4 (—isin(t) + 2 cos(t)) = 0. Temos entdo duas leis de conservagio:
T cos(t) + xsin(t =cC,
(1) (t) (1.3)
—&sin(t) + xcos(t) =ca.

Resulta de imediato das duas leis de conservagao (1.3) que as extremais tém a forma x(t) =
1 sin(t) + co cos(t). Claro que este exemplo é trivial: a equagao diferencial de Euler-Lagrange
pode facilmente ser resolvida sem recurso a leis de conservacao, uma vez que ela é linear.
Usando o Maple e o nosso procedimento EulerLagrange fariamos:
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>L :=v'2 - x72:
> dsolve(EulerLagrange(L,t,x,v));

{z(t) = K; sin(t) + Kz cos(t)}

No caso nao linear o comando Maple dsolve nem sempre é capaz de obter solugoes explicitas
(sendo disso exemplo o problema de Kepler tratado no Exemplo 1.2 e a equacao nao linear
de Emden-Fowler considerada no Exemplo 1.4). Nessas situagoes as leis de conservacao po-
dem revelar-se muito uteis. Coloca-se entao a seguinte questao: Dada uma funcional integral
do tipo (1.1), como obter leis de conserva¢ao? FEsta questao foi resolvida por Emmy No-
ether em 1918 [69, 70]: se a funcional for invariante sob determinado tipo de transformagoes
(transformagoes de invariancia ou simetrias), entao existem férmulas explicitas para as leis
de conservagao. O teorema de Noether encontra muitas aplicagoes em campos concretos da
engenharia, como a sismologia e a metalurgia [41]. A dificuldade na sua aplicagao reside
na obtencao das simetrias (na obtengao das transformacoes de invariancia). Neste trabalho
automatizamos, com recurso ao sistema de computagao algébrica Maple [20], a determinagao

de simetrias e a correspondente aplicacao do teorema de Noether.

1.3 Simetrias variacionais

Para o estudo das propriedades de invariancia das funcionais do calculo das variacoes conside-
ra-se uma familia uni-paramétrica de transformagoes h*(t, x) que forma um grupo local de Lie
[63, 109]. A familia uni-paramétrica h®(¢,x) representa um conjunto de n + 1 transformagoes
de [a,b] x R™ em R

t* = hi(t,x), xf=hy (t,x),com i=1,...,n, (1.4)

7

a que correspondem n + 1 geradores infinitesimais, definidos da seguinte forma:

9
T(tv X) = %ht (ta X)

,comi=1,...,n. (1.5)
s=0

9 s
SZO, Xz(t,X) = %hxz (t,X)

Definicao 1.3 A funcional (1.1) diz-se invariante no intervalo [a,b] sob as transformagoes

uni-paramétricas (1.4) se, para todo o s suficientemente pequeno,

/ﬁL(t,x(t),x(t),...,x(’")(t))dt = /BS L, x5(t%), x°(t°), ..., x* M (¢%)) dt®,

oS

em qualquer subintervalo [, 3] C [a,b]; com o® = hi(a,x(a)) e 5 = hi(6,x(8)).

Observagao 1.3 Nas condigoes da Defini¢ao 1.3 as transformagées uni-paramétricas (1.4)

constituem uma simetria variacional da funcional (1.1).
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O teorema que se segue estabelece uma condicao necessaria e suficiente de invariancia, de

extrema importancia para os objectivos a que nos propomos.

Teorema 1.1 ([105]) A funcional (1.1) € invariante sob as transformagdes uni-paramétricas

(1.4), com geradores infinitesimais T e X (1.5), se, e apenas se,

r

oL oL . dr
—T —— .p'+L— =0
ot +§8X(Z) P+ dt ’
onde ,
p’ =X, i1 9P e AT i=0,...,r—1.

dt dt’

(1.6)

(1.7)

Em (1.6) e (1.7) assumimos que T e X = [X; Xo--- Xp]T sdo avaliadas em fun¢io de (t,x)

e p’ em fungdo de (t,x,%,...,xD), comi=0,1,...,r.

Corolério 1.1 Quando o Lagrangeano L nao depende de derivadas de x(t) de ordem superior

a primeira (r =1), a equagdo (1.6) toma a forma

OLy 0L s OL (4X . dT\ dT
ot~ " ox ox \dat Tt a
com
dT 8T+6T, dx 8X+8X,
_ = — — X —_— — X
dt ot  ox 7 dt ot ox
onde
[ ox, oxy ... 90Xy
o0x1 0xo O0zn
X [0X 0X  0X] | @ G@E o B!
ox |0z, Oy oxn| | : :
0Xn o0Xn ... 0Xn
_8I1 8:62 8In

Observacgao 1.4 Todas as derivadas totais presentes em (1.6) e (1.7) podem ser expressas

; i ] dr _ or 4 oT
por derwadas parciais, usando as igualdades 5 = Gy + g X e

%

dp’ _ ap’ 3 0" (1) g1,

= X
a ot Tl oxm ’
onde _ _ _
opi op1 .. Op;
ng@ 3$g€> 6z5l’_“>
. ) . . op} op} op}
op' | 9p' op' 0P| _ | %l @l T 5l
ox(k) 8x§ ) 8x§ ) 81’51) :
oy, Opy .. Op,
L &rgm axgk) aachk)
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O Teorema 1.1, para além de servir de teste a existéncia de simetrias, estabelece um
algoritmo para a determinagao dos correspondentes geradores infinitesimais. Como veremos,
este facto é crucial: o teorema de Noether (Teorema 1.2) afirma que as leis de conservagao
associadas a uma dada simetria variacional apenas dependem dos geradores infinitesimais.

Dado entao um Lagrangeano L, determinamos os geradores infinitesimais 7' e X de uma
familia uni-paramétrica de transformacoes simétricas pelo seguinte método. A equagao (1.6)
é uma equagao diferencial nas n+ 1 fungoes incognitas T', X1, Xo, ..., e X,, que pretendemos
determinar. Porém, a equacao tem de permanecer valida para quaisquer que sejam os valores
de z;, i = 1,...,n, e ndo apenas para os seus valores extremais. Como as funcoes T, X7,
Xo, ..., e X,, dependem de t e x;, i = 1,...,n, ao substituirmos, na equacao (1.6), L e
todas as suas derivadas parciais pelos seus valores, obtemos um polinémio nas n x r variaveis
T1,...,Tn, :zgz), e 337(12), .. .,xY), e :cg). Para que a equacao seja valida para todos os valores
das variaveis do polinémio, todos os seus coeficientes devem ser nulos, tal como explicado em
[63, pp. 431-434] e em [109, pp. 213-214]. Notamos que os termos do polinémio poderao
ser em maior nimero que as incégnitas do problema (n + 1), pelo que a condigao necessaria
e suficiente (1.6) pode conduzir a um sistema de equagoes sem solucao. Tal facto significa
apenas que nem todas as funcionais integrais do calculo das variagbes admitem simetrias
variacionais.

Coloca-se, porém, a seguinte questao. Sendo as simetrias variacionais particularmente
Uteis na simplificagao das equacoes de Euler-Lagrange, nao se tornard na pratica mais simples
a resolucao directa dessas equagoes do que propriamente a obtencao das simetrias correspon-
dentes? Embora o sistema de equactes a resolver, para a determinacao dos geradores das
simetrias, seja um sistema de equacoes diferenciais as derivadas parciais, na verdade, e ao
contrario das equagoes diferenciais ordinarias de Euler-Lagrange — em geral nao lineares e
de dificil resolugdo —, esse sistema é linear em relacao a %—:f, %v %( e %, 0 que o torna
de resolucao mais simples para a generalidade dos problemas tratados. Mesmo assim, a re-
solucao desse sistema de equagoes diferenciais, que deriva da expressao (1.6), nomeadamente
quando lidamos com valores de n e r superiores a unidade, envolve um nimero muito elevado
de célculos. Esse facto torna premente a necessidade de nos munirmos de ferramentas com-
putacionais que automatizem o trabalho. Com esse fim, desenvolvemos um procedimento em
Maple, designado Symmetry. O respectivo cédigo, assim como o dos restantes procedimentos
por nés desenvolvidos para o calculo das variagoes, é apresentado na seccao B.1. O procedi-
mento Symmetry tem por entrada a expressao que caracteriza o Lagrangeano e como saida os
respectivos geradores infinitesimais. No caso do Lagrangeano nao admitir qualquer simetria,
entao os geradores obtidos serao todos eles nulos, o que constitui sempre uma solugao trivial

de (1.6) (veja-se o Exemplo 1.5). Porém, no nosso caso, a solucao trivial nula podera apenas
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significar que o algoritmo computacional nao foi capaz de chegar a qualquer outra solucao.
Na seccao que se segue mostramos como os geradores, obtidos por intermédio do nosso

procedimento Symmetry, podem ser usados na obtencao explicita de leis de conservagao.

1.4 Leis de conservagao

Emmy Noether [70] foi a primeira a estabelecer uma relacao entre a existéncia de simetrias
e a existéncia de leis de conservagao. Esta ligagdo constitui um principio universal, passivel
de ser formulado na forma de teorema nos mais diversos contextos e sob as mais variadas

hipéteses [41, 62, 71, 100, 103, 105].

Teorema 1.2 (Teorema de Noether [105]) Se a funcional (1.1) é invariante sob as

transformagoes uni-paramétricas (1.4), com geradores infinitesimais T e X, entdo

Z vpt 4 (L - Z VAR X(i)) T = const, t€ |a,b], (1.8)
i=1 1=1

comp®,--- ., p" "t como em (1.7),
oo oL
ox(r)’
; oL dw?
picl = O O 1,2,
Ox(i=1) dt
onde
; ; 2r—1 ;
dw? _ 8\:[/2 4 Z (X(k+1))T ) 8\111
dt ot pard ox(k)’
v ] [ ov} s . o
(%cgk) azg%) azﬁ’f) Bzgk)
A v oy 095 Oy,
v’ — 8x§k) — 81&’1) Bmgg) o Bmék)
ox(k) . ) .
v’ oy ovy . Oy
Lol | [ 0a 02 PRON
e onde se assume que a grandeza W' € avaliada em (t,x(t),%(t),...,xZ=D(t)),i=1,...,r.

Corolério 1.2 Quando o Lagrangeano L nao depende das derivadas de x(t) de maior ordem
do que a primeira (r = 1), a equagao (1.8) reduz-se a

oL L
— X+ L—a—,'x T = const.
ox 0x



18 Simetrias e leis de conservagao no calculo das variagoes

As leis de conservagao que procuramos sao obtidas substituindo em (1.8) os geradores
infinitesimais 7" e X encontrados pelo método descrito na seccao anterior. Na seccao B.1
definimos o procedimento Noether. Este procedimento tem por entradas o Lagrangeano e os
geradores infinitesimais, que sdo obtidos por intermédio do nosso procedimento Symmetry, e
como saida a correspondente lei de conservagao (1.8). Resumindo: dado um problema do
célculo das variagoes (1.1), obtemos as leis de conservagao, de uma forma automaética, através
de um processo de duas etapas: com o nosso procedimento Symmetry obtemos as possiveis
simetrias do problema; recorrendo depois ao nosso procedimento Noether, que implementa o
Teorema 1.2, obtemos as correspondentes leis de conservacao. Na seccao seguinte apresentam-

se alguns exemplos que ilustram todo o processo.

1.5 Exemplos ilustrativos

Todas as rotinas desenvolvidas, incluindo as que iremos propor nos dois préximos capitulos
para os contextos do controlo éptimo e das equagoes diferenciais ordinarias, foram integradas
num package Maple criado para o efeito, que denomindmos CLaws (Conservation Laws). A
documentacgao detalhada de todas as fungoes do package, incluindo as respectivas defini¢oes
Maple, pode ser encontrada no Apéndice B.! Os procedimentos agora desenvolvidos foram
agrupados num subpackage préprio, que denomindmos CLaws[CV]. Para um completo enten-
dimento de como usar os procedimentos e do significado dos seus parametros, consultar a
seccao B.1.

Consideramos agora vérias situagoes concretas, mostrando a funcionalidade e a utilidade

das ferramentas desenvolvidas. Para podermos aceder directamente aos procedimentos do

subpackage, usando unicamente os seus nomes, comegamos com o seguinte comando Maple
> with(CLaws[CV]);

[Euler Lagrange, Noether, Symmetry]

Exemplo 1.1 Iniciamos com um exemplo muito simples em que o Lagrangeano depende de
uma unica varidvel dependente (n = 1) e nao envolve derivadas de ordem superior (r = 1):
L(t,z) = ti2.

Com a definicao Maple

> L:= t*v™2;

'O package CLaws dispée de um conjunto de paginas de ajuda integradas, juntamente com o package, no

sistema de computacao Maple.
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L= tv?

0 nosso procedimento Symmetry determina a forma geral dos geradores infinitesimais que

definem a familia das simetrias para o problema do cadlculo das variacdes em consideracdo:
> 8 := Symmetry(L,t,x,v);

S:={T(t,x) = (2K; In(t) + Ks)t, X (t,x) = K; 2 + Kz}

A familia de geradores depende de trés parametros, K;, Ko e Kg, que advém das constantes de
integracdo®. A lei de conservacdo geral correspondente a estes geradores é facilmente obtida

por intermédio do nosso procedimento Noether:

> LC := Noether(L,t,x,v,S);
d ofd .\
LC =2 (x(t)K; + Kg)tﬁx(t) —t %x(t) (2 K; In(t) + K3) = const

Com as substitui¢coes K1 = 1, Ko = 0, e K3 = 0 obtemos os geradores descritos em [109,
pp. 210 e 214]

> subs(K[1]=1,K[2]=0,K[3]=0,8);
{T(t,z)=2In(t)t, X (t,x) =z}
e a respectiva lei de conservagao

> LC:=subs(K[1]=1,K[2]=0,K[3]=0, LC);

LC = x(t)t%m(t) —t2 ((ix(t)) In(t) = const

E, neste caso, muito facil verificar a validade da lei de conservacdo obtida. Por definigao,
basta mostrar que a igualdade € verificada ao longo das extremais. A equacdo de Fuler-

Lagrange € a equacgdo diferencial de 2% ordem
> EulerLagrange(L,t,x,v);
d d?
-2 —a(t) — 2t—a(t) =
{ a "~ 2@ 0}
3

e as extremais $ao as suas solucoes:

> dsolve(%);

2Embora o Maple use a notacéo _Ci (-C1, _C2, ...) para os nomes das constantes arbitrarias por si geradas,
por razodes de clareza optamos por apresentd-las nesta tese usando uma notagao matematica mais familiar: K,

comi €N (K;, Ka, ...).
30 sinal de percentagem (%) é um operador usado em Maple para referenciar o resultado do comando

anterior.
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Substituindo as extremais na lei de conservacdo, obtemos, como esperado, uma proposi¢ao
verdadeira:

> expand(subs(%,LC)) ;

Ky K; = const

Exemplo 1.2 (Problema de Kepler) Analisemos agora as simetrias e leis de conserva¢ao
do problema de Kepler [109, p. 217]. Neste problema o Lagrangeano tem duas varidveis
dependentes (n =2) e nao envolve derivadas de ordem superior (r =1):

L(t.a.q) = 5 (@ +d3) +

K
[T 2
Q7 + 93
Determinemos entdo a formula geral das leis de conservagdo. Neste caso nao € possivel validar

a lei de conservacdo por aplicagdo directa da definicdo, como fizemos para o exemplo anterior,
pois o Maple nao € capaz de resolver o respectivo sistema de equacdes de Fuler-Lagrange.

> L:=m/2*x(v[1] "2+v[2] "2)+K/sqrt(q[1] "2+q[2]"2);
K

Va2 + ¢2?

1
L = im(mz +022) +

> EulerLagrange(L,t, [q[1],q[2]], [v[1],v[2]1);

7md721 - Kai(t) =0 *md722 B Sl O}
{ " et T G )

Symmetry(L, t, [q[1],ql[2]], [v[1],v[2]11);

(SN

\4

{Xl (t7q1’q2) = K2 q2, T(taQ17q2) = KI’ X2 (taQ17qQ) = _K2 (h}

\

Noether(L, t, [ql[1l,ql[211, [v[1l,v[211, %):
expand (%) ;

\4

Ko aam ) - KsOm e - L xi (Lawm)
2 q2 mdt(h 2q1 mdt% B 1 dtql m

1 d 2 K K
--K; (Q2(t)) m+ ! = const
2 dt q1(t)? + q2(¢)?

Exemplo 1.3 Vejamos o caso de um Lagrangeano com duas varidveis dependentes (n = 2)

e com derivadas de ordem superior (r =2):
L(t,x, %, %) = &% + i3

> L:=v[1]"2+a[2]"2;
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L = 1)12 + a22

> Symmetry(L, t, [x[1],x[2]1], [v[1],v[2]], [al1],al2]11);

{T(t,.%‘hl‘g) :K1t+KQ,
1 3
X3 (t,l‘l,xg) = §K1 1+ K5, X5 (t,a?l,l‘g) = §K1 332+K3t+K4 }

> LC := Noether(L, t, [x[1],x[2]1], [v[1],v[2]1], [al1],al2]1], %;

1 d 3 d3
LC = 2 <2 K1 xl(t) + K5> &"El(t) -2 (2 K1 :L'Q(t) + th+ K4) @ICQ@)
1 d d?

n ( <(ix1(t))2 - <§:2x2(t)>2 + Q(ich(t)(;i;IQ(t)) (Kot + Ky) = const

Tal como para o Exemplo 1.1, também aqui € fdacil verificar, por aplicacao directa da defini¢cdo,

a validade da lei de conservacdo obtida:
> EulerLagrange(L,t, [x[1],x[2]1], [v[1],v[2]], [al1],al2]11);
d? d*

> dsolve(%);
1

{xl(t):K5t+K7, z2(t) 6

1
K8t3+2K9t2+K10t+K11}

> expand(subs (%,LC));

KoK Ky +2Ks Ks —3KsK; K1y —2Kg K, +2Ks Ko
+K1 Klg Kg 7K62K2 7K92K2 +2K8 K10 KQ = const

Exemplo 1.4 (Emden-Fowler) Consideremos o problema wvariacional definido pelo La-

grangeano

> Li= t£72/2%(v"2-(1/3)*x76) ;

IG
Lt -%)
o 2
A respectiva equacdo diferencial de Euler-Lagrange é conhecida na astrofisica como a equagao

de Emden-Fowler [109, p. 220]:
> EL := EulerLagrange(L,t,x,v);

EL := —2t£ (t)—t2d—2 (t) —t*x(t)°> =0
= dtx dt2$ x =

Encontramos os geradores infinitesimais, que conduzem a uma simetria variacional para a

funcional de Emden-Fowler, por intermédio da nossa funcao Symmetry:
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> 8§ := Symmetry(L,t,x,v);

Por exemplo,
> 82 := subs(K[1]=-6,S);
S2:={T(t,z) = —6t, X(t,z) = 3z}
Aplicando o teorema de Noether (Teorema 1.2), chegamos a sequinte lei de conservagdo:

> simplify(Noether(L,t,x,v,S2));
d d 2
2 6] —
t <3x(t) dta:(t) +3 (dtx(t)> t+ tx(t) ) const

Exemplo 1.5 (Thomas-Fermi) Mostramos agora um exemplo de um problema do cdlculo
das variagoes que ndao possui nenhuma simetria variacional. Considere-se o sequinte Lagran-

geano

> L:=1/2%v"2+2/5%(x"~(5/2))/(sqrt(t));
v 28
=5+ i
A equacdo de Euler-Lagrange associada corresponde a equacdo diferencial de Thomas-Fermi

[109, p. 220]:

> EL := EulerLagrange(L,t,x,v);

] a(t):
EL,_{—dﬁxay+ Vi _0}

A nossa fungcao Symmetry devolve, neste caso, geradores nulos. Como explicado em §1.3, isto

€ uma consequéncia deste problema do cdlculo das variacoes nao admitir simetrias.
> Symmetry(L, t, x, v);
{X(t,z) =0, T(t,z) =0}
A funcdo Noether resulta num truismo:
> Noether(L, t, x, v, %);

0 = const

Exemplo 1.6 (Oscilador harménico amortecido) Consideremos um oscilador harmdni-
co com forca de restituicdo —kx, submerso num liquido de tal modo que o movimento da
massa m € amortecido por uma forca proporcional a sua velocidade. Recorrendo a segunda
lei de Newton obtém-se, como equacdo de movimento, a equacdao diferencial de Euler-Lagrange
associada ao sequinte Lagrangeano [63, pp. 432—434]:
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> L:=1/2*%(m*v~2-k*x"2) *exp ((a/m) *t) ;
1 2 2y at
L:= f(mv — kx )em
2
Para determinarmos um primeiro integral da equac¢ao de Euler-Lagrange, encontramos pri-

meiro os geradores T e X sob os quais a funcional integral J{z(-)] = [ Ldt € invariante:

> Symmetry(L, t, x, v);

{T(t,x) =K, X (t,z) =  zakK; }

2m

> S:= subs(K[1]=1,%);

S = {X(t,a:) - f%, T(t,z) = 1}

Pelo teorema de Noether (Coroldrio 1.2) obtemos o primeiro integral %X + (L — :bg—é) T:

> simplify(Noether(L, t, x, v, S));
1w d d ?
—3 e (x(t)adtx(t) +m (dtx(t)> + kx(t)2> = const

Esta lei de conservagao pode ser encontrada em [63, Cap. 7, Example 1.10].
1.6 Uma incursao no dominio discreto

Uma abordagem andloga a que fizemos pode ser efectuada para problemas do calculo das
variagoes discretos no tempo. No caso discreto, o problema fundamental do céalculo das
variagoes consiste em determinar uma sequéncia finita x(k) € R", k = M,...,M + N, de

modo a que a funcao de custo discreta

M+N-1
Jx() = > Lkx(k),x(k+ 1))
k=M
seja minimizada (ou maximizada). Neste tipo de problemas consideramos um intervalo de
tempo de N periodos, com inicio num periodo fixo M,em que k€ Z, k=M,... M+ N —1,
é a variavel discreta tempo, e assumimos que o Lagrangeano L é continuamente diferencidvel
relativamente a todos os seus argumentos. A semelhanca do que se fez para o caso continuo, é
natural considerarem-se problemas de optimizacao em que o Lagrangeano envolva diferencas
finitas de ordem superior,

M+N-1

Jx() = > Lkx(k),x(k+1),....x(k+r)), (1.9)
k=M
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com r > 1, e considerando o Lagrangeano continuamente diferencidvel relativamente a todos
os seus argumentos. Uma condigdo necessdria para que x(k) seja uma extremal de (1.9) é
dada pela equacao de Euler—Lagrange discreta

oL
OxJ

=0

—(k+r—g,x(k+r—j),....,x(k+2r—j))=0. (1.10)

No caso r = 1, a equagao (1.10) reduz-se a

ox ot R x(R), x(k + 1)) = 0.

Definicao 1.4 Um problema discreto expresso pela funcao de custo (1.9) diz-se invariante

T2k +1,x(k + 1), x(k +2)) +

sob as transformagoes uni-paramétricas h®(k,x), com h®(k,x) = x, se, para todo o s sufici-

entemente pequeno e qualquer que seja o k,
L(k,x(k),x(k+1),...,x(k+71)) = L(k,h®(k,x(k)),...,h%(k + r,x(k+71))). (1.11)

A partir desta definicdo conseguimos estabelecer uma condicao necesséaria e suficiente de
invariancia em fungdo do conjunto de geradores infinitesimais correspondentes X(k,x) =
2hé(k,x)| -
Teorema 1.3 A funcdo de custo (1.9) é invariante sob as transformagoes uni-paramétricas

h*(k,x), com geradores infinitesimais X(k,x), se, e apenas se,

Zaxﬂ X(k+ j,x(k+ 7)) =0, (1.12)

onde o Lagrangeano discreto L € avaliado em (k,x(k),x(k+1),...,x(k+7)).

Corolério 1.3 Quando r =1, a equagao (1.12) reduz-se a

OL oL
T Xk x(k)) + 27 - X(k+1,x(k +1)) = 0.

Demonstragdo. (do Teorema 1.3) Da condicao de invariancia (1.11) podemos escrever:

%L(k, he (, x(k)), . .. h*(k + 7 %(k + 1)) = 0.

Derivando, obtemos, para s = 0, a igualdade (1.12):

oL 0
— - —h’k kE+j =
> g g ki )|_ <o
com L avaliado em (k,x(k),x(k+1),...,x(k+r)). [ |

E possivel deduzir para o caso discreto um teorema andlogo ao teorema de Noether, que

permite estabelecer leis de conservagao discretas (confrontar com [103]).
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Teorema 1.4 (Teorema de Noether Discreto) Se a funcdo de custo (1.9) é invariante,
no sentido da Defini¢do 1.4, sob as transformagoes uni-paramétricas h®(k,x), com geradores
infinitesimais X (k,x) = %hs(k,xﬂ
Lagrange (1.10) satisfazem

s €ntao todas as solugoes x(k) da equagio de FEuler-

r—1
> WI(k) - X(k+ j,x(k + ) = const (1.13)
§=0
onde
oL
0 - =
v (k) - 6X(k,X(kf),...,X(k+T))
A A L
Uik = I Hk+1)+ %(k,x(k),...,x(k%—r)), paraj=1,2,...,r—1.

Corolério 1.4 Caso r =1, a lei de conservagao (1.13) reduz-se a

gi(k’x(k)’x(k +1)) - X(k,x(k)) = const.

Para problemas discretos no tempo, também serd possivel definir em Maple procedimentos que
implementem as condigoes (1.10), (1.12) e (1.13) — serd esta uma das direc¢oes do trabalho

a desenvolver futuramente.

1.7 Conclusao

Nesta parte do trabalho desenvolveu-se um conjunto de procedimentos computacionais
algébricos (documentados em §B.1) que permitem, no contexto do célculo das variagoes,
automatizar todo o processo de obten¢ao de simetrias variacionais e leis de conservacao. O
método sistemético implementado pelos algoritmos tem por base os resultados cléssicos de
Emmy Noether. Com essas rotinas consegue-se dar utilidade pratica a alguns dos resultados
classicos e recentes do calculo das variagoes, como atestam os exemplos ilustrativos que foram
apresentados. A relevancia do trabalho reside na originalidade das ferramentas desenvolvi-
das: tanto quanto foi possivel saber, trata-se do primeiro package de computacao algébrica
concebido para esse fim.

No capitulo que se segue iremos estender o nosso package Maple aos problemas mais

abrangentes tratados no controlo éptimo.

Consignacao

Os resultados deste capitulo foram apresentados, em Julho de 2004, na sessao Op-

timal Control I do Optimization 2004, 5th International Optimization Conference
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in Portugal, Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa, numa palestra in-
titulada A Computer Algebra Package for Determining Symmetries and Conserva-
tion Laws in the Calculus of Variations, estando o respectivo resumo disponivel em:
http://www.opti2004.fc.ul.pt/conferenceProgram /sessionMA6.htm.

O trabalho foi ainda apresentado pelo autor, em Setembro de 2004, numa sessao técnica
de computagao cientifica do 27° Congresso Nacional de Matemdtica Aplicada e Computa-
cional, XXVII CNMAC, organizado em Porto Alegre, Brasil, na Faculdade de Matemadtica
da PUCRS, pela Sociedade Brasileira de Matemdtica Aplicada e Computacional — SBMAC,
numa palestra intitulada “Computagao Algébrica no Célculo das Variac¢oes: Determinagao de
Simetrias e Leis de Conservagao”.

Teve uma pré-publicagao no research report [30] e foi seleccionado para a revista TEMA

— Tendéncias em Matemdtica Aplicada e Computacional [33], uma publicagao da SBMAC.



Capitulo 2

Simetrias e leis de conservacao no

controlo 6ptimo

O estudo que se segue estende as investigacoes anteriores, realizadas no con-
texto cldssico do cdlculo das variacoes, ao contexto mais geral e mais interessante
do controlo éptimo: propoe-se um conjunto de facilidades computacionais que per-
mitem identificar, de forma automadtica, simetrias variacionais e leis de conservacao
em problemas do controlo éptimo. Os varios exemplos de aplicacao apresentados

atestam a validade e a utilidade das rotinas desenvolvidas.

2.1 Introducao

A resolucao de problemas do controlo 6ptimo passa normalmente pela aplicagdo do principio
do méximo de Pontryagin, que constitui uma generalizagao das condicoes classicas de Euler-
Lagrange do célculo das variagoes. Em termos praticos, e algoritmicos, ter-se-a de resolver
um sistema de equacoes diferenciais, composto pelo sistema Hamiltoniano e pela condigao de
méaximo. Tal como no célculo das variagoes, também no controlo éptimo as equacgoes diferen-
ciais ordinarias obtidas sao em geral nao lineares e de dificil resolugao, podendo, inclusive,
nao serem integraveis. As leis de conservagao (quantidades que sao preservadas ao longo das
extremais do problema) podem ser usadas para simplificar essas equagdes e, uma vez mais,
a questao que se coloca é saber como determina-las. Resulta que os resultados classicos de
Emmy Noether [69, 70, 71] para o célculo das variagoes, que relacionam a existéncia de leis de
conservagao com a existéncia de simetrias, podem ser generalizados ao contexto mais abran-
gente do controlo 6ptimo [21, 27, 100], reduzindo o problema ao da descoberta de grupos de
transformagoes uni-paramétricas que deixem o problema de controlo 6ptimo invariante [100]

— que constituam uma simetria variacional do problema. Dada a dificuldade em obter essas

_o7_
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simetrias, serd também de grande utilidade pratica dispor de facilidades computacionais que
permitam identificar as simetrias dos problemas de controlo éptimo [39, 41] e respectivas leis
de conservacao. Esta é, portanto, a motivacao desta fase do trabalho: desenvolver um package

de funcoes Maple que auxilie neste tipo de tarefa.

2.2 O problema de controlo 6ptimo

O problema de controlo éptimo consiste na minimizagdo de uma funcional integral,

b
Ix(),u()] = [ Lt x(0) u(e) dr, (2.1)

sujeita a um sistema de controlo descrito por equagoes diferenciais ordinarias,

x(t) = (t,x(t),u(t)), (2.2)

conjuntamente com condigoes de fronteira apropriadas, nao relevantes para o presente es-
tudo (os resultados a que chegaremos sao validos para condicoes de fronteira arbitrarias).
O Lagrangeano L(-,-,-) é uma funcdo real, que se assume continuamente diferencidvel
em [a,b] x R" x R™; t € R é a varidvel independente; x : [a,b] — R"™ o vector de
variaveis de estado, que se assume serem funcgoes seccionalmente continuamente diferencidveis;
u: [a,b] — Q C R™, o vector de controlos, que se assume serem fungdes seccionalmente
continuas e que tomam valores num conjunto aberto £; e ¢: [a,b] x R™ x R™ — R"™ o vector
velocidade, uma fungao vectorial também ela continuamente diferencidvel em relacao a todos
0s seus argumentos.

Nas proximas secgoes iremos propor um método computacional que permite obter sime-
trias e leis de conservacao para problemas do controlo 6ptimo na forma (2.1)—(2.2). Esse
método serd baseado na versao do teorema de Noether estabelecida em [21] (ver igualmente
[107]). Para descrevermos um método sistematico passivel de ser traduzido para um algo-
ritmo computacional, teremos primeiramente que recuperar as defini¢oes classicas de extremal,
stmetria variacional e lei de conservacao, para o contexto do controlo éptimo.

O resultado central da teoria de controlo éptimo é o famoso principio do maximo de
Pontryagin [82], que fornece uma condi¢ao necesséaria de optimalidade. A resoluc¢ao dos pro-
blemas de controlo éptimo passa normalmente pela identificacao das extremais de Pontryagin
(Definigao 2.1).

Teorema 2.1 (Principio do méximo de Pontryagin) Se (x(:),u(-)) é uma solugdo do
problema de controlo éptimo (2.1)—(2.2), entdo existe um par nao nulo (1o, Y (-)), onde g < 0

¢ uma constante e () uma funcdo n-vectorial seccionalmente suave em C', com dominio
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[a,b], de tal modo que o quaterno (x(-),u(-), %o, () satisfaz as sequintes condi¢oes em quase

todos os pontos t do intervalo [a,b):

(i) o sistema Hamiltoniano

0H

(07 = G x(0), u(0). v, (D), (2.)
ST = 2 x(0),u(t), w0, 9(0), (2.4
(i) a condicdo de mdzimo
H (b, x(0), 0(0), vo, 9(0) = max H{tx(0),v, 0, (), (2.5)
ve
com o Hamiltoniano dado por
H (%, 0,18) = VoL (1) + 67 - o(t,0) (2:6)

Observagao 2.1 O segundo termo das equagoes (2.3) e (2.4), do sistema Hamiltoniano, é,
em qualquer dos casos, um vector linha formado pelas derivadas parciais da funcdo escalar
Hamiltoniana H em relacao a cada uma das componentes da varidvel de derivacdo. A equacgao
(2.3) nao é mais do que o sistema de controlo (2.2); a equagao (2.4) é conhecida por sistema

adjunto.

Definicao 2.1 Um quaterno (x(:),u(:),vo,%(-)) que satisfaca o principio do mdzrimo de
Pontryagin é designado extremal (de Pontryagin). Diz-se extremal normal quando 1y # 0, e

anormal se g = 0.

Uma vez que assumimos que €2 é um conjunto aberto, podemos deduzir directamente da

condigao de maximo (2.5) uma nova igualdade conhecida por condi¢do de estacionaridade,

DL x(0) u(t) w0, 9(0) =0, 1€ [a8]. 2.7

A partir do sistema Hamiltoniano (2.3)—(2.4), e da condigao de estacionaridade (2.7), podemos
concluir que, ao longo das extremais, a derivada total do Hamiltoniano em relacao a t é igual

a sua derivada parcial, ¢ € [a, b]:

OH

S H(x(0),0(0), Yo, (1)) = o0 (1), u(t) o, (1)) (2.9
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2.3 Simetrias variacionais em controlo 6ptimo

Para se estudar as propriedades de invariancia de um problema de controlo éptimo considera-
se, a semelhanca do que se fez para o cdlculo das variacoes, uma familia uni-paramétrica h*®
de transformacdes C! para as varidveis do problema, onde h?® : [a,b] x R" x R™ x R x R" —

R x R™ x R™ x R™ assume a forma
hs(ta X, u, ¢07 Tﬂ) =
(hf(t7 X7 u7 1/}07 ,(/))7 hf((t7 X7 u7 wo? w)? hfl(t7 X7 u7 1/}07 ¢)7 hfp(t7 X7 u7 /(/}07 ’(ib)) (2'9)

que consideramos, sem qualquer perda de generalidade, igualar a transformacao identidade

sempre que o parametro s se anule:

h?(tvxa uvaa'lnb) =1, h?c(t7xa 11,1!10,'1,b) =X, h(l)l(t,X, u,’l?ZJ(),’l,ZJ) =u, hg/)(taxa 11,11[)0,’1,0) = 11b

Podemos agora associar a familia uni-paramétrica de transformacgoes (2.9) um conjunto de

geradores infinitesimais descritos da seguinte forma

0
T(t,X, u7 ¢07¢) - %hf(LX? 11#?0;‘/’) 9
s=0
0
X(t,X, u, ¢0,¢) = ghi(@X, u>w0a,¢) ;
s=0
0
U(t,X, u, ¢0>¢) = %hi(tv)() uv¢0a¢) ;
s=0

Ptk v ) = (%, ) (2.10)

5=0
Definigao 2.2 (Invariancia a menos de um termo de gauge) Diz-se que um problema
de controlo dptimo (2.1)-(2.2) € invariante num intervalo [a,b], a menos da adigdo
de um termo de gauge, sob uma familia uni-paramétrica de transformagoes (2.9) se,
para todo o s suficientemente pequeno, ezistir uma funcao g¢°(t,x(t),u(t), v, (t)) €
C!([a,b],R™, Q,R,R";R), tal que

B* d
[ (He @) w0 @) - ) o)) ar -

s

d

B
[ (Frexto) ), . (0) -0 Gx(0+ 0 ex(0) w00 (0) . (210

em qualquer subintervalo [, 5] C [a,b]; onde o® = hi(a, x(a),u(a), vo, Y(a)),

B° = (8, x(8). u(B), v, w(8) e (#*,x",w', %) = (hf. by bl by ).

Observagao 2.2 Quer ¢°(t,x,u, o, V), quer G(t,x,u,g,1p) = %95’820, s@o conhecidos

na literatura por termos de gauge.
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Como dissemos anteriormente, o principio de Emmy Noether, que estabelece a relagao
entre a existéncia de transformacoes invariantes dum problema e a existéncia de leis de con-
servacao, pode ser formulado em diferentes contextos e sob diferentes hipdteses (ver, por
exemplo, (21, 27, 41, 62, 71, 105, 107]). Porém, as contribui¢ées que podem ser encontradas
na literatura vao mais além do que a simples extensao do teorema de Noether a diferentes
contextos e pressupostos. Desde o estudo iniciado por Noether [69, 70], varias defini¢oes de
invariancia tém sido introduzidas, quer para os problemas do célculo das variagdes (consul-
tar, por exemplo, [62, 63, 91, 105]), quer para os problemas do controlo 6ptimo (ver, por
exemplo, [21, 27, 100, 106]). Todas essas defini¢oes sdo dadas em funcao de uma familia
uni-paramétrica de transformacoes (2.9). Embora formuladas das mais diferentes formas (al-
gumas dessas nogoes de invariancia/simetria envolvem a funcional integral, ou apenas a fungao
integranda; outras envolvem o problema original e o correspondente problema transformado,
outras ainda apenas a taxa de variagdo em relacdo ao parametro), constata-se que, quando
escritas em termos dos geradores (2.10), obtém-se uma condigao necessdria e suficiente de
invariancia que coincide, no essencial, com todas essas defini¢cbes. Assim, definiremos aqui

invariancia directamente em termos dos geradores infinitesimais (2.10).

Teorema 2.2 (Condigao necessaria e suficiente de invaridncia — cf. [21, 107])
Dizemos que um problema de controlo éptimo (2.1)-(2.2) é invariante, a menos de um termo
de gauge G = %gs{szo, sob transformagoes com geradores infinitesimais (2.10) ou, de forma

equivalente, que os geradores (2.10) constituem uma simetria de gauge do problema, se, e

apenas Sse,
OH,_ OH oH OH T T dX ar 4G
ST o Xt gg Ut gy - k-v +H o= (2.12)

com o Hamiltoniano H dado por (2.6).

Demonstragdo. Tendo em mente que a igualdade (2.11) tem que ser verificada qualquer que
seja o subintervalo [«, 5] C [a,b], a equacao de invariancia pode ser escrita na seguinte forma

equivalente:

(H(hs(t’ x, 1,90, %)) = (83w, 90, %) e dt

dt

dhﬁtxu%@) dh (t,x,u, ¥o, 1)

d d
:H(t,X,u,@/)(),’lﬂ)—’lpT'a dt

Derivando agora, em ordem a s, ambos os termos da equagao,

dhi(t7x7u7¢07¢)
d s s T dt dhf(tvxv u7¢0’¢)
@ [(H(h (t7X7 u, ¢07¢)) - h’(/;(tvxv u, ¢07'¢) ' dhs (t,%,u,10,%) ) dt

dt

(t xu, ¢07 "vb)

d /d
_d<dt (txuﬂ/foﬂﬁ)),
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obtemos a igualdade

(H(hs) e dhs /dt) d dhs <8H(h )Ohi | OH(h*) ohy  OH(h') ohy

dhi/dt ) dt ds oh; s ons  Os ohs,  Os
s s sT s dhg  dhg g dhg s s
OH(h®*) ohy dhy " dhg/de hsT'<c(1ito'ls & éﬂ:d!))dht _ddg

oh:,  Os ds  dhg/dt ¥ dhi —  dhj dhp dt — dt ds’
dt dt dt

Se, por fim, fixarmos s = 0, ficamos com a nossa equacao expressa em termos dos geradores

infinitesimais e de um termo de gauge G

(i - W7 dT <6H oH OH 0H

T4+ =.X oot x
gt e T o Xt oa VU ow

dX dT 4G
—_— T . — — Y — _ —_—
¥ ( a at >) at

Sendo esta equagao equivalente a (2.12), fica provado, a partir da Definigao 2.2, o Teorema 2.2,
que estabelece, para um problema do controlo 6ptimo, uma condicdo necessaria e suficiente

de invariancia, a menos da adicdo de um termo de gauge. ]

2.4 Leis de conservacao em controlo 6ptimo

Uma simetria é uma propriedade intrinseca do problema do controlo éptimo (2.1)—(2.2) (uma
propriedade intrinseca do Hamiltoniano correspondente (2.6)), e ndo depende das extremais.
Se na nossa andalise considerarmos apenas quaternos (x(-),u(-),%o,%(:)) que satisfacam o
sistema Hamiltoniano e a condicao de maximo, entao chegaremos facilmente ao teorema
de Noether: ao longo das extremais, as igualdades (2.3), (2.4), (2.7), e (2.8) permitem-nos

simplificar (2.12) de modo a assumir a forma

dH dX dT d d
pt X il 4

T
o 1 %X - Ty dt(HT P X —-G)=0. (2.13)

Defini¢ao 2.3 Uma func¢ao C(t,x,u, o, 1) que seja preservada ao longo de todas as extre-

mais dum problema de controlo dptimo para todo ot € [a,b],

C(t, x(1), u(t), v, $(1)) = const, (2.14)
é designada primeiro integral. A equagdo (2.14) define uma lei de conservagao.

Consequentemente, a equagao (2.13) garante-nos que C = HT — Y- X — G é um primeiro

integral:
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Teorema 2.3 (Teorema de Noether para o controlo éptimo) Se o conjunto de ge-

radores (2.10) constitui uma simetria do problema (2.1)-(2.2), com termo de gauge

G(t,x(t),u(t),vo,(t)), entdo

P(t)" - X(t,x(1), u(t), o, (1)) + G(t,x(t), u(t), Yo, %(t))
_H(t’ X(t)v u(t)v ¢05 ¢(t)) T(t7 X(t)’ ll(t), 11)07 ’l[)(t)) = const (2'15)

€ uma lei de conservacao do problema.

A partir da expressao (2.15) podemos ver que as leis de conservagao Noetherianas, associadas
a um determinado problema do controlo éptimo, isto é, a um determinado Hamiltoniano
H(t,x,u,1, 1), apenas dependem dos geradores T" e X de uma simetria (7', X, U, ¥) (2.10),
e de um termo de gauge G.

Uma generalizagao do teorema de Noether cldssico do calculo das variacoes foi obtida
recentemente por Fu e Chen [26], com o intuito de abranger o caso nao conservativo — quando
se admite que o sistema se encontra sob accao de forcas externas nao conservativas. Uma
versao do teorema de Noether nao conservativo para o controlo éptimo veio posteriormente
a ser demonstrada por Frederico e Torres [25].

Na presenca de forcas nao conservativas, o sistema adjunto do principio do méaximo de

Pontryagin toma uma forma diferente da conhecida para o caso conservativo (2.4).

Definicao 2.4 (Sistema Hamiltoniano nao conservativo) Na presenca de for¢as nao

conservativas, o sistema Hamiltoniano toma a forma

aH(tv X(t)> u(t)a ¢0a ¢(t))

x(t)T = 59 , (2.16)
,l'p(wT _ —8H(t7x(t)7;)(:)7¢07¢(t))—i—F(t,X(t),u(t))T, (2'17>

sendo F o vector resultante das for¢as ndo conservativas.

Observagao 2.3 Um quaterno (x(-),u(-), o, %(-)) que satisfaca o principio do mdximo de
Pontryagin sob a presenca de for¢as nao conservativas (Teorema 2.1 com o sistema Hamil-
toniano substituido pela sua versio nao conservativa (Definigio 2.4)), € designado extremal

nao conservativa.

Usando (2.16)—(2.17) conjuntamente com a condi¢ao de estacionaridade (2.7), podemos
deduzir que, ao longo das extremais de Pontryagin nao conservativas, a derivada total da
funcdo Hamiltoniana em ordem a t é igual a sua derivada parcial mais o produto do vector
velocidade com a resultante das forgas nao conservativas F [25]:

S H (1 x(0), u(0), v, (1)) = - H (1 (1), (t) 0, 16(0)) + ()T Bt x(0),u(e)). (2.18)
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Auxiliando-nos desta propriedade, a versao nao conservativa do teorema de Noether para o
controlo 6ptimo pode ser facilmente obtida a partir da condicao necessaria e suficiente de
invariancia (2.12), restringindo a nossa atencao aos quaternos (x(-),u(-), %o, %(:)) que sejam
extremais de Pontryagin nao conservativas (Observacao 2.3): ao longo das extremais, as

igualdades (2.7), (2.16), (2.17) e (2.18), permitem simplificar a equacdo (2.12) na seguinte:

dH .1 T T T dX ar  dG

(afx 'F>T+(F %) X T T W
dH . r dX dG T ™
(‘ft (HT sz X-G- / x'T-X"). th) =0.

Isto significa que HT —¢pT-X -G — i ()'(T T— XT) -F dt é um primeiro integral dum problema
de controlo 6ptimo que admita uma simetria (2.10) com termo de gauge G e envolva forcas nao
conservativas de resultante F. Podemos entao estabelecer de imediato a versao do teorema

de Noether para o caso nao conservativo.

Teorema 2.4 (Teorema de Noether nao conservativo para o controlo 6ptimo) Se
o conjunto de geradores (2.10) constitui uma simetria, com termo de gauge G, do problema
de controlo dptimo (2.1)-(2.2), sujeito a forcas nao conservativas de vector resultante F,

entao

/(k(t)TT(tv X(t)7 u(t)7 "Lﬁo, Il)(t» _X(t7 X(t>7 u(t>v 1/}07 "p(t))T) 'F(t, X(t)v u(t))dt
+ap(6)T - X (t,x(), u(t), o, (1) + G(t, (1), ult), o, $(t))
—H(t,x(t), u(t), Yo, (t)) T(t,x(t),u(t), do, P(t)) = const  (2.19)

¢ uma lei de conservagao, ou seja, a condi¢ao (2.19) permanece vdlida para todo o t € [a,b]

e para qualquer extremal (t,x,u, 1o, %) ndo conservativa do problema.

Observagao 2.4 Para o caso em que nao existam forcas externas ndo conservativas, i.e.

F =0, o Teorema 2.4 reduz-se ao Teorema 2.3.

2.5 Computacao algébrica das simetrias e leis de conservacao

As leis de conservagao de que estamos a procura sao obtidas substituindo em (2.19) as com-
ponentes T e X da simetria variacional do problema, um possivel termo de gauge G e a
resultante das forgas nao conservativas, se existirem. Na seccdo B.2 definimos em Maple o
procedimento Noether que nos liberta de todo esse processo de construcao das leis de con-

servacao. Este procedimento admite as seguintes entradas: o Lagrangeano L e o vector
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velocidade ¢, que definem o problema de controlo éptimo (2.1)—(2.2) e o respectivo Hamilto-
niano H; uma simetria, ou uma familia de simetrias (mais propriamente, os correspondentes
geradores infinitesimais), e um termo de gauge (opcional), obtidos por intermédio do nosso
procedimento Symmetry (ver defini¢io em §B.2); e a resultante das forcas ndo conservativas
(também opcional). Como resultado, o procedimento Noether devolve a correspondente lei de
conservagao (2.19). Porém, a principal dificuldade em obter leis de conservagao Noetherianas
(em aplicar o Teorema 2.4) reside na determinagao das simetrias e respectivo termo de gauge,
tarefa que podera ser realizada pelo Symmetry, procedimento que abordaremos de seguida.

O algoritmo responsavel pela determinagao dos geradores infinitesimais e termo de gauge
tem por base a condigdo necessaria e suficiente de invaridncia (2.12). O método que
comecaremos por apresentar, requer que as varidveis de controlo sejam funcoes C!, mas,
como mostraremos mais adiante, em §2.5.1, algumas alterages que iremos introduzir no al-
goritmo (quando viermos a assumir que 7', X e G nao dependem das varidveis de controlo)
vao permitir relaxar essa restricdo. Dessa forma, o algoritmo final ficard com a capacidade
adicional de encontrar simetrias para problemas cujas trajectérias dos controlos apenas apre-
sentem suavidade de forma seccionada. Para chegarmos ao método de calculo das simetrias
basta observarmos que depois de substituido o Hamiltoniano H e as suas derivadas parciais
na equacao de invariancia (2.12), a condi¢do toma a forma de um polinémio em %, u e P,
cujos coeficientes vamos poder igualar a zero. Vejamos em mais detalhe esta parte importante
do algoritmo.

Se substituirmos H e as suas derivadas parciais na equagao (2.12), e expandirmos as
derivadas totais

dT or oTr . or . T

& T Tk Y Ton Yo Y
dX X 9X . 99X . IOX .
T T o T XTaw Mo ¥ (2.20)
G 0G 0G 0G| oG
dt ot  0Ox ou oy

podemos escrever (2.12) como uma equagao polinomial

A(t,X, u7¢07’lp) + B(t,X, uawOa ,lb) X+ C(t,X, u7w07¢) ‘u+ D(t,X, uawOa ,lb) ' ¢ =0 (221)

nas 2n 4+ m variaveis x, u and :

OH_ . OH OH OH or g 90X OG
<6tT ax Xt Uty Y G - at_at>
oX 0G oX 0G
T YA e el D A U
+< v +H v ox 8x> <H ¥ Ju 8u>

or o 0X 0G\ .
(HW— 81!)_81,!)> P =0. (2.22)
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Todos os termos da equagao (2.22) que envolvem derivadas em ordem a varidveis vectoriais
sao expandidos em vectores linha ou em matrizes, dependendo, respectivamente, da natureza

escalar ou vectorial da funcao a derivar. Por exemplo,

or  [0T oT oT
ox | 0x1 Oz Oxy,
[ 9x1 90Xa .. 0Xi1 7
ad}l 3¢2 awn
r 00X 0X 0X.
oX X 0X 8X]: o o9 T oun
oY |01 Oty O, : :
0X, 0Xn .. 0Xn,
L 9y 0o oY,

Dado um problema de controlo 6ptimo, definido por um Lagrangeano L e por um sistema de
controlo (2.2), determinamos os geradores infinitesimais 7', X, U, ¥ e um possivel termo de
gauge G que definem uma simetria para o problema, pelo seguinte método. A equagao (2.22) é
uma equacao diferencial nas 2n+m+2 fungoes incoégnitas T, X1, ..., Xn, U1, oo, Un, W1, .. 0
¥, e G. Devendo esta equacao permanecer valida para quaisquer que sejam os valores de z1,

s Ty ULy - oy Up, W1, - .., Ypn, € NA0 apenas para os seus valores extremais, os coeficientes A,
B, C e D do polinémio (2.21) terao necessariamente que ser nulos (confrontar com o método

seguido em §1.3 para o célculo de simetrias de problemas do calculo das variagoes),

( OH OH OH OH or T 0X 0G
Gl T Xt g Ut gy U+l —¢ G~ =
—\I'T—i—Ha — T oX _0G _
ox  0Ox (2.23)
H@£_¢T “oxoe_
Ju Ou
H@i_ T.aix_%_
o oYy oY

O sistema de equagoes (2.23), obtido de (2.22), é um sistema de 2n+m+ 1 equagoes diferenci-
ais as derivadas parciais, com 2n+m+ 2 fungoes incégnitas. Assim, em geral, ndo existe uma
Unica simetria, mas uma familia de simetrias — ver exemplos em §2.6 e §2.7.1. O sistema
(2.23) poderd tornar-se ainda mais subdeterminado quando, em §2.5.1, assumirmos que 7,
X, e G nao dependem das varidveis de controlo u. Embora estejamos perante um sistema de
equacoes diferenciais as derivadas parciais, a sua resolucao torna-se possivel dado tratar-se
de um sistema de primeira ordem e linear em relagao as fungoes incégnitas e suas deriva-
das. Ainda assim, quando nos deparamos com problemas do controlo 6ptimo com multiplas
variaveis de estado e/ou de controlo, o nimero de cdlculos a efectuar pode ser de tal forma
elevado que a ajuda de um sistema de computagdo, mais do que bem-vinda, representara
uma contribuicao extremamente valiosa que nao poderemos subestimar. O nosso procedi-

mento Symmetry, definido em §B.2, realiza, por nés, todos os calculos necessarios. Recebe,



2.5 Computacao algébrica das simetrias e leis de conservagao 37

como entrada, o Lagrangeano e o conjunto de expressoes algébricas que definem o sistema de
controlo; e devolve, como resultado, a familia de simetrias (7', X, U, ¥), e, caso se pretenda,
um termo de gauge (G). Como o sistema (2.23) é homogéneo, teremos sempre, como solugao
trivial, (7,X,U,¥,G) = 0. Esta solucdo particular ndo nos fornece qualquer informagao
adicional (para a solugao trivial, o teorema de Noether resulta no truismo “zero é uma cons-
tante”). Quando o resultado do Symmetry coincide com a solugao trivial, isso significa, pelo
menos em termos formais, que o problema de controlo éptimo nao admite qualquer simetria
(no nosso caso podera apenas significar que o procedimento Symmetry terd sido incapaz de
encontrar simetrias para o problema considerado).

Resumindo: dado um problema do controlo éptimo (2.1)—(2.2), obtém-se as leis de con-
servacao, de forma automética, em dois passos: (i) com o nosso procedimento Symmetry, sdo
calculadas todas as possiveis simetrias variacionais do problema, bem como o termo de gauge,
se pretendido; (ii) usando como entradas do procedimento Noether as simetrias e termo de
gauge obtidos e, se existir, a resultante das forcas nao conservativas, obtemos as correspon-
dentes leis de conservagao, com base no Teorema 2.4. Nas seccoes 2.6 e 2.7.1 mostramos

varios exemplos que ilustram todo o processo.

2.5.1 Aumento da eficiéncia no calculo das simetrias

Mesmo delegando a resolucao do sistema (2.23) a um procedimento computacional, a tarefa
revela-se extremamente complexa para a generalidade dos problemas que se pretendam tratar.
Assim, tivemos a necessidade de introduzir algumas simplificagbes, quer ao nivel do sistema
a resolver, quer quanto ao método de resolugao a usar.

Para a resolugao sistema (2.23), o Symmetry usa o solver do Maple pdsolve. Rapidamente
constatdmos que o esquema de resolugao usado por defeito pelo pdsolve nao era a melhor
opcao para o tipo de sistema com que estamos a lidar: sé muito dificilmente, esse esquema,
consegue resolver com sucesso o sistema de EDPs (2.23). Felizmente, como as equagoes
diferenciais sao lineares e homogéneas, o sistema pode ser, quase sempre, resolvido por um
método de separacao de varidveis (cf. [111, 52]) — esquema de resolugdo que considera
para solucao uma expressao composta por um conjunto de termos que envolvam, cada um
deles, uma unica varidvel. A separacao pela soma, dada a sua simplicidade, revelou-se o
método mais eficiente. Foi, por isso, por nds escolhido como esquema preferencial para a
resolugao do sistema: seguindo [17], cada um do geradores infinitesimais é substituido por
uma soma de vérias fungdes incégnitas, uma por cada variavel (por exemplo, T'(t, x1,x2) =
T1(t) + T2 (x1) + T5(z2)). Mesmo assim, em funcao da complexidade do sistema, continuamos

a poder optar pelo esquema de resolucao usado por defeito pelo pdsolve, ou entao, optar por
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um dos outros esquemas alternativos, especificos do pdsolve, bastando para isso invocar o

procedimento Symmetry com os parametros opcionais adequados (cf. §B.2).

O esforco computacional necessario ao cdlculo de geradores infinitesimais, das trans-
formacbes de invaridncia, estd também fortemente correlacionado com o nimero de de-
pendéncias que essas fungdes possam apresentar. Este aspecto torna-se crucial, quando para
além de um numero elevado de dependéncias (as fungdes incégnitas dependerem, todas elas,
de todas as variaveis do problema), o problema envolver um nimero consideravel de varidveis
de estado e/ou de controlo. Para ficarmos com uma melhor percepcao desse efeito, contabi-
lizdémos, para diferentes dependéncias dos geradores infinitesimais (2.10), o tempo despendido?
pelo procedimento Symmetry na resolugao dos 22 problemas que surgem como exemplos nas
seccoes 2.6 e 2.7.1 (Exemplos 2.1-2.12, 2.14-2.23).2

Até ao momento, toda a formulacdo matematica em que se suportam os algoritmos foi
apresentada tendo sempre por base geradores infinitesimais com o nimero maximo de de-
pendéncias, em total concordancia com (2.10). Neste estudo denotaremos tal situacao por D1I.
No caso D1 o esforco computacional envolvido é, nao raras as vezes, extremamente elevado:
o tempo de execucao aumenta exponencialmente com a dimensao do problema. Este facto é
particularmente bem ilustrado com os seguintes problemas da geometria sub-Riemanniana: o
problema nilpotente (2, 3), com trés varidveis de estado, requer um tempo de execucao total de
um minuto (Exemplo 2.10); o problema (2, 3, 5), com cinco varidveis de estado, requer cerca de
trinta minutos de processamento (Exemplo 2.11); e o problema (2, 3,5, 8), com oito varidveis
de estado, leva mais de vinte horas a ser resolvido (Exemplo 2.12). Embora tenhamos che-
gado ao valor das simetrias nesses e em todos os restantes problemas, o esforco computacional
envolvido revelou-se efectivamente demasiado penalizador. De facto, para problemas com um
numero consideravel de varidveis de estado e/ou de controlo, o processo de determinagao de
simetrias, mesmo tratando-se de uma tarefa computacional, pode tornar-se extremamente
moroso, ou mesmo intermindvel, dada a complexidade/dimensao do sistema de EDPs que
se tem de resolver. A quantidade de varidveis de estado (n) e de controlo (m), que carac-
terizam o problema, tem, inegavelmente, uma influéncia determinante na complexidade do
sistema: para além de influir directamente no niimero de dependéncias das fungoes incognitas
(geradores infinitesimais), estd intimamente ligada com a quantidade dessas fungoes e com o
numero de equacoes que compoem o sistema. Mesmo nao considerando o termo de gauge,

deparamo-nos com um sistema de m + 2n + 1 equagoes diferenciais as derivadas parciais e

10 estudo foi realizado com a versdo 10 do Maple, num Pentium Centrino 1.4GHz com 512MB de RAM.
2De todos os exemplos apresentados, apenas o problema do Exemplo 2.13 néo foi considerado no estudo

da eficiéncia dos algoritmos. Neste problema, dada a sua dimenséo (14 varidveis de estado), ndo foi possivel

obter a solugdo para os geradores na sua forma mais geral (D1).
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m+2n+ 1 fungbes incoégnitas, cada uma delas dependente de m+2n+ 1 variaveis. Colocamos
entao a seguinte questao: existird alguma forma de simplificarmos o sistema de equacoes que
¢é usado para a obtencao das simetrias?

Embora conscientes de que a dificuldade da resolucao esta intimamente relacionada com os
valores de n e m, que como sabemos sao dados do problema, conseguimos, mesmo assim, dar
uma resposta bastante satisfatoria a questao formulada. Pela andlise dos resultados obtidos
com o conjunto de problemas de teste, verificAmos que, ainda que tenhamos usado o niimero
méximo de dependéncias (D1), os geradores infinitesimais, obtidos pelo procedimento Sym-
metry, sao ainda assim, quase sempre, fungoes dependentes de um ntmero bastante reduzido
de varidveis. As dependéncias T'(t), X(t,x), U(u, ), ¥(¢») — que identificaremos por D2 —
cobrem a totalidade das solucoes dos 22 problemas que consideramos no nosso estudo. Com
este facto, vislumbramos uma via possivel para conseguirmos o objectivo que pretendemos:
se na formulagao do sistema de EDPs (2.23) entrarmos somente com estas dependéncias, para
além da reducao obvia das dependéncias das fungoes incégnitas, conseguimos ainda reduzir
o numero de equagoes para menos de metade (de m + 2n + 1 para n + 1). De acordo com
as simulagoes efectuadas, a eficiéncia do procedimento Symmetry aumenta significativamente
com este novo conjunto de dependéncias (D2). Por exemplo, para o problema (2,3,5) da
geometria sub-Riemanniana (Exemplo 2.11), um problema com cinco varidveis de estado e
duas de controlo, o tempo de processamento passou de meia hora para menos de um minuto e
meio, e conseguiu-se, em menos de uma hora, chegar a solu¢ao do problema (2, 3,5, 8) (Exem-
plo 2.12), de 8 varidveis de estado, algo que apenas tinha sido possivel ao fim de vinte horas,
com a abordagem mais geral (D1).

O novo conjunto D2 foi escolhido com as dependéncias estritamente necessarias para que
todos os problemas do conjunto de teste continuassem a ser resolvidos com inteiro sucesso.
Assim, embora tenhamos obtido, com o conjunto de dependéncia mais simples, as mesmas
simetrias e leis de conservacao para todos os 22 problemas, nada nos garante que este novo
conjunto evidencie o mesmo desempenho em novos problemas que se venham a apresentar.
Nao eliminando por inteiro esta incerteza, as possibilidades de sucesso com problemas novos
serao certamente maiores se o critério de escolha do conjunto de dependéncias para os gerado-
res nao estiver condicionado a qualquer grupo restrito de problemas. Por isso, consideramos
um terceiro conjunto de dependéncias, denotado por D3, que pensamos ser menos redutor que
o anterior: T'(t), X(¢,x), U(t,u), ¥(t,7). Com estas novas dependéncias, é agora possivel
obter as simetrias do problema (2,3,5,8) em menos de quarenta e cinco minutos; e continua
ainda a ser possivel obter as mesmas leis de conservacao para todos os 22 problemas estuda-
dos. Ainda que em trés deles (Exemplos 2.4, 2.15 e 2.16) os geradores infinitesimais tenham

sido diferentes, uma vez que a solucao geral que tinha sido encontrada para o gerador U de-
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pendia das varidveis 1, as leis de conservagao correspondentes acabam por ser exactamente as
mesmas, dado que as leis de conservagao Noetherianas (2.19) dependem apenas dos geradores
TelX.

Por fim, repetimos o estudo para um conjunto ainda mais restrito de dependéncias (D4 ):
T(t), X(x), U(u), ¥(¢p). Como seria de esperar, o tempo de processamento sofreu uma
reducao adicional (no problema (2,3, 5,8) passou de 44'16” para 28'21”), mas neste caso nem
todas as familias de leis de conservagao sao obtidas. Para quatro dos problemas — Exemplos
2.6, 2.7, 2.8 e 2.20 — apenas foram obtidos casos particulares das familias completas das leis

de conservagao.

Para resumirmos a influéncia que as diferentes dependéncias dos geradores tém na
eficiéncia do procedimento Symmetry, mostramos na Tabela 2.1 o tempo gasto pelo pro-
cedimento na determinacao das simetrias variacionais para os trés problemas da geometria
sub-Riemanniana mencionados: Exemplos 2.10, 2.11 e 2.12. Os trés problemas admitem
duas varidveis de controlo e o mesmo Lagrangeano, mas um ntmero diferente de varidveis de
estado, respectivamente, 3, 5 e 8. Podemos assim classifica-los, quanto a sua resolucao, de

complexidade média, elevada e muito elevada.

Dependéncias | n° EDPs* | prob. (2, 3) | prob. (2, 3, 5) | prob. (2, 3, 5, 8)
D1 m+2n+1 104" 30'34" 20R07'12"
D2 n+1 5" 126" 51/28"
D38 n+1 4" 109" 44'16"
Dy n+1 2" 38" 28'21"

*

n = n° de varidveis de estado; m = n° de varidveis de controlo.

Tabela 2.1: Tempos de execugao do procedimento Symmetry para os trés problemas da ge-
ometria sub-Riemanniana (Exemplos 2.10, 2.11 e 2.12) e para diferentes dependéncias dos
geradores infinitesimais: D1 — [T(¢,x,u, ), X(¢,x,u,v), U(t,x,u,v), ¥(t,x,u,)]; D2 — [T(t),
X(t,x), Uu,9), T()]; DI~ [T(t), X(t,x), U(t, w), ¥(t,9)); D4 — [T(1), X(x), Ulw), T()].

VerificAmos que, dos quatro conjuntos de geradores estudados, apenas com o D4 nao
foi possivel obter, com total generalidade, todas as leis de conservacao Noetherianas dos
vinte e dois problemas considerados. Dos restantes, o conjunto D3 (T'(t), X(t,x), U(t,u),
W(t,1p)) parece ser aquele que proporciona um melhor compromisso: apresenta os melhores
tempos de execugao, entre os geradores que permitem obter as familias completas das leis
de conservacao dos problemas estudados; a velocidade de execucao é incomparavelmente

maior que a verificada com os geradores D1; e, quando aplicado a um qualquer problema



2.5 Computacao algébrica das simetrias e leis de conservagao 41

arbitrario, dar-nos-a certamente mais garantias de sucesso do que o conjunto D2. Pelas razoes
apontadas, que se prendem fundamentalmente com questoes de eficiéncia, entendemos passar
a usar preferencialmente o grupo de geradores D3 para representar as simetrias variacionais
de problemas do controlo 6ptimo. Considerando (t,x) a versao reduzida das dependéncias
para o termo de gauge, G(t,x), o novo sistema de EDPs que teremos de resolver, com vista

a obtermos as simetrias variacionais, tem agora uma forma mais compacta (cf. (2.23)):

OH oOH oOH oOH oT oX 0G
T+ L X4 U4+ — W T =
o Tox T on " Tap YT at ot 0 22
oX 0G )
T T Ridniey g
vty 0x ox 0

Assim, o procedimento Symmetry passou, por defeito, a determinar as simetrias vari-
acionais na forma D3 ({T'(t),X(t,x),U(¢t,u), ¥(¢,4)}), com termo de gauge G(t,x), ou
seja, sempre que nenhuma indicagao seja dada em contrario, o Symmetry resolve o sistema
(2.24). Contudo, com recurso a parametros opcionais, mantém-se a possibilidade de determi-
nar simetrias com os outros geradores e termos de gauge: com o argumento opcional alldep,
mantivemos-lhe a capacidade de encontrar simetrias para geradores e termo de gauge com
todas as dependéncias previstas inicialmente (D1); e com o argumento opcional mindep temos
também a possibilidade de usar o minimo de dependéncias (D4).

Fazemos notar que com a nova classe de geradores (D3), T e X nao sao fungoes de u,
deixando por isso de ser necessario assumir que as variaveis de controlo u sejam fungoes
suaves (cf. (2.20)). Este é também um importante ganho que obtemos com a redugao das
dependéncias.

Na Tabela 2.2 mostramos os tempos despendidos na obtencao das simetrias variacionais
do tipo DI (usando a opcao alldep do procedimento Symmetry) e D3 (usando o esquema
de resolugao adoptado por defeito pelo procedimeto Symmetry), para todos os 22 problemas
estudados (Exemplos 2.1-2.12, 2.14-2.23). Como facilmente se percebe, o uso de geradores
com um menor numero de dependéncias, conduz efectivamente a uma redugao drastica do
tempo de processamento. Para os problemas estudados, o uso do conjunto de geradores D3,
permitiu chegar aos mesmos resultados, num tempo total de processamento que diminui para

cerca de 3.6% do despendido com o conjunto D1I.

2.5.2 Outras funcionalidades desenvolvidas

Adicionamos ao nosso package de funcoes, um novo procedimento Maple, com o nome PMP
s ) ) )
que se destina a implementar o Principio do Maximo de Pontryagin nao conservativo (Teo-

rema 2.1 com o sistema Hamiltoniano substituido pela sua versao nao conservativa — De-
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Ex. 2.1 22| 23 24 25| 2.6 2.7 2.8 29| 2.10 2.11
D1 27 | 113" | 17| 6417 | 6'42" | 47 | 2447 | 25" | 1'14” | 1/04” | 30'34"
Dg 0// 5// 0// 18/1 17// 1// 1 1// 3// 5// 4// 1/09//
Ex. 212 | 214 | 2.15 | 216 | 2.17 | 218 | 219|220 | 221 | 222 2.23
D] 20h7/ 8// 17// 6/42// 1// 1// 4// 2// 1// 1// 5//
D3 44/16// O// 3// 16// 0// 0// 1// O// 0// 0// 1//

Tabela 2.2: Tempos despendidos pelo procedimento Symmetry na obtencao das simetrias
variacionais do tipo DI — [T(t,x,u,v), X(t, x,u, ), U(t,x,u, ), ¥(t,x,u,¥)], e D3 — [T(t),
X(t,x), U(t,u), ¥(t,4)], para todos os 22 problemas estudados (Exemplos 2.1-2.12, 2.14-2.23).

finicao 2.4).3 O procedimento PMP ¢ de grande utilidade pratica, no tratamento de problemas
concretos do controlo éptimo e do calculo das variagoes — varios desses problemas podem
ser encontrados no conjunto de exemplos apresentados em §2.6 e §2.7.1. Admite os seguintes
parametros de entrada: o Lagrangeano L e o vector velocidade ¢, que em conjunto definem
o problema de controlo 6ptimo (2.1)—(2.2) e o respectivo Hamiltoniano H; a resultante das
forgas externas nao conservativas, caso estejam presentes; e argumentos opcionais que permi-
tem definir o tipo de resultado devolvido. Dependendo dos argumentos opcionais escolhidos,
o resultado produzido pode tomar trés formas distintas: o valor das extremais (ndo conserva-
tivas) de Pontryagin; as equagoes do sistema Hamiltoniano (nao conservativo) e da condigao
de estacionaridade; ou, ainda, o valor da funcao Hamiltoniana. Uma descricao mais deta-
lhada do procedimento PMP, tal como dos procedimentos anteriores, pode ser encontrada na
seccao B.2.

Com o intuito de maximizarmos a flexibilidade e abrangéncia dos principais procedimentos
desenvolvidos para o controlo éptimo, dotdmo-los de um nimero consideravel de parametros
opcionais — tal facto pode ser constatado na descricao dos procedimentos Symmetry, No-
ether e PMP, apresentada na seccao B.2. Sendo inquestiondvel o real beneficio que advém
da possibilidade de dispormos desses parametros, pois conferem-nos alguma capacidade de
personalizacao das rotinas em questao, também se percebe que a facilidade de utilizacao das
mesmas resulte algo comprometida. Assim, para um melhor e mais facil aproveitamento das
potencialidades desses procedimentos, nomeadamente por parte de quem nao esteja devida-
mente familiarizado com a sua utilizacao, achamos conveniente enriquecer o package com uma

nova rotina, de natureza gréafica, que designamos por octool e cuja fungao é, basicamente, a

3No package Matlab Cotcot, disponivel em http://www.n7.fr/apo/cotcot, o software ADIFOR (Automatic
Differentiation of Fortran) é também usado para gerar, no caso conservativo, as equagdes do principio do

méximo de Pontryagin [6, 7].
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de servir de porta de entrada para os trés procedimentos principais do package: Symmetry,

Noether e PMP. Trata-se de uma aplicacao escrita com a tecnologia Maplet, a linguagem de

£%2 Computation of Symmetries and Conservation Laws in the Optimal Control

Problem defintion “Symimetries

Lagrangian iL) | 172%u"2 | ] Show time variable [] Al constants Dependences Defaut |
T e—— | [] Show dependences [ Gauge term HINT [+ i)
Independent varlable: ) t_l Last evalugtion time: 00:00:00
State variables () q I o — |
Control variables (u) | u | ;[ MathML view

oriy sstrenals. nornal (2] sbrermia (] [[T=2C t+ Gy X=Cja+ Gy U=-uCy, W= ]

Loed) example problem Mon-conservative | |
|-Pontryagin Maximum Principle- | -Conservalion Laws-
Show tine variable Non-conssrvative forcs | w2 [ Show time variable Non-censervalive force | u'2 |
Extremals in explict form Substitue in resutt | | by | ] Represent Hamitonian by H Substitusin o Law | by
Calculste | [Extremals | Calouiate
(psi(t) = 1/(-t+_ €2}, qit) = z [CL117 (L] 4C[2]) "pod [£) - (~1/27u(t) ~2+pei () Ta(t) ) ¥ (27C[1]7LhC[3
1/0-t+ C2)} 1)+Hint (((Z7CILT™HC[3] ) *diffiq(t) ,£) -CIL1]"q(t)-C[2]) Fuit) 2, t)
= sanst Display in mathiL Format \
Sirnplify ls
Expand subexpressions ...

Figura 2.1: Aspecto da aplicag@ao octool.

programagcao grafica do Maple (desde a versao 8). A rotina octool gera uma interface gréfica
(Figura 2.1) que facilita a interaccao do utilizador com os procedimentos Symmetry, Noether e
PMP. Permite investigar problemas de forma rapida e sem a necessidade de um conhecimento
profundo do tipo de parametros a usar em cada um dos trés procedimentos.

A aplicacgao grafica octool foi integrada, conjuntamente com os procedimentos Maple prin-
cipais (Symmetry, Noether e PMP), num subpackage do CLaws, que denomindmos CLaws[OC].
A documentacao detalhada desse subpackage, incluindo as respectivas definicbes Maple, pode
ser encontrada na secgao B.2 (e o leitor é convidado a experimentar o software, disponivel a

partir de http://www.ipb.pt/~pgouveia/maple.htm).

2.6 Exemplos ilustrativos

Com o intuito de mostrarmos a funcionalidade e a utilidade das rotinas desenvolvidas,
aplicAmos o nosso package Maple a um conjunto diverso de problemas do controlo éptimo
retirados da literatura. Os resultados obtidos atestam a validade dos nossos procedimen-
tos: como se constatard, as rotinas desenvolvidas permitem, em todos os casos, a obtencao
automatica de simetrias variacionais e leis de conservagao gerais, que tém como casos parti-

culares, as solugoes encontradas nos trabalhos referenciados.
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A invocacdo dos procedimentos toma as formas Symmetry(L,p,t, z, u, opgoes),
Noether(L, ¢, t, x,u, S, opcoes) e PMP(L, p,t, x,u, op¢oes), e envolve as seguintes entradas:
o Lagrangeano (L), o vector velocidade (¢), o nome da varidvel independente (), a lista de
nomes das varidveis de estado (x), a lista de nomes das variaveis de controlo (u), o conjunto
de geradores infinitesimais (S — o resultado da fungdo Symmetry), e um conjunto adicional
de parametros opcionais que permitem personalizar e expandir as capacidades dos procedi-
mentos. Para um completo entendimento de como usar os respectivos procedimentos e do
significado dos seus parametros, consultar a seccao B.2.

Todo o processamento computacional foi realizado com a versao 10 do Maple, num proces-
sador Pentium Centrino 1.4GHz com 512MB de RAM. No inicio de cada exemplo, é indicado o
tempo de execugao do procedimento Symmetry, no formato [min’seg”]. Pese embora o tempo
de processamento do procedimento PMP nem sempre ser negligencidvel, é o procedimento
Symmetry que envolve maior esforco computacional. Todos os outros comandos Maple sao de

execugao quase instantanea.
Com o comando que se segue, passamos a poder aceder, numa sessao Maple, directamente
aos procedimentos do nosso subpackage CLaws[OC].

> with(CLaws[0C]) ;

[Noether, PM P, Symmetry, octool, odeSymm, split]

Exemplo 2.1 [0'02”/0°00"] Comecemos com a minimizagdo da funcional ff L(u(t))dt, su-
jeita a um sistema de controlo descrito pela equagao ©(t) = @(u(t))x(t). Neste caso deparamo-
nos com um problema muito simples, que envolve apenas uma varidvel de estado (n = 1) e

uma varidvel de controlo (m =1).

Com as definicoes

> 1:=L(u); Phi:=phi(u)*x;

I = L(u)
d = pua

0 mosso procedimento Symmetry determina os geradores infinitesimais das transformacdes de

tnvariancia do problema do controlo optimo em consideragao:
> Symmetry(1,Phi,t,x,u, alldep,showdep);
[T (t7 x,u, ¢) = 027 X (t7 z,u, ¢) = 01.13, U (ta Z,u, ¢) = 07 v (ta x,u, ¢) = _¢ Cl]

(Cy e Cy sao constantes arbitrdrias). Como usdmos o parametro alldep, os geradores foram
calculados assumindo-se todas as dependéncias possiveis (t,z,u,) — i. e. resolvendo o

sistema (2.23). Com o resultado que se seque
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> Symmetry(1l,Phi,t,x,u, showdep);
[T<t) = 027 X(t,l‘) = C]ZE7 U(t7u) = Oa \I](t?'(/}) = _Cl w}

constatamos que, mesmo usando um conjunto mais restrito de dependéncias — de que resulta
o sistema (2.24) —, a solu¢ao obtida para o conjunto de geradores nao se altera. Sendo esta
uma caracteristica da maior parte dos problemas estudados, apenas voltaremos a considerar
o conjunto de dependéncias mais alargado nos exemplos onde se venha a justificar, ou seja,

naqueles em que se obtenham solucdes distintas para os dois tipos de geradores.
A familia de leis de conservagao associada aos geradores obtidos € facilmente encontrada
pelo nosso procedimento Noether:

> Noether(1,Phi,t,x,u,%, showt);

Cra(t)ip(t) — (VoL (u(t)) + () (u(t)) z(t)) C2 = const

A lei de conservagdo depende de dois pardmetros, as constantes de integracdo. Uma vez
que o problema € auténomo, o facto do Hamiltoniano H = oL (u(t)) + ¥ (t)p (u(t)) z(t) ser
constante ao longo das extremais € uma consequéncia directa da propriedade (2.8). Com as

substituicoes
> subs(C[1]=1,C[2]=0, %);
x(t)y(t) = const

obtemos a lei de conservagao descrita em [102, Example 4].

Exemplo 2.2 [0'05"] Consideremos agora o sequinte problema:

b
/ (ul(lt)2 + UQ(t)Q) dt — min,

Z1(t) = uyi(t) cosxs(t),
i‘g(t) = U1 (t) sin .’Eg(t),
SL“g(t) = UQ(t),

onde o respectivo sistema de controlo serve de modelo a cinemdtica de um automdvel [65,
Ezample 18, p. 750]. Neste caso, o problema de controlo éptimo tem trés varidveis de estado
(n = 3) e duas de controlo (m = 2). A lei de conserva¢ao para este exemplo, e para todos os
que se sequem, € obtida pelo mesmo processo que foi sequido no exemplo anterior.

> L:=u[1]~2+u[2]°2; phi:=[ul1]*cos(x[3]),ul1]l*sin(x[3]),ul2]];

2

L U12 =+ U9

p = [ul COS (1’3) , U1 sin (xS) ,UQ]

> Symmetry(L, phi, t, [x[1],x[2],x[3]1]1, [ul1],ul2]1);
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[T =Cy, X1 = —Ciaz +C3, Xy =Crx1 + Cy, X3=0C,
Uy =0,U;=0,9; =—-Citpa, ¥y =Cr1), ¥3=0]

> Noether(L, phi, t, [x[1],x[2],x[3]1], [ul1],ul2]], %, showt);

(=Crxa(t) + C3) P1(t) + (Crwy (t) + Cy) ha(t) + Creba(t) — (1/)0 (u1(£)? + ua(t)?)
+ u (t) cos (z3(t)) ¥1(t) + ui(t) sin (x3(t)) Pa(t) + us (t)’(/Jg(t)) Cy = const

A lei de conservagao resultante depende de quatro pardmetros. Com as substituices Ch = 1

e Uy = (C3 =Cy =0 obtém-se, com base no Teorema 2.3, a lei de conservacdo
> subs(C[1]=1,C[2]=0,C[3]=0,C[4]1=0, %);

—x9(t)Y1(t) + 21 ()2(t) + 3(t) = const

que corresponde ao grupo de simetrias das isometrias planares (que preservam a orienta¢do)

dadas em [65, Example 18, p. 750].

Exemplo 2.3 [0'00”] Voltemos a um problema escalar (n =m =1):

/b Oy (t)dt — min,  @(t) = ta(t)u(t)?.

a

> L:=exp(t*x)*u; phi:=t*x*u”2;
tx
p = tlru
> Symmetry(L, phi, t, x, u, showt);
[T = —tC1, X = Cra(t), U = Cru(t), ¥ = —(t) C4]
> Noether(L, phi, t, x, u, %, showt);

Cra(t)v(t) + (woem(t)u(t) + ¢(t)tx(t)u(t)2) tCy = const
Fizando C1 =1

> expand(subs(C[1]=1, %));
2 () (t) + thoe®Ou(t) + (t)t2ax(t)u(t)? = const

obtém-se a lei de conservagao demonstrada em [99, Example 1].



2.6 Exemplos ilustrativos 47

Exemplo 2.4 [0'18"/6'41"] Consideremos agora um problema com quatro varidveis de estado

(n =4) e duas de controlo (m = 2):

t) (z1(t)% 4+ 22(t)?) + u(t),
t) (z1(6)% + z2(t)?) + ua(t),

NN N N
8
ok

—~ o~ —

> L:=u[1]"2+u[2]"2; phi:=[x[3],x[4],-x[1]*(x[1]"2+x[2]"2)+u[1],
-x[2]*(x[1]~2+x[2]~2)+u[2]];

L U12 +U22

o [xg,x4, —z (1;12 + xzz) + ug, —x (x12 + xzz) + uz]

> Symmetry(L, phi, t, [x[1],x[2]1,x[3],x[4]1]1, [ul1l,ul2]11);

[T =Cy, X1 =—Chas, Xo =Ciz1, X3 =—Cra4, X4 = Cius,
Uy = —Chusg, Uy = Cruy,
Uy = —Chipg, Yo = Cithy, V3 = —Ciely, Yy = Cr1)3]

Como sabemos, este conjunto de solugoes foi obtido considerando as seguintes dependéncias
para os geradores: {T(t),X(t,x),U(t,u), ¥(t,)}. Neste caso particular, se optarmos por
usar todas as dependéncias possiveis {T(t,x, w, ), X(t,x,u,), U(t,x,u,v), ¥(t,x, u,ip)}
(argumento adicional alldep), chegamos a um conjunto de geradores algo diferente

> Symmetry(L, phi, t, [x[1],x[2],x[3]1,x[41], [ul1],ul2]], alldep);

[T =Cs, X1 = —Ciz2, Xo =Ci21, X3 = —Chi24, X4 = Ci23,

B 1 (C3+Ch)iy B 1 (C3+Ch)s
Ui = Csug + 5 7 , Uy = —Cauy 5 7 )

Uy = ~Cithy, o = Cutpy, Wy = —Cuthy, Wy = Ciis]

Porém, como podemos constatar, a diferenca reside apenas nos geradores das transformagoes
das varidveis de controlo (U). Por isso, ambas as solugoes conduzem ¢ mesma lei de con-

servacdo, uma vez que esta apenas depende de T e de X,
> LC:=Noether(L, phi, t, [x[1],x[2]1,x[3],x[4]1]1, [ul1l,ul2]], %, H);
LC = —0133‘2’(?1 + 0133‘1’(?2 — 011‘4’(/)3 + 01$3¢4 — HC5 = const

com o Hamiltoniano H dado por
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> H=PMP(L, phi, t, [x[1],x[2],x[3]1,x[4]1]1, [ul1],ul2]], evalH);
H =t (ur? + us?) + tras + thoza + 3 (—a1 (212 + 222) +u1)
+1py (—22 (212 + 227) + u2)
As substituicdes
> subs(C[1]=1,C[2]=0, LC);
—zo + 2102 — T4ths + T34 = const

conduzem-nos a lei de conservagao fornecida em [106, Example 5.2].

Exemplo 2.5 [0'17"] Vejamos um outro problema comn =4 e m = 2:

> L:=u[1]"2+u[2]"2; phi:=[ul1]*(1+x[2]),ul1]*x[3],ul2],ul1]*x[3]"2];

L

2 2
U1” + uo

® [y (14 x2) , w13, Uz, ug 237

> Symmetry(L, phi, t, [x[1],x[2],x[3],x[4]1], [ul1]l,ul2]11);

2 2 2 1
T= §01t+027 X1 =Ciz +Cy, Xo = gcl + 301@7 X3 = gclx?ﬂ

1 1
Xy =Cizy+C5, Uy = -3 u1Ch, Up = —3 Chug, ¥ = =C191,

2 1
Wy = —2 Oy, Wy = — Cig, Uy = —Cith

> LC:=Noether(L,phi,t, [x[1],x[2],x[3],x[41], [ul1]l,ul2]], %,H,showt);

LC = (Chay (t) + Cy) ¥ (t) + (2 Ch + % Cle(t)) Pa(t) + éClxs(th(ﬂ
+ (0133‘4(t) + C3) ¢4(t) - H <§ Cit+ CQ) = const

> H:=PMP(L, phi, t, [x[1],x[2],x[3]1,x[411, [ul1l,ul2]], evalH, showt);
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H = (ur () + uz(t)?) + 1 (Hur () (14 z2(t)) + Y2 (H)ur (£ w3 () + s (t)us(t)
+pa(t)ur (t)w3(t)*

Com as substituicoes

> subs(C[1]=3,C[2]=0,C[3]=0,C[4]=0, LC);

3z1(t)Y1(t) + (2 + 222(t)) Y2(t) + 23(H)Ps(t) + 3xa(t)Pa(t) — 2 (% (ur(t)® + ua(t)?)

+P1()ur(t) (1 + 22(t)) + Pa(t)ur (t)zs(t) + Ya(t)uz(t) + ¢4(t)ul(t)$3(t)2>t = const

consequimos a lei de conservagao obtida em [106, Example 5.3].

Exemplo 2.6 [0'01"] Dado o problema

obtém-se, sucessivamente,

> L:=u"2; phi:=[1+y~2,u];

L = 2

¢ = [1+¢°

> Symmetry(L, phi, t, [x,yl, u);

1 1 1
l:T: 501754’027 X, = —§Clt+01$+03, Xo = zCly,

1 1
U= _chu’ U, =—-Ci¢y, ¥y = ~1 Cﬂl)z]

> LC:=Noether(L, phi, t, [x,y], u, %, H, showt);
1 1 1
LC = (—2 Cit + Crz(t) +Cs) bi(t) + 7 Cry(t)ye(t) — H (2 C1t+02> = const
> H:=PMP(L, phi, t, [x,yl, u, evalH, showt);

H = ou(t)? + 1 () (1 +y(t)*) + Yo (t)u(t)

Com as substituicoes

> subs(C[1]=-4,C[2]=0,C[3]=0, LC);
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(28— 4a(t)) 1 () — y(O)a(t) +2 (You(t)? +vn(t) (L+y(H)%) + dal)u(t)) t = const

chega-se a lei de conservagao demonstrada em [106, Example 6.2].

Exemplo 2.7 [0'11”] Considere-se um problema de tempo minimo (T — min <

fOT 1dt — min), com sistema de controlo:

1(t) = 1+ z2(1),
ia(t) = z3(1),

E3(t) = u(t),

4(t) = x3(t)* — wa(1)?

Em Maple temos:
> L:=1; phi:=[1+x[2],x[3],u,x[3]"2-x[2]"2];
L =1
Y = [1+1}2,$3,U,$32 _x22]

> Symmetry(L, phi, t, [x[1]1,x[2]1,x[3],x[4]], u);

7= Xi= (30 5O ) 14§ Can O Xa= 5 Cut g Cara
1
X3 = ) Coxz, Xy = —Cit + Cray + Chay + Cs,
1 1 1 1

> LC:=Noether (L, phi, t, [x[1],x[2],x[3],x[4]], u, %, H, showt);

LC = ((—; Cy— ;Cl> t+ %ngl(t) + c4> Ui ()
+ (; Ci+ ;cm(t)) Ua(t) + % O ()05()

+ (=C1t + Crz1(t) + Camy(t) + C3) 4(t) — HC5 = const
> H:=PMP(L, phi, t, [x[1],x[2]1,x[3],x[4]]1, u, evalH, showt);

H =g + (L+ 2a(8) 1 (t) + 23(t) b2 (t) + vs(t)u(t) + (ws3(t)* — z2(t)%) 1a(t)

Escolhendo valores apropriados para as constantes,

> subs(C[1]=0,C[2]=2,C[3]=0,C[4]=0,C[5]=0, LC);
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(=t +21(t)) Y1(t) + 22 (t)Y2(t) + 23(8)Y3(t) + 224(t)Ya(t) = const

obtém-se a lei de conservagdo demonstrada em [106, Example 6.3].

Exemplo 2.8 [0/03"] Segue-se um outro problema de tempo minimo, com sistema de controlo

dado por

> L:=1; phi:=[1+y~2-2"2,z,u];

L =1

I
=
_|_
<
no
|
N
\‘l\D
\’N
e

¥

\4

Symmetry(L, phi, t, [x,y,z], w);

1 1
T=0Cy X1=-Cit+Cix+C3, Xo = 3 Cry, X3 = 50127

1 1 1
U= 501% Uy = —-Ci¢, ¥y = —3 Ci1)g, U3 = — 501%

> LC:=Noether(L, phi, t, [x,y,z], u, %, H, showt);
LC = (~Cat + Cyz(t) + Cs) ba(t) + 5 Cuy(t0ha(t) + 5 Cre(t)hs(t) — HCy = const
> H:=PMP(L, phi, t, [x,y,z], u, evalH, showt);
H = 1o + (1) (L+y(t)? — 2(1)?) + v2(t)2(t) +s(t)u(?)
As substituicoes
> subs(C[1]=2,C[2]=0,C[3]=0, LC);
(=2t +22(t) ¥1(t) + y(O)2(t) + 2(t)¢s(t) = const

conduzem-nos a lei de conservagao obtida em [106, Example 6.4].
Ainda que neste caso nao seja possivel obter, com o nosso procedimento PMP, uma forma
explicita para as extremais, neste, como em muitos outros problemas, consegue-se obter uma

expressao para as extremais fazendo uso do parametro opcional explicit.

> extremais:=PMP(L, phi, t, [x,y,z], u, showt, explicit): nops([extremais]);
2

> extremais[1];
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{x(t) = /(//u(t)dt + Kgdt)z +2 //u(t)dt + KsdtKy + K* — (/u(t)dt)2

—z/ﬁamu@_wg%u+t+Kby@y://ﬁumr+Kyu+K%

() = [ultnde+ Ko, ult) = u(0), ¥1(6) = 0, 4al6) =0, ba(t) = o}
> extremais[2];

1 1 1
{x(t) =——= (4 Kot + Kg? ( cos(t) sin(t) + = t) +2Kj sin(t)?K,
1K, 2 2

1 1 1 1

+K,? (2 cos(t) sin(t) + 3 t> — K3? (2 cos(t) sin(t) + B t)

~ Kj cos(t) — Ky sin(t)
2K, :

K, <_; cos(t) sin(t) + ;t)) + Ky, y(t) =

K3 sin(t) + K, cos(t) K3 cos(t) — K sin(t) i (t) = K.
_ _ s 1 = 2

¢
2K, » ult) 2K,

Ua(t) = Ky sin(t) + K, cos(t), ¥s(t) = o}

z(t)

Conseguimos confirmar a validade da lei de conservagdo obtida, ao longo deste sequndo con-
junto de extremais, por aplicagdo directa da defini¢ao de lei de conservagao:
> simplify(subs(extremais[2], LC));

1
4Ky

(—401](1 KQQ — 403K22 —|—4CQK22 +4ng0K2 + CgKgQ + C1 K3 K4 + CQK42) = const

Finalizamos este conjunto de exemplos com a aplicagao do suppackage CLaws[OC] a cinco
importantes problemas das geodésicas da geometria sub-Riemanniana. Para um estudo apro-

fundado das simetrias das distribuigoes planares da geometria sub-Riemanniana, consultar
[90].

Exemplo 2.9 (Problema (2,2,3) — Martinet) [0'04”/0'05"] No problema (n = 3, m =
2)

/ b (u1(t)* + uz(t)?) dt — min,

i’l(t) = ul(t),

, us(t)
To(t) = ————, eR,
20 = T an® “
3(t) = 22(t)*ui (¢),
consideram-se duas situagoes distintas: « = 0 (problema Martinet da geometria sub-

Riemanniana para o caso planar — ver [8]) e a # 0 (caso nao planar).

Problema planar (o = 0):
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> L:=u[1]"2+u[2]"2; phi:=[ul1],ul2],x[2]"2*u[1]];

L U12+U22

p = [Ul, U2,$22U1]

v

Symmetry(L, phi, t, [x[1],x[2],x[3]1], [ul1],ul2]11);

2 1 1
{T = §C1t+027 Xy = §C1$1 +Cy, Xo = 3 Crxy, X3 = Chaz + Cs,
1 1 1 1
U, = —g u101, Us = *g Crug, ¥y = *g Cl'l/)la Uy = *g CIQ/JZ, Vs = Cld’S]
> LC:=Noether(L, phi, t, [x[1],x[2],x[311, [ul1],ul2]]1, %, H, showt);

LC = (; Clxl(t) + C4> ¢1(t) + %C]xQ(t)wQ(t) + (Cl.’tg(t) + Cg) ¢3(t)

2
—H (3 CltJng) = const

\

H:=PMP(L, phi, t, [x[1],x[2],x[3]], [ul1],ul2]], evalH, showt);

H =g (ur(t)? + ua(t)?) + 1 () () + Po(t)ua(t) + s (t)a(t)*us (t)

Com as substituicoes

> subs(C[1]=3,C[2]=0,C[3]=0,C[4]=0, LC);

z1(O)P1(t) + 22(D)Y2(t) + 3z3(D)Ps(t)
-2 ('(/JO (Ul (t)Q + us (t)Q) + (t)m (t) + ’(/Jz(t)’LLQ (t) + 3 (t)l‘g (t)2u1 (t))t = const

chega-se a lei de conservagao primeiramente obtida em [99, Example 2].

Problema nao planar (a # 0):
> L:=ul[1]"2+u[2]"2; phi:=[u[1],u[2]/(1+alpha*x[1]),x[2]"2*u[1]];
L= U12 + 'LL22

U2

2
T, T2 uUx
14+az’

@ = |Uq,

> Symmetry(L, phi, t, [x[1],x[2],x[3]1], [ul1l,ul2]]): simplify(%);
[T'=2Cqt+ Ciy, X1 =Cr(a™! + 1), X3 =0, X3 = Cras + Cio,
Uy = —Cruy, Uy = —Crug, U1 = —Cripy, Wy =0, ¥y = —Cri)s]

> LC:=Noether(L, phi, t, [x[1],x[2],x[3]1], [ul1]l,ul2]], %, H, showt);
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LC = 07(04_1 + $1<t))w1(t) + (C7$3(t) + 010) 1/)3(t> —H (2 C7t + 011) = const

> H:=PMP(L, phi, t, [x[1],x[2],x[3]1], [ul1],ul2]], evalH, showt);

H = o (0 + ua(t)?) + w1 000 + 1202 a0 ()00

ComC’7:1 6010:C11:0,

> subs(C[7]=1,C[10]=0,C[11]=0, LC);

(™t 2 () 1 (1) + a5(B)s(t)
ua(t)uba(t)

-2 (wo (ur(t)? 4+ u2(t)?) + ur ()1 (t) + Ttan() + mg(t)2u1(t)¢3(t)> t = const

obtém-se a lei de conservagdo demonstrada em [100, Example 2.

Exemplo 2.10 (Problema (2,3) — Heisenberg) [0'04”] O problema (2,3) de Heisenberg

pode ser formulado como se seque:

Taimanov [98] provou que o problema € completamente integrdvel, descobrindo trés leis
de conservacao independentes. FEssas leis de conservacdo podem ser facilmente obtidas com

08 nossos procedimentos Maple.

> L:=1/2x(ul[1] "2+ul2]"2);
> phi:=[ul1], ul2], ul2]*x[1]];

1 1
L = 5“12 + 5’1,622

Y = [U17U2,U21’1]

> Symmetry(L, phi, t, [x[1],x[2],x[31], [ul1]l,ul2]11);
[T =2Cot+Cs5, X1 = C1 + Coxy, Xo = Cozp + Cs, X3 = Crap + 2Chzs + Cy,
Uy = —Cauy, Uy = —Chug, Wy = —Catpy, Uy = —Cothy — 13C1, Vg = —2 Cats]

Nao € dificil demonstrar que o problema ndo admite extremais anormais; assim, podemos,

sem qualquer perda de generalidade, fixar 1y = —1.
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> LC:=Noether(L, phi, t, [x[1],x[2],x[3]1]1, [ul1],ul2]], %,H);

LC := (C1 4 Caz1) Y1 + (Coxg + C3) 2 + (Crze + 2 Coxs + Cy) 3
—H (2C5t + C5) = const

onde H € o Hamiltoniano dado por:
> Hamilt:=PMP(L, phi, t, [x[1],x[2],x[3]], [ul1],ul2]], psil[0]=-1,evall);

1 1
Hamilt := —3 u? — 3 ug? + P1u1 + Yous + Y3usTy

De modo a eliminarmos as varidveis de controlo da expressao anterior (Hamiltoniano), deter-
minamos os seus valores (u1(t),u2(t)) a partir da condigao de estacionaridade (2.7), a qual

pode ser obtida por intermédio do nosso procedimento PMP.
> PMP(L, phi, t, [x[1],x[2]1,x[3]11, [ul1]l,ul2]], psil0]=-1, evalSyst)[3];
{—ug + 2 + Y321 =0, —us + ¢, =0}
> solve(%,{ul1],ul2]1});
{uz = 2 + P31, up =1}
> H=expand (subs (%, Hamilt));
1 2 1 2 1 2 2
H = §¢1 +§1/J2 + otpzry + 5% 1

Da familia de leis de conservacao que obtivemos, facilmente extraimos trés leis de conservacgao
independentes. Bastar-nos-d fizar, sucessivamente, uma das constantes a um valor diferente
de zero, e atribuir a todas as restantes o valor zero:

> subs(C[4]= 1, seq(C[i]=0,i=1..5), LC);
> subs(C[1]= 1, seq(C[i]=0,i=1..5), LC);
> subs(C[5]=-1, seq(C[i]=0,i=1..5), LC);

13 = const

To3 + 1 = const

H = const

A primeira e a dltima sdo leis de conservacgao triviais do problema, como facilmente se de-
preende, respectivamente, da aplica¢éo do sistema adjunto (2.4) — se o Hamiltoniano nao
depende de uma determinada varidvel de estado x;(t), entdo ¥;(t) = 0; e do facto do pro-
blema ser auténomo, como jd explicado no Exemplo 2.1. A lei de conservagdo que faltava

para resolver o problema, xotbs + 11 = const, foi obtida em [98].
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Exemplo 2.11 (Problema (2,3,5) — Cartan) [1'09”] O problema de Cartan (2,3,5)

pode ser formulado como se seque:

A integrabilidade do problema foi recentemente estabelecida em [90], recorrendo a cinco
leis de conservacdo independentes, facilmente determindveis se usarmos o nosso package de

funcgaes.

> L:=1/2x(ul[1]"2+u[2]"2);
> phi:=[ul1], ul2], uwl2]*x[1], 1/2*ul[2]*x[1]1°2, ul[2]*x[1]1*x[2]1];

1
L = *U12 + *’LL22
2 2
1 2
Y = U17U27U2I1,§U2$1 y U2X1T2

> Symmetry(L, phi, t, [x[1],x[2],x[3]1,x[4],x[5]], [ul1l,ul2]11);

2 1 1 2
T = 501t+c4, X1 = §C1$1, Xo = §01$2 +Cs, X3 = gCIxS + Cs,
1 1
Xy =Crxy +Cs, X5 = Cozz + Cras + C3, Uy = -3 Ciuy, Uy = -3 Crug,
1 1 2
v, = -3 Ciipr, Uy = —3 O, W3 = —3 Ciipg — Cotps, Wy = —Chipy, U5 = —011/}5]

> LC:=Noether(L, phi, t, [x[1],x[2],x[3],x[4],x[5]1]1, [ul1]l,ul2]], %,H);

1 1 2
LC = g Crxyp + (CQ + g C’la:2> o + (3 Cixs + C@) s + (Cll‘4 + 05) N
2
+ (Cazxg + Cras + Cs) s — H (3 Cit + 04) = const

O Hamiltoniano tem a forma

> Hamilt:=PMP(L, phi, t, [x[1],x[2],x[3],x[4],x[5]], [ul1]l,ul2]], psil[0]=-1, evalH);

1 1 1
Hamilt := 3 uy® — > ug® 4+ h1ug + Paus + Pauswy + 5 Yausmi® + Ysusrr T2

podendo os controlos extremais ser obtidos através da condi¢do de estacionaridade (2.7).
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> PMP(L,phi,t, [x[1],x[2],x[3]1,x[4],x[51], [ul1],ul2]], psil0]=-1, evalSyst)[3];
{—m +1p1 =0, —us + o + Y321 + %wm? + hsr1T0 = o}
> solve(%,{ul1],ul2]});
{u1 =91, Uy = Y52172 + Yo + 3T + ;1/)4:r12}

> H=expand(subs (%, Hamilt));
1 2 1 3 I 9 9 o 1 5 4 1 5 5
H= §¢2¢43¢1 + Yoth3my +§1/)3$1 ¢4+§¢5 1 T2" + g% z1 +§¢3 x1

1 1 1
+5 Pa® + 3 1% 4 s Taths + 3 Y513 T9hy + P51 T2

As cinco leis de conservacdo que procuramos sdo facilmente extraidas da familia de leis de

conservacao anterior:

> subs(C[6]= 1, seq(C[i]=0,i=1..6), LC);

> subs(C[5]= 1, seq(C[i]=0,i=1..6), LC);

> subs(C[3]= 1, seq(C[i]=0,i=1..6), LC);

> subs(C[2]= 1, seq(C[i]=0,i=1..6), LC);

> subs(C[4]=-1, seq(C[i]=0,i=1..6), LC);
13 = const
Py = const
5 = const

o + Y513 = const

H = const

Concluindo, para o problema de Cartan (2,3,5), encontrdmos quatro primeiros integrais trivi-
ais: o Hamiltoniano H e os multiplicadores Hamiltonianos s, 14, 5. Com mais o primeiro

integral ndo trivial x3s + 12, o problema pode ser completamente resolvido (ver [90]).

Exemplo 2.12 (Problema (2,3,5,8)) [44'16"] De acordo com os resultados obtidos por Ro-
cha [85], o problema pode ser formulado da sequinte forma:

1

2 .
5 (t) ) dt — min,

Q\
3.
/N
IS
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S~—
o
+
<
)

i (t) = ui(t),

do(t) = us(t),

d3(t) = ua(t)z1(t),

4(t) = Lug(t)ar(t)?,
Z5(t) = ua(t)x1(t)xa2(t),
d6(t) = L ua(t)ar(t)?,
dr(t) = ua(t)ar (t)aa(t),
ds(t) = 3 ua(t)ar (t)ma(t)”
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A integrabilidade do problema é ainda uma questao em aberto [86, 90], mas o nosso package
pode, desde jd, mostrar-nos as oito leis de conservagao independentes que poderdao vir a ser

necessdrias para a resolucdo o problema.

> L:=1/2x(u[1]"2+u[2]"2);

> phi:=[ul1], ul2], wl2]*x[1], (u[2]/2)*x[1]1°2, ul2]*x[1]1*x[2], (ul[2]/6)*x[1]"3,
(ul2]/2)*x[1]1"2*x[2], (ul2]/2)*x[1]=*x[2]"2];

> XX:=[x[i]$i=1..8];

> UU:=[ul1],ul2]];

1 1
L = 7u12+7u22
2 2
1 2 1 3 1 2 1 2
p = U, U2, U2x1, 7 U2T1 , U2T1T2, Z U2TL1 , 5 U2T1 X2, 5 U2L1T2
2 6 2 2
XX = [x1,%2,73,24,75,T6, L7, Tg]
UU := [u1, ug)

> Symmetry(L, phi, t, XX, UU, noabn);

T=Cit+Cr, X1 = %Clxl, Xo=0Cs + %Cﬁx% X3 =Ciz3+Cs, Xy = glem + Cs,
X5 = Coxz + g Cizs + C3, Xg =2Ch126 + Cs, X7 = Coxy +2Ciz7 + Cy,

Xg =Cox5+2C128+Cy, Uy = —% u1Ch, Uz = —% Cruz, ¥ = —% Cri1,

Uy = —% Citpa, V3 = —p3C1 — Catps, ¥y = —g Y1C1 — Caihy,

U5 = —; Cips — Coipg, Wo = —2C19p6, W7 = —2C13p7, Vg = =2 017/18]

> LC:=Noether(L, phi, t, XX, UU, %, H, noabn);

LC := %C’lxlwl + (02 + ;Cm) Yo + (Crzg + Cs) Y3 + (3 Cizy + 06> Py
+ (ngg + ;01335 + 03) Y5 + (2C 126 + Cs) g + (Cazg + 2 Crar + Co) 17
+ (Caxs +2Cras + Cy) g — H (C1t + C7) = const
O Hamiltoniano € dado por

> Hamilt:=PMP(L, phi, t, XX, UU, noabn, evalH);

. 1 1 1
Hamilt = —3 ur® — 3 ug® + hrur + PYoug + PYausTy + 3 Yausm1® + Psusar a2

1 1 1
+ 5 Us 1P + 3 us1 w07 + 5 Us 17278

e 0s controlos extremais sao obtidos por intermédio da condicdo de estacionaridade.
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> PMP(L,phi,t, XX, UU, noabn, evalSyst)[3];

1 1 1 1
{—U2 + Yo + Y31 + 5 Yax1® + Pszias + 5 z1°16 + 3 z1° 2207 + 53613?221% =0,—u; +¢ = 0}

> solve(%,{ul1],ul21});

1 1 1 1
{U1 =1, Ug = Ys21T2 + Y2 + Y321 + 3 ez + G x1316 + 3 z12x0thr + 3 a:lngwg}

> H=expand(subs (%, Hamilt));

1 1 1
H= 5 Vo1 22° s + Ys5T1 T2t + Y531 oty + 3 Yorhami® + 3 Y3211y

1 1 1 1 1
+ = 5221 2m0% 4+ = ow130s + < 21 %o s + S 21w + = i P
2 6 8 8 12
1 2156” + 11#22 + 11/J12 + 11#423314 + 1%3314332% + 11#3331233221#8
72 2 2 8 6 2

1 1 1 1
+Z Yax1P w2 s + 1 VYar1 Totr + Porhsay + 1 r1° 223 7ibs + T2 z1°PeT2t7

1 1 1 1 1
+ﬁ z1Mpewo s + 3 Yoz 2217 + 3 VsT1° T2ty + 3 VYsT1° 728 + 3 Ys1 22217

1 1
+5 V3w Pwathy + G V371 g

1
+§ Ps’x® +

As oito leis de conservacdo, de que estamos a procura, podem agora ser facilmente obtidas:

subs(C[8]= 1, seq(C[i]=0,i=1..9), LC);
subs(C[6]= 1, seq(C[i]=0,i=1..9), LC);
subs(C[3]= 1, seq(C[i]l=0,i=1..9), LC);
subs(C[5]= 1, seq(C[i]l=0,i=1..9), LC);
subs(C[9]= 1, seq(C[i]=0,i=1..9), LC);
subs(C[4]= 1, seq(C[i]=0,i=1..9), LC);
subs(C[2]= 1, seq(C[i]l=0,i=1..9), LC);

>
>
>
>
>
>
>
> subs(C[7]=-1, seq(C[i]=0,i=1..9), LC);

13 = const
Py = const
15 = const
g = const
7 = const
g = const

Vo + T35 + 2497 + 2598 = const

H = const

Podemos entao afirmar, com base nos resultados de [85], que o grupo de Lie nilpotente da
geometria sub-Riemanniana do tipo (2,3,5,8) tem sete primeiros integrais triviais: o Hamil-

toniano H e os multiplicadores 13, V4, Vs, g, W7, ¥g. Conjuntamente com o integral nao
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trivial o + x3105 + T437 + T35, aqui obtido pela primeira vez, poderdo vir a proporcionar no
futuro a integracdo completa do problema. Esta mao serd, no entanto, uma tarefa fdcil, dado
que o teorema de Liouville ndo se aplica: o conjunto de primeiros integrais ¢ nao involutivo
(0 paréntesis de Poisson entre 13 e g + 2315 + 4107 + 5108 € diferente de zero). Esta é uma

questdo actualmente em estudo.

Exemplo 2.13 (Problema (2,3,5,8,14)) [79h53'43"] Por fim, para ficarmos com uma
ideia sobre a dimensdo do problema com que o package € capaz de lidar, consideramos,
como dltimo problema da geometria sub-Riemanniana, o problema (2,3,5,8,14), com catorze

varidveis de estado e duas de controlo. Pode ser formulado da seguinte forma:

N | —
N
f=al
/N
<
=
—~
N
N
+
<
)
—~
~
S~—
o
N———
[}
~
z
k=

@1(t) = w(t),

do(t) us(t),

3(t) uz(t)z1(t),

(1) Jua(t)zy(t)*,

o5(t) = uz(t)zr(t)z2(t),

#o(t) = gua(t)ei(t)’,

#r(t) = Fua(t)ei () wa(t),

is(t) = tus(t)rr(t)aa(t)?,

do(t) = Fua(t)wi(t)?,

i0(t) = Lus(t)wi(t)’wa(t),

in(t) = Tus®ri(t)aa(t)?,

E1o(t) Lug(t)z1 (22 (t)?,

i13(t) Lug(t)ws(t)x1(t)?,
| #14(t) = wa(t)ws(t)z1(t)z2(t)

Neste caso, dada a dimensao do problema (14 varidveis de estado), considerou-se, para o
cdlculo das simetrias, o conjunto de geradores com menor nimero de dependéncias (D4:
{T'(t), X(x), U(u), ¥(yp)} — opcao mindep do Symmetry), e usou-se um processador com
maior capacidade de cdlculo®. Mesmo assim, foi necessdrio esperar 2 dias, 10 horas, e alguns
minutos, para que o procedimento Symmetry chegasse a um resultado.

Para evitar sobrecarregar demasiado o texto com expressdes intermindveis — SO a apre-
sentacao do Hamiltoniano ocuparia uma pdgina completa —, destacamos apenas aquele que

nos parece ser o principal resultado obtido: com o nosso package, consequimos encontrar, para

4Excepcionalmente, este problema foi resolvido num Pentium 4 de 3GHz, com 512MB de RAM. O tempo

apresentado reflecte, portanto, essa configuracéo.
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além dos doze primeiros integrais triviais — o Hamiltoniano e os multiplicadores 14, s, ...,
W14 —, o0 primeiro integral s + x4113 + T51h14, certamente, um resultado dificil de conseguir
sem a ajuda do procedimento Symmetry. Note-se que, em analogia com os exemplos ime-
diatamente anteriores, a completa integrabilidade do problema passard, possivelmente, pela
utilizacao de catorze leis de conservagao independentes. Tendo sido encontradas apenas treze

dessas leis, resolvemos encetar algumas tentativas adicionais para encontrar a décima quarta.

Com o esquema inicial que utilizamos, obtivemos uma familia de leis de conservag¢do nao
suficientemente rica para que pudéssemos extrair todos os catorze primeiros integrais inde-
pendentes. Decidimos entao calcular igualmente as simetrias com geradores do tipo D3: ao
quarto dia de processamento (79h53'43") chegdmos a um resultado equivalente, ao conse-
guirmos as mesmas treze leis de conservagdo independentes. Num derradeiro esforco para
obtermos uma familia mais geral de leis de conservacgao, tentdmos ainda as sequintes aborda-
gens: considerdmos geradores infinitesimais na sua forma mais geral (D1 — Symmetry com
a opgao alldep), e tentdmos a resolu¢ao do sistema (2.23), quer pelo método da separa¢ao das
varidveis pelo produto (op¢ao hint="*"), quer usando o esquema de resolu¢io adoptado por
defeito pelo procedimento pdsolve (op¢ao hint=nohint do procedimento Symmetry). Em todos
esses casos, a execugdo do procedimento Symmetry prolongou-se por um tempo indeterminado,
revelando-se incapaz de chegar a qualquer resultado. Assim, a procura da décima quarta lei

de conservacdo, sendo um desafio interessante, terd de ficar para investigacoes futuras.

2.7 Reescrita de um problema do calculo das variagoes como

um problema do controlo 6ptimo

Recuperemos o problema classico do calculo das variagoes com derivadas de ordem superior
(1.1): Jx()] = [P L{t,x(t), %(t), ..., x"(t)) dt.

E um facto bem conhecido que os problemas do calculo das variagoes sao casos particu-
lares dos problemas mais genéricos tratados pelo controlo éptimo (2.1)—(2.2). A técnica que
normalmente se usa para escrever o problema de minimiza¢ao da funcional (1.1) como um

problema do controlo éptimo passa pela introducao de novas funcoes,

Com esta nova notagao, a formulagao do problema equivalente do controlo 6ptimo ¢é imediata

se considerarmos para variaveis de estado as rn varidveis x7, com j =0,...,7 — 1, e para as
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de controlo as n variaveis u:
b
Tox) ()] = [ Lt x(0) u(t) dt — i,

°)  =x(1),

"
~

\

com x(t) = [x%(t), x'(t), x2(t), - - -, xT_l(t)]T. Temos entao o problema geral do calculo das
variagoes convertido num problema do controlo 6ptimo.

Repare-se que para o problema fundamental do célculo das variagoes, o sistema de controlo
toma simplesmente a forma x(t) = u(t), sendo, neste caso, muito ficil de mostrar que o
problema nao admite extremais anormais; sendo, vejamos: para extremais anormais (¢ = 0),
o Hamiltoniano (2.6) toma a forma H = " - u; logo, da condicio de estacionaridade (2.7),
rapidamente percebemos que, nessa situacao, todos os multiplicadores Hamiltonianos serao
necessariamente nulos, o que contraria um dos pressupostos basilares do principio do maximo

de Pontryagin (cf. Teorema 2.1).

2.7.1 Exemplos ilustrativos

Uma vez que qualquer problema do calculo das variagoes pode sempre ser reescrito como
um problema do controlo éptimo, serd legitimo esperar que as rotinas, desenvolvidas para
o controlo 6ptimo, encontrem também aplicacao no contexto classico do calculo das va-
riagoes. Com o conjunto de problemas que se segue, mostramos como as rotinas do sub-
package CLaws[OC|] podem efectivamente ser utilizadas na procura de simetrias variacionais e
leis de conservacao em problemas do cédlculo das variagoes. Nomeadamente, os problemas dos
exemplos da seccao 1.5, sao agora novamente resolvidos com as rotinas do controlo éptimo
— Exemplos 2.14-2.19. Como os problemas do calculo das variagoes nao admitem extremais
anormais, podemos sempre escolher ¢y = —1 (serd com esse propésito que invocaremos os

nossos procedimentos com a opgao noabn).

Exemplo 2.14 (Problema do Exzemplo 1.1) [0'00"] Sequindo a abordagem que referimos, rees-
crevamos o problema do cdlculo das variacoes do Exemplo 1.1, como um problema do controlo

dptimo, usando as sequintes defini¢coes Maple:

> L:=txv"2; u:=v; phi:=u;



2.7 Problemas do calculo das variagoes na forma do controlo 6ptimo 63

L = t?
U = v
p = v

O procedimento Symmetry determina a forma dos geradores infinitesimais que definem as

simetrias do problema:
> Symmetry(L,phi,t,x,u,noabn);
[T =tCy, X = Cy, U =—vCh, ¥ = (]
As leis de conservacdo correspondentes sao entdo obtidas com o procedimento Noether:
> LC:=Noether(L,phi,t,x,u,%, showt,noabn);

LC := Cytp(t) — (—tv(t)® + v(t)y(t)) Cit = const

A semelhanca do que se fez no Exemplo 1.1 — resolvido com os procedimentos computacio-
nais desenhados para o cdlculo das variagoes —, também com estes procedimentos ndo serd
dificil verificar a validade da expressao obtida usando a defini¢io de primeiro integral (uma
fungdo que € preservada ao longo das extremais do problema). Bastar-nos-d determinar o
terno (z(t),v(t),¥(t)) que satisfaca simultaneamente o sistema adjunto (2.4) e a condigdo de
mdzimo (2.5) do principio do mdximo de Pontryagin (Teorema 2.1), e substitui-lo na lei de

conservacao que obtivemos.
> extremais:=PMP(L,phi,t,x,u,showt,noabn);
1 1 K
extremais = {w(t) = Ky, z(t) = 3 Ky In(t) + Ky, v(t) = 3 tg}

O walor de x(t) coincide com a extremal de Euler-Lagrange (Exemplo 1.1). Substituindo as

extremais na lei de conservacao obtem-se, como esperado, uma proposicdo verdadeira:
>expand (subs (extremais,LC));

1
oKy — 1 C1K22 = const

Substituindo apenas v(t) por x(t) (voltando a notagao original) e (t) pelo valor encontrado,

obtemos, como resultado, a familia de leis de conservagdo na notagdo do cdlculo das variagdes:
> subs(v(t)=diff (x(t),t), extremais[1], LC): expand(%);

d 2 d
2 —_ — _— =
CoKy +t°Cy (dt:v(t)> tCh Ko dtm(t) const

> subs(C[1]=-1, C[2]=0, %);
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—t2 gx(t) : +tK. gJc(lf) = const
dt ag

Esta lei de conservagcdao € um caso particular da lei de conservagcao mais geral obtida no
Ezemplo 1.1 — a lei que agora encontramos pode igualmente ser obtida efectuando, na lei mais
geral, as substituicoes K1 =0, K3 =1 e Ko = %Kg. Por isso, para este problema em concreto,
a rotina desenvolvida especificamente para o cdlculo das variag¢des parece ser mais eficaz no
desempenho da sua missdo. FEsse diferente desempenho serd uma consequéncia directa das
simetrias serem calculadas a partir de sistemas de EDPs ndo totalmente equivalentes (sistemas
(1.6) e (2.24) ), uma vez que foi tentado nos sistemas (2.23) e (2.24) o esquema de resolugdo

que se usou no sistema (1.6), sem que se obtivesse a lei de conservagao mais geral.

Exemplo 2.15 (Problema do Exemplo 1.2 — Kepler) [0'03”/0'17"] Neste caso a expressao

do Lagrangeano envolve duas varidveis dependentes (n = 2) sem derivadas de ordem superior

(r=1).

A familia de leis de conservagao € facilmente obtida com o subpackage do controlo éptimo:

> Li= m/2%(v[1]"2+v[2]"2)+K/sqrt (q[1]1"2+q[2]"2); x:=[q[1],q[2]];
> u:=[v[1],v[2]]; phi:=[v[1],v[2]];

1 K
L = —m(u?+v?)+ ——n
2 ( ) Va2 + q?
r = [q1, q]
u = [vg, vg]
o = [v1, vo

> Symmetry(L, phi, t, x, u, noabn);

[T =Cs, X1 =—-Ciq2, Xo = Ciq1, Up = =Chva, Uy = Civg, U1 = —poCh, ¥y = Cr1)4]

A semelhanca do Exemplo 2./, também neste problema podemos obter simetrias ligeiramente
diferentes se optarmos por usar geradores com todas as dependéncias possiveis,

> Symmetry(L, phi, t, x, u, noabn, alldep);

(Ch—Cs) ¢

, U = Chvy + ————,
m

Cy - C
T =Cy, X1 =—Ciq2, Xo = Ciq1, Uy = —Csvz + %

Uy = —Ch, ¥y =Criy

mas, como se pode verificar, sendo os geradores T e X 0s mesmos para ambas as solugoes,

também a lei de conservacdo serd necessariamente a mesma. Assim
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> LC:=Noether(L, phi, t, x, u, %, H, noabn, showt);

LC i= —Ciga(t)¥1(t) + Cras (hin(t) — H Cs = const

com o Hamiltoniano dado por

> H:=PMP(L, phi, t, x, u, evalH, noabn, showt);
H = —1 m (’Ul(t)2 + vg(t)Z) — K + ’(/Jl(t)’Ul(t) + 1/}2(t)7]2(t)
2 q1(t)? + qa2(t)?

Para obtermos a lei de conservacao no formato do cdlculo das variacoes, mecessitamos de

determinar os multiplicadores Hamiltonianos (11(t),¥2(t)), usando a condigdo de estaciona-
ridade

> PMP(L, phi, t, x, u, evalSyst, noabn, showt):
> solve(%[3],{psi[1](t),psil2](t)});

{¥1(t) = mui(t), Pa(t) = mua(t) }
e de substituir, na respectiva lei de conservagao, as expressoes obtidas juntamente com vy (t) =
Ch (t) € V9 (t) = (jg(t).’
> subs(%,v[1] (t)=diff (q[1](t),t),v[2] (t)=diff(q[2] (t),t), LC): expand(%);

d d 1 d 2 d 2
—Cﬂ]z(t)m&(h(t) + Ol(h(t)mach(t) -3 Com (dtql(t)> -3 Com <dt(b(t)>
YK

————— = const
q1(t)% + q2(1)?

FEste € o resultado obtido no FExemplo 1.2.

Exemplo 2.16 (Problema do Ezemplo 1.3) [0/16"/6'42"] O Lagrangeano depende de duas
fungoes (n = 2) e de derivadas de ordem superior (r =2).
Escrevamos o problema na terminologia do controlo éptimo para, de sequida, calcularmos

as suas simetrias:

> L:=v[1]"2+a[2]"2; xx:=[x[1],x[2],v[1],v[2]]; u:=[al1],al2]];
phi:=[v[1],v[2],a[1],a[2]];

L = v?+a?

zz = [x1, X9, V1, Vo)
u = a1, a9]

o = [v1, v2, a1, ag

> Symmetry(L, phi, t, xx, u, noabn);
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[T = QCgt + 047 X, = ngl + 6'57 Xo=Cit+ 3631’2 + CG, X3 = —031)1, Xi=C1+ Cg'UQ,
Uy = =3C3a1, Uy = —apC3, U1 = —Cstpy, ¥y = —3C3¢, VU3 = C1hz, Uy = —1)4C3]

Tal como nos exemplos 2.4 e 2.15, também neste problema o uso de geradores com todas as

dependéncias conduz a valores diferentes para os geradores U.

> Symmetry(L, phi, t, xx, u, noabn, alldep);

[T =2C3t+ Cy, X1 = C321 + C5, Xo =tC + 3C325 + Cg, X3 = —C301,
X4 =C) + Csvy, Uy = =3C3a1 +2Chag — Cotpy, Uy = —Csaz + Cofs,
Uy = —Cs¢y, Wy = =3 C31y, V3 = C1ps, Wy = —C31y]

Mas, mais uma vez, ambas as simetrias geram a mesma lei de conservacgao
> LC:=Noether(L, phi, t, xx, u, %, H, noabn, showt);
LC = (Cg.%‘l(t) + 05) i (t) + (Clt + 3C3$2(t) + 06) wg(t) — C31p (t)¢3(t)
+ (C1 + C3va()) Ya(t) — H (2C3t + Cy) = const
com

> H:=PMP(L, phi, t, xx, u, evalH, noabn, showt);

H = —v1(t)* — a2 (t)® + v ()01 () + va(£)2(t) + a1 ()3(t) + az(t)a(t)

Similarmente ao Exemplo 2.1/, consegquimos com o procedimento PMP calcular as extremais

e verificar a validade da familia de leis de conservacdo obtida.

> extremais:=PMP(L, phi, t, xx, u, noabn, showt) ;

1 1
extremais 1= {al(t) =0, v1(t) = 5 Kg, ¥1(t) = Kg, 21(t) = 3 Ket+ Ky,

1 1
Pa(t) = Ks,a2(t) = —5 K5t + - Kg, 4(t) = —K5t + Ks,

2 2
1 5 1
’Ug(t):—zK5t +§K3t—|—K1,
1 1
$2(t):—EK5t3+ZK3t2+K1t+K2, 1/}3(t)=0}

As trajectorias extremais x1(t) e xa(t) sdio as mesmas que foram obtidas, no Exemplo 1.3,

com a resolucdo da condi¢ao necessdaria de optimalidade de Euler-Lagrange.

A substituicao das extremais na lei de conservacao,

> expand(subs (extremais,LC));
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1
K5 03K4 +K5 05—|—3K5 CgKg —|—K5 06 +01K3 —|—03K1 Kg — ZK6204

1
1 K5>2C'4 — K5 K; Cy = const

conduz a uma proposi¢ao verdadeira (constante igual a constante). Finalmente, substituindo

apenas os multiplicadores Hamiltonianos, e recuperando a notacdo do cdlculo das variacdes,
vi(t) = d1(t), va(t) = 22(1), a1(t) = £1(t), e az(t) = Ea(t),

> subs(select(has,extremais,psi), v[1](t)=diff(x[1](t),t), v[2] (t)=diff(x[2](t),t),
al1] (t)=diff(x[1](t),t$2), al[2](t)=diff(x[2](t),t$2), LC);

(ngl(t) —+ C5) Kg —+ (Clt —+ 3Cg$2(t) + CG) K5

+ ((11 + cgi@(t)) (—K5t+ Kg) — (— <§tx1(t))2 - ((f;m(t))Q

2

d d d
+Ks &xl(t) + K5 axg(t) +(—Kst+ Ks) dthg(t)> (2Cst 4+ Cy) = const

a lei de conservacao toma a forma de uma equacao diferencial de ordem inferior a obtida no
Ezemplo 1.3 (a abordagem Hamiltoniana €, neste caso, aparentemente mais vantajosa do que

a Lagrangeana).

Exemplo 2.17 (Problema do Exemplo 1.4 — Emden-Fowler) [0/00”] Dado o problema vari-

acional, definido pelo Lagrangeano
> L:i= t72/2%x(v"2-x76/3);
L:= %tz (1}2 — ;9:6>
tentemos encontrar leis de conservacao com a metodologia que temos vindo a sequir.
> Symmetry(L, v, t, x, v, noabn);
[T =-2tCy, X = Ciz, U =3Cv, ¥ = —¢p (1]
> LC:=Noether(L,v,t,x,v,%, noabn, H, showt);
LC = Cyz(t)yY(t) + 2HtCy = const

> H:=PMP(L,v,t,x,v, noabn, evalH, showt);

o= _% = <v(t)2 - ;x(t)6) + b))

A expressao para ¥ (t) advém da condi¢ao de estacionaridade.

> PMP(L,v,t,x,v, noabn, evalSyst, showt): solve(%[3],psi(t));

{v(t) = t*v(t)}
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> subs(%,v(t)=diff (x(t),t),LC): expand(%);

2
C’lx(t)tzéx(t) + 3¢, <(ix(t)> + §t3clz(t)6 = const

Fizando C = 3,

> subs(C[1]1=3,%);

2
Sx(t)tQ%x(t) + 33 ((ix(t)) + t32(t)® = const

chegamos a mesma lei de conservacdo que tinha sido obtida no Exemplo 1.4.

Exemplo 2.18 (Problema do Exzemplo 1.5 — Thomas-Fermi) [0'00”] Agora, o problema do

cdlculo das variacoes que nao admite simetrias variacionais.

> L:=1/2*v"2+2/5%x"(5/2) /sqrt (t);

> Symmetry(L, v, t, x, v, noabn);
[T=0,X=0,U=0,7% =0

O procedimento CLaws[OC|[Symmetry] devolve, neste caso, geradores nulos. Isto significa,

como referido em §2.5, que o problema nao tem simetrias.

Exemplo 2.19 (Problema do Ezemplo 1.6 — Oscilador harmdnico amortecido) [0'01"] O

oscilador harmonico amortecido tem o sequinte Lagrangeano:
> L:=1/2*%(m*v"2-k*x"2) *exp ((a/m) *t) ;

1 at

L:=— (mv2 — ka) em
2

Para obtermos as leis de conservacdo, comecamos, como usual, por obter os geradores que

definem as simetrias do problema.

> Symmetry(L,v,t,x,v,noabn);

2mC’1

T=-— 7X201.1‘,U201’U,‘If:—1/}01

> LC:=Noether(L,v,t,x,v,%, noabn,’H’,showt);
LC = Ciz(t)(t) + 2HmCra™"' = const

> H:=PMP(L,v,t,x,v, noabn,evalH,showt);

H:= f% (mu(t)? — kz(t)?) em +o(t)(t)

O wvalor de (t) pode ser facilmente determinado de modo a podermos escrever a familia de

leis de conservacdo na linguagem do cdlculo das variagoes.



2.7 Problemas do calculo das variagoes na forma do controlo 6ptimo 69

> PMP(L,v,t,x,v, noabn,evalSyst,showt): solve(%[3],psi(t));
{w(t) =mo@)es }
> subs(%,v(t)=diff (x(t),t),LC): simplify(%);
et (2 (Lo atm (o)) + ka2 ) a = const
1mem |z e atm| e x a”" = cons
Escolhendo um valor apropriado para a constante Cq
> LC:=subs(C[1]=-a/(2*m),%) ;

LC = —% e (x(t) <§tx(t)> a+m <§tx(t)>2 + kx(t)2> = const

obtemos a lei de conservacdo do Exemplo 1.6.
Adicionalmente, neste problema consequimos obter, com o procedimento PMP, o valor das

extremais.
> extremais:=PMP(L,v,t,x,v, noabn,showt);

v (atVaZ—akm):
extremais 1= {:E(t) = - <K1 (a+ a? — 4km) e mt 7m

(afx/a274 km )t
+

+Ky (af Va? 74km> e m 2m)> (2km)™ ",

wt (a+\/a2—4km)t wt (a—\/a2—4km)t
U(t) = K1 67;+T + Kg 67;+T mil,
(a+\/a2—4 km)t (a,—\/a,2—4 km,)t
W(t) = Kije o +Kpe  mm

Se substituirmos a extremal x(t) na lei de conservagao,

> subs(extremais[1],LC): simplify(%);
K] KQ (7&2 + 4km)
2km?

obtemos, como esperado, uma proposicao verdadeira.

= const

Vejamos agora um exemplo em que sao calculadas simetrias variacionais com termo de

gauge.

Exemplo 2.20 [0'00”] Consideremos o sequinte problema escalar do cdlculo das variagoes

(mn=m=1):
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> L:=u"2;
L:=u?

Usando o argumento opcional gauge, o procedimento Symmetry tenta encontrar simetrias

variactonais com termo de gauge.

> Symmetry(L,u,t,x,u, showt,noabn,gauge);

1 1
T=2Ct+Cs, X = —3 Cst + Cox(t) + Cy, U = 3 C3 —u(t)Ca, ¥ = —1(t)C2 — Cs,
GAUGE = Csz(t) + Cs

A partir da lista de geradores e termo de gauge obtidos, o procedimento Noether constréi a

lei de conservacao Noetheriana,
> LC:=Noether(L,u,t,x,u,%, showt,noabn,H);
LC = (—; Cst + Cox(t) + C4> P(t) — H (2C5t + Cg) + C3x(t) + Cs = const
com o Hamiltoniano H dado por
> H=PMP(L,u,t,x,u, evalH,showt,noabn);

H = —u(t)? +u(t)p(t)

Este € mais um caso em que € possivel determinar o valor das extremasis por aplicacao directa
do principio do mdzrimo de Pontryagin,

> extremais:=PMP(L,u,t,x,u, showt,noabn);
) 1 1
extremais := ¢ Y(t) = Ko, x(t) = 3 Kot + Ky, u(t) = 5 K

0 que nos permite validar a familia de leis de conservacdo obtida: por definicdo, as leis de

conservacdo devem permanecer vdlidas ao longo das trajectorias extremais do problema.
> subs(extremais,LC): expand(%);
@@&+@@—%¢%+@&+%:mm,
Sendo um problema fundamental do cdlculo das variagées, (t) = a%L(t,x(t),u(t)) =
2&(t). Substituindo ainda as constantes da lei de conservagdao por valores adequados

> subs(psi(t)=2xdiff (x(t),t),C[3]=-1,C[2]=0,C[4]=0,C[5]=0,C[6]=0, LC);

d
tax(t) —x(t) = const

obtemos a lei de conservagdo apresentada em [101, Exemplo 78].
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Vamos terminar o conjunto de exemplos, aplicando o subpackage Claws[OC]| a trés proble-
mas do calculo das variagoes, retirados de [25], que envolvem forgas externas nao conservati-
vas. Vejamos como se comportam as nossas rotinas com essa nova classe de problemas (nao

conservativos).

Exemplo 2.21 (Oscilagoes forgadas) [0'00”] Considere-se o problema de oscilagoes verti-
cais de um corpo de massa m, preso a uma extremidade de uma mola de elasticidade k, sob
acgio de uma forca ndao conservativa f(t) = Fe™t, com F e w constantes positivas (cf. [64,

pp. 114-115]). Nestas condigoes, temos o sequinte problema

. I .
N0 d() = [ (0P~ ka(e?) at — min
> L:=1/2*(m*u~2-k*q"2) ;
12 1,
L= 3 mu 5 kq

> Symmetry(L, u, t, q, u, showdep, noabn);
[T(t)=Cy, X(t,z) =0, U(t,u) =0, ¥(t,¢) = 0]
> PDEtools[declare] (prime=t);
derivatives with respect to t of functions of one variable will now be displayed with ’

O nosso procedimento Noether € agora invocado com um argumento adicional,
ncf=F*exp (I*w*t), indicando a forma da for¢ca nao conservativa

> LC:=Noether(L, u, t, q, u, %, ncf=F*exp(I*w*t), noabn, C[1]=-1);
1 1 i
LC i= =g mu(t)” + 5 kq(t)” + (H)u(t) + / —q' Fe''dt = const

A partir da condigdo de estacionaridade (3° elemento da lista devolvida pelo procedimento

PMP, quando invocado com o argumento opcional evalSyst) consequimos retirar o valor de

P(t).

> sist:=PMP(L, u, t, q, u, evalSyst, showt, ncf=F*exp(I*w*t), noabn);
> solve(sist[3],psi(t));

sist 1= [{q’ =u(t)}, {—1/}/ = —Fe™t + kq(t)} A=mu(t) +9(t) = 0}}
{o(t) = mu(t)}

Com as substituicoes

> LC:=subs(%,u(t)=diff (q(t),t), LC);
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1 1 :
LC = 5m ¢”+ 3 ka(t)® + /—q’ Fe™'dt = const

obtemos a lei de conservag¢ao na forma encontrada em [25].
Neste problema também se conseque determinar o valor das extremais ndo conservativas

por aplicagao directa do principio do mdzimo de Pontryagin (cf. Observagdio 2.3),

> PMP(L, u, t, q, u, ncf=Fxexp(I*w*t), noabn, showt);

VEt 1 AVt 1 mFw?e™t dwt | g—
—<cos (ﬁ) \/EKQ\/%_SJH(\/E) \/EKlﬁ m—F )k

—_——
[}
—~
~
=
I

.Vt Vkt imFe"™tw _
u(t) = (sm( >Kg—|—c S(\/TTL)KI_—k—i-mwQ>m 1
P(t) = sin( >K2+ <q> KI—%}

Substituida a extremal q(t) na lei de conservagao, converte-a, como esperado, numa proposi¢Go

verdadeira

> simplify(subs(%[1],LC));
Kp? + K;?
2m

= const

Exemplo 2.22 [0'00”] Considere-se um problema, de Lagrangeano L(t,q,{) = 2q sujeito a

uma forca ndo conservativa f(t) = ¢>.

> L:=1/2%u"2;

> Symmetry(L, u, t, q, u, noabn);
[T:201t+03, X =Ciq+ Cy, U = —ulh, \I/:*”L/JCﬂ

> LC:=Noether(L, u, t, q, u, %, noabn, ncf=u"2);

LC = (Cuat) + Co) v(0) — (5 u(0? + v(o)u(v)) (2Cut + Ca)

+ /((2 Cit 4+ C3) ¢’ — Ciq(t) — Co) u(t)*dt = const
A condigao de estacionaridade permite-nos retirar o valor de 1)(t),

> PMP(L, u, t, q, u, evalSyst, showt, noabn, ncf=u"2):
> solve(%[3],psi(t));

{¢(t) = u(®)}

Com as substituicoes
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> LC:=subs (%, u(t)=diff(q(t),t), LC);
1
LC := (Ciq(t) + C2) ¢’ — 3 (201t + C3) ¢ + /((2 Cit + C3) ¢' — Cig(t) — Cs) ¢*dt = const

obtemos a lei de conservagao de [25].
E possivel determinar o valor das extremais e, consequentemente, verificar a validade da

lei de conservagao.
> extremais:=PMP(L, u, t, g, u, showt, noabn, ncf=u"2, explicit);

extremais := {w(t) =(—t+ K", qt) = —In(t — Ko) + Ky, u(t) = (—t + Kg)fl}
> subs(extremais[2],LC): simplify(%);

0 = const

Exemplo 2.23 [0'01”] Considere-se por fim um problema, de Lagrangeano L(q,q,q) =
%('j(t)2+% ad(t)Q—l—% bq(t)?, sob a acgio de uma for¢a nio conservativa f(t) = ud(t)—f—‘;—z('j(t)—
2%'51'(0, que depende de derivadas de ordem superior, com a, b e u constantes (confrontar

com [22, §4]).

> L:=u"2/2+a*v"~2/2+b*xq"2/2;

> phi:=[v,u];
> f:=muxv+mu~2/a”2*u-2*mu/a*z(t) ;
1 1 1
L = §u2+§aw2+§bq2
v = [v, u
2u z(t
S nz(t)
a a
> Symmetry(L, phi, t, [q,v], u, noabn);

[T=C,X1=0,Xo=0,U=0, ¥; =0, Uy =0]
> LC:=Noether(L, phi, t, [q,v], u, S, ncf=[f,0], noabn);

LC = = (~ gt = Jav(0)* = 3040 + v1(00(0) + ba(0)ult)) €

2 2
+/01 q (/u)(t) + prult) 2 uz(t)) dt = const

a? a

Neste caso, para determinarmos os valores dos multiplicadores 11(t) e 1o(t), necessitamos de
usar uma das equacoes do sistema adjunto conjuntamente com a condicdo de estacionaridade.

> sist:=PMP(L, phi, t, [q,v], u, noabn, evalSyst, ncf=[f,0], showt);

 pPu(t)
CL2

sist == |{q' =v(t),v" = u(t)}, {_%' = —po(t) Ma(t)

iy = —anl) +w1<t>},{—u<t> () = 0)
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> dsolve({sist[2][2],sist[3] [1},{psil[1] (t),psi[2] (t)});
{t2(t) = u(t), U1 (t) = —u' + av(t)}
Com as substituicoes
> subs(%, z(t)=diff (u(t),t), u(t)=diff(v(t),t), v(t)=diff(q(t),t), C[1]=1, LC);

2 1

1 1 1 "
—5 "+ iaq'2 + §bq(t)2 —(—¢"+aqd) ¢ + /q’ (u q + uag —2 uz ) dt = const

obtemos a lei de conservagdo dada em [22, §4]. Este resultado nao é trivial.

2.8 Conclusao

Os sistemas de computacao algébrica podem revelar-se de grande utilidade na procura de si-
metrias e leis de conservacao em problemas do controlo éptimo, dado que a teoria subjacente
a essa classe de problemas envolve, em geral, calculos algébricos que tendem a ser extrema-
mente fastidiosos, mesmo tratando-se de problemas simples com sistemas de controlo lineares.
Em razao desse facto, desenvolveram-se, para o sistema Maple, procedimentos computacionais
algébricos que permitem realizar essa tarefa de uma forma completamente automatica. Os al-
goritmos tém por base o célebre teorema de Noether, resultado central de uma teoria classica
inicialmente desenvolvida por Emmy Noether em 1918, no contexto do calculo das variagoes,
e mais recentemente estendida ao controlo 6ptimo. Os procedimentos tém a capacidade de
calcular simetrias variacionais com termo de gauge, e leis de conservacao de problemas que
possam estar sob a accao de forgas externas nao conservativas. Adicionalmente, muniram-se
os procedimentos de um conjunto vasto de parametros opcionais que permitem personalizar
e expandir as suas funcionalidades.

O package de fungdes (documentado em §B.2) foi ilustrado com um grande nimero de
exemplos praticos, que vao desde os problemas mais simples do cédlculo das variacoes até aos
problemas do controlo éptimo cuja integrabilidade sé muito recentemente foi conseguida, por
intermédio de leis de conservagao que agora aqui se obtém, de uma forma completamente
automatica e sem necessidade de quaisquer conhecimentos prévios sobre a fisica do problema.
Embora o conjunto de exemplos apresentados possa parecer algo excessivo, s6 assim se pode
avaliar, com a devida seguranca, os procedimentos computacionais desenvolvidos, nomeada-
mente, quanto a sua utilidade, capacidade, eficiéncia e, nao menos importante, quanto a sua
COITeccao.

Os resultados obtidos atestam a validade dos procedimentos: como se viu, as rotinas de-

senvolvidas permitem, em todos os casos, a obtencao automatica de simetrias variacionais
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e leis de conservacao que tém, como casos particulares, as solugoes encontradas na litera-
tura. Inclusivamente, em alguns dos casos, o package foi capaz de encontrar novas leis de
conservagao, tornando assim 1til na pratica alguns resultados tedricos surgidos recentemente.
Por exemplo, obtiveram-se oito primeiros integrais independentes para o problema nilpo-
tente sub-Riemanniano (2, 3, 5, 8) (Exemplo 2.12), quando apenas sete deles eram conhecidos.
Como os exemplos mostraram, o tempo de célculo aumenta drasticamente com a dimensao
do sistema de controlo (com o nimero de varidveis de estado). Isso é bem ilustrado, no
Exemplo 2.13, com o problema (2,3,5,8,14) da geometria sub-Riemanniana. Mas mesmo
para este problema (catorze varidveis de estado) foi possivel obter, ao fim de “algum tempo”,
um primeiro integral nao trivial.

Embora o subpackage desenvolvido para o controlo éptimo possa ser usado em problemas
do célculo das variacGes, como se mostrou em §2.7, nao substitui por completo o subpackage
concebido especificamente para esta segunda classe de problemas, uma vez que nem sempre
os dois conjuntos de rotinas chegam a resultados equivalentes. Dependendo do problema con-
siderado, as simetrias podem revelar-se mais gerais quando obtidas por um dos processos, em
detrimento do outro, tal como acontece com os problemas dos Exemplos 1.1/2.14 e 1.3/2.16.

Seria interessante conseguir-se automatizar todo o processo, desde o calculo das simetrias
até a reducao maxima do problema. Porém, a teoria de reducéo é uma area ainda nao completa
em controlo 6ptimo. Embora resultados recentes [86] mostrem que um problema de controlo
6ptimo, com n equagoes de movimento, possa ser completamente integravel com n primeiros
integrais efectivos, nao existe ainda um método sistematico que nos permita obter os integrais
efectivos a partir da familia de leis de conservacao devolvida pelo nosso procedimento Noether.

Em investigacoes futuras, tentaremos contribuir para a descoberta desse método.

Consignacao

Todos os resultados emanados deste capitulo foram objecto de divulgacao junto da comuni-
dade cientifica, quer através de apresentacoes em semindrios e conferéncias, quer sob a forma
de artigos cientificos.

Concretamente, os resultados foram apresentados em dois semindrios que tiveram lugar

em Universidades nacionais,

e em Dezembro de 2005, Computacdo Simbdlica de Leis de Conservacdo no Cdlculo das
Variacoes e Controlo Optimo — proposta de um novo package de funcoes para o Maple,
Semindrios do Centro de Estudos em Optimizagao e Controlo (CEOC), Universidade

de Aveiro;

e em Janeiro de 2006, Determinacdo Automdtica de Simetrias e Leis de Conservacdo no
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Cdlculo das Variagoes e Controlo Optz’mo, Seminarios Officina Mathematica, Universi-

dade do Minho;
e em trés conferéncias internacionais,

e em Junho de 2005, Automatic computation of conservation laws in the calculus of va-
riations and optimal control, “10th International Conference Mathematical Modelling
and Analysis and 2nd International Conference Computational Methods in Applied
Mathematics”, Trakai, Lithuania;

e em Setembro de 2005, Symbolic computation of variational symmetries in optimal con-

trol, “4th Junior European Meeting on Control and Optimization”, Bialystok, Poland;

e em Agosto de 2006, A Maple interface for computing variational symmetries in optimal

control, “International Congress of Mathematicians”, Madrid, Spain, [36].

Foram ainda publicados, um artigo cientifico nas actas de uma das conferéncias onde
o trabalho foi apresentado, e dois artigos em revistas internacionais, que incluem algumas

extensoes aos resultados iniciais:

e Proceedings of the 10th International Conference Mathematical Modelling and Analysis

and 2nd International Conference Computational Methods in Applied Mathematics,
2005 [34];

e Computational Methods in Applied Mathematics, 2005 [32];
e Control & Cybernetics, 2006 [38].

Os dois tltimos foram também objecto de publicacdo prévia nos research reports [35, 37].
As principais fungoes algébricas desenvolvidas no ambito deste capitulo, Symmetry,

Noether e PMP, encontram-se disponiveis, desde Julho de 2006, no Maple Application

Center do sitio da Maplesoft, sob a referéncia http://www.maplesoft.com/applications/

app_center_view.aspx?AlD=1983.



Capitulo 3

Simetrias de EDOs: um caso

particular de simetrias variacionais

E possivel encontrar uma relacao entre as simetrias variacionais do controlo
optimo e as simetrias de uma equacao diferencial ordindaria. Com base nessa
relacao consegue-se deduzir, a partir dos resultados do controlo éptimo, um
método sistematico que permite obter simetrias para esta segunda classe de pro-
blemas. Desenvolve-se entao um procedimento computacional que implementa
o correspondente algoritmo e apresentam-se alguns exemplos que ilustram a sua

utilizagao.

3.1 Introducgao

Do ponto de vista pratico, a determinagao de geradores infinitesimais que formem uma sime-
tria para uma equacao diferencial ordinaria ndo linear é por norma um processo complexo
[42]. Na generalidade dos métodos usados, os geradores surgem como solugao de uma equagao
diferencial as derivadas parciais (EDP) que estabelece uma condigao de invariancia para a
equacao original. Essa EDP pode apresentar-se como uma equagao de resolucao tao ou mais
dificil que a original. Tendo o nosso algoritmo, desenvolvido para o contexto do controlo
éptimo, evidenciado um bom desempenho na resolucao da EDP associada (equagao (2.12)),
tenta-se agora encontrar um método que permita calcular também com sucesso simetrias para
equagoes diferenciais ordinarias. Como se ird demonstrar, a EDP que estabelece uma condigao
de invariancia para uma EDO pode ser vista como um caso particular da EDP associada a

invariancia de um problema do controlo éptimo.

7
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3.2 Definicao das simetrias de EDOs como simetrias variacio-

nais anormais

As simetrias de EDOs é normalmente associado (ver, por exemplo, [16, 111]) um grupo de
transformagoes infinitesimais de invariancia mais reduzido do que aquele que se considerou
para o controlo 6ptimo — equagao (2.9) —, aplicando-se apenas transformagoes a varidvel
independente (t) e as varidveis dependentes (x) presentes nas equagoes diferenciais. Assim,
pode considerar-se uma familia uni-paramétrica de transformacgoes g° : R x R” — R x R”,

pertencentes a C', com a forma

gs(t,X) = (gf(t,x),gf((t,x)) ) (31)

em que g°(t,x) = (¢,x), e os respectivos geradores infinitesimais sio dados por

0 = a0 mit0 = Jait] (32
Sendo estes os geradores infinitesimais que pretendemos obter, o método que propomos, tendo
por base a metodologia seguida na determinacao de simetrias do controlo éptimo, comeca
por identificar um conjunto de geradores na forma dada em (2.10), e s6 depois, a partir
desses, extrai os geradores desejados. Vejamos entao, em detalhe, como chegar ao conjunto

de geradores (3.2).

O ambito de aplicagdo do nosso método nao se limitard a EDOs individuais. Com ele
pretendemos procurar simetrias de sistemas de EDOs, que podemos genericamente representar

por

Fk(ta yby.la e 7?J§T1)ayz7?)27 e 7yéT2)7' o 7yn7yn> e 7y7(17"n)) = 07 (33)

k=1,...,n,

com Fj,: Rx R2Zi=1(47) _ R yma funcio de uma varidvel independente, ¢ € R, de n varidveis
dependentes, y;(t) € R, i = 1,...,n, e das suas derivadas até & ordem r; (ygj) = ;Tjjyi(t),
j=1,...,r;). Porém, para que o nosso método possa ser aplicado, devemos apenas considerar
problemas em que seja possivel isolar, em EDOs separadas, a derivada de maior ordem de
cada uma das varidveis dependentes. Ao impormos esta exigéncia estamos a considerar,
como problemas tratdveis, apenas sistemas passiveis de serem escritos na forma canédnica.

Resolvendo entao o sistema (3.3) em ordem as derivadas mais elevadas, le), yém), ey yﬁf”),
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obtemos o sistema candnico correspondente

. -1 . -1 . n—1
=ity e T Y,
. 1 . -1 . n—1
u? = oty gy ey Y,
(3.4)
n . —1 . —1 . n—1
yi = batyr gy ey ),
onde assumimos que a funcao ¢ : R x RXi=1" — R, com k = 1,...,n, é continuamente

diferencidvel em relagao a todos os seus argumentos.

Para que o sistema (3.4) tome a forma de um problema do controlo 6ptimo, devemos
comecar por converté-lo num sistema de equacoes de primeira ordem, introduzindo para isso
um novo conjunto de varidveis, que representamos pelo vector x (r =Y " | 14),

T
X = [x1,29,...,2]
T
_ . (r1—-1) . (re—1) . ro—1
— [ylayla"'ayl y Y2, Y2y - - -5 Yo ,---7ynyyn,'--,y7(1n ) (35)

Com esta notagao, estamos entdao em condigdes de construir um conjunto de equagoes que

. )]
Tirritim = Yo
i=1,...,n,7=0,...,7 — 1), mas sem depender de quaisquer varidveis de controlo. Segue-

tome a forma de um sistema de controlo, com r varidveis de estado (

se esse sistema que, apenas por uma questao de clareza, é dividido em n subsistemas:

’
1 =2, xr1+1 — $7-1+2 ) $T1+...+T‘n_1+1 - xr1+...+rn_1+2 9

(3.6)
jjT‘lfl = xT'l 9 iT1+T‘271 = xT‘1+T2 ) £T1+.A.+Tn71 = $T1+...+T‘n )
Lry =9 (ta X) ) kj;T‘lJrTz = ¢2(ta X) ) Lri+..+ry = ¢n(t’ X) :

Para além da particularidade deste sistema nao envolver varidveis de controlo, para que
pudéssemos assumir que as EDOs iniciais — equacao (3.3) — estariam definitivamente con-
vertidas num verdadeiro problema do controlo 6ptimo faltaria ainda algo de fundamental:
a existéncia de uma funcional integral (2.1) a minimizar. Porém, notemos o seguinte. O
objectivo dltimo nao é propriamente passarmos a ter um problema do controlo éptimo, mas
antes, conseguirmos uma representacao do problema que nos forneca os elementos necessarios
para a construgao da EDP descrita na equagao (2.12), pois é a partir desta que poderemos
chegar as simetrias.

Conhecida a dimensao do problema que pretendemos tratar (n.° de varidveis), e nao
considerando a existéncia de qualquer termo de gauge, a tUnica informacao de que necessi-

tamos, para a completa definicao da EDP, é o Hamiltoniano, que envolve, como sabemos



80 Simetrias de EDOs: um caso particular de simetrias variacionais

— equagao (2.6) —, o valor do Lagrangeano. Se restringirmos o principio do méximo de
Pontryagin as extremais anormais (fixando ¢y = 0), o Hamiltoniano deixard de depender do
Lagrangeano. Serd entao nessa situacao que o nosso sistema (3.6) poderd ser visto como um
caso particular do controlo 6ptimo. Dito de outra forma, se considerarmos o caso anormal,
o sistema (3.6) serd tudo o que precisamos para construir a EDP (2.12). Acabdmos, assim,
de revelar a chave que nos vai permitir alcancar o objectivo que perseguimos: das simetrias

variacionais conseguirmos chegar as simetrias de equagoes diferenciais.

3.3 Computacgao algébrica de simetrias de EDOs

Conhecida uma forma de reescrever um sistema de EDOs como um problema particular
anormal do controlo éptimo, seria possivel desde ja usar a fungdo Symmetry do nosso package
Maple, desenvolvida no contexto de controlo éptimo (e definida em §B.2), para obter simetrias
de EDOs, bastando para isso representar as derivadas presentes na equagao inicial por novas
varidveis, como indicado em (3.5), e invocar a fungdo Symmetry para o caso anormal. Porém,
a resolucao de um conjunto diverso de exemplos praticos, seguindo essa abordagem, revelou
a necessidade de se despender um esforco consideravel no tratamento manual a dar a cada
um dos problemas, designadamente, na conversao do sistema inicial para a forma candnica,
e na substituicdo das varidveis e posterior recuperacao da sua notacao inicial. Assim, por
forma a automatizarmos todo esse processo, e também com o objectivo de optimizarmos o
algoritmo, desenvolvemos uma nova funcao Maple, que denomindmos odeSymm, destinada a
resolver especificamente problemas relacionados com EDOs. Sigamos entdao com a dedugao
que nos vai levar ao seu algoritmo final.

Como dissemos, para o caso anormal do controlo 6ptimo, o Hamiltoniano nao envolve o
Lagrangeano, e atendendo a que o sistema (3.6) nao depende de qualquer variavel de controlo,

a sua definicao simplifica-se na expressao

H(tv X, ’¢') = ¢T ’ QD(t, X) ) (37)

com o vector velocidade expresso da seguinte forma

(,O(t,X) - [.’I}Q, . '7xT17¢1(t7x)7x7‘1+27 e 7$T1+T27¢2(tax)7 T

T
“o TritArp 1425 -0 Ty ¢n(t’ X)] : (38)

Consequentemente, podemos também simplificar a equagao (2.12), eliminando o termo que
envolve derivadas em relacao a varidveis de controlo (e o termo de gauge), e substituindo H

pelo seu novo valor,

0 0 dX dT .
w“(afmg;}j.x_dtw&)w“w—xho. (3.9)



3.3 Computacao algébrica de simetrias de EDOs 81

Assim, dado um sistema de EDOs (3.3), determinam-se os geradores infinitesimais £ e 1 (3.2),

que definem uma simetria do problema, da seguinte forma:

1. reduz-se o sistema & sua forma canénica (3.4);

2. representam-se as varidveis dependentes (y;,7 = 1,...,n) e as suas derivadas (yZ(J ),z’ =
1,..,n,7 = 1,...,7; — 1), presentes nas fungoes ¢ do sistema candnico (3.4), por um

novo conjunto de variaveis (x), de acordo com as igualdades (3.5);
3. constrdi-se o vector velocidade ¢ (3.8);
4. substitui-se, em (3.9), ¢ e as suas derivadas parciais, pelos respectivos valores;

5. a partir da equacao (3.9), determinam-se os geradores infinitesimais 7T'(¢,x, 1)),
X(t,x,9) e ¥(t,x,9);

6. volta-se a notacao inicial das variaveis, efectuando, no resultado que se obtém, o mape-

amento inverso das igualdades (3.5);

7. do conjunto de geradores variacionais obtidos, 7', X e W, extrai-se o subconjunto de

geradores Een (E=T, n; = XHZ;C_:ll Tk,z' =1,...,n), que representam, de forma mais

directa, as simetrias do sistema de EDOs.

Os geradores infinitesimais, obtidos no passo 5, sao fungoes das varidveis auxiliares x. Uma
vez que no passo 6 do algoritmo as varidveis x retomam o seu significado inicial, podemos
afirmar que o método que apresentamos tem a capacidade de obter simetrias dindmicas,
pois a solucao para os geradores pode envolver derivadas das varidveis dependentes. Mais

) . ) . -1
concretamente, (§,n) = (£(t,y,y,...), n(t,y,y,...)), com (t,y,y,...) = (t,y1,91 - - le ),

. —1 . n—1
otz ST iy,

A parte nao trivial do algoritmo reside, como é 6bvio, na tarefa a realizar no passo 5:
a resolugao do sistema (3.9), para determinagao dos geradores infinitesimais. Tratando-se
de uma tnica equagao para 2r + 1 fungoes incognitas — os geradores infinitesimais 7, X e
¥ que constituem a simetria do problema —, a sua resolucao directa revela-se uma tarefa
dificil ou mesmo impossivel de realizar. Usaremos entao um esquema de resolucao andlogo
ao que usamos no contexto do controlo 6ptimo (§2.5), tendo agora como ponto de partida a
equacao (3.9). Assim, depois de expandirmos as variaveis totais

dr or or oT b dX 99X 0X 0X
: —— .,

T Tox T Y @ T a Tax YT ag ¥

escrevemos a equagao (3.9) como um polinémio

A(t,X, w) + B(t,X, 1rb) X+ C(t,X, ¢) ’ d’ =0 (310)



82 Simetrias de EDOs: um caso particular de simetrias variacionais

nas 2r variaveis X e ¥:

0 0 3T oX
T <$§T+ P X+ >+\IJT o

ox Yot ot
oT 0X
T 4yt = — T ; 3.11
+ ( TP Y )X (3.11)
oT 0X .
T T
O — Rl N - 0.
+ <¢ S 3 ¢> P
A equacao (3.11) é uma equacao diferencial com 2r + 1 fungbes incégnitas, T', X1, ..., X,
e ¥y, ..., .. Para que a equagdo permaneca valida para quaisquer que sejam os valores
de x1, ..., Ty, Y1, ..., Py, 0s coeficientes A, B, and C do polinémio (3.10) terdo que ser

necessariamente nulos. Donde resulta

Op dp oTr 00X

T, T

¢ ( T+ X 8t>+\If =0,

RS A 7_1/,T 8X _o, (3.12)
oT X

T 9L T

Y- o - o

Estamos, portanto, perante um sistema de 2r + 1 EDPs, de primeira ordem, homogéneo e
linear em relacao as 2r + 1 fungdes incognitas e suas derivadas — nao fosse ele um caso
particular do sistema (2.23). Apresenta, por isso, as mesmas caracteristicas do sistema que se
usou para a obtencao de simetrias no controlo éptimo: em geral, obtém-se como solugao, nao
uma unica simetria, mas uma familia de simetrias; e, uma vez que o sistema é homogéneo,
admite sempre a solugao trivial nula (7', X, ¥) = 0 — que poderd ser a unica, caso o sistema
de EDOs original nao admita simetrias.

Quando lidamos com EDOs de multiplas varidveis dependentes e com derivadas de or-
dem superior, os célculos algébricos necessérios a resolucao do sistema (3.12), desencorajam
qualquer outra tentativa que nao seja a de o resolver por meios computacionais. Definimos
entdo em Maple (versao 10) o procedimento odeSymm que, para além de resolver o referido
sistema de EDPs, realiza todos os restantes calculos algébricos — todos os passos de 1 a 7
(pag. 81). O procedimento foi integrado no subpackage CLaws[OC]. Tem, por entrada, o sis-
tema de EDOs e devolve, como resultado, uma familia de simetrias (£, 1). Admite ainda uma
série de parametros adicionais, incluindo alguns opcionais, que melhoram a sua funcionalidade
— ver, na seccao B.2.2, a documentacao detalhada do procedimento odeSymm, incluindo a
sua definicao.

Introduziu-se ainda o mesmo tipo de simplificacoes que foi considerado para o procedi-
mento Symmetry do controlo éptimo. Por defeito, o procedimento odeSymm usa a separagao

pela soma para resolver o sistema (3.12), e procura para solugoes de T e de X expressoes
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que nao dependam dos multiplicadores Hamiltonianos 1. Isto permite baixar a dimensao
do sistema de 2r + 1 para r + 1. Manteve-se, ainda assim, a possibilidade de se optar pela

abordagem mais geral.

3.4 Exemplos ilustrativos

Mostramos agora, com problemas concretos, a funcionalidade e o modo de utilizacao da rotina
desenvolvida. Comecamos com um problema retirado da literatura de equacgoes diferenciais
e voltamos, depois, a recuperar dois problemas do calculo das variagoes, ja mostrados anteri-

ormente, para agora os estudarmos segundo esta nova abordagem.

Exemplo 3.1 (Kamke’s ODE 120) Consideremos a EDO de primeira ordem, apresentada
em [50]:

> ode:= txdiff (y(t),t)-y(t)*(t*1n(t"2/y(t))+2)=0;

ode = t%y(t) —y(t) (tln (ﬁ)) + 2) =0

Para obtermos as simetrias da equacdo, servimo-nos do nosso procedimento odeSymm.

(0.52" !

> with(CLaws[0C]) :
> odeSymm(ode, y(t));

Aparentemente a EDO em causa nao admite simetrias, pois obtivemos, para o valor dos
geradores, a solucao trivial nula. Porém, como se pode constatar pelo resultado que se seque,
este ¢ um dos poucos casos em que o método preferencial por nds usado para a resolucdo
do sistema de EDPs (3.12) — o da separac¢ao das varidveis pela soma — nao serd o mais
adequado. Se optarmos pelo esquema de resolucdo usado, por defeito, pela fun¢ao pdsolve do
Maple (odeSymm com o pardametro adicional hint=nohint), obtemos dois pares de geradores

infinitesimais nao nulos. (0.72")
> gerad:= odeSymm(ode, y(t), split, hint=nohint);

gerad := [5 = —%777 = _?z] , {5 =0,n= _%}

Com o comando symtest do package DEtools do Maple podemos agora verificar a validade das
simetrias obtidas,

> map(DEtools[symtest], [gerad], ode, y(t));

1Os tempos mostrados referem-se sempre ao tempo de execucao do procedimento odeSymm, considerando-se

0s mesmos recursos computacionais que foram usados nos exemplos do controlo éptimo.
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[0,0]

O resultado confirma que os geradores infinitesimais encontrados pelo nosso procedimento
deizam a EDO invariante, ou seja, constituem uma simetria da equacgao.

Uma das dreas onde a utilizacdo de simetrias € particularmente bem-vinda € na resolucao
de equagoes diferenciais para as quais nao se conheca qualquer esquema de resolucao analitica.
Sera este um desses exemplos? Efectivamente, sem se recorrer das simetrias, a fun¢do dsolve
do Maple nio € capaz de integrar a EDO,?

> dsolve(ode, y(t), class);

mas, quando lhe fornecemos os geradores infinitesimais encontrados, a EDO € correctamente

resolvida,
> dsolve(ode, y(t), HINT=[gerad]);
y(t) = Ptk -De

Neste caso, embora as simetrias geradas pelo comando symgen do package DEtools possam
também ser usadas com sucesso na resolucao da EDO, as mesmas ndo sao coincidentes com as
nossas. Nenhum dos algoritmos internos do symgen (todos os possiveis esquemas que usa para
procurar geradores — way=all) reproduz os geradores [5 =0,n= —%], por nos encontrados,

> DEtools[symgen] (ode, y(t), way=all);
2

£=0,=ylh <Z)] : [,5:1,,77:2%}

mas, como pode ser constatado em [15, p. 8], esse par de geradores pode ser obtido com um

dos algoritmos do symgen da versao Maple V R.3/4 do package ODEtools.

Exemplo 3.2 (Problema do Exemplo 1.6 — Oscilador harménico amortecido) A equagdo
de FEuler-Lagrange para o oscilador harmonico amortecido do Exemplo 1.6 pode facilmente
ser obtida com o procedimento EulerLagrange que integra o nosso subpackage do cdlculo das
variagoes CLaws[CV]:

> L:=1/2%(m*v"2-k*x"2) *exp ((a/m)*t) ;

L= (mv2 — ka) em

1
2
> EL:= CLaws[CV] [EulerLagrange]l (L, t, x ,v) = O;
EL = m e o) + ada(t) + ka(t) = 0
=M a— z(t) =
dt? dt
Podemos obter as simetrias desta equacao, ignorando a sua natureza variacional, usando o

procedimento odeSymm (1.21")

20 parametro class faz com que sejam usados apenas métodos de classificacdo, evitando dessa forma que a

funcéo dsolve resolva a equacao diferencial pelo método das simetrias.
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> gerad:= odeSymm(EL, x(t));

—at+t\a2—4km —at—t\/a2—4 km c
gerad = [ =Cs,n=c¢ e Co+e e Cl—l—Cgm—mxk 4

Seque-se a confirmagdo de que estes geradores infinitesimais representam efectivamente uma

familia de simetrias da equacdo de Euler-Lagrange
> DEtools[symtest] (gerad, EL, x(t));
0

Repare-se que as simetrias produzidas pela fun¢do odeSymm sdo simetrias dindmicas: pre-
senga de derivadas da varidvel dependente na expressdo dos geradores infinitesimais. As

substituicoes
> subs(C[1]=0,C[2]=0,C[4]=0,C[3]=-a*K[1]/(2*m),C[5]=K[1], gerad);
aK; x
5 = Kl = -

2m
mostram que estas simetrias tém como caso particular as simetrias variacionais, obtidas no

Ezemplo 1.6.

Exemplo 3.3 (Problema do Exemplo 1.2 — Kepler) Voltemos agora ao problema de Kepler.
Um problema do cdlculo das variacoes, com duas varidveis dependentes e com Lagrangeano
m K
L(t,q,4) = 7 (4 + &) + ——5 -
2 Vai +d3

Tentemos determinar as simetrias da correspondente equacao de FEuler-Lagrange. Fssa
equacao foi jd obtida no Exemplo 1.2, usando o nosso subpackage do cdlculo das variacdes,
(v1 = ¢1(t) e va = Ga(t)).
> L:= m/2%(v[1]"2+v[2] "2) +K/sqrt (q[1] "2+q[2]"2) :
> EL:= CLaws[CV] [EulerLagrange] (L, t, [q[1],q[2]], [v[1],v[2]11);

d? Kaq(t d? Kao(t

EL := _mﬁql(t) - ql( ) 3/2 = 07 _mWQQ(t) - Q2< ) 3/2 =0

t (1 (1) + g2(1)?) t (@1(t) + a2(1)?)

Trata-se de um sistema de duas EDOs de sequnda ordem. O procedimento agora desenvolvido

pode também ser usado com sucesso na determinacdo de simetrias de sistemas de equagoes,

(13.32")
> odeSymm(EL, [q[11(t), q[21(t)1);
[5 = gC’zt + C3,m = Caq1 — C1g2,m2 = C1q + CzQz}
algo que nao é possivel com o package DEtools do Maple 10, uma vez que apenas permite lidar

com simetrias de equacoes de uma unica varidvel dependente.

Como se pode verificar,
> subs(C[1]=-K[2],C[2]=0,C[3]=K[1], %);
[ =Ki,m = Kz qa,m2 = —Kz q1]
também neste exemplo, as correspondentes simetrias variacionais (Exemplo 1.2) sao um caso

particular das simetrias aqui obtidas.
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3.5 Conclusao

Apresentou-se um algoritmo computacional que permite, de um forma automética e sis-
tematica, obter simetrias para EDOs nao lineares. O método usado surge como um caso
particular (caso anormal) do método de célculo de simetrias variacionais para o controlo
6ptimo, proposto anteriormente. Centra-se na resolugao de uma EDP que é um caso par-
ticular da equacao que estabelece uma condicao necesséaria e suficiente de invariancia para
problemas anormais do controlo éptimo.

Sendo o calculo automatico das simetrias uma area bastante estudada no ambito da teoria
das equagoes diferenciais, com intimeros resultados e aplicacoes nos mais diferentes dominios,
este trabalho teve como principal objectivo, estabelecer um elo de ligacao entre as simetrias
variacionais tratadas nos capitulos anteriores e as simetrias de EDOs e, com isso, apresentar
um algoritmo alternativo aos ja existentes, que permitisse o cédlculo desta segunda classe
de simetrias. Porém, o interesse do método proposto nao se fica pelo tipo de abordagem
seguida na concepc¢ao do algoritmo. Embora sé futuras exploragbes possam vir a revelar as
verdadeiras potencialidades do algoritmo, conseguem-se, desde jé, adiantar alguns dos seus
possiveis pontos fortes: permite obter simetrias dinamicas para EDOs de qualquer ordem;
trata-se de um método distinto de qualquer um dos nove algoritmos alternativos usados pelo
comando simgen do package DEtools do Maple 10; permite ainda determinar simetrias para

sistemas de equagoes, algo nao previsto no DEtools.

Consignacao

Estd prevista a divulgacao desta parte do trabalho junto da comunidade cientifica, através de
uma apresentacao, ja aceite, intitulada “Computing ODE Symmetries as Abnormal Variatio-
nal Symmetries”, numa sessao convidada de Analise Variacional e suas Aplicagoes, no “Fifth
World Congress of Nonlinear Analysts (WCNA-2008)”, Orlando, Florida, de 2 a 9 de Julho
de 2008 (http://research.fit.edu/ifna/wcna2008).
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Capitulo 4

Maximizacao da resisténcia em

classes de corpos nao convexos

Nesta fase do trabalho investigam-se, com recurso a simula¢ées computacio-
nais, formas de corpos nao convexos que maximizem a resisténcia que os mesmos
terao que enfrentar quando se desloquem em meios rarefeitos e, simultaneamente,
exibam um ligeiro movimento rotacional. Sao obtidos resultados originais de re-

levante alcance.

4.1 Introducao

Considere-se um corpo a mover-se num meio homogéneo de particulas infinitesimais, de tal
modo rarefeito que podemos negligenciar qualquer interacgéo entre as particulas. Uma &rea
de investigagdo da Matematica contemporanea ocupa-se com a procura de formas de corpos,
dentro de classes predefinidas, que permitam minimizar ou maximizar a resisténcia a que ficam
sujeitos quando se desloquem em meios nas condigoes referidas. O primeiro problema desta
natureza remonta ja a década de 80 do século XVII; altura em que Isaac Newton estudou,
em [68], um problema de resisténcia minima para uma classe especifica de corpos convexos
que se deslocassem em meios que, para além de satisfazerem as condigoes referidas, fossem
de temperatura nula, e em que a interaccao do corpo com as particulas pudesse ser descrita
por colisoes perfeitamente elasticas. Mais recentemente tem-se assistido a desenvolvimentos
importantes nesta area com a generalizagao do estudo a novas classes de corpos e a meios com
caracteristicas menos restritivas: problemas de resisténcia em corpos nao simétricos [12, 13, 14,
53, 54], em corpos nao convexos de colisoes singulares [10, 14, 18, 55|, de colisdes multiplas [73,
74, 75], corpos de superficie desenroldvel [55], considerando colisdes com fricgao [44] e em meios

de temperatura positiva [81].

—89-—
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O estudo da resisténcia em meios rarefeitos é uma area com potenciais aplicagoes na enge-
nharia aeroespacial, nomeadamente no desenho de veiculos de elevada velocidade e altitude,
como serd o caso dos misseis e dos satélites artificiais, e envolve conhecimentos multidiscipli-
nares de areas como a teoria de bilhares (e.g. [76]), teoria de transporte de massa (e.g. [77]),
célculo das variacoes (e.g. [10]) e controlo éptimo (e.g. [93, 108]) — o problema cléssico de
Newton de resisténcia minima é hoje reconhecido como tendo sido um dos primeiros problemas
de controlo éptimo a terem surgido.

Os resultados que tém vindo a ser publicados tém dado especial atengao a classes de corpos
convexos. A convexidade de um corpo é uma condigao suficiente para que a resisténcia seja
fungdo unicamente de colisoes singulares — todas as particulas colidem uma s6 vez com
o corpo. Esse atributo permite reduzir consideravelmente a complexidade dos problemas
tratados: enquanto que em corpos convexos a contribuicao de cada particula para a resisténcia
total é calculada estudando uma unica reflexao, em corpos que possibilitem colisées multiplas
torna-se necessario, para cada particula, analisar todas as suas reflexoes desde o seu primeiro
impacto até a reflexao que a afastard definitivamente do corpo. Mesmo os varios estudos sobre
classes de corpos nao convexos que tém surgido, especialmente na tltima década, assentam
quase sempre em condigdes que garantem um tnico impacto por particula — [10, 14, 18, 55].
S6 muito recentemente, comegaram a surgir alguns estudos prevendo miiltiplas reflexdes, como

¢ o caso dos trabalhos de Plakhov [73, 74, 75].

E neste contexto que surge o actual estudo. Propomo-nos investigar formas que maxi-
mizem a resisténcia em classes de corpos que admitam reflexdes multiplas. Dada a extrema
dificuldade em resolver pela via analitica a classe de problemas por nés tratada, a procura
das formas éptimas processa-se com recurso a métodos numéricos, ou mais concretamente,
por optimizacao numérica de modelos computacionais que simulam o comportamento de cada
uma das formas estudadas. Embora abordemos na parte final o caso tridimensional, o nosso
estudo centra-se essencialmente no caso bidimensional. O estudo de formas bidimensionais,
para além do seu interesse intrinseco (potenciais aplicagoes directas), fornece-nos resultados
e conhecimentos importantes para podermos mais facilmente abordar o caso tridimensional.

Deixemos para a secgao 4.3 a especificagao completa do problema que serd objecto do nosso

estudo, e recuperemos, na seccao que se segue, o problema classico de resisténcia minima.

4.2 O problema de Newton de resisténcia minima

O primeiro problema de resisténcia minima, formulado e estudado por Newton em [68], teve
por objectivo determinar a forma que um corpo deveria apresentar para que a forca de trava-

gem a que estaria sujeito num meio rarefeito fosse minima. O problema, por vezes designado
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problema aerodinamico de Newton, foi formalizado sob os seguintes pressupostos:

a) o meio ser formado por particulas infinitesimais, de massa suficientemente pequena para
se poder desprezar, durante o tempo de observacao, qualquer interferéncia que a colisao

das particulas pudesse ter na trajectéria do corpo;
b) o meio ser tao rarefeito que as particulas ndo interajam entre si;
c) as particulas encontrarem-se em repouso — temperatura do meio nula;

d) as particulas terem a mesma massa e encontrarem-se uniformemente distribuidas —

meio homogéneo;

e) a interac¢do do corpo com as particulas poder ser descrita por colisdes perfeitamente

elasticas;
f) e o corpo estar a deslocar-se a uma velocidade constante v, sem movimento de rotacao;

tendo o estudo sido ainda restringido a uma subclasse de corpos de R? com as seguintes

caracteristicas:
g) COorpos convexos;
h) axialmente simétricos, com eixo de simetria paralelo a velocidade do corpo;
i) com comprimento, ao longo do eixo, de valor H;
j) e com projec¢ao num plano ortogonal dada por um circulo de raio 7'

O estudo do problema torna-se mais comodo se usarmos um referencial de eixos cartesianos
xyz que se desloque a velocidade do corpo, com origem no ponto central da base do corpo e
eixo Oz orientado no sentido da velocidade. Dessa forma chegamos a seguinte representagao
equivalente do problema: o corpo encontra-se estatico, assente no plano xy e orientado no
sentido Oz, e sobre ele incide um fluxo paralelo de particulas com velocidade v = (0,0, —v),
v > 0, ou seja, um fluxo vertical descendente. Tratando-se de um corpo axialmente simétrico,
o seu eixo de simetria serd, por isso, coincidente com Oz.

A parte frontal da superficie de qualquer corpo convexo serd entdo representada nesse
sistema de coordenadas por uma funcao concava F' : B — [0, H], sendo B um subconjunto
convexo de R2.

Sabe-se, dos principios da mecénica classica, que a forga de travagem que actua sobre um

COrpo convexo — nao necessariamente simétrico — que se desloque num meio rarefeito tem
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a forma (cf. e.g. [77]):

F’
_ _ 2 T
R =Rz Ry, R:), com R, =2pv //Bl—i-\VF\Q dx dy,

F' 1
= 2p0° —Y __dzd , = —2 2//d dy.
Ry=200” [ b et o Re= =20 [ o deas

Tratando-se de um corpo com simetria axial, como é o caso da classe de corpos considerada
por Newton, as duas primeiras componentes de R anula-se, uma vez que a fungao integranda
é nesses casos uma func¢ao impar e o espago de integragdo B encontra-se centrado na origem
do sistema de eixos zy. Ainda que a componente R, seja proporcional a densidade p do
meio e ao quadrado da velocidade do corpo, o problema de minimizacao coloca-se apenas em

relagao ao valor da funcional definida pela dupla integragao

1

denominada funcional de Newton. A minimizagao desta funcional, na classe das fungoes F,
em geral nao simétricas, ¢ um problema bastante complexo que ainda hoje nao se encontra
totalmente resolvido. Porém, ao restringirmos o problema a classe de corpos definida por
Newton, a funcional toma uma forma mais simples, passivel de ser minimizada. Sendo F' uma
fungao axialmente simétrica definida num circulo de raio 7', podemos assumir F'(z,y) = f(r),

com r = /22 +y? € [0,7T], e a funcional de Newton toma a seguinte forma:

T r
R[f] = /0 TRl (4.2)

Assim, o problema de Newton reduz-se & minimizagao da funcional (4.2), na classe das fungoes
concavas nao crescentes f : [0,7] — [0,H]. A monotonicidade das fun¢oes admissiveis,
f (r) <0, r € [0,T], foi imposta pela primeira vez por Legendre em 1788, quando demonstrou
ser necessaria essa restricdo para que o problema pudesse ter solugdo — é devido a essa
restricao que o problema de Newton é actualmente visto como um problema de controlo
6ptimo. Segundo Silva e Torres [93], s6 para o caso bidimensional é que o problema poderd
também fazer sentido sem se exigir a monotonicidade das fung¢oes admissiveis.

Newton, quando propos o problema, apresentou desde logo a sua solugao: uma fungao f*
que comega por um segmento de recta horizontal, f*(r) = H, r € [0,2\T], seguido por um
segundo segmento f*(r), r € [2AT,T], com uma curvatura especifica, estritamente céncava,
definida parametricamente em funcao de um parametro v do seguinte modo:

r(u) = g (i + 2u + u3> : (4.3)

4
[f(u) = H+)\2T<1nu—u2—gz+z>, u € [1,U], (4.4)
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com as grandezas A e U obtidas através das equagoes

2U
A=
(14+U?)
H A 5 33U 7

Tal como se ilustra na Figura 4.1, tratam-se de corpos delimitados superior e inferiormente por
discos planos, e lateralmente por uma superficie lisa e estritamente convexa, com a curvatura
definida pelas equagoes (4.3)—(4.4). Nessa figura apresenta-se a configuracao dos trés corpos
de resisténcia minima que sao obtidos como solugao do problema de Newton para os casos
H/T =05, H/T =1e H/T = 1.5 (relagao entre a altura do corpo e o raio do circulo que lhe
serve de base). Qualquer corpo que apresente o mesmo racio H/T de um dos corpos ilustrados,
tera exactamente o aspecto que é indicado na figura — apenas um factor de proporcionalidade

os diferenciara.

Figura 4.1: Solugao do problema de Newton para diferentes récios H/T.

Ja para o caso bidimensional, e como ilustrado na Figura 4.2, a solucao do problema de
Newton serd um trapézio de faces laterais com inclinacao de 45% quando a altura especificada
for inferior a metade da largura da base (H/T < 1), ou um triangulo isdsceles sempre que

acontega o contrario (H/T > 1).

4.3 O objecto de estudo — um problema de resisténcia
maxima

Na especificacao do problema que serd objecto do nosso estudo definiremos o tipo de movi-
mento que esperamos que o corpo venha a exibir e a classe de corpos admissiveis. Quanto ao
meio onde o corpo se movimenta, assumimos os mesmos pressupostos que Newton considerou

para o seu problema e que se encontram expressos nas alineas de a) a e) da secgao anterior.
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H/T<1 H/T=1

Figura 4.2: Solugao do problema de Newton para o caso bidimensional.

Como tivemos ja oportunidade de referir, na classe de corpos convexos com movimento
translacional, o problema de minimizagao tem sido extensivamente estudado e reduz-se a
minimizagao da funcional de Newton expressa na equacao (4.1). Esta abordagem nao é, no
entanto, valida quando aplicada a corpos nao convexos, pois s 0 sera nos casos em que
as particulas colidam uma unica vez com o corpo. Na verdade, no contexto de corpos nao

convexos nao existe qualquer formula analitica simples para a resisténcia.

Embora seja extremamente complexo, em geral, tratar analiticamente problemas de
miultiplas colisoes, para alguns problemas de minimizacao especificos a tarefa nao se tem
revelado particularmente dificil, estando inclusive ja disponiveis alguns resultados: o infimo
da resisténcia para o caso tridimensional é igual a zero [73, 74]; para o caso bidimensional tem
um valor positivo e pode normalmente ser encontrado na forma explicita [74]; para dimensoes
mais elevadas o infimo da resisténcia tem sempre o valor zero, a semelhanca do que acontece
com o caso tridimensional. Se, pelo contrario, considerarmos o problema de maximizacao,
entao a solugao chega mesmo a ser trivial: em qualquer dimenséao, basta que a parte frontal do
corpo seja ortogonal & direccao do movimento, ou entao, que seja formada por varias seccoes

também elas ortogonais a essa direccao.

E se o corpo exibir, para além do seu movimento de translagao, um ligeiro movimento
rotacional? Serd precisamente para esta classe de problemas que procuraremos encontrar
algumas respostas. O problema de optimizacao da resisténcia média em corpos rotativos
nao convexos foi ja objecto de um estudo teérico preliminar para o caso bidimensional [75]:
demonstrou-se que a resisténcia nao pode ser reduzida em mais de 1.22% e elevada em mais
de 50%, em relagao ao caso convexo. Assim, o problema de maximizagao revela-se de maior
interesse para o estudo que nos propémos realizar uma vez que nos da a possibidade de

obtermos ganhos mais significativos'. Porém, o problema de maximizacdo da resisténcia

'Mesmo assim, foram realizadas algumas simulacées computacionais na tentativa de se reduzir a resisténcia

abaixo do valor verificado para o caso convexo, mas em nenhum dos casos fomos bem sucedidos.
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média de corpos em rotacao estd longe de ser trivial, contrariamente ao que se passa quando
se trata de movimento puramente translacional. Segue-se a descricao de um problema deste
tipo, exemplo que servird para uma primeira caracterizacao da classe de problemas que sera
objecto do nosso estudo.

Considere-se um disco em rotagao lenta e uniforme a deslocar-se numa direccao paralela
ao seu plano. Denotemos o disco de raio r por C, e a sua fronteira por 9C,.. Retiremos entao
pequenas porgoes do disco ao longo de todo o seu perimetro, numa vizinhanga £ de 0C,,
com ¢ € R, de valor arbitrariamente pequeno quando comparado com o valor de r. Ficamos
assim com um novo corpo B definido por um subconjunto de C). e caracterizado por uma certa
rugosidade ao longo de todo o seu perimetro. A questao essencial que se coloca é a seguinte:
até quanto pode ser aumentada a resisténcia de um corpo B? Mais do que conhecermos o
valor absoluto dessa resisténcia, estamos sobretudo interessados em saber qual o ganho que
se conseguird obter relativamente a resisténcia do corpo liso (contorno perfeitamente circular,

neste caso), ou seja, conhecer o valor normalizado

_ Resisténcia(B)
"~ Resisténcia(C,)’

R(B) (4.5)
E possivel, desde logo, conhecermos alguns valores de referéncia importantes para a resisténcia
normalizada: R(C,) = 1 e o valor da resisténcia R(B) terd que se situar entre 0.9878 ([75])
e 1.5. O valor 1.5 serd hipoteticamente atingido quando a velocidade da particula reflectida
(vt: velocidade com que a particula se afasta definitivamente do corpo) for sempre oposta
a velocidade de incidéncia (v: velocidade com que a particula atinge o corpo pela primeira
vez), v = —v, situagido em que é transmitida ao corpo a méaxima quantidade de movimento.
Consegue-se ainda estimar o valor da resisténcia para dois exemplos simples de corpos do
tipo B — corpos ilustrados na Figura 4.3. Trata-se de discos com contornos formados por

pequenas reentrancias com a forma (a) de tridngulos rectangulos isésceles e (b) rectangular:

(a) Se a circunferéncia dC, for seccionada em pequenos arcos e substituirmos cada um
deles pelos catetos de um triangulo rectangulo isésceles contido em C)., a resisténcia
do corpo resultante aproxima-se-4 do valor v/2, para catetos de comprimento reduzido.

. . . sin(e/2r
Mais precisamente, se o tamanho de cada arco for e, esse valor serd %ﬂ R

2
(1 — (Eéz) )\/5, como mais adiante perceberemos (equagao 4.14), sendo V2 o valor
exacto da resisténcia? de cada reentrancia individual (tridngulo rectangulo isésceles),

tal como demonstrado em [80].

2Subentenda-se resisténcia normalizada em relacio 4 de uma “reentrancia” de contorno liso (de profundidade

nula) — neste caso seria em rela¢ao & hipotenusa da forma triangular em causa.
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(a) R — V2 (b) R — 1.25

Figura 4.3: Corpos com resisténcia conhecida.

(b) Se a fronteira OC, for preenchida, por num niimero elevado de cavidades rectangulares
estreitas e profundas, a resisténcia do corpo resultante tende para o valor 1.25. Podemos,
por exemplo, considerar cavidades de profundidade ¢, largura 2 e posicionadas de forma
a que o espaco livre entre elas seja 3. Aproximadamente metade das particulas que

colidam com uma cavidade desse tipo invertem a sua velocidade (vt = —v), e as

restantes comportam-se como se colidissem com um contorno liso (o vector velocidade
final é simétrico ao vector velocidade inicial em relagdo ao menor lado do rectangulo).

Dessa forma, quando ¢/r — 0, a resisténcia tenderd para a média aritmética entre a

resisténcia do disco (R = 1) e o valor méximo permitido (R = 1.5).

Na subseccao que se segue damos a formulacdo matematica do problema para o caso bidi-

mensional.

4.3.1 Definicao do problema para o caso bidimensional

Para além de ser definido numa vizinhanca ¢ interior da fronteira do disco C), assumimos
que o corpo que pretendemos maximizar é um conjunto B € R? conexo e limitado, e com
fronteira 0B seccionalmente suave.

Considere-se entdo um bilhar em R? \ B. Uma particula infinitesimal move-se livremente,
até que, ao colidir com o corpo B, sofre vérias reflexées (uma no minimo) em pontos regulares
da sua fronteira 0B, acabando por retomar um movimento livre que a afasta definitivamente
do corpo. Representemos por convB o conjunto definido pelo invélucro convexo de B. A
particula intercepta por duas vezes o contorno d(convB): quando entra no conjunto convB e
no momento em que o abandona. Repare-se que se o ponto onde ocorre a primeira intercepcao

pertencer a d(convB) N OB, os dois pontos de intercepgao, e os instantes em que ocorrem, sao



4.3 O objecto de estudo — um problema de resisténcia maxima 97

coincidentes — situacao em que ha uma sé reflexdao. Introduzamos agora a parametrizagao
natural de d(convB) com o parametro { € [0, L], sendo L = |0(convB)| o comprimento
total da curva d(convB). Representemos por v e v a velocidade da particula no primeiro
e segundo momentos de intercepcao, e £ e £ os pontos onde ocorrem, tal como ilustrado na
Figura 4.4. Denotemos por ng e ng+ os vectores unitdrios normais a d(convB) nos pontos
£ e &', ambos a apontarem para fora. Finalmente denotemos por ¢ e ¢t os angulos que
os vectores —v e v fazem, respectivamente, com ng ¢ Ng+ (notar que ne = n§+). Serao
positivos se forem definidos no sentido anti-horario a partir de ng¢, e negativos caso contrario.
Com estas definigoes, tanto ¢ como @1 tomam valores no intervalo [—7 /2, 7/2].

Admitamos agora que o corpo ao longo do seu movimento translacional vai rodando sobre
si préprio com uma velocidade angular w < |v|. Dessa forma, cada particula individual “nao
sente” o efeito da rotacgao, e interactua com o corpo como se este nao estivesse em rotacao.
Consideremos um sistema referencial xy que se desloque a velocidade do corpo e com o eixo
Oy orientado no sentido contrario do deslocamento. Podemos, dessa forma, assumir que as
particulas colidem com o corpo a uma velocidade v = (0,v), com v > 0.

A resisténcia do meio ao movimento do corpo no instante ¢, Rp(t), é uma funcao vec-
torial periddica, com periodo T' = 27/w; mas o que importa aqui considerar é o seu va-
lor médio: R(B) = % fOT Rp(t)dt. Cada particula que colida com o corpo transmite-
lhe um impulso proporcional a v — vt = v (sin (" —¢),1+cos(pt —¢)). Logo, para
um feixe de particulas de espessura infinitesimal que intercepte d(convB) numa sub-
regiao d€, com um angulo de incidéncia ¢, o impulso transmitido serd proporcional a
v(sin (pt — ), 1+ cos (T — p)) cos pdédp, dado que a seccao ortogonal interceptada é
cospdé. O valor R(B) pode entdo ser entendido como o somatério de todas essas con-
tribuicées que decorram durante um periodo completo, dividido por 7. E com base neste
entendimento, e substituindo o somatério por uma dupla integragao, que em [80] é encon-
trado o resultado pretendido. Admitindo apenas componente vertical (R(B) = (0, R(B))),

toma a forma:
L pm/2 N
R(B) = c/o /_Tr/2 (1 + cos (gp (& p) — gp)) cos pdp dE, (4.6)

sendo ¢ uma constante proporcional a densidade do meio e ao quadrado da velocidade do
corpo. Partindo de (4.6), tentemos agora encontrar uma forma para a resisténcia R(B) que
mostre de modo explicito a contribuicdo de cada uma das cavidades do corpo.

A fronteira d(convB) pode ser vista como a unido de um conjunto finito de segmentos

Iy, I, I, .. ., ligados entre si,

8(coan) = U;1;,
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onde podemos assumir que [y é a parte convexa do contorno 9B, Iy = 9(convB) N IB,
e J(convB) \ OB a uniao de uma familia de intervalos abertos Iy, Is,... Adicionalmente,

podemos entender convB como sendo uma uniao de subconjuntos €2;,
convB = U;Q;: I; C 0%,

com 0y = B, e com os restantes subconjuntos €21, {29, . . ., representando os varios componentes
que no seu todo formam o conjunto convB\ B — as cavidades de B, de contornos 9€2; \ I; (ver
ilustracdo da Figura 4.4)3. Poderfamos ainda admitir a existéncia de subconjuntos €2; cuja
fronteira nao tivesse associado qualquer intervalo I;. Como esses subconjuntos representariam

cavidades interiores de B, podem ser ignorados.

Figura 4.4: Representagao de um corpo B da classe estudada e da trajectéria de bilhar em
R?\ B.

Voltando & equagao (4.6), percebemos que R(B) é o somatério das resisténcias parciais
R; relacionadas com as cavidades Q;, R(B) =), R, onde?
&i+Li /2
Ri :c/ / (14 cos (9T (& 9) — @) cospdpdé, (4.7)
& —7/2
com I; = [§,& + L) e &1 =& + L;, parai =0,1,2,...
Consideremos agora uma cavidade Qi com a forma de €);, mas relacionada com esta

por um factor de proporcionalidade 1/L; e por uma translagao paralela ao eixo de £ que a

3Por dificuldades de representacéo, as cavidades §; aparecem na figura com um tamanho exageradamente

elevado.
4Embora Iy represente em geral varios intervalos disjuntos, relacionados com a parte convexa de B, podemos

ainda assim representd-los por um tnico intervalo, [0, Lo], sem que o resultado se altere.
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coloque centrada na origem, e representemos por gog (x,¢) a fungao que descreve o angulo da
7

velocidade duma particula a saida dessa nova cavidade. Por razoes de semelhancga geométrica,

nao sera dificil aceitar que uma particula sofre o mesmo desvio angular em ambas as cavidades,

facto que pode ser traduzido na seguinte igualdade
L.
90+(§7 90) = 90}2_2(1.7%0)7 para f = sz + S’L + 327 com x € [_1/27 1/2]

Tendo entao presente que gpg_(x, p) = g0+(Li93 +& + %, go), com z € [—1/2,1/2], se em (4.7)
procedermos a mudanca de varidvel £ = L,z + &; + %, obtemos para a resisténcia a seguinte

férmula equivalente

1/2  pm/2 N
R; = cLi/ / 14 cos (pZ (z,p) — cos pdydx. 4.8
s _m( (soﬂi( ¢) @)) pde (4.8)

Em particular, na parte convexa do corpo o angulo de saida é sempre simétrico ao de entrada,

g (1,9) = =, logo

/2 pr/2 8
’Rocho/ / (1 +cos2yp)cospdpdr = = ¢ L.
-1/2J —n/2 3

Desta ultima expressao facilmente percebemos que a resisténcia do corpo convexo convB é

dada por Ry, com Lo = |0(convB)| = L,
8
R(convB) = 3 cL, (4.9)
e a resisténcia do disco C; é Ry com Lo = |0C,| = 27r,
R(Cy) = —cmr. (4.10)

Com estes resultados podemos escrever a resisténcia normalizada do corpo B (equacao (4.5))

da seguinte forma

R(convB) R(B) |0(convB)| [ Lo L;
R(B) = = — —R() |, 4.11

(B) = R RcomB) 9G] \ L T ; 7 %) (4.11)
sendo R(;) a resisténcia normalizada da cavidade ;, em relacdo a um segmento liso de

tamanho unitério (de resisténcia %C), com

/2 /2
R(Q) = 3 / / (1+cos (" (z, ) — ¢)) cospdpdz. (4.12)
8J 12 x/2

Apenas por simplicidade passdmos a escrever ¢ e  em vez de gpg e ();, respectivamente.
7

Por isso, devemos continuar a ter presente que a funcido ¢ reflecte uma caracterfstica do



100 Maximizagao da resisténcia em classes de corpos nao convexos
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Figura 4.5: Exemplo de trajectéria numa cavidade normalizada.

comportamento duma particula que interage com uma cavidade 2 de abertura unitaria e
centrada no eixo dos x (ver ilustragao da Figura 4.5), e cuja resisténcia serd entao dada pela
férmula (4.12).

Da equagao (4.11) percebemos que a resisténcia normalizada de um corpo B pode ser
vista como uma média ponderada (), L;/L = 1) das resisténcias normalizadas das cavidades
individuais que caracterizam toda a sua fronteira (incluindo “cavidades” lisas), multiplicada
por um factor que relaciona os perimetros dos corpos convB e C,. Assim, maximizarmos a
resisténcia do corpo B equivale a maximizarmos o perimetro de convB (|0(convB)| < |0C,|)
e as resisténcias individuais das cavidades €2;.

Encontrada a forma 6ptima *, que maximize a funcional (4.12), o corpo B de resisténcia
maxima serd aquele cuja fronteira seja formada unicamente pela concatenagao de pequenas
cavidades com essa forma. Podemos entao restringir o nosso problema a subclasse de corpos
B que tenham a sua fronteira integralmente preenchida por cavidades iguais, e com isso
admitir, sem qualquer perda de generalidade, que cada cavidade €2; ocupa o lugar de um arco
de circulo de tamanho ¢ < r. Como L; = 2rsin(e/2r), a razao entre os perimetros assume o
valor

|0(convB)| _ sin(e/2r) ol (e/7)? (4.13)
|0C,| e/2r 24 '

ou seja, dado um corpo B de fronteira formada por cavidades com a forma €, de (4.11) e (4.13)

concluimos que a resisténcia total do corpo serd igual a resisténcia da cavidade individual (2,

menos uma pequena fraccao desse valor, que serd negligenciavel quando € < r,

-  (g/r)?
R(B) ~ R(Q) — <L R(%). (4.14)

Assim, a nossa tarefa sera encontrar formas de cavidades ) que maximizem o valor da

funcional (4.12), cujo supremo sabemos situar-se no intervalo [1,1.5],
1 <supqR(02) < 1.5, (4.15)

como facilmente se comprova usando (4.12): se Q for um segmento liso, ¢ (z,¢) = —¢p
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=3 Y. 152 I" W7/r 32 + cos (2¢)) cos o dpdxr = 1; nas condigoes de resisténcia méxima

© (x,gp) = ¢, logo R(Q 8f152f7:522cosg0dg0dx:1.5.

A formulagao do problema pode resumir-se no seguinte enunciado. Considere-se um con-
junto B definido nas coordenadas polares (¢,0) por £ < r —¢cf(£0), com 27r/c € N e onde
f(x) representa uma funcao periédica de periodo 1, continua e seccionalmente diferencidvel,
nao negativa e que se anula em z = —1/2 e = 1/2. Desse modo, a fungao f(z) definird no
intervalo [—1/2,1/2] a totalidade do contorno da cavidade € que caracteriza a rugosidade
do corpo B:

Qp ={(z,y): —1/2<2<1/2, 0<y < f(x)}. (4.16)
Problema de resisténcia méxima que tentaremos resolver:

Encontrar supy R(Qy) nas fungées f : [~1/2,1/2] — R continuas e seccional-
mente diferencidveis, tais que f(—1/2) = f(1/2) =0.

4.4 Procura de formas bidimensionais que maximizem a re-
sisténcia
4.4.1 Aproximagao numérica do problema

A principal dificuldade com que nos deparamos no célculo da resisténcia (4.12) é nao co-
nhecermos a funcao ¢t : [-1/2,1/2] x [-7/2,7/2] — [—7/2,7/2]. Estando intimamente
relacionada com o formato da cavidade, apenas para alguns casos muito elementares sera
possivel desvendar a sua forma, como sao disso exemplo as formas rectangulares e triangula-
res ja anteriormente referenciadas. Para formas um pouco mais elaboradas, o calculo analitico
torna-se rapidamente demasiado complexo, sendo impossivel. Assim, o recurso a computagao
numérica surge como a abordagem natural e inevitavel para se poder estudar o problema.

A dupla integragao na equagao (4.12) pode entao ser aproximada numericamente pela
seguinte expressao:

N, Ney—1

foAcpZ Z (1 + cos (¢ (w4, o) — @k)) cos ¢r, (4.17)
i=1 k=1

comz; = —1/2+(i—1/2)Azx, Ax = 1/Ny, o, = —7/2+kAp e Ap =7/N,. Ny e N, serdo o
nimero de subintervalos a considerar na integracao das varidveis x e ¢, respectivamente, e Ax
e Ay os incrementos para as correspondentes varidveis discretas. Caso a forma )y apresente
simetria horizontal, a resisténcia pode ainda ser calculada com metade das operagoes:

N, Ne—1

R= foAap Z Z 1+ cos (™ (i, pr) — ) cos o, (4.18)
i=Ng/2+1 k=1
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impondo-se neste caso que N, seja um nimero par.

A aproximacado numeérica apresentada usa uma férmula fechada para a integracdo em
ordem a ¢, a regra do trapézio, e uma férmula aberta para a integracdo em ordem a z, a
regra do ponto médio. Optou-se pela combinacao dos dois métodos uma vez que os valores
da funcao integranda, G(z,¢) = (14 cos (p™(z,p) — ¢)) cos ¢, sdo conhecidos nos extremos
do intervalo de integracao de ¢ (G(z, —7/2) = G(x,7/2) = 0), mas indefinidos nos extremos
do intervalo de = (G(—1/2,¢) =?, G(1/2,¢) =7).

Nao se optou por regras de integracao numérica mais evoluidas devido a natureza da
funcao integranda. Em geral apresenta descontinuidades no seu dominio de integracao que
impedem que esses métodos mais sofisticados tenham a eficicia que lhes é reconhecida —
se pensarmos em métodos do tipo Newton-Cotes de ordem superior, por exemplo, a fungao
integranda nao possui em geral a regularidade necessaria para que possa ser aproximada com
precisao a polindémios interpoladores de grau superior. Com o intuito de se verificar com
exemplos concretos a justificagdo da opcao tomada, implementou-se a regra de Simpson para
o calculo da resisténcia de algumas formas poligonais. Como se previa, para um mesmo
numero de particoes, o erro cometido na integracao numérica revelou-se maior com a regra de
Simpson do que com os métodos mais simples, acentuando-se essa diferenca com o aumento
do ntmero de particbes. Embora na abordagem geral a opcao tenha entao recaido no uso
combinado das duas regras mais simples, a do trapézio e a do ponto médio, para algumas
formas €2 particulares a integracao foi implementada com sucesso usando a regra de Simpson.
Esse tratamento diferenciado foi dado as formas € cuja funcao integranda G(z, ¢) associada
nao apresentasse descontinuidades comprometedoras, como se revelou ser o caso da forma €2

de maior resisténcia por nés encontrada.

4.4.2 Transcricao do problema para a forma algoritmica

Tendo em vista a implementacao computacional do problema, fez-se a descrigdo algoritmica
das subrotinas necessérias ao calculo da resisténcia. Para além da funcao que implementa as
férmulas de cdlculo da resisténcia expressas nas equagoes (4.17) e (4.18), que denomindmos
Resistance, necessitamos de desenvolver uma outra subrotina computacional, de maior com-
plexidade, denominada phiPlus, para a obtengao de valores discretos da fungao ¢ (z, ¢), uma
vez que, como dissemos, nao conhecemos em geral a sua forma analitica.

No Algoritmo 4.1 apresenta-se a descricdo algoritmica da subrotina Resistance, que cal-
cula a resisténcia de uma forma €y por invocacoes sucessivas da funcdo phiPlus(). Caso f
seja uma fungao simétrica, a resisténcia é calculada de acordo com a férmula (4.18), caso

contrario é considerada a férmula mais geral da equagao (4.17). Admite, como parametros de
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entrada, o nimero de particoes IV, e N, a usar nos intervalos de integracao, os parametros
de configuracao da forma da cavidade {1;, e um valor légico que sinaliza a presenca ou nao

de simetria na forma da cavidade.

Algoritmo 4.1: Funcao Resistance: (N, Ny, [p1,p2,...], symmetry) — R(Qy)

input : N,, nimero de particoes do intervalo de integracao da varidvel x; N, ntimero
de partigoes do intervalo de integracao da varidvel ¢; [p1,p2,...], parametros
de configuracao da forma da cavidade €f; symmetry, varidvel booleana que
sinaliza a presenca ou nao de simetria na forma da cavidade em relagao a um
eixo vertical;

output: R, valor da resisténcia;

1 if N, <1 or (symmetry and N, émpar) or N, < 2 then cancelar calculo;

2 Az =1/Ny;

3 Ap =7/Ny;

4 Soma <+ 0.0;

5 if symmetry then z «— Ax/2; /* integragdo em [0,1/2] */
6 else x — —1/2 + Azx/2; /* integragdo em [—1/2,1/2] */
7 while z < 1/2 do

8 o ——m/2+ Ay;

9 while ¢ < 7/2 do

10 Soma «— Soma + (1 + cos (phiPlus(z, ¢, [p1,p2, .. .]) — ¢)) cos ¢;
1 ¢ — @+ Ap;

12 end

13 x — x + Ax;

14 end

15 R« %AmAgpSoma;
16 if symmetry then R «— 2R;

17 return R;

No Algoritmo 4.2 apresenta-se a descrigao algoritmica da fungao phiPlus(). Esta subrotina
simula computacionalmente todo o trajecto descrito por uma particula no interior de uma
forma Q. O trajecto é determinado em funcao da posicao z e angulo ¢ de entrada da
particula, e é devolvido como resultado o correspondente angulo de saida ¢. Repare-se, no
entanto, que o calculo desse trajecto estd dependente da natureza da funcao f que define

o contorno da forma 2. Por essa razao, o algoritmo que se apresenta pretende apenas ser
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uma descrigao geral (um esbogo) de como foi implementada a funcao phiPlus(), pois a sua
descricao detalhada obrigar-nos-ia a reportar dezenas de variantes desse mesmo algoritmo:
uma versao por cada forma Q estudada. Assim, se para a funcao Resistance() uma tnica
implementagao foi suficiente para a maioria das formas estudadas, ja para a funcao phiPlus()

houve a necessidade de implementar uma subrotina especifica para cada forma €.

Expliquemos agora detalhadamente cada um dos passos do algoritmo phiPlus, funcao de

primordial importancia para o presente estudo.

linha 1 A partir dos parametros de entrada pi,po, ... determinamos um conjunto diferente
de pardmetros que melhor caracterizem a fungdo f(x). Por exemplo, tratando-se de
uma funcao polinomial, e sendo usado parametros de entrada do tipo altura, declive ou
curvatura, calculamos os coeficientes do polinémio que apresente essas caracteristicas.
A implementacao desta parte do algoritmo depende muito do tipo de fungao que usamos

para caracterizar a forma da cavidade (f(x)).
linha 2 Iniciamos o contador de reflexoes i. Serd incrementado apds cada reflexdo.

linha 3 Iniciamos a posigao inicial da particula (zg,y0): o valor de zyp é uma entrada do

problema e yg = 0.0.
(0) .(0)

linha 4 Iniciamos a velocidade da particula (vy ’, vy ') com base no angulo de entrada ¢. Em
vez da velocidade real, usamos o versor da velocidade, (véo), UZSO)) = v/||v||, uma vez que

a intensidade da mesma nao tem qualquer interferéncia na trajectoéria definida.

linhas 5—24 Estrutura repetitiva usada para modelar a dinamica de reflexdes a que a
particula é sujeita. Em cada iterag@o é processado um subtrajecto entre duas reflexoes,
sendo calculados o préximo ponto de colisdo e a velocidade da particula apés a reflexao
nesse ponto. O ciclo termina quando nao for detectada qualquer colisao dentro da

cavidade.

linha 6 Os parametros de configuracao p; podem em certos casos assumir valores que tornem
a configuracao da cavidade num caso particular que requeira um tratamento diferenci-

ado. Esse tratamento de excepgao dependera sempre da natureza de f(z).

linha 7 Com vista a localizarmos o proximo ponto de colisao, determinamos todos os pontos

de intercepgao da recta {x = U;Ej)t + Ty = v@(f)t +y;} com a curva y = f(z), resolvendo
(i) (1)

em ordem ao tempo t a equagdo vy 't + vy; = f(vz't + x;). Em geral, obtém-se varias

solugoes que representam os varios instantes, ¢ = t1,t = to,..., em que a particula,

de velocidade (v,(f),véi)), intercepta a curva. Sendo f(x) uma fungao seccionalmente
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Algoritmo 4.2: Fungao phiPlus: (x, ¢, [p1,p2,...]) — ¢T

input : z, abcissa da posicao de entrada; ¢, angulo de entrada; [p1, pa, .. .|,
parametros de configuracao da forma da cavidade f;

output: ¢, angulo de saida;

1 Definigao da fungao f(z) a partir dos parametros p;;

21— 0; /* contador de reflexdes */

3 (zi,vi) < (2,0.0) ; /* posig8o da i-ésima reflexdo */

4 (vg(:),vg(f)) — (—sinp,cosy) ; /* velocidade apés a i-ésima reflexdo */

5 repeat

6 if f(x) € uma forma degenerada then resolver o problema para esse caso
particular;

7 tempos «— resolver vg)t +y = f(vg)t + x;) em ordem a t;

8 if tempos contem valores > ¢ then

9 t; «— menor valor > € contido em tempos ; /* momento da 1* intercepgio */

10 if vé,i)tl +y; < 0.0 then t; «— —yl-/vzsi);

11 else t «+ —y,-/vzgi);

12 Tit1 < Ug(ci)h + @43

13 Yi+l < Uéi)tl + Yis

14 if f'(x) admite uma descontinuidade numa vizinhanga € de x;41 then introduzir

um pequeno desvio aleatério na trajectéria;

15 if y;y1 > 0.0 then

16 n — (f'(zit1), —1);

17 n<—n/|n| ; /* versor normal & curva */
18 Vi (Ug(f),vzgi)) ; /* vector incidente */
19 Vit1 < Vi —2(v;-n)n;

20 (’U‘gi—‘rl),v?(j:—"_l)) — Vigl s /* vector de reflexdo */
21 end

22 1 —1+1;

23 if ¢ > NER then enviar mensagem de alerta;

24 until y; < 0.0 ;
. (i—1) / (i=1)y.
25 @7 «— —arctan(vy /vy );

26 return ot
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suave, em geral temos que resolver varias equagoes vg(f)t +yi = fk(vg(f)t + x;), para

(4)

i ~ .
x = vyt +x € [xp,xp41), K = 0,1,2,... Nas equagdes até ao 3° grau usaram-se
as conhecidas férmulas resolventes; ja para ordens superiores, as raizes das equagoes
foram sempre obtidas numericamente usando sequéncias Sturm, seguindo o método

apresentado em [43].

linhas 8-11 Estrutura condicional de seleccao simples.

Reportemo-nos ao significado da constante €. Trata-se de um pequeno valor positivo
usado como limiar, abaixo do qual, qualquer grandeza é considerada representar o valor
zero. Dito de outra forma, assumimos como zero qualquer grandeza que se situe no in-
terior da vizinhanga € da origem. Este procedimento visa evitar que erros causados pelo
uso da aritmética de virgula flutuante possam influenciar drasticamente os resultados.
Como o algoritmo foi implementado com aritmética de virgula flutuante de precisao
dupla (aproximadamente 16 digitos significativos), um dos valores usados com sucesso

para esse limiar foi e = 10710,

linha 8 Os momentos de intercepcao que interessa considerar sao os de valor positivo, pois
a particula dirige-se para os pontos de colisdo correspondentes, e afasta-se dos pontos
associados a tempos negativos. Tempos na vizinhanga e da origem sao igualmente
rejeitados para evitar que se tome por tempo positivo o instante em que ocorreu a

ultima colisao, que devido a erros de arredondamento pode nao ser exactamente zero.

linha 9 Entre os tempos positivos, escolhe-se o menor deles, uma vez que a particula é
reflectida logo na primeira colisdo, nao prosseguindo assim o seu trajecto em direcgao

aos outros pontos de intercepcao.

linha 10 Verifica-se se a posi¢do no instante t; ocorre ja fora da cavidade (no semiplano
inferior: y < 0). Se for esse o caso, é porque ndo ocorrem mais colisoes, e t; é alterado

para o instante em que a particula abandona a cavidade (intercepta o eixo dos x).

linha 11 Caso em que os tempos de intercep¢ao nao sao positivos. Tempos negativos corres-
pondem a posicoes anteriores, ou seja nao alcangaveis, e um tempo nulo corresponde ao
momento da ultima reflexao, que impods a velocidade actual. Nesta situacao a particula
encaminha-se para a saida, sendo por isso calculado o instante em que a mesma inter-

cepta o eixo dos x.

linhas 12—-13 Determinamos a localizagao (z;+1,¥yi+1) da préxima colisdo, que ocorrerd no

instante tq.
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linha 14 Quando a particula incide numa vizinhanga de um ponto irregular da fungao f(x),
os erros provenientes da aritmética em virgula flutuante podem comprometer defini-
tivamente o resultado. O célculo duma reflexdo nessa posicao envolve normalmente
operagoes com valores muito préximos, podendo assim ocorrer instabilidade numérica
por perdas consideraveis de algarismos significativos. Contorndmos essa contrariedade
forcando a trajectoria a sofrer um ligeiro desvio aleatério que a afaste da irregularidade.

O utilizador é ainda informado dessa ocorréncia.

linhas 15-21 Caso a particula ainda nao se dirija para fora da cavidade, é calculada a

velocidade da particula apds a proxima colisao.

linha 15 Situando-se y;+1 no semiplano superior, a posi¢ao (x;11,¥;+1) corresponde neces-

sariamente a um ponto de reflexao.

linhas 16—-17 Calculamos o versor normal a curva y = f(x) no ponto de colisao.

linhas 18—20 Calculamos a velocidade (vg(fﬂ),vz(,iﬂ)) da particula apds a sua reflexdo em

(fﬁz‘+1, Z/z‘+1)'

linha 19 Vejamos como construir o vector reflexao, ou seja, como obter a velocidade apds
a reflexdo. Dado estarmos a admitir reflexées perfeitamente elasticas, a velocidade
da particula imediatamente antes e apds a reflexdo num ponto (z;4+1,¥yi+1) pode ser
representada, respectivamente, pelos vectores v; e v;41 do esquema apresentado na

Figura 4.6. Representando por n o vector unitdrio normal & curva y = f(x) em

(Xis1s Yie1)

y=f(x)

Figura 4.6: Construgao do vector reflexao.

(zi+1,Yi+1), facilmente percebemos que os vectores estao relacionados da seguinte forma:
Viti=r+u,u=v;+r, r=—(v;-n)n. A velocidade apds a reflexdo serd entao dada
por

Vit1 = Vi — 2(v; -n)n.

linha 22 Incremento da varidvel que conta o nimero de reflexces.
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linha 23 A propagacao dos erros de arredondamento provenientes das operacoes em virgula
flutuante pode afectar drasticamente os resultados. Isso acontece na nossa imple-
mentacao sempre que ocorre um numero exagerado de reflexdes. Assim, sempre que
esse numero supere um determinado limiar, definido pela constante NER, a aplicagao
lanca um alerta informando-nos de que os resultados sao pouco fidveis. Os resulta-
dos experimentais mostraram que abaixo de NER=10 a propagacao dos erros nao é

perceptivel no resultado final.
linha 24 O ciclo é abandonado caso a particula nao se encontre acima do eixo dos .

linha 25-26 O valor ' da fungao é finalmente calculado e devolvido.

4.4.3 Simulacao computacional

Os algoritmos dos modelos computacionais que simulam a dindmica de bilhar de cada uma
das formas estudadas (funcoes phiPlus()), bem como os da integragdo numérica do célculo
da resisténcia associada (funcao Resistance()), foram implementados em linguagem C, dado o
esforco computacional envolvido. A eficiéncia do cédigo objecto, gerado pelos compiladores de
C, permitiu que o cdlculo computacional fosse realizado com valores elevados de N, e N, que
se considerou terem sempre o mesmo valor, N, = N, = N. Nas simulagoes computacionais
efectuadas, o nimero de partigdbes N variou entre algumas centenas e varios milhares (até
5000), tendo a precisdo dos resultados atingido em alguns casos 107¢. A precisdo foi controlada
por observagao da diferenga entre aproximagoes sucessivas da resisténcia R que se iam obtendo
com o aumento do nimero de subdivisoes N e, em alguns casos especiais, por comparagao com
os resultados analiticos. Como se deduz de (4.17) e (4.18), o cdlculo numérico da resisténcia
de uma forma €2y envolveu o cdlculo, respectivamente, de N(N —1) e N(N —1)/2 trajectérias
de bilhar de uma particula no interior de 2y, donde se conclui que os valores de resisténcia de
maior precisao foram obtidos com 12.497.500 avaliacoes da fungao phiPlus(). Mesmo nesses
casos, o calculo da resisténcia nao envolveu mais do que alguns segundos de processamento.

Para a maximizagao da resisténcia dos modelos idealizados, usaram-se os algoritmos de
optimizagao global da toolbox “Genetic Algorithm and Direct Search” (versao 2.0.1 (R2006a),
documentada em [1]), uma colecgao de fungoes que estende as capacidades de optimizagao do
sistema de computacao numérica MATLAB. A opcao pelos métodos Genéticos e de procura
Directa deveu-se essencialmente ao facto de os mesmos nao requererem qualquer informacao
acerca do gradiente da fungao objectivo nem de derivadas de ordem superior — como a forma
analftica da fungao resisténcia é em geral desconhecida (dado que depende de o™ (z, ¢)), esse
tipo de informagao, caso fosse necesséria, teria que ser obtida por aproximacao numérica,

algo que dificultaria imenso o processo de optimizacao. O sistema de computacao MATLAB
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(versao 7.2 (R2006a)) foi também escolhido por dispor de funcionalidades que permitiram
que se usasse para funcao objectivo a subrotina Resistance compilada em C, e as respectivas
subrotinas phiPlus, por si invocadas.

Sempre que a maximizagao envolveu um ou dois pardmetros de optimizagao — os
parametros de configuracao da funcao f, que caracteriza a forma {1y —, os resultados obtidos
foram confrontados com o grafico da funcgao resisténcia, tendo-se confirmado em todos esses

casos a concordancia dos valores.

4.4.4 Resultados obtidos

Iniciou-se a procura da resisténcia méxima na classe de funcgoes continuas f com derivada f’
seccionalmente constante, alargando-se depois o estudo a classes de fungbes com a segunda
derivada f” seccionalmente constante. No primeiro dos casos o contorno de 2y é uma linha
poligonal, e no segundo, uma curva composta por arcos de pardbolas. Nao se tendo conseguido
com as formas €y superar o valor de resisténcia R = 1.44772, decidiu-se estender a procura
a formas diferentes das consideradas em (4.16). Estudaram-se entao formas 29 definidas por

funcoes de y em x do seguinte modo

Q9 ={(z,y): 0<y<h, —g(y) <z <gy)}, (4.19)

onde h >0, g : [0,h] — R} é uma funcgdo continua com g(0) = 1/2 e g(h) = 0. A semelhanca
do estudo que se fez para os conjuntos {2y, na procura das formas 29 consideraram-se fungoes
g seccionalmente lineares e seccionalmente quadraticas. Se na classes das funcgoes lineares
nao se conseguiu qualquer ganho de resisténcia relativamente aos resultados obtidos para os
conjuntos {1y, j4 nas funcoes quadréticas os resultados superaram as melhores expectativas:
encontrou-se uma forma de cavidade €29 que apresenta uma resisténcia R = 1.4965, um valor
ja muito préximo do seu limite tedérico de 1.5. Este é seguramente o principal resultado que se
obteve nesta parte do trabalho. Efectuaram-se ainda alguns testes com fungoes polinomiais
de ordem superior ou descritas por secgoes conicas especificas mas, nao se tendo verificado
qualquer ganho adicional na maximizacao da resisténcia, optou-se por nao se reportar os res-
pectivos resultados. Segue-se uma descrigao mais detalhada dos resultados mais importantes

que se obtiveram.

(1) Linhas poligonais de dois segmentos

Na classe de linhas poligonais, definidas pela fungao

a(x+1/2), para —1/2 <z <ux
fap(x) =
B(1/2—1x), para zop<x<1/2,
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onde >0, >0, -1/2<x0<1/2ea(xog+1/2)=F(1/2 —xp), 0o maximo da resisténcia
assume o valor 1.42621 e é atingido quando o = 8 = g = 1.12. Assim, z¢o = 0.0 e o conjunto
correspondente {1y, € um triangulo isésceles com vértice superior de angulo 83.6°. Este
triangulo é mostrado na ilustragao (a) da Figura 4.7, com as suas faces laterais representadas
a tracejado. Por sua vez, na ilustracéo (b) pode ver-se que a funcao R|[fn ] oscila e tende

para 1.25 quando o — +o0.

R foal

14t
13t
12t
11t

1 ke ‘

0 1 2 3 4
«

Figura 4.7: Linha quebrada de dois segmentos: (a) formas 6ptimas para segmentos rectilineos

(a tracejado) e quadraticos (a cheio); (b) Grafico da resisténcia para o caso rectilineo.

(2) Fungoes seccionalmente quadraticas de dois segmentos

Na classe de fungoes seccionalmente quadraticas compostas por dois segmentos,

ar(z+1/2)2 4+ pi(z+1/2), para —1/2 <z < x9

faraamp(@) = { as(1/2 — z)* 4+ B2(1/2 — x), para zo <z <1/2,

onde —1/2 < x¢ < 1/2 e ay(xg + 1/2)% + Bi(xg + 1/2) = ao(1/2 — 20)? + B2(1/2 — z0), a
resisténcia maxima é atingida com xg = 0, a1 = as = a ~ —0.486, #1 = [fs = @ ~ 1.361,
e assume o valor 1.43816. O conjunto correspondente ¢, .. €é um triangulo isésceles de
faces laterais curvilineas, representadas na ilustracao (a) da Figura 4.7 por linhas a cheio.
Como se constata, tem a altura do triangulo 6ptimo da classe (1), apresentando por isso
uma configuracao que parece derivar do triangulo anterior — as suas faces laterais obtém-se

curvando ligeiramente para fora os dois lados do triangulo.

(3) Linhas poligonais de m segmentos

Considere-se uma linha poligonal de m segmentos com vértices pg = (zo,y0) = (—1/2,0), p1 =

(1,Y1)s -+ s Pm = (Tm, ym) = (1/2,0), que represente uma fungao continua f:[—1/2,1/2] —
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]Rar . Uma vez que os extremos da linha poligonal sdo fixos, o problema tem “apenas” como
entradas as coordenadas dos pontos de junc¢ao dos m segmentos, (z;,y;),?=1,...,m—1,0que
perfaz um total de 2(m — 1) parametros a optimizar. Conhecida a localizacao desses pontos,
a fungao toma a forma f(x) = ayx + (; para x € [z;,z+1], com i = 0,1,...,m — 1, sendo os
respectivos coeficientes facilmente determinados pelas relagoes o; = (yir1 — i)/ (xig1 — x;) €
Bi = yi — iz

Na classe das linhas poligonais com muitos segmentos as simulacoes tornaram-se mais
complexas e os resultados mais dificeis de alcancar. O aumento consideravel do nimero
de parametros a optimizar comprometeu bastante a eficidcia dos algoritmos de optimizacao.
Simulagbes com valores de m relativamente pequenos (m < 5) mostraram que se consegue
um aumento moderado da resisténcia considerando linhas poligonais simétricas em relacao ao
eixo Oy e impondo valores x;, i = 0,...,m igualmente espagados em [—1/2, 1/2]. Em razao
desse facto optou-se por restringir o estudo a linhas poligonais simétricas com z; = i/m—1/2,
o que permitiu reduzir para cerca de quatro vezes menos o nimero de parametros efectivos:
de 2(m —1) para |§|. Esta decisao veio a possibilitar o estudo de formas poligonais com um
maior nimero de segmentos, 1 < m < 18.

Como resultado do processo de optimizagado, encontraram-se varias formas em “zig-zag”
com resisténcias muito semelhantes, R ~ 1.446; cinco dessas formas apresentam-se na Fi-
gura 4.8. O maior valor de R foi obtido com a forma de m = 10 segmentos (ilustracdo c)) e

assumiu o valor 1.446227.

(a) m = 6(1.444983) (b) m = 8(1.445562)

(c) m = 10(1.446227) (d) m = 16 (1.445535) (e) m = 18 (1.445931)

Figura 4.8: Fungoes de maior resisténcia encontradas na classe das formas poligonais de

m =6, 8, 10, 16 e 18 segmentos.

Com o intuito de se tentar encontrar uma forma analitica que aproxime as curvas obtidas, e
dessa forma talvez conseguir alguma validacao dos resultados computacionais, investigou-se a
linha poligonal que a seguir se descreve. Considere-se um arco de circunferéncia de amplitude

angular 2¥, com ¥ € [0, 7/2], contido no semiplano superior y > 0, e com extremos (—1/2,0)
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e (1/2,0); considere-se m par e posicione-se sobre o arco os pontos py = (zo,y0) = (—1/2,0),
p2 = (T2,Y2), .-+, p2i = (X25,%2), -+, Pm = (Tm,Ym) = (1/2,0), com —1/2 = 29 < z9 <
... < &y, = 1/2; represente-se por § a maior diferenga xg9; — x9;—2; designe-se por candnico
qualquer triangulo rectangulo ABC' cujo vértice B esteja situado acima da hipotenusa AC
e a mediana que liga B a AC seja vertical; para i = 1,...,m/2, desenhe-se o triangulo

canénico Apg;_o p2;—1p2; com hipotenusa [po;_2, p2;] € vértice superior necessariamente na

POSICAO o1 = 3 (T2i—2 + 2:), Y2i—1 = 5 (Y2im2 + Y2i) + 31/ (X2 — T2i-2)% + (y2i — Y2i—2)>.
A linha poligonal pop1 . . . pm—1Pm formada pelos catetos de todos os triangulos obtidos desta
forma serd também conhecida por linha candnica (as formas mostradas na Figura 4.8 sao
boas aproximagoes para as linhas candénicas com m = 6, 8, 10, 16, 18 e com abcissas x;
igualmente espagadas). Se fixarmos U e fizermos J tender para zero, o valor correspondente

de R converge para

2\/§sin%—25in4%—\ll
sin W

R(U) =1+ é sin? U + (4.20)

(com ¥ expresso em radianos). A demonstragao desta convergéncia foi dada por Plakhov
em [80]. O valor méximo de R(¥) é alcangado com ¥y ~ 0.6835 ~ 39.16° e toma o valor
R(Ug) = 1.445209.

Represente-se por R,, (V) a resisténcia das linhas canénicas de m segmentos com vértices
nas abcissas z; = i/m — 1/2, i = 0,...,m. A resisténcia foi calculada numericamente para
vérios valores de ¥ e para m = 6, 10, 18. Os graficos das fungoes resultantes R,,(V) e da
fungao limite R(V) (m = oo) sao mostrados na Figura 4.9.

Repare-se que quando ¥ — 0 os tridngulos da linha candnica tomam uma forma cada vez

mais préxima do triangulo rectangulo isésceles; por isso os valores de R tendem para v/2, e

R(0) = V2.

(4) Fungoes seccionalmente quadraticas de m segmentos

Na classe de fungoes seccionalmente quadraticas, com m < 18 segmentos, conseguiu-se superar
ligeiramente o melhor dos resultados anteriores. A curva de maior resisténcia encontrada é
a que se apresenta na Figura 4.10, uma linha em “zig-zag” de 14 segmentos ligeiramente
concavos, a que corresponde uma resisténcia R = 1.44772. Como se constata, tem a mesma
aparéncia das curvas mostradas na Figura 4.8.

Para se chegar a este resultado foi necessario restringir bastante a forma da curva a
optimizar. Dada a grande quantidade de parametros de configuracao envolvidos, todas as
tentativas em optimizar curvas seccionalmente quadraticas com formas arbitrarias resultaram

infrutiferas; mesmo para valores nao muito elevados de m, a resisténcia andou sempre aquém
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Figura 4.9: Grafico da resisténcia para linhas poligonais candnicas com diferentes nimeros

de segmentos: fungoes R,,(¥) (m = 6,10, 18) e fungao limite R(¥) (m = oo).

Figura 4.10: Funcao de maior resisténcia encontrada na classe das formas seccionalmente

quadréticas (m = 14).

do méximo ja conseguido. Assim, no processo de optimizacdo que levou ao melhor resultado
consideraram-se formas seccionalmente quadraticas derivadas a partir das curvas canodnicas
estudadas na classe (3). Permitiram-se apenas pequenos desvios na forma dos triangulos
em relacao a sua forma candnica, quer variando ligeiramente a posicao do vértice superior,
quer pela substituicdo dos lados triangulos por curvas quadraticas. Deste modo conseguiu-se
fixar em quatro o nimero de parametros que foi necessario optimizar: os desvios horizontal e
vertical do vértice superior do tridngulo em relacao a sua posicao candnica, a curvatura dos

lados do triangulo e a amplitude angular .

Na familia de fungoes seccionalmente quadraticas, foram ainda estudadas curvas splines do
2° grau. Nessa abordagem comegou-se por definir a curva por uma fungao f:[—1/2,1/2] —
]Rar pertencente a C! e com segunda derivada seccionalmente constante. Para além de f(zq) =
f(zy) = 0, impos-se que a funcao fosse simétrica em relagdo a = 0 e composta por um

nimero par de segmentos: zo = —1/2, ;)9 = 0 € T = —Ty, g, para bk = m/2 +1,m/2 +
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2,...,m. Dada a simetria da curva, consideraram-se, para entradas do problema, os valores de
curvatura dos m/2 segmentos que compoem a primeira metade da curva, do,d1, . . ., dy, /21, €
as abcissas nos pontos de juncao, 1, T2, .. ., T, 2-1, 0 que perfez um total de m—1 parametros

a optimizar. Este valor reduziu-se ainda para cerca de metade, m/2, nos casos em que se
consideraram abcissas xj equidistantes. Na descricao que se segue, explica-se como se definiu
a curva spline a partir dos valores de curvatura dy e das abcissas xj, as entradas do problema.

Para a definicdo completa da funcao f foi necessdrio encontrar a sua forma em cada su-
bintervalo [z, k1], onde k =0,1,...,m/2 — 1. Partindo do valor da sua segunda derivada,
que é conhecido e constante dentro do subintervalo, consegue-se, através de uma dupla inte-
gracao, chegar a esse resultado, uma curva polinomial do 2° grau na variavel z. Assim, para

T € [Tk, Tp41], tem-se sucessivamente

fa) =
Fa@ = S [ e

= f'wx) +di (2 — xp) (4.21)
f@) = flaw) / F(z) da

_ %gﬁ + (f'(x) — diar) @ + far) — o f'(an) + d’“;”’“z, (4.22)

ou seja, para = € [Ty, Zpy1], f(x) = axz? + bpx + cx, com os coeficientes ag, by e ¢, dados

pelas seguintes relacoes,

ap = di/2,

b = f'(zr) — dray, para k=0,1,...,m/2— 1. (4.23)
/ dpxi?

e = flog) —apf(zr) + 5

Assim, a defini¢ao completa da funcao requer que se conhecam os valores f(xy) e f/'(z), para
todoo k=0,1,...,m/2—1, isto é, os valores da fungao e sua derivada no inicio dos primeiros
m/2 segmentos. Dada a continuidade da funcao e da sua derivada em todo o seu dominio, e

em especial em x = x4, ponto de juncao entre o k-ésimo segmento e o seguinte, podem ser

assumidas, para k = 0,1,...,m/2 — 1, as seguintes igualdades
fe(@ri1) = fer1(@rs1), (4.24)
fe@es1) = fopr (@rs1), (4.25)

onde se usa a notacao fi(x) para representar o segmento da fungao f(z) situado no subinter-

valo [z, x+1]. Considerando na equagao (4.25) a definigdo dada na equagao (4.21), obtém-se
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a seguinte igualdade®

flan) + di (Tppr — o) = f(@r1) +digr (@r1 — Tpp1)
& fllar) = far) — di (Thg — 1) -
Com esta expressao, o valor da derivada da funcdo no inicio de cada segmento, xy, k =

0,1,...,m/2 —1, pode ser obtido de forma recursiva a partir do seu sucessor. Em x = T /2

como se demonstra a seguir, a derivada é nula. Assim,

f(@my) = 0,
f(xx) = flxrs1) +di (wps1 — k), para k=m/2 —1,m/2—2,...,0.
Demonstragao. (de f'(x,/2) = 0) Dada a simetria da funcdo em relagdo a = = 0,
fmj2(x) = frj2—1(—2); derivando ambos os termos mantém-se a relagdo de igualdade,
7’71/2(1:) = —f7’n/2_1(—x); logo, para x = x,,/9 = 0, f{n/Q(O) = —f7’n/2_1(0); combinando
esta relacdo com a obrigatoriedade da derivada ser continua em ,, /9, f/, /2(0) = fl /2_1(0),
tem-se que fr'n/271(0) =— T'n/Qfl(O) & fvln/271(0) = 0 e consequentemente f'(1,,/,) =0. W

Sabendo ja como determinar o valor das derivadas no inicio dos segmentos, falta ainda
encontrar a forma de calcular o valor da fungao nesses mesmos pontos. Se se substituirem
na equacao (4.24) as respectivas fungoes pela forma dada na equagao (4.22), chega-se, apds
algumas simplificagoes, & seguinte igualdade

f(rig1) = flze) + % (f'(zk) + f(@p41)) (Ths1 — 2x), para k=0,1,...,m/2 — 1.

Com esta relacao, pode-se obter, também de forma recursiva, o valor da fungéo em cada inicio

de segmento, zg, k =0,1,...,m/2 — 1. Assim,

flzk) = flog—1) + é (f"(zp—1) + f'(z1)) (xk — xp—1), para k=1,2,...,m/2 — 1.

Em suma, sabe-se ja como obter os valores quer da funcao quer da sua derivada no inicio
dos primeiros m/2 segmentos; com isso consegue-se determinar, através da equagao (4.23),
os coeficientes das curvas polinomiais do 2° grau que compéem a primeira metade da curva
spline; a segunda metade é entdo definida por simetria com a primeira.

Infelizmente, da optimizacao deste tipo de curva nao se obtiveram resultados positi-

vos. Embora se tenham realizado inimeras simulagoes computacionais, nenhum dos valores

Esta relagio pode facilmente ser confirmada. Uma vez que a 2* derivada da funcio, no intervalo [z, Tx41]

é constante e igual di, a sua 1* derivada serd necessariamente uma fungdo linear com declive dado por
' (@py1)—f (2k)

Te4+1—Tk



116 Maximizagao da resisténcia em classes de corpos nao convexos

conseguidos se revelou de interesse para o presente estudo. Foram, inclusivamente, estu-
dadas versoes modificadas do modelo apresentado, sem que os resultados tivessem melho-
rado. Num desses estudos usou-se, como parametros de configuragao da curva, as ordenadas
Y1,Y2, - -, Ym/2 dos pontos de ligagao, em substitui¢ao dos valores das curvaturas dj — curva
interpoladora. Nos restantes, consideraram-se funcdes f sem continuidade C! em alguns pon-
tos do seu dominio, como por exemplo, em x = 0, onde o valor da derivada f’ & esquerda de
T = Z,,/3 = 0 passou a ser um parametro adicional, ou em todos os pontos z, considerando

neste caso segmentos com igual curvatura (di = d).

(5) Formas descritas por tridngulos infinitesimais

Estudou-se uma versao “rugosa” Q 7 das formas anteriores, em que o contorno dos conjuntos
1y passou a ser formado por uma sequéncia continua de triangulos candénicos infinitamente
pequenos. Para a simulacao computacional da dinamica de bilhar dessas formas rugosas,
optou-se por uma abordagem diferente. O calculo da resisténcia, em vez de traduzir um algo-
ritmo deterministico, passou a considerar reflexoes seleccionadas probabilisticamente. Uma
particula, quando interage com um triangulo candnico, descreve uma entre apenas duas tra-
jectérias possiveis. Em [80] mostra-se, para o caso dos tridngulos infinitesimais que compdem
o contorno de f, como determinar a probabilidade a que ocorrem cada uma das trajectorias,
em funcao da direcgao da velocidade incidente e do declive f’ no ponto de 9§ onde ocorre a
reflex@o. Assim, para o célculo das trajectérias no interior de Q t considerou-se que a particula
era reflectida na fronteira de 2y numa de duas direc¢oes, escolhida aleatoriamente de acordo
com a probabilidade associada.

A linha canénica de triangulos infinitesimais (§ — 0) considerada na classe (3), a que cor-
responde a resisténcia dada na equacao (4.20), pode ser descrita de forma equivalente por esta
classe de funcdes: trata-se do conjunto rugoso 2 ¢ com o contorno 9\ [-1/2, 1/2] x {0} de-
finido por um arco de circunferéncia de amplitude angular 2¥. Nas ilustracoes da Figura 4.11
apresenta-se o grafico dos valores da resisténcia obtidos computacionalmente para essa forma
rugosa e o grafico da fungao tedrica R(V) dada em (4.20). A grande aproximacao dos valores
experimentais & curva tedrica, para além de aumentar a nossa confianga na correccao dos
resultados, mostra que continuamos a obter resultados bastante precisos usando o método
nao deterministico. Foram entdo analisadas outras formas rugosas sem, no entanto, ter-se
conseguido superar o valor de resisténcia maxima obtido com as classes anteriores.

Tentaram-se ainda formas rugosas com outro tipo de triangulo candnico infinitesimal.
Basicamente, substituiu-se o tridngulo canénico considerado anteriormente por um triangulo

rectangulo isésceles ABC em que a mediana que liga B a AC, em vez de ser vertical, passou
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Figura 4.11: Representacao grafica dos valores experimentais e da funcao tedrica da resisténcia

de linhas candnicas formadas por tridngulos infinitesimais.

a ter uma direccao perpendicular a curva 9€)s. Infelizmente, também por esta via nao foi
possivel superar o valor méaximo da resisténcia obtido anteriormente. Na Figura 4.12 mostra-
se o grafico da resisténcia do arco de circunferéncia de contorno liso e usando os dois tipos
de rugosidade. Como se constata, o melhor resultado é conseguido quando o contorno é for-

mado pelos triangulos candnicos orientados verticalmente. Repare-se que quando o arco de

R(T)
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Figura 4.12: Gréfico da resisténcia de um arco de circunferéncia para diferentes tipos de
contorno: (x) triangulos com mediana perpendicular; (e) triangulos com mediana vertical; (o)

contorno liso.

circunferéncia se aproxima de um segmento de recta (¥ — 0), a resisténcia tende para o seu

valor nominal (R=1) no caso do contorno liso, e para o valor v/2 em ambos os contornos ru-
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g0sos, uma vez que, no limite, estes contornos consistirao numa linha horizontal de triangulos

rectangulos isésceles perfeitos.

(6) Funcgoes z = £¢(y) quadraticas

Estudou-se o valor da resisténcia de conjuntos 29, tal como definidos em (4.19), na classe de

funcoes quadraticas,
gnp(y) = ay® + By +1/2, para 0 <y <h,

onde h > 0ea = _6};721/2 (dado que g 3(h) = 0). Na optimizacao da curva, fizeram-se
variar os dois parametros de configuragdo da funcdo: h, a altura da curva 99, e (3, o seu
declive na origem (¢'(0)). Nesta classe de fungoes os algoritmos de optimizacao convergiram
rapidamente para um resultado muito interessante: a resisténcia maxima foi atingida com
h = 1.4142 e 8 = 0.0000, e assumiu o valor R = 1.4965, ou seja, um valor 49.65% acima da

resisténcia da forma rectilinea. E efectivamente um resultado muito importante:

1. representa um ganho consideravel no valor da resisténcia, relativamente ao melhor re-
sultado anterior, que se situava 44.77% acima do valor de referéncia e que tinha sido

obtido com uma fungao da classe (4);

2. o conjunto €Y correspondente tem uma forma bastante mais simples do que a do con-
junto Q associada ao melhor resultado anterior, uma vez que é formada por dois arcos

de parabolas simétricos, quando a anterior era constituida por catorze desses arcos;

3. esse novo valor de resisténcia estd ja muito préximo do seu valor supremo que, como se

sabe, situa-se 50% acima do valor de referéncia;

4. os parametros Optimos parecem assumir valores que dao ao conjunto 29 uma confi-

guracao com caracteristicas muito especiais, como a seguir se percebera.

Repare-se que os parametros 6ptimos parecem aproximar-se dos valores h = /2 = 1.41421 . ..

e 0 = 0. Coloca-se entao a seguinte questao:
Nao serao esses os valores exactos dos parametros 6ptimos?

A representagao gréfica da funcao R(h,[3) através de curvas de nivel, Figura 4.13, estd em
perfeita concordancia com essa possibilidade — repare-se que as curvas de nivel parecem
perfeitamente centradas no ponto de coordenadas (v/2,0), assinalado na figura por um “+”.
Veja-se também, na Figura 4.14, o grafico da resisténcia R(h) para 5 = 0, onde é igualmente

perceptivel uma surpreendente elevacio da resisténcia quando h — /2. Calculou-se entdo
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Figura 4.14: Grafico da resisténcia R(h) para 3 = 0.

numericamente a resisténcia da cavidade Q98 com os valores exactos h = /2 e 8 = 0, tendo
o resultado confirmado o valor 1.49650.

Existe ainda uma razao adicional que sugere também uma resposta afirmativa a questao
formulada. A forma do conjunto Q98 com h = v/2 e = 0 é um caso particular a que estao
associadas caracteristicas especiais que poderao justificar o elevado valor de resisténcia que
apresenta. As duas seccoes da forma sdo arcos equivalentes de duas pardbolas de eixos hori-
zontais e concavidades voltadas uma para a outra — ver Figura 4.15. Mas a particularidade
da configuracao reside no facto do eixo das pardabolas coincidir com a linha de entrada da ca-

vidade (eixo dos ), e o foco de cada uma situar-se no vértice da outra. Repare-se que, sendo

a equagdo da pardbola do lado direito dada por = g, 5 ((y), obtém-se y? = —4(x — 1/2),
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confirmando que o vértice é em (1/2,0) e que o foco dista deste uma unidade. Desse modo,
por razoes de simetria, os focos e os vértices das duas parabolas situam-se nos extremos da

abertura da cavidade, (—1/2,0) e (1/2,0), tal como se ilustra no esquema da Figura 4.15b.

1.0+

0.75— Arti
] , vértice 2
3] vértice 1/'\ foco 1’,’
0.5 .
1 \ 1, parabola 2
] parabola 1/'\\ //
0.25 \ /
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Figura 4.15: Forma 2D quase éptima (futuramente conhecida por Dupla Pardbola).

O elevado valor da resisténcia desta forma de cavidade estd ainda expresso, embora de
modo implicito, no grafico da fungdo integranda da funcional (4.12), apresentado na Fi-
gura 4.16. Trata-se de uma superficie com uma forma bastante suave em quase todo o seu
dominio e, mais importante, quase nao varia com x e parece descrever a forma da funcao
2 cos ¢ na direcgao do eixo dos ¢. Estes atributos, quando verificados na sua plenitude, estao
associados ao maior valor de resisténcia admissivel, R = 1.5.

Esta forma de cavidade parece tratar-se efectivamente de um caso muito particular. Con-
trariamente ao que se passou com todas as outras, a fungao integranda aparenta uma forma
bastante suave, apresentando apenas pequenas irregularidades para angulos ¢ de pequena
amplitude. Atendendo a essa caracteristica, e tendo em conta que G(x, ¢) quase nao depende
de z, a resisténcia foi também calculada, para esta forma em particular, usando a regra de
Simpson 1/3 na integragao em ordem a ¢. Considerou-se entao uma segunda versao do Algo-
ritmo 4.1, onde a férmula da equacao (4.18), usada no célculo da resisténcia, foi substituida

pela seguinte,

N, Ny—1

1
R = 5A:chgo | g E Wi (1 + cos (cp+(x,~, VoK) — gok)) COS Yk, (4.26)
=Ny /2+1 k=1

onde wy, = 2 para k impar e wy, = 1 para k par e, tal como com N, impos-se que N, fosse um

numero par. Como esperado, com o novo algoritmo, conseguiu-se atingir o mesmo nivel de

5Se a fungdo integranda tomar a forma G(z, ) = 2cos p, de (4.12) obtém-se R = 1.5.
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Figura 4.16: Grafico da funcao integranda G(z,¢) = (1 + cos (¢ ™ (z,¢) — ¢)) cos p.

precisao para o valor da resisténcia com um nimero muito menor de subdivisoes dos intervalos
de integragao (IV; e N,).

Para que no futuro possa vir a ser facilmente referenciada, esta forma de cavidade (Fi-
gura 4.15a) passard, a partir de agora, a ser designada simplesmente por “Dupla Pardbola’.
Assim, no contexto deste trabalho, o termo “Dupla Pardbola” deve ser sempre entendido
como o nome da cavidade cuja forma é descrita por duas parabolas que, para além de serem
geometricamente iguais, encontram-se “encaixadas” na disposicao peculiar que referimos.

Uma vez que a resisténcia da Dupla Pardbola assume um valor ja muito proximo do seu
limite tedérico, numa derradeira tentativa de se vir a conseguir atingir esse limite, resolveu-se
estender ainda o estudo a outras classes de fungoes g(y) que admitissem a Dupla Pardbola
como caso particular ou que permitissem configuracoes proximas dessa forma quase 6ptima.
Em todos esses casos os melhores resultados foram invariavelmente obtidos quando a forma
das curvas se aproximou da forma da Dupla Parabola, sem nunca terem superado o valor
R = 1.4965. Comegou-se por considerar fungoes g(y) seccionalmente quadréticas, incluindo
curvas splines, sem que se conseguissem resultados interessantes; apenas para fungoes g(y) de
2 ou 3 segmentos foi possivel aproximarmo-nos da resisténcia e da forma da Dupla Parabola.
Consideraram-se também funcdes g(y) ciibicas e biquadréticas’, mas em ambos os casos o

processo de optimizacao aproximou-as a curvas de ordem quadratica, com os coeficientes de

"Nas curvas biquadréticas, o ponto de intercepcao da trajectéria da particula com a fronteira da cavidade
foi calculado, na linha 7 do Algoritmo 4.2, resolvendo uma equagao do 4° grau. As raizes dessa equagao foram

obtidas numericamente usando o método descrito em [43].
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maior ordem a tomarem valores quase nulos. Estudou-se o problema na classe das secgoes
coénicas, considerando-se, para faces laterais da cavidade, dois arcos simétricos quer de uma
elipse quer de uma hipérbole. Também nestes casos os arcos assumiram uma forma muito
préxima dos arcos de pardbolas.

Sendo a Dupla Parabola a melhor forma encontrada, e tratando-se de uma forma quase
oOptima, é objecto de um estudo adicional mais aprofundado, de natureza essencialmente

analitica, na seccao que se segue, onde se tentam perceber as razoes do seu bom desempenho.

4.5 Caracterizacao das reflexoes na forma “Dupla Parabola”

Cada uma das ilustracoes da Figura 4.17 reproduz, para a “Dupla Parabola”, uma trajectéria

concreta, obtida com o nosso modelo computacional. E reconfortante verificar que, & excepgao

AYaYA

) x = 0.45, ¢ = T75°. ) x =0.45, ¢ =55°.  (c) x = 0.45, p = 35°.
d) z=0.3, p =T75° e) x = 0.0, p = 35°. ) x =0.48, p = 5°.

Figura 4.17: Exemplo de trajectorias obtidas com o modelo computacional.

da ultima trajectéria, em todas as restantes a particula surge a saida da cavidade com uma

velocidade quase invertida relativamente aquela que foi a sua velocidade de entrada. Este é
. ” . . . s

o “sintoma” que caracteriza inequivocamente uma cavidade de 6ptimo desempenho. Mesmo

no caso da trajectéria da ilustragao (f), a direcgdo da velocidade de saida parece ndo andar

muito distante da de entrada.

Se analisarmos as cinco primeiras ilustracoes, verificamos existir algo em comum no com-
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portamento da particula: para descrever a trajectéria, a particula é sempre sujeita a trés
reflexdes. Esta parece ser uma caracteristica determinante para a aproximacao dos angulos
de entrada e de saida. Se, por exemplo, imaginarmos trés trajectorias com configuracoes
préximas, respectivamente, das trajectérias (a), (b) e (c), mas com a diferenca de néo in-
cluirem a terceira reflexao, o resultado sera completamente diferente, como facilmente se de-
preende das ilustragoes. Embora esta conviccao seja por enquanto de natureza essencialmente
empirica, os resultados do estudo que se segue vao no sentido de confirmar que uma parte
muito significativa das trajectérias “benignas” — aquelas em que os vectores velocidade de
entrada e de saida sao quase paralelos; chamemos-lhes assim por representarem contribuigoes
positivas na maximizagao da resisténcia — subentendem exactamente trés reflexoes.

Vamos agora tentar interpretar outro tipo de resultados obtidos com o nosso modelo
computacional, comecando pela representacao grafica do valor da diferenca entre os angulos
de entrada e de safda (¢ — ¢t (z,¢)), em fungao da posigao de entrada z e do angulo de
entrada ¢ — ver Figura 4.18. O grafico foi produzido usando 100 valores, uniformemente
distribuidos, para cada uma das varidveis x € (0,0.5) e ¢ € (—90°,90°) — dada a simetria
da cavidade em relagao ao eixo x = 0, obter-se-ia um resultado equivalente para o intervalo

x € (—0.5,0). Este grafico mostra-nos que, independentemente do valor da posi¢ao de entrada

Figura 4.18: Representacio gréifica da diferenca angular ¢ — o™ (z, ).

x, a diferenca angular é aproximadamente nula para angulos de entrada ¢ de amplitude
elevada, apresentando valores menos interessantes quando ¢ se aproxima de zero. Portanto,
comeca-se a perceber que as trajectérias “benignas” tém origem essencialmente em angulos
de entrada de amplitude elevada.

Os graficos das figuras 4.19 e 4.20, que se seguem no nosso estudo, foram produzidos com
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10.000 pares de valores (z, ), gerados por um processo aleatério de distribuicao uniforme.

O primeiro deles mostra a distribui¢do dos pares (¢, ™) no plano cartesiano. Os pontos

80r

40

201

Figura 4.19: Representacao no plano cartesiano da distribuigao dos pares (¢, p™).

concentram-se nas proximidades da diagonal ¢ = ¢, 0 que é revelador de um bom compor-
tamento da cavidade. Também com estes resultados se confirma que a resposta da cavidade

se vai deteriorando quando ¢ se aproxima de zero.

Vejamos o segundo grafico, expresso na Figura 4.20, onde se encontra representada
no plano cartesiano a distribuicdo dos pares (¢, Ymaz), sendo Ymaes @ altura atingida pela
particula. Pela andlise do grafico, constatam-se essencialmente duas coisas: que a altura atin-
gida pela particula quase nao depende da posicao de entrada x, dependendo essencialmente do
valor do angulo de entrada ¢, em especial para angulos elevados — esta relacao é perceptivel
na Figura 4.17, quando comparamos a ilustragdo (a) com a (d) e a (¢) com a (e) —, e que
a altura que a particula pode atingir aumenta com a diminuicao da amplitude do angulo de
entrada.

Comparando agora os gréaficos 4.19 e 4.20, percebe-se que existe uma forte correlagao entre
o desempenho da cavidade e a altura atingida pela particula: quanto mais elevada é a altura
atingida, maior é a dispersao dos valores em relacao a diagonal ¢ = ™. Este facto leva-nos
a supor que a forma do contorno da cavidade é a ideal junta da sua base, mas vai deixando

de o ser a medida que nos aproximamos do topo da cavidade.

A zona da cavidade que interage com a particula parece ndo ser o unico factor a condi-
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cionar a similitude entre os angulos ¢ e ¢*. Se repararmos no grafico 4.19, parece existir
uma perturbacao adicional no comportamento da cavidade quando a amplitude do angulo de
entrada ¢ inferior a cerca de 20°, que leva a que alguns pares (¢, ™) fiquem, em relagao aos
restantes, mais dispersos e mais distantes da diagonal o+ = . Chamamos j4 a atencao para
a possivel importancia das 3 reflexdes no grau de aproximacao verificado nos angulos p e p*.
Ocorre-nos por isso a seguinte questao: nao serd precisamente o ntimero de reflexoes que, ao
se diferenciar das 3 ocorréncias, interfere tao negativamente no comportamento da cavidade?
As investigacOes que se seguem vao demonstrar, entre outras coisas, que esta nossa suspeita
tem fundamento.

A confirmar-se a nossa tultima conjectura, e atendendo ao aspecto da distribuicido dos pares
(o, 1) no gréafico 4.19, é expectdvel que exista para ¢ um intervalo (—@p, o) C (—20°,20°)
que abarque todas as trajectdrias que nao sejam formadas por 3 reflexdes. A existéncia
e a identificacao desse intervalo sao garantidas com a demonstragao apresentada na sub-

seccao 4.5.1 do Teorema 4.1, que diz o seguinte:

Para angulos de entrada ¢ superiores (em valor absoluto) a ¢y =

arctan <§> ~ 19.47°, o nimero de reflexdes a que a particula € sujeita no interior

da cavidade é sempre igual a trés, e ocorrem alternadamente nas faces esquerda e

direita da cavidade, para qualquer que seja a posicao de entrada.
De forma a verificarmos que as deducoes que fizemos estao efectivamente em concordancia

151

- - T F - -

ym(lfﬂ

051

Figura 4.20: Distribuigao no plano cartesiano dos pares (¢, Ymaz ), Sendo Ymaq & altura atingida

pela particula.
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com os resultados numéricos do modelo computacional desenvolvido, apresentamos mais dois
graficos, Figuras 4.21 e 4.22, ambos produzidos com 10.000 pares de valores (z, ¢), gerados

aleatoriamente com distribuicao uniforme. Como pode ser observado na Figura 4.21, todas
9 ~

8.

n° de colisoes

1 1 1 J 1 l 1 1 1
-80 -60 -40 -20 20 40 60 80

o

Figura 4.21: Distribui¢ao no plano cartesiano dos pares (¢, nc), sendo nc o n° de colisoes.

as trajectérias com 4 ou mais reflexdes (colises), entre as 10.000 consideradas, acontece-
ram dentro do intervalo (—¢q, pg). Fora desse intervalo (para |p| > @) as trajectérias sao
sempre de trés reflexdes. Adicionalmente, podemos também verificar nao existir qualquer
trajectoria com menos de trés reflexdes. Provaremos na subseccao 4.5.2 ser esta também uma
caracteristica da cavidade (Teorema 4.2).

Nao menos elucidativo é o resultado apresentado no grafico da Figura 4.22, onde dife-
rencidmos dos restantes os pares (p, 1) que estao associados a trajectérias com 3 reflexdes.
Constata-se, tal como suspeitdvamos, que os pares (¢, <p+) que se encontram mais dispersos e
mais distantes da diagonal ot = ¢, estao todos eles associados a trajectérias com 4 ou mais
reflexces.

Das conclusoes a que chegamos podemos de imediato retirar o seguinte corolario: mesmo
nas condicoes que conduzem ao pior desempenho da cavidade — 4 ou mais reflexbes —, a
diferenga angular | — o], por maior que seja, nunca seré superior a 2¢y ~ 38.94°, valor
que é bastante inferior ao maior angulo que é possivel formar entre dois vectores (180°).
A demonstracao deste corolario é simples: como uma trajectéria de 4 ou mais reflexdes
estd sempre associada a um angulo de entrada —pp < ¢ < g, o angulo de saida situar-

se-4 necessariamente no mesmo intervalo; tendo em conta a propriedade de reversibilidade
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associada & lei de reflexdao que rege as reflexdes, se por absurdo admitissemos |¢™| > g, ao
invertermos o sentido de marcha da particula, passariamos a ter uma trajectoria de mais de
3 reflexdes com um angulo de entrada ™ situado fora do intervalo (—q, ¢), 0 que entraria
em contradigao com o postulado inicial. Os resultados apresentados na Figura 4.22 estao
em concordancia com este novo facto, uma vez que todos os pares (¢, ') com mais de trés
reflexdes parecem situar-se no interior da regiao (—o, o) X (—go, ¥0)-

Resumindo:

e A altura que a particula atinge no interior da cavidade interfere negativamente na
aproximacao dos angulos ¢ e ¢T, levando-nos a pensar que a forma da cavidade é a
ideal, ou muito préxima da ideal, junto a sua base, mas vai perdendo qualidades em

zonas mais elevadas;

O maior desfazamento entre ¢ e ™ ocorre em trajectérias de 4 ou mais reflexoes;

Verifica-se, em todo o intervalo de variacdo de ¢, uma grande predominancia das tra-

jectorias com 3 reflexoes;

Nao existem trajectorias com menos de 3 reflexoes;

A " . . NAY o.
O angulo critico ¢g tem o valor: ¢y = arctan (T) ~ 19.47°;

20

15

10

Figura 4.22: Distribui¢ao dos pares (p, o) (+) pares associados a trajectérias com 3 reflexdes;

(o) pares associados a trajectérias com 4 ou mais reflexdes.



128 Maximizagao da resisténcia em classes de corpos nao convexos

e Fora do intervalo (—pq, o), todas as trajectérias sao de 3 reflexoes;

e Em trajectérias com 4 ou mais reflexdes, a diferenca angular é delimitada por 2¢q:

lo — ™| < 2¢0.

4.5.1 Uma condicao suficiente para a ocorréncia de trés reflexoes

Teorema 4.1 Para dngulos de entrada ¢ superiores (em walor absoluto) a ¢y =
arctan (%) ~ 19.47°, o numero de reflexdes a que a particula € sujeita no interior da
cavidade Dupla Pardbola € sempre igual a trés, e ocorrem alternadamente nas faces esquerda

e direita da cavidade, para qualquer que seja a posicdo de entrada.

Para demonstrarmos o teorema que acabamos de enunciar, estudaremos a trajectoria de
uma particula passo a passo, desde o momento em que entra na cavidade até ao momento em
que a abandona, e usaremos as ilustragoes das figuras 4.23-4.25 para nos auxiliarem nessa
demonstragao.

Considere-se uma particula que entra na cavidade em (x,0), com o vector velocidade a
formar um angulo ¢ com o eixo vertical, tal como se encontra representado nas ilustragoes
da Figura 4.23, onde assumimos que o eixo de simetria da cavidade é o eixo dos y e que a
sua base AgA; assenta no eixo dos z. Assim, a posicao da particula & entrada da cavidade
assume apenas valores no intervalo (—3, 3) x {0}.

Dada a simetria da cavidade em relacao ao seu eixo vertical, serd suficiente analisarmos
0 seu comportamento para g < ¢ < 90°. As conclusoes a que chegarmos serdo assim igual-
mente vélidas para —90° < ¢ < —¢p. Analisemos entao em detalhe e separadamente cada
um dos subtrajectos que compoem toda a trajectéria descrita pelo movimento da particula

no interior da cavidade.

Subtrajecto BO—B{

Para ¢ > g, temos a garantia de que a primeira reflexdao ocorre na curva parabdlica
do lado esquerdo da cavidade, tal como pode ser facilmente deduzido a partir da ilustracao
(a). Para que a particula colida na curva esquerda bastaria que o angulo ¢ fosse superior

V2

a arctan (%2), grandeza que tem como majorante @y = arctan (T) Teremos assim o

N
trajecto inicial da cavidade representado na ilustragao (a) pelo vector ByBj.

. e —
Subtrajecto BBy
, .« 7. . ~ , . —
Ap6s colidir em By, de acordo com a lei de reflexao, a particula segue pelo trajecto By Bs.
T
Demonstremos que By Bs tem o sentido ascendente — ilustragao (a). Tracemos o segmento de

recta A1 As, paralelo ao trajecto inicial da particula BgB; e que passe pelo foco da pardabola



4.5 Caracterizagao das reflexoes na forma “Dupla Parabola” 129

esquerda (A;). Pela propriedade focal dessa pardbola, uma particula que tome o subtrajecto
m , ap6s a reflexdo em As, seguird numa direcgao horizontal Ay A3 (prosseguindo depois o
seu trajecto, ap6s nova reflexao, em direcgao ao foco Ay da segunda parabola). Ocorrendo a
primeira reflexao da particula em By, um ponto da curva necessariamente posicionado abaixo
de As, o trajecto Bl—Bg, que seguird de imediato, serd no sentido ascendente, pois a derivada

% da curva nesse ponto (Bj) é superior a derivada em Aj, onde a trajectéria que se seguia

(c)

Figura 4.23: Conjunto de ilustragoes para estudo da trajectoria de particulas com angulos de

entrada ¢ > ¢g >~ 19.47°, na cavidade “Dupla Pardbola”.
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era horizontal.

Embora saibamos ja que Bl—BQ) tem o sentido ascendente, ainda nada nos garante que
a segunda reflexdo acontece necessariamente na parabola do lado direito. Se conseguirmos
verificar que para ¢ = @y a segunda reflexao é sempre no lado direito, para qualquer que
seja a posicao de entrada x, entdo, por maioria de razao, o mesmo sucederd para qualquer
valor ¢ > ¢g. Esta premissa pode ser facilmente aceite com o auxilio da ilustragao (a) da
Figura 4.24: para qualquer valor de ¢ > g, com a primeira reflexdao num dado ponto By,
é sempre possivel tracarmos uma trajectoria para ¢ = g que apresente a primeira reflexao
no mesmo ponto Bi; sendo a segunda reflexao na curva do lado direito para o caso ¢ = g,
necessariamente o mesmo acontecerd para a trajectéria com ¢ > g, pois o angulo de reflexao
sera menor neste segundo caso, tal como se ilustra na figura. Por conseguinte, bastar-nos-a
provar para ¢ = g, que a segunda reflexao ocorre sempre na parabola do lado direito, para

que o mesmo fique provado para qualquer que seja o ¢ > .

Figura 4.24: Tlustracoes para estudo da segunda reflexao.

Na ilustragdo (b) da Figura 4.24 encontra-se representada a trajectéria até a segunda
e

reflexdo de uma particula com angulo de entrada ¢ (ByBj e B1B3). Como se depreende da

ilustracao, a reflexao Bs s6 acontecerd na curva do lado esquerdo se o angulo « for menor que

o’. Determinemos o valor dos dois angulos.
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Sendo (z1,y1) as coordenadas do ponto Bj, teremos tan(a') = ﬁ, logo
—Y1

! = arctan —wi/A-1/2) = arctan 2—yp)/4 — arctan V2+y
o« - ( V2 -y >_ ' (\/ﬁ—y1>_ ¢ ( 1 ) (4.27)

Para chegarmos ao valor de a resolvemos o sistema de trés equacoes, de incognitas «, 6 e (3,

que se retira directamente da geometria da prépria figura

at+pB+0=m
B=wo+0
arctan (%yl) +oo+0=75

A linha tangente & curva em Bj faz com a vertical um angulo cuja tangente tem por valor
. dz _ de _ d /1,2 1y _ 1 L.
a derivada e da curva nesse ponto (em y = y;), onde T = d—y(zy —5) = 5y. Por isso, esse
angulo surge representado na terceira das equacoes pela grandeza arctan (%yl)

Resolvendo o sistema, obtém-se para « o seguinte resultado

2
a = g + 2 arctan (%) = arctan ([) + 2 arctan <y271) . (4.28)
Provemos finalmente que a > o, para qualquer que seja y; € (0, \@) Das equagoes (4.28)

e (4.27), serd equivalente a provarmos

2 2
arctan (\4[) + 2arctan (%) > arctan <\[Iyl> .

Dado que 0 < 31 < v/2, ambos os membros da inequacdo representam angulos situados no
primeiro quadrante do circulo trigonométrico. Por isso podemos manter a inequacao para
a tangente dos respectivos angulos. Aplicando a tangente a ambos os membros, depois de

efectuadas algumas simplificagoes trigonométricas, chegamos & seguinte relacao

14v2 — V247 4+ 16m - V2 +y
4 4—y%—ﬂy1 4 7

que, com simplificagoes algébricas adicionais, toma a forma

y1 (V2y1 + 14 + 43)

> 0.
4—9%_\/2@1

Como 0 < y; < v/2, facilmente se constata que tanto o numerador como o denominador da
fraccao presente nesta tltima inequacao sao grandezas positivas. Logo a > o, que contraria a
condicao que era necessdaria para que a reflexdao By ocorresse na curva do lado esquerdo, ficando

assim provado, como pretendiamos, que em nenhuma situacao a reflexao By da ilustragao (b)
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da Figura 4.24 acontece na curva do lado esquerdo. Por maioria de razao, podemos entao
também concluir que o mesmo sucede para qualquer que seja ¢ > @g: a segunda reflexao da

particula ocorre sempre na parabola do lado direito.

Subtrajecto BQ—B:;

Demonstremos que o subtrajecto BQ—B;; tem o sentido descendente — ilustragao (b) da
Figura 4.23. Imagine-se, para o efeito, um subtrajecto m, paralelo a BBy e que passe
no foco Ag. O subtrajecto 1?143) que se seguiria a reflexdo em A, — um ponto da pardbola
do lado direito situado abaixo de By — seria horizontal. Sendo a derivada da curva em As
superior ao valor da derivada em Bs, o subtrajecto ByBs serd necessariamente de natureza
descendente.

Ainda que ja saibamos que o subtrajecto é descendente, ainda nao mostramos que esse
subtrajecto em nenhuma situacao conduz a particula directamente para a saida da cavidade.
Segue-se entao a demonstracao de que a reflexdo B3 ocorre sempre numa posicao superior a
Ao — ilustracdo (c) da Figura 4.23. Tracemos As By, um segmento de recta horizontal que
passe no ponto de reflexdo Bs. Se a particula seguisse esse trajecto, colidiria no mesmo ponto
By, mas dirigir-se-ia para Ag. Logo, pela lei de reflexao, Bs terd que estar acima de Ay, pois
B1 B, faz um angulo com o vector normal & curva em By menor que o formado pelo segmento
A3Bs.

—
Subtrajecto BsBy

Vamos agora mostrar que o subtrajecto que se segue a reflexdo em Bs cruza o segmento
ApAy, isto é, direcciona-se para fora da cavidade — ilustracdo (d) da Figura 4.23. Tracemos
entdao A, B3z, um segmento de recta horizontal que passe no ponto de reflexdio Bz. Se a particula
seguisse esse trajecto, colidia em Bs e dirigir-se-ia para A;. Logo, pela lei de reflexdo, a recta
onde assenta o subtrajecto ﬁ terd necessariamente que passar abaixo de Ay, pois By B3
faz um angulo com o vector normal & curva em Bs maior que o formado pelo segmento A Bs.
Mostrdamos que o subtrajecto cruza o eixo dos x num ponto situado & esquerda de Ap, mas
ainda ndo mostrdmos que ocorre & direita de Ag. Para tal, teremos que demonstrar que a
terceira é a dltima das reflexoes, isto é, que em nenhuma situacao ocorre uma quarta reflexao
na parabola do lado esquerdo. Segue-se essa demonstragao, de todas a mais complexa e a
mais demorada.

Para provarmos que a seguir a terceira reflexdo nao ocorre qualquer outra colisao na
parabola esquerda, vamos mostrar que uma quarta colisao — representada por By na ilus-
tragao (a) da Figura 4.25 — tem sempre origem num angulo de entrada ¢ inferior a ¢g. Iremos

assim estudar o trajecto da particula na ordem inversa a sua progressao: comegamos por ad-
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e
mitir a existéncia do subtrajecto B3By4 da ilustracdo (a) e analisaremos as suas implicagoes
em todos os subtrajectos precedentes.
. ~ . . % %
Na ilustragao (a) da Figura 4.25 encontram-se representados os subtrajectos By Bs e B3 By.
. ~ —) % .
Comecemos por relacionar as com ag, os angulos que os vectores By Bs e B3By, respectiva-
mente, formam com o eixo vertical. Para o efeito resolvemos o sistema de trés equacoes, de

incégnitas as, 03 e fBo, que se retira da geometria da figura,®

03 = B2 + as
arctan (%yg) +B2=73
as+ 03+ Py =

obtendo-se

a9 = 2 arctan (%) — as,

em que arctan (%yg) é o angulo que a recta tangente & curva em Bs faz com a vertical —
- ; de _d(l2 1 _1
o declive da recta tangente é dado por I ‘y:ys = dy(4y 5) |y:y3 = 5y3. Por sua vez, o
angulo a3 pode ser expresso da seguinte forma
1,2 1,2
T3 — T4 1Y3 — 1Y1 Y3 + Y4
ag = arctan | ——— | = arctan | ——— | = arctan | ———— |,
Y3 — Ya Y3 — Ya 4
8 As varidveis denotadas por z; e y;, com i = 1,...,4, representam as coordenadas do i-ésimo ponto de

reflexdo, identificado por B;.

Figura 4.25: Tlustracoes para estudo de uma hipotética quarta reflexao.
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0 que nos permite escrever as em funcao unicamente das ordenadas y3 e y4 dos extremos do
—_
vector B3By,

o = 2arctan (%) — arctan ( (4.29)

Y3 + Ya
1 .
Para conseguirmos provar o que pretendemos — impossibilidade de ocorréncia da reflexao
B, — precisamos de encontrar um minorante para a ordenada da posicao onde ocorre cada

uma das quatro reflexdes, ou seja, determinar {y7,y5, v5, yi}, tal que

2 272

Facilmente se percebe que y; = 0. Vamos entao determinar os outros trés minorantes,

Y1 >t Yo > s, ys > s, ya >k, V(e ) € (@0,*> X < > : (4.30)

comecgando por ;.

Sabemos que 0 < y4 < ys; logo, de (4.29) retiramos que

arctan (%) < ag < 2arctan <y2—3> — arctan (ZJZ?,) .

Atendendo a que as se situa no primeiro quadrante do circulo trigonométrico, podemos man-
ter as desigualdades para a tangente dos respectivos angulos. Apds algumas simplificacoes

algébricas, obtemos

12+ 43
% < tan(ag) < y3(16y3) (4.31)

A equagéo da recta que liga By a B3 toma a forma

x=m(y —y3) + 3,

com m = tan(az) e 3 = %yg - % Como estamos interessados em encontrar a ordenada do
ponto de intercepcao dessa recta com a curva parabdlica situada no lado direito, de equagao
145 1
T=-Y + 3
temos de resolver a equacao de segundo grau, na variavel y, que resulta da eliminacao da
variavel x por combinacao das duas equagoes anteriores. A ordenada yo, da segunda reflexao,

sendo a raiz positiva da equacao, toma a forma

y2:—2m+\/4m2+4my3—y§+4.

A grandeza yy é expressa em funcao de duas varidveis, m e y3, que como sabemos assumem
apenas valores positivos. De forma a aceitarmos mais facilmente as dedugoes que iremos fazer
no encal¢o de y3, imaginemos, sem qualquer perda de generalidade, que y3 é um valor fixo.

Comecemos por mostrar que a derivada de yo em ordem a varidvel m,

dyg 2 (Qm +ys — /4m2 + dmys — 2 + 4)
a2 _ , 4.32
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tem um valor negativo para qualquer que seja o valor de y3. Como y3 < v/2, forcosamente
y32 < 4, logo os dois radicandos (4m? +4mys — y2 +4) presentes na equacio (4.32) tém sempre
um valor positivo. A restricdo y3 < v/2 permite-nos ainda deduzir sucessivamente as seguintes

desigualdades

yg<2<:>2y§<4<:>y§<4—y§@4m2+4my3+y§<4m2+4my3+4—y§

<:>(2m+y3)2<4m2+4my3—y§+4@2m+y3< \/4m2+4my3—y§+4.

dys

1 < 0, para qualquer que seja o y3. Assim, o valor

Esta tdltima desigualdade confirma que

y2 é tanto menor quanto maior for o valor de m. Como se depreende de (4.31), m < M =

y3(12+y2
ys(12443) 6 3), logo

y2>—2M+\/4M2+4My3—y§+4.

Substituindo M, obtém-se, apés algumas simplificacoes,

1

3 1
y2 > f(ys), com flys) = —Sys — qus + g\/272y§ +40y3 + y§ + 256 . (4.33)

Para encontrarmos o valor minimo de f(y3) comegamos por derivar,

d Fus) 272y3 + 80y3 + 3y5 — (12 + 3y3)/272y2 + 40y3 + y5 + 256
— 3 pr— .
81/272y2 + 40y5 + S + 256

dys
Sendo os radicandos claramente positivos, apenas temos que nos preocupar com o numerador
da fracgdo. Encontrarmos as raizes da fungao derivada % f(ys) equivale por isso a resolvermos

a equacao
(27293 + 80y3 + 3y3)° = (12 + 3y3)” (27243 + 40y4 + 4§ + 256) ,
que pode ser simplificada na seguinte:
2304 — 1024y2 — 992y5 — 160y5 — 345 = 0.

Esta equacao polinomial tem uma tinica raiz real positiva, de valor

2
Ys = 3 —514+6v79 ~ 1.017,

significando que f(y3) tem um minimo global em ¢3, pois, como mostramos a seguir,

2 o . :
37% f(y3) > 0 e a fungao nao apresenta outros pontos de estacionaridade.

Mostremos entao que % f(ys) > 0, com
3

d? ) 18240y4 + 2960y5 + 180y + 3y3° + 34816 + 30720y3
S 2J\Y3) = -
dy3 4(2722 + 40y3 + yS + 256)2

(8163 + 1203 + 3y3 + 768y3)\/272y2 + 40y5 + yS + 256

A4(272y2 + 40y + oS + 256)2

(4.34)
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2 . S -

Mostrarmos que L5 f (y3) > 0 equivale a mostrarmos que o numerador da primeira fracgao
dy§ s

é superior ao numerador da segunda, em (4.34). Depois de elevarmos os dois termos ao

quadrado, chegamos a inequacao

—3y36 + 36y31 + 9464912 4+ 191616930 4 15141125 + 5817344y
+13535232y5 + 15532032y32 + 9469952 > 0.

Facilmente comprovamos a veracidade desta relagao, dado que temos um tnico termo negativo

(—3y3°) que, por exemplo, ¢ inferior em valor absoluto ao termo constante (9469952),
yz < V2 = 3yib < 768 < 9469952.

Fica assim completa a demonstracao de que f(y3) tem um minimo global em g3, de valor

f(i3) = S\/—sl + 6V/79.

Portanto, de (4.33), concluimos finalmente que

8
v2 >3 = 5\ =51+ 679 ~ 1.356. (4.35)

Estd entao encontrado um minorante para a altura da segunda reflexdo B (ilustragao (a) da

Figura 4.25). Determinemos agora y3, um minorante para a altura da terceira reflexao Bs.
Para que a reflexdo By ocorra na parabola do lado direito é necessario que o angulo as

seja maior do que o angulo formado entre o eixo vertical e o segmento de recta que une Bsg

com o vértice superior da cavidade,

0-— -39+ 3 2
o > arctan <x3> = arctan “a¥sTa ) arctan M . (4.36)
V2 -y3 V2 —ys 4

Esta inequacao, conjuntamente com a segunda relagao de desigualdade de (4.31), permite-nos

escrever 9 9
ys (12 4 y3) N V2 + s oW (12 +432)
16 4 16

2 4y
\f:yd < tan(az) <

de que resulta a inequacao
3 V2
y3 + 8ys +4v2 > 0.

Como o polinémio da inequacao tem derivada positiva e admite uma unica raiz real, con-

cluimos de imediato que a mesma constituiu um limite inferior para ys, sendo esse limite

1 3 8
vi=3 (54\/5 + 6\/546) i -~ 0.670. (4.37)
(54v/2 + 61/546)
Resta-nos determinar y], um minorante para o valor de y; — ordenada onde ocorre a

primeira reflexdo. Para o efeito recorremos a ilustracao (b) da Figura 4.25, que nos d4 uma
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representacao mais pormenorizada da parte da cavidade onde ocorrem as duas primeiras
reflexdes, B e By. O esquema apresentado foi construido contando que a primeira reflexao
(By) ocorre num ponto mais elevado do que o da terceira reflexdo (Bs). E de facto essa a
situacao. Isso mesmo pode ser comprovado mostrando que ag é sempre menor que o angulo

formado entre o vector normal a curva em B e o eixo vertical, ou seja
< _arctan [ -
g < — —arctan | =y | .
2 2Y

Pegando, em (4.31), no limite superior de tan(asg) e tendo presente que y < V2, construimos
a seguinte sequéncia de desigualdades que comprova o que se pretende:

~51.06° ~54.74°

12 + 43 V2 2 1
a2 < arctan <y3(16y3)> < arctan <{> < g — arctan ({) < g — arctan <2y2) .

Tentemos agora encontrar y;. Podemos definir yj como sendo a ordenada do ponto de

intercepgao da pardbola esquerda com a semi-recta de origem no ponto Bs, posicionado o
mais abaixo possivel (y2 = y3), e com declive igual ao maior valor permitido para o declive

da trajectéria que antecede By (B1B2). A equacao da recta que liga By a By toma a forma
T = m(y - ?JZ) + 22,

com m = tan(oq) e 22 = —%1y3 + 5. Como estamos interessados em encontrar o ponto de

intersecgao dessa recta com a curva parabdlica situada no lado esquerdo, de equacao

_1o 1

x Yyl ==

4 2’

teremos que resolver a equacao de segundo grau, na varidvel y, que resulta da eliminacao
da variavel x por combinagao das duas equagoes anteriores. Embora tenha duas raizes reais

positivas, apenas estamos interessados na menor delas, que toma a forma

Y1 =2m — \/4m2 —dmys —y3 +4. (4.38)

Como dissemos, se fizermos y2 = y5 e impusermos o declive maximo para a recta, que
nas equacoes anteriores equivale a considerarmos m minimo, obtemos y; = yj. Sendo m =

tan(a ), devemos determinar o valor de «; através do sistema de equagoes

{ a1 = 205 + ag

arctan (%yg) tag+ b =7F

que se retira da geometria da ilustragao (b) da Figura 4.25. Obtem-se

ay = 7 — 2arctan <%> — ag. (4.39)
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Desta tltima igualdade, de (4.31), e dado que y2 < V2 e y3 < v/2, deduzimos que

12+ y3 2 7
ap > m — 2arctan (%) — arctan (Z/?,(Z/g)) > m — 2arctan ({) — arctan (8\@) )

16

2 2
m = tan(ai) > tan <7r — 2arctan ({) — arctan (;ﬂ)) = % 2.

Se em (4.38) fizermos m = %—8 2 e y2 = y5 obtemos entao o limite inferior para y;

logo,

23 1
yr = 1—()\@ —~ 90\/444498 — 33120v/2\/ =51 + 6v/79 — 38400v/79 ~ 1.274. (4.40)

Resumindo,
(i, v3,v3 uh) = (1.274,1.356, 0.670,0).
Com o auxilio da ilustragao (b) da Figura 4.25 vamos, por fim, analisar o angulo de

dz )

entrada ¢ da particula. Com o sistema de equagoes (%yl =y ly=u:

200 +o+a1=m
arctan (%yl) +p+b6 =735

e com as igualdades (4.39) e (4.29) obtemos, sucessivamente,

p = a1 — 2arctan <%> ,

@ =7 — 2arctan (%) — 2arctan (%) — ag, (4.41)
(p =m — 2arctan (%) — 2arctan (%) — 2arctan <%> + arctan <y3 Z?M) .

Pegando em (4.41), de (4.36) deduzimos que

2
© < m— 2arctan (%) — 2arctan (%) — arctan <\[Zy3> '

De acordo com as defini¢oes (4.30) e com os valores encontrados em (4.35), (4.37) e (4.40),

podemos concluir que
* * 2 *
p < T — 2arctan <y21> — 2arctan <y22> — arctan (%) ~ 19.18°,

ou seja

0 < o ~ 19.47°.

Com isto podemos finalmente concluir que é impossivel termos uma quarta reflexao, pois,

a acontecer, a particula teria que ter entrado na cavidade com um angulo ¢ < (g, como
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acabamos de mostrar — algo que contraria a nossa imposi¢ao inicial, ¢ > pg. Como a
cavidade apresenta simetria em relacao ao seu eixo vertical central, a conclusao a que chegamos
é igualmente valida para ¢ < —¢y, ficando assim provado o que pretendiamos (Teorema 4.1):
para |p| > ¢p, ocorrem sempre trés reflexoes, alternadamente nas faces esquerda e direita da
Dupla Parabola. |

4.5.2 Numero minimo de reflexoes

Teorema 4.2 Qualquer particula que entre na cavidade Dupla Pardbola descreve uma tra-

jectoria com um minimo de 3 reflexoes.

Para || > ¢ o teorema estd ja demonstrado, porque sabemos, da prova anterior, que
nesse caso as trajectérias sao sempre de 3 reflexces. Faltard entdo demonstrar para —pg <
© < g, mas dada a simetria da cavidade apenas teremos necessidade de provar a veracidade
da afirmacao para o intervalo 0 < ¢ < .

Basearemos a nossa demonstracao em algumas das deducoes que fizemos na prova anterior
(84.5.1), sendo-nos especialmente tteis as ilustragoes da Figura 4.23. Assumiremos ainda como
verdadeira a seguinte premissa: “Se a segunda reflexao acontecer na mesma face da cavidade
onde ocorreu a primeira, haverd necessariamente uma terceira reflexdo”. Dispensamo-nos de
provar este principio por nos parecer evidente.

Para 0 < ¢ < ¢ a primeira reflexdo tanto pode ocorrer na face do lado esquerdo como

na do lado direito. Analisemos cada um dos casos em separado.

Primeira reflexao no lado esquerdo

Sendo 0 < ¢ < g poderemos ter as duas primeiras reflexoes na face do lado esquerdo,
estando nesse caso garantida, como assumimos atrds, a existéncia de 3 ou mais reflexoes.
Caso contrério, sendo a segunda reflexao no lado direito, uma parte inicial da trajectéria
poderd ser sempre representada pelas primeiras trés ilustragoes da Figura 4.23 (assumindo
0 < ¢ < @p), as quais garantem, também nesse caso, a existéncia de uma terceira reflexao
Bs. Para provarmos o que acabamos de dizer bastar-nos-a demonstrar a natureza ascendente
do subtrajecto 31—32>

Fixemos na parabola do lado esquerdo (ilustragao (a) da Figura 4.23) o primeiro ponto
de reflexdao Bi. Para qualquer que seja By é sempre possivel tracarmos um subtrajecto inicial
Bo—Bl) com origem num angulo de entrada ¢ > ¢p. Como em §4.5.1 (pdg. 128) mostramos
ser ascendente o subtrajecto Bl—BQ) que se seguiria, 0 mesmo necessariamente sucederd para
qualquer que seja 0 < ¢ < g, dado que neste caso BO—B{ apresentard um declive negativo

—_—
mais acentuado. Uma vez que em §4.5.1 (pag. 132) caracterizdmos B B3 apenas com base
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e
na natureza ascendente do subtrajecto precedente Bj B>, as conclusoes a que chegamos para

— ~ . I
By B3 sao igualmente validas para 0 < ¢ < (p.

Primeira reflexao no lado direito

Também neste caso poderemos ter as duas primeiras reflexoes na face do lado direito,
ficando garantida a existéncia de 3 ou mais reflexoes. Se isso nao acontecer, teremos neces-
sariamente uma trajectéria com o aspecto da trajectéria ByBjBoBs ilustrada no esquema
da Figura 4.26, onde surgem igualmente representados dois trajectos auxiliares (a tracejado),
ApB1As e A1B3As, que, ao passarem pelos focos das pardabolas, apresentam o subtrajecto

posterior a reflexao, horizontal.

Aok

Figura 4.26: Esquema ilustrativo para estudo da trajectéria de particulas com angulos de

entrada 0 < ¢ < .

Tendo por base as leis de reflexdo, podemos sucintamente deduzir o seguinte: como o
~ T . . N — = , Pe— ,
angulo AgB1As tem que ser interior ao angulo ByBi B, concluimos que By Bs é de natureza
— —
ascendente; como BjBs Bs é necessariamente um angulo interior a Ay B As, concluimos que
B3 tem que se situar entre A1 e A3, o que garante a existéncia da terceira reflexdo. Fica assim

concluida a demonstracao do Teorema 4.2. |

4.6 Uma incursao no dominio tridimensional

Considere-se um conjunto B € R3, com fronteira OB seccionalmente suave, e o seu invélucro

convexo representado por convB. Em [78] mostra-se que o valor médio da resisténcia de
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um meio rarefeito ao movimento translacional de um corpo B que se encontre em rotacao
lenta (mais precisamente, a projecgao desse valor a direcgdo do movimento), normalizado em

relagdo a resisténcia do corpo liso associado (R(B) = R(B)/R(convB)), situa-se no intervalo
0.969 < R(B) < 2.

Sendo este um resultado tedrico, € interessante verificar numericamente até quanto se consegue
aproximar o valor R(B) do seu limite maximo (R = 2). Dada a complexidade em tratar, no
dominio tridimensional, este tipo de problemas, nao é nosso propésito dar uma resposta cabal
e definitiva a questdo, mas tentaremos ainda assim encontrar numericamente o maior valor

de resisténcia para algumas classes de corpos especificas.

4.6.1 Definicao do problema para o caso tridimensional

Para mantermos a complexidade do problema a um nivel aceitavel, vamos restringir o estudo
a uma classe especial de corpos 3D. Consideraremos apenas corpos cuja parte nao convexa das
suas superficies possa ser inteiramente descrita por um conjunto de pequenas cavidades que
nao comuniquem entre si. Assim, a semelhanca do caso bidimensional, pode assumir-se que a
parte nao convexa da superficie 9B é formada por um conjunto de cavidades 9%; \ dconvB,
sendo 1,89, ... 0s subconjuntos que na sua totalidade formam o conjunto convB \ B. A
resisténcia do corpo B pode entao ser expressa como a média ponderada das resisténcias das
cavidades individuais que caracterizam a sua superficie, com coeficientes de ponderagao dados

pela fracgao de drea ocupada A;/A,

A A
A 4L~ A
1#£0

sendo Ay a area da parte convexa da superficie de B (0B NdconvB), A;l; 40 A POIr¢ao de area

R(B) R(), (4.42)

da superficie de convB ocupada pela cavidade ; (€; NOconvB), A a &drea total da superficie
OconvB (D, Ai), e R(§;) a resisténcia normalizada da cavidade 0€; \ dconvB em relagao a
uma seccao lisa de drea Aj;.

De (4.42) deduzimos que o corpo B de resisténcia maxima é aquele cuja superficie seja
integralmente formada por cavidades {2; que sejam elas préprias de resisténcia maxima. As-
sim, idealmente, deveria ser encontrada uma cavidade €2 ou um conjunto de cavidades §2; que,
para além de apresentarem resisténcia maxima, fossem caracterizadas por possuirem uma su-
perficie de entrada §2; N dconvB com uma forma geométrica que permitisse o preenchimento
completo da superficie dconvB. Uma vez que o sucesso do empacotamento estd intimamente
ligado com a forma do corpo convB, orientaremos o nosso estudo apenas para a maximizagao

da resisténcia. Encontrada a forma de cavidade 2 que apresente o maior valor de resisténcia,
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poderemos sempre optar por ir preenchendo a superficie dconvB com essas cavidades em
versoes cada vez mais reduzidas, de modo a minimizarmos Ag.

Vejamos agora como determinar R(2). Para chegarmos a esse resultado devemos analisar
a dinamica de bilhar relacionada com a cavidade €. As dedugbes resultarao simplificadas se
fizermos essa andlise tendo por referéncia um sistema de coordenadas ortogonais x, y e z,
solidario com a cavidade €2. Embora na realidade tenhamos um fluxo de particulas constante
a incidir numa cavidade 2 com orientacao variavel, nesse referencial a cavidade encontra-se
estatica e sobre ela incidem particulas vindas de diferentes direccoes. Considere-se entao
um conjunto Q € R? contido no semi-espaco superior {z > 0}, cuja fronteira 99 seja uma
superficie seccionalmente suave e que contenha um subconjunto nao vazio S € R? inteiramente
definido no plano xy: S =90 N {(x,y,2) : 2 = 0}. Assumimos que essa regidao corresponde a
superficie de convB ocupada pela cavidade Q (S = N dconvB).

Uma particula entra na cavidade 992 \ S, com uma velocidade v, no momento em que
intercepta o plano {z = 0} num ponto (z,y) da regiao S. O vector velocidade nesse instante

pode ser expresso nas coordenadas esféricas v, ¢ e 6,

vy = wsinpcosl
vy = wvsingsing , (4.43)
vy, = VCOSp

onde v = ||v||, ¢ € [0,7/2] é o angulo que o vector v forma com o semi-eixo positivo dos z, e
6 € [0,27] o angulo que a projecgao do vector v no plano xy forma com o semi-eixo positivo
dos x, medido a partir deste. A particula abandona a cavidade quando volta a interceptar

T e as componentes angulares

a regiao S. Denotemos a sua velocidade nesse momento por v
das coordenadas esféricas do vector —v* por ot e 87 (||vT| = ||v| = v, dado estarmos a
considerar colisoes perfeitamente elasticas e m ser negligencidvel quando comparado com a
massa do corpo B). O impulso transmitido ao corpo pelo impacto duma particula de massa m
¢ AP = mv—mv™, sendo a sua projeccao na direccao do movimento dada pelo produto escalar
AP -v/v = mu(l — vt -v/v?). Esse produto, quando expresso em funcio das coordenadas
esféricas de v e —v™, assume a forma muv (1 + cos g cos ™ + sinpsin g™ cos (61 — 0)).

Para um feixe de particulas de espessura infinitesimal que intercepte S numa sub-regiao
de area dxdy, com angulos de incidéncia ¢ e 6, o impulso transmitido sera entao proporcional
a (14 coscos ™ + sin@sin ™ cos (07 — )) cos p dzdy, uma vez que cos p dzdy é a drea da
seccao ortogonal interceptada. Logo, a fraccao do valor da resisténcia resultante do impacto
de todas as particulas que interceptem S na direccao ¢ e 0, é dada pela integracao do im-
pulso anterior sobre o dominio .S. Multiplicando depois esse resultado por uma area esférica

elementar sin ¢ dfdp, e integrando sobre os intervalos de variacao das varidveis angulares ¢
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e 6, obtemos um integral quadruplo que é o valor total da resisténcia da cavidade 99 \ S.
Dividindo esse valor por 7 e por Ag, a area da regido S, obtém-se finalmente a resisténcia

normalizada em relacdo a uma superficie plana de drea Ag,

w/2 27
= / / G, 0, 0% ,07) d0 dp dady, (4.44)
Asﬂ'

com G(p,0,07,07) = (1+Cos<pcos<p + sin g sin @ cos(GJr 9))coscpsing0,
=0 (%y,%@)e9+59+(x,y,90,9)'

Embora a resisténcia de um corpo seja proporcional a densidade do meio (p) e ao qua-
drado da velocidade do corpo (v2), essas grandezas puderam ser por nés ignoradas dado que
desapareceriam aquando da normalizacao. Este resultado deve ser entendido como o valor
normalizado da resisténcia média de uma cavidade da superficie dum corpo que, para além de
se deslocar num movimento translacional, apresente um ligeiro movimento rotacional de na-
tureza aleatdria. De modo a podermos caracterizar com maior rigor este segundo movimento,
devemos imaginar um referencial que rode solidariamente com o corpo. Nesse referencial, é o
vector da velocidade (de translagao) do corpo que roda, durante um tempo de observagao que
consideramos suficientemente longo. Pressupomos entdo que esse vector rode uniformemente
numa esfera de superficie K2, de tal forma que, qualquer que seja o conjunto A € K?, o
tempo em que o vector se encontra no interior de A é proporcional a drea de A.

Se S for uma regiao rectangular, S = {(z,y) : |z| <a/2, ly| <b/2}, com a,b > 0, a

integracao (4.44) toma a forma

b/2  ra/2 pw/2 2w
R(Q)= / / G(@,0,<p+(:c,y, ®, (9),9+(95,y,90,9)) dfdpdrdy, (4.45)
@bﬁ —b/2J—a/2 0

e nos casos em que ) admita simetria axial em relagdo ao semi-eixo Oz, a férmula da re-

sisténcia reduz-se a um integral triplo,

9 w/2  p2w
R(Q)=+ / /O [ G0 (000007 (i 0)) a0t (4.46)

Sendo, nesses casos, a regiao de integracao S um circulo de raio r centrado na origem do sis-
tema de coordenadas, S = {(¢,a) : 0 < ¢ <7, 0 < a < 27}, a mudanga para coordenadas po-
lares (¢, o) permite resolver, desde logo uma das integraqées O resultado da expressao (4.44),
que neste caso assume a forma R() TZTFQ fo 2m 77/2 0 "G(p,0,p",0%)0d0dp dadl, nao
sofre qualquer alteracao se con81derarmos que 08 angulos 0 e O sao medidos, nao em relacao
ao semi-eixo Oz, mas a partir da direccao radial de abertura angular o (ver Figura 4.27).
Como os angulos de saida ¢t e #T sdo invariantes relativamente ao angulo de rotacao o,
a fungao integranda G(-)¢ também nao depende de . Logo, integrando em ordem a essa

variavel, obtém-se o integral triplo da equagao (4.46).
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y 4 (2=0)

Figura 4.27: Esquema de angulos numa regiao de integracao circular.

Tentaremos entao encontrar formas de cavidades {2 que maximizem o valor da funcio-

nal (4.44), cujo supremo sabemos situar-se no intervalo [1, 2],
1 <supqR(2) <2, (4.47)

como facilmente se comprova usando (4.44): se  for uma superficie plana, p* = p e 61 =
0+, logo R(QY) = %m ffs OW/2 027T 2 cos? ¢ sin ¢ df de dzdy = 1; nas condicdes de resisténcia
méxima, = @ e T =, donde se obtém R(Q) = %STF I/ 07r/2 027r 2 cos psin pdf dp dady =

2.

4.6.2 Simulagao computacional

Desenvolveram-se rotinas computacionais andlogas as definidas para o caso bidimensional, as
rotinas Resistance() e phiPlus(), passando a segunda delas a ter como missao a determinagao
de ambos os angulos de safda, T e 7. Nio se apresentam os respectivos algoritmos por se
tratarem, essencialmente, de generalizacoes, para o caso tridimensional, dos algoritmos 4.1
e 4.2. Referimos apenas que o vector reflexao, que da a velocidade da particula apds cada
colisdo, é construido da mesma forma que no caso 2D — linha 19 do Algoritmo 4.2. Podemos
mesmo usar a Figura 4.6 para representar o esquema de vectores envolvidos numa reflexao
3D; basta imaginarmos que se trata de um plano de corte que contenha o ponto de impacto
e os trés vectores v;, viy1 e n; respectivamente, vector incidente, vector reflexdo e vector
normal a superficie. Isto advém das leis de reflexdo: em colisdes perfeitamente eldsticas, esses
trés vectores estao sempre contidos num mesmo plano.

Com a passagem para o dominio tridimensional, a ordem de complexidade do algoritmo

de célculo da resisténcia passou de O(N?) para O(N*) (para O(N?), nos corpos com simetria
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axial).? Dado o acentuado agravamento do esforco computacional envolvido, ndo apenas no
calculo numérico do integral quadruplo, mas também na simulagdao da dinamica de bilhar no
interior da cavidade, que agora representa um espaco tridimensional, a precisao dos resultados
foi conseguida com maior dificuldade. Em geral, e relativamente ao caso 2D, os resultados
foram obtidos com menos uma casa decimal de precisao, nao tendo o nimero de particoes N
superado as trés ou quatro centenas, e o calculo da resisténcia envolveu, em alguns dos casos,

varios minutos de processamento. Seguem-se os resultados.

4.6.3 Alguns resultados

Estudaram-se entao alguns conjuntos 2 com a fronteira 92 \ S seccionalmente formada por
superficies planas ou quéadricas, ou consistindo simplesmente em superficies de revolucao
obtidas por rotacao de curvas até ao terceiro grau em torno do semi-eixo Oz, e analisou-se
ainda uma superficie de revolucao resultante da rotacao de duas curvas do segundo grau em
torno do eixo dos .

De seguida apresenta-se a definicado dos varios conjuntos estudados, juntamente com os
melhores resultados que com eles se obtiveram. Considera-se sempre que os conjuntos {2 estao
totalmente definidos no semi-espaco z > 0, com a regiao S da sua fronteira centrada na origem
do sistema de coordenadas do plano xy. Adicionalmente, nos corpos de revolugao em torno do
semi-eixo Oz, considera-se que a regiao S tem a forma de um circulo de raio 1/2. As regides
S quadradas tém sempre lado unitario, e quando rectangulares um dos lados é igualmente
unitario. Para além dos valores dos parametros de configuracao associados ao maior valor
de resisténcia encontrado, é sempre indicada a altura do corpo (h), medida no eixo dos z.
Os resultados sao apresentados por ordem crescente do valor de resisténcia e na Figura 4.28

mostra-se a forma geométrica das superficies 3D correspondentes.'?
(a) Paralelipipedo
1 1
2: {(mvyaz) : ’Q?‘ S §; |y’ S 5; 0 S z S h}
MELHOR RESULTADO

R(Q}) = 1.584, com h = 0.41.

(b) Piramide

9Na aproximacdo numérica do problema 3D, os intervalos de integracio foram particionados num mesmo
nimero de subintervalos (IN); manteve-se a regra do trapézio para a integracio em ordem as duas varidveis

angulares e a regra do ponto médio para as varidveis lineares.
YEmbora usemos, por simplicidade, a notacgdo R(Q), o valor representado é a resisténcia calculada para a

cavidade definida pelo conjunto 9\ S.
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(e)

Qb ={(z,y,2): |z <% —az |yl <1 —az 2>0}, coma>0.

MELHOR RESULTADO

R(QP) = 1.6473, com a = 0.656 (h = 0.762).

Quatro secgoes quadricas
Q= {(x,y,2) 1 |2 <az? +bz+ 55 |yl < a2 +bz+ 45 2 >0}
MELHOR RESULTADO

R(Q,) = 1.686, com a = —0.25 e b = 0.0 (h = 1.4142).
Cone

Qd = {(m,y,z) sl 42 < (% —az)Q, z > O}, com a > 0.
MELHOR RESULTADO

R(Q4) = 1.7005, com a = 0.606 (h = 0.825).

Duas superficies quadricas de revolugao em torno do eixo dos =
Qep= {(:c,y,z) Dl < aly? + 22) by + 22+ %; z> O}.
MELHOR RESULTADO

R(Q ;) = 1.714, com a = —0.27 e b = 0.0 (h = 1.36).

Seccgao esférica
Q= {(z,y,2) : 22+ 9>+ (2 —d)? < T+ d% 2> 0}.
MELHOR RESULTADO

R(Qg) = 1.7180, com d = —0.022 (h = 0.4785).
Secgao parabdlica de revolugao
Q% = {(z,y,2) : 4h(z®> +y*) + 2 < h; 2 > 0}.
MELHOR RESULTADO

R(Q2) = 1.7384, com h = 0.585.

Seccgao hiperbdlica de revolugao (de duas folhas)

Q?d:{(x,y,z):4(1—§>(x2—|—y2)+(2272d)221;220;2§d—c},c0m0<c<d.

MELHOR RESULTADO

R(Q! ;) = 1.7384, com ¢ = 1000 e d = 1000.585 (h = 0.585).
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(i) Seccao elipsoidal de revolugao

c2

Q= {(Ly,z) 4 (1 - Ccl—i) (22 +y?) + Cod? <. > 0}, com ¢ > |d|.
MELHOR RESULTADO

R(9 ;) = 1.7463, com ¢ = 0.838 ¢ d = —0.3 (h = 0.538).

(j) Superficie quadrica de revolugao

2, = {(x,y,z) PV by <a d bzt i 2> 0},
MELHOR RESULTADO

R(Qihb) =1.757, com a = —0.8 e b = —0.23 (h = 0.66).

(k) Superficie ciibica de revolugao

Q. = {(%%Z)i Va2 +y? <az® +b2% +cz+ 3 220},
MELHOR RESULTADO

R(QK

a,b,c

) = 1.757, com a = 0.7477, b = —1.3020 e ¢ = —0.1543 (h = 0.712).

(1) Duas secgoes quadricas

Ql

a,b,c

={(z,y,2): |z| <az® +bz+ 3; |y < ¢; 2 > 0}, com ¢ > 0.
MELHOR RESULTADO

R(Q, )=1.80,coma=—0250b=0.0ec= 15 (h=14142).

a,b,c

O esforgo computacional envolvido na obtengao dos valores de resisténcia foi, como se disse,
e como facilmente se compreende, substancialmente maior para o caso tridimensional. Essa
maior dificuldade em se obter os valores da resisténcia é particularmente penalizadora para
os algoritmos de optimizagao, uma vez que a sua convergéncia depende quase sempre de um
numero consideravel desses valores. Por essa razao, os resultados que se apresentam poderao
nem sempre representar os valores maximos globais da resisténcia das classes estudadas. Ha,

no entanto, uma particularidade interessante que podemos observar nos resultados obtidos:

1

wb.c» @ melhor configuracao foi

em ambas as formas que integram superficies quadricas, Qf , e Q2
conseguida com superficies com a forma da Dupla Pardbola (a = —0.25 e b = 0.0), a cavidade
2D de maior resisténcia por nés encontrada, sendo, inclusive, a segunda delas aquela que maior
resisténcia apresenta, entre as varias formas 3D estudadas. A cavidade de maior resisténcia,
Q1_0‘25’0’1.5, é entao composta por duas superficies quadricas que, quando projectadas no plano
xz, assumem a forma da Dupla Parabola (ilustracao (1) da Figura 4.28), e tem associada uma

resisténcia com um valor 80% acima da resisténcia duma superficie plana.
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Figura 4.28: Superficies 3D estudadas — apresentam-se na configuragao com que se obteve o

maior valor de resisténcia.
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4.7 Outras possiveis aplicagoes

Para além de maximizar a resisténcia newtoniana, é entusiasmante verificar que as potencia-
lidades da forma Dupla Parabola, por nés encontrada, podem vir a revelar-se também muito
interessantes noutros dominios de interesse pratico.

Se revestirmos a parte interior da cavidade Dupla Parabola com uma “superficie” polida,
a trajectéria da luz no seu interior serd descrita pelos principios da éptica geométrica, desig-
nadamente propagacao rectilinea da luz, leis de reflexao e reversibilidade da luz. Assim, os
modelos computacionais que foram por nds desenvolvidos para simular a dinamica de bilhar
no interior da cada uma das formas estudadas (onde se consideraram colisdes de particulas
perfeitamente eldsticas) sdo igualmente vélidos quando o problema passa a ser de natureza
optica. Olhemos estao para a forma 2D por nds encontrada nessa nova perspectiva.

Dadas as caracteristicas de reflexdo que apresenta a forma Dupla Parabola, rapidamente
vislumbramos-lhe uma propensao natural para poder vir a ser usada com grande sucesso no
desenho de retrorreflectores. Retrorreflectores sao dispositivos que enviam a luz ou outra
radiacdo incidente de volta a fonte emissora. Idealmente, o retrorreflector deve desempe-
nhar essa fungdo independentemente do angulo de incidéncia, algo que nao acontece com os
dispositivos existentes. Nesses dispositivos a superficie retrorreflectora é composta por uma
unidade éptica de reflexao ou, na maior parte dos casos, por um conjunto consideravel desses
elementos em tamanho reduzido. Esses elementos 6pticos individuais — responsaveis pela
inversao da radiacao incidente — podem ser pequenos elementos esféricos com propriedades
Opticas adequadas, mas o mais habitual é serem pequenos cantos ctbicos retrorreflectores —
cantos formados por trés espelhos mutuamente perpendiculares —, que como se sabe apenas
invertem a radiacao para determinados dngulos de incidéncia.

Como vimos, a Dupla Pardbola, embora nao garanta a inversao perfeita de toda a radiacao
incidente, desempenha essa fun¢ao com grande sucesso (os pontos (¢, p1) concentram-se nas
proximidades da diagonal ¢ = ¢, Figura 4.19): garante uma grande aproximacio das di-
reccoes dos fluxos incidente e reflectido para uma parte significativa dos angulos de incidéncia,
e mesmo para os restantes ndo permite que o desfazamento atinja valores elevados. Anteve-
mos, por isso, bastante promissora a sua possivel utilizacao na definicao de novas geometrias
para os elementos Opticos que compoem as superficies retrorreflectoras.

Os dispositivos retrorreflectores, embora sejam usados nas mais diversificadas areas tec-
nolégicas, como é o caso por exemplo das comunicacoes Opticas em espaco aberto, é na
indudstria automovel e sinalizacao rodoviaria que, sendo utilizados de forma massiva, nos
apercebemos mais facilmente da sua utilidade. Vejamos, na seccao que se segue, uma forma

possivel de tirarmos partido dos nossos resultados.
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Retrorreflectores na indistria automével e sinalizagao rodoviaria

Hoje em dia todas as principais vias de circulacao automovel dispoem de dispositivos retrorre-
flectores, complementares a sinalizacao horizontal, instalados fora da superficie pavimentada
e a uma altura predeterminada — designados delineadores —, com o objectivo de sinalizar
de forma clara a geometria da via, mesmo perante condicoes de visibilidade reduzida como é

o caso da condugao nocturna ou sob condicoes climatéricas adversas.

Figura 4.29: Exemplo de retrorreflector do tipo delineador.

Cientes do importante papel que esse tipo de sinalizagdo desempenha no aumento dos
niveis de seguranga rodoviaria, tentamos, com base nos resultados obtidos, propor um esquema
diferente de dispositivos retrorreflectores que, reflectindo a luz de forma mais eficiente, possam
vir a apresentar coeficientes de intensidade luminosa mais elevados (indicador normalmente

usado para medir o desempenho dos retrorreflectores).

Embora a forma por nds encontrada tenha existéncia no espaco bidimensional, é possivel,
para determinadas aplicagOes praticas, construir a partir dela formas 3D que mantenham as
propriedades 6pticas adequadas. Vejamos o caso dos retrorreflectores usados como delineado-
res nas vias de comunicagao. Como a altura a que se encontram do pavimento, tanto os olhos
do condutor (ponto de observagido) como os faréis do veiculo (fonte de luz), é sensivelmente
a mesma para a generalidade dos automdéveis e condutores, pode-se facilmente projectar um
reflector que garanta que o raio de luz reflectido, quando projectado no plano vertical que
une o veiculo ao reflector, passe ao nivel do ponto de observagao. Esse efeito é conseguido
com espelhos de superficie vertical colocados a uma altura equivalente a média das alturas a
que se encontram o ponto de observacao e a fonte de luz — aproximadamente 75 cm acima
do pavimento da faixa de rodagem —, tal como ilustrado na figura 4.30. Assim, a parte da
geometria da superficie reflectora que falta ainda definir é neste caso a forma da sua projeccao
no plano horizontal. Sera essa forma que determinara o grau de aproximacgao dos raios de luz
incidente e reflectido, quando projectados num plano horizontal, e que idealmente deverao ter

a mesma direccao — ver figura 4.31.
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Figura 4.30: Esquema ilustrativo da luz reflectida por dispositivos com superficie reflectora

vertical.

CD

berma

Figura 4.31: Esquema ilustrativo da luz reflectida por retrorreflectores ideais.

Tratando-se de uma curva 2D, a forma Dupla Pardbola sera seguramente a melhor escolha,

pois é aquela que em nosso entender apresenta melhor desempenho — ver figura 4.32.

@l Retrorreflector

proposto

Figura 4.32: Esquema ilustrativo da luz reflectida pelo retrorreflector proposto.

Assim, a superficie retrorreflectora 3D que propomos é a parte interior da superficie var-
rida pelo deslocamento vertical da Dupla Parabola contida num plano horizontal, tal como se

ilustra na figura 4.33. Um inovador dispositivo retrorreflector pode entao ser construido inte-
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Figura 4.33: Forma 3D da superficie proposta para elemento retrorreflector.
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grando o elemento proposto como unidade tUnica de reflexao ou um conjunto desses elementos
distribuidos numa &area rectangular segundo uma disposi¢ao matricial.

Se se entender que também no plano vertical o dispositivo deve reflectir a luz de forma a ter
a mesma direccao da luz incidente, a solucao passara por se introduzir uma pequena alteracao
na forma do elemento retrorreflector: para além da superficie vertical, a forma passard a ser
delimitada no topo e na sua base por duas superficies planas horizontais; ou seja, terd a
configuracao da forma 3D de maior resisténcia que conseguimos obter no nosso estudo —
ilustracao (1) da Figura 4.28. Neste caso, os resultados das simulagées numéricas aconselham
a que a abertura da respectiva forma 3D seja um rectangulo de dimensoes 1 x 3. Sabemos
que, com esta configuracao, o sentido da luz é invertido sempre que ocorra um nimero impar
de reflex0es nas superficies horizontais — faces superior e inferior. Isto garante-nos que uma
parte significativa da luz reflectida toma efectivamente a direccao da luz incidente.

O mesmo tipo de solugao pode ser usado para os retrorreflectores instalados na parte
posterior dos veiculos. Também neste caso o reflector encontra-se normalmente a uma altura

intermédia entre a fonte de luz e o ponto de observagao, como se ilustra na figura 4.34.

Figura 4.34: Esquema da reflexao de luz entre dois veiculos.

Poderao também ser conseguidos resultados interessantes com o uso combinado do nosso
elemento reflector com outros reflectores ja existentes, dado que se podem complementar. Por
exemplo, as formas em angulo recto tém um éptimo desempenho para angulos de incidéncia
baixos, mas deixam de ter qualquer eficdcia para angulos superiores a 45°; pelo contrario, o
nosso elemento reflector tem um desempenho irrepreensivel para angulos superiores a 45°, e
perde alguma eficdcia em angulos de incidéncia de baixa amplitude.

Ainda que as reais mais-valias do nosso modelo de retrorreflexdo apenas possam ser verda-
deiramente comprovadas através da realizacao de ensaios em laboratorios especializados que
permitam a andlise comparativa com outros modelos, estamos em todo o caso seguros da sua
eficicia como retrorreflector, em situagoes em que os emissores/receptores se movimentem
num mesmo plano, ou entdo, se quisermos ser mais precisos, em todas as situacoes em que
seja possivel encontrar um plano bidimensional que intercepte perpendicularmente e a meio
0 eixo que une o emissor ao receptor de todos os pares emissor/receptor admissiveis. Nos
exemplos que demos consideramos ser essa a situacao, embora saibamos que na pratica nao

se passe exactamente assim.
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4.8 Conclusao

Sao intmeras as solucoes tecnoldgicas que aproveitam a forca de pressao exercida pelo vento,
sendo disso exemplo as velas nduticas, presentes nas embarcacoes que usam o vento como
forca motriz, os aerogeradores usados na producao de energia eléctrica ou até mesmo os velhi-
nhos moinhos de vento, agora ja em desuso. Neste trabalho propos-se, no entanto, maximizar
a forca de pressao exercida por um fluxo de particulas que nao interajam entre si. Eo que
se passa, por exemplo, com o fluxo de fotoes solares, de que as velas solares tentam tirar par-
tido. O problema foi estudado numericamente, inicialmente para classes especificas de corpos
bidimensionais, e depois alargado ao caso tridimensional. Mas foi no espaco bidimensional
que se conseguiu um resultado original que nos parece de grande alcance: a Dupla Pardbola;
uma forma de rugosidade que confere uma resisténcia quase maxima (muito préxima do ma-

jorante tedrico) a um disco que, para além de se deslocar num movimento translacional, rode

lentamente sobre si préprio. Na Figura 4.35 é mostrado um desses corpos. Atendendo a que o

Figura 4.35: Corpo 2D (quase) éptimo.

contorno do corpo apresentado é formado na sua totalidade por 42 cavidades {2 com a forma
da Dupla Parabola, cada uma das quais com uma resisténcia relativa de 1.49650, de (4.11) e
(4.13) concluimos que R(B):%R(Q) ~ 1.4951 ¢ a resisténcia total do corpo, um valor
49.51% acima do valor de resisténcia do disco de contorno liso correspondente (o menor disco
que inclua o corpo). Sabemos que se o corpo for formado por um numero suficientemente
elevado de pequenas dessas cavidades, a sua resisténcia atingird mesmo o valor 1.4965, mas
o exemplo apresentado é suficiente para percebermos o quao préximos ficimos do conhecido
majorante tedrico (50%).

Com o intuito de se perceber as razoes do bom desempenho da Dupla Parabola, na

seccao 4.5 caracterizou-se analiticamente o tipo de reflexdoes que é possivel esperar nessa
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forma de cavidade. Um dos nossos resultados assegura que em trajectérias com 4 ou mais
reflexdes |p — 1| < 2p9 ~ 2 x 19.47°. Um resultado interessante em aberto consiste em
delimitar o valor dessa diferenca para as restantes trajectérias — as de 3 reflexoes. Embora
nao se tenham identificado todas as caracteristicas intrinsecas dessa forma de cavidade que
justifiquem cabalmente os éptimos resultados que com ela se obtiveram, conseguiu-se ainda
assim demonstrar algumas propriedades importantes que explicam em grande parte esses
resultados.

A extensao do estudo a corpos tridimensionais mostrou, também ele, ser a Dupla Parabola
uma forma de cavidade muito especial. A nossa convic¢do no seu virtuosismo saiu realmente
reforgada quando obtivemos o melhor resultado para o caso 3D. Esse resultado foi conseguido
com uma cavidade cuja superficie é a drea varrida pelo deslocamento da curva Dupla Pardbola
na direc¢ao perpendicular ao seu plano. Tendo o valor da sua resisténcia (R = 1.80) ficado
um pouco aquém do majorante tedrico para o caso 3D (R = 2) — muito por culpa do elevado
esforco computacional que é necessario despender nesse tipo de problemas —, superar esse

valor serd certamente um desafio interessante a considerar futuramente.

Consignacao

Os primeiros resultados obtidos foram apresentados em Aveiro, a 20 de Maio de 2005, num
semindrio intitulado Alguns problemas de optimizacao em bilhares: resultados analiticos e
numéricos, promovido pelo Centro de Estudos em Optimizacao e Controlo (CEOC) da Uni-
versidade de Aveiro.

Em Agosto de 2007 foi publicado na revista Nonlinearity um trabalho intitulado Problems
of maximal mean resistance on the plane, com parte dos resultados alcancados para o caso
bidimensional [80]. O mesmo encontra-se também disponivel na forma de um research report
[79].

Tendo o melhor dos resultados sido obtido mais recentemente (forma em Dupla Pardbola),
a sua publicacao estd ainda em fase de preparacgao, e apresentar-se-a preferencialmente sob
a forma de artigo numa revista de reconhecido valor cientifico. Entretanto, encontra-se ja
disponivel um research report [28] com a apresentacao desse resultado, intitulado Uma forma

bidimensional que mazximiza a resisténcia aerodindamica newtoniana.
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Propusemo-nos explorar alguns dos actuais recursos de computacao cientifica no contexto
da optimizagao estdtica e dinamica. No estudo que realizdmos desenvolvemos uma série de
solugoes computacionais para certas classes de problemas de optimizacao uni e multi di-
mensionais, relacionados com algumas subareas da Matematica de interesse cientifico actual.
Mostramos como um sistema de computacao algébrica pode revelar-se particularmente ade-
quado na procura de simetrias variacionais e leis de conservacao em contextos como o do
célculo das variacoes e o do controlo éptimo. Estabelecemos depois uma ligagao entre as si-
metrias variacionais e as simetrias de equagoes diferenciais ordinarias. Por fim, estuddmos nu-
mericamente uma classe de problemas de optimizacao relacionados com a teoria aerodinamica
proposta por Newton. Tendo sido ja apresentadas, ao longo da tese, conclusoes para cada um
dos estudos realizados, recuperemos agora apenas aqueles que pensamos serem o0s principais
resultados alcangados e apontemos que outras investigagoes perspectivamos para um futuro
proximo.

O estudo que se realizou numa fase ainda preliminar, e que se descreve em apéndice,
relacionado com as sucessoes especiais da Teoria dos Numeros propostas pelo matematico
Florentin Smarandache, visou essencialmente mostrar a versatilidade dos sistemas de com-
putagao algébrica numa area onde o seu uso nao é comum. Mesmo tratando-se de ferramentas
especializadas no processamento algébrico, evidenciam também qualidades interessantes no
estudo numérico de problemas onde a eficiéncia de calculo nao seja um factor determinante.
Entre esses sistemas, encontra-se seguramente o Maple. A semelhanca de outros softwares da
mesma natureza, dispoe de uma linguagem de programagao de alto nivel, expressiva e com
grande proximidade a linguagem matematica, faculta-nos uma interface gréfica e intimeras
facilidades de visualizacao de informacao matematica, permite-nos facilmente detectar e cor-
rigir erros de natureza sintactica ou seméantica, dispoe de um conjunto vasto de funcgoes para
a resolucao de problemas matematicos especificos e, ndao menos importante, possibilita a
codificagao-teste, instrugao a instrucao, dos algoritmos, algo nao possivel de realizar com
linguagens compiladas, como sao os casos do C e do Fortran. No nosso estudo, essas quali-
dades revelaram-se na facilidade com que rapidamente conseguimos formalizar solugoes para

diversos problemas de natureza numérica. Com as exploragoes desenvolvidas conseguimos,
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inclusive, produzir alguns novos resultados relacionados com as sucessoes de Smarandache.
Futuramente, tencionamos converter essas exploragoes para uma linguagem de baixo-nivel.
Com cb6digo mais eficiente, pensamos ser possivel superar os resultados entretanto alcancados.

Exploramos depois as potencialidades do sistema de computacao algébrica Maple naquele
que é o seu dominio de especializacao — o célculo algébrico. Esses sistemas sao particular-
mente Uteis na resolugao de problemas que envolvam célculos algébricos demasiado extensos e
enfadonhos para que possam ser tratados manualmente. Nessa classe de problemas encontra-
se o calculo de simetrias e de leis de conservacao do cdlculo das variacoes e do contexto
mais alargado do controlo 6ptimo. Cientes desse facto, desenvolvemos, para o sistema Maple,
procedimentos computacionais algébricos que permitem realizar essa tarefa de uma forma
inteiramente automaética. A funcionalidade dos procedimentos abrange, no caso do controlo
optimo, o cédlculo de simetrias variacionais com termo de gauge, e leis de conservacao de
problemas que possam estar sob a ac¢do de forgas externas nao conservativas.

A relevancia desta parte do trabalho reside na originalidade das ferramentas desenvolvi-
das e nos resultados que com elas se obtiveram. Os pareceres dos avaliadores dos trabalhos
entretanto publicados em revistas da especialidade, ajudam a sustentar este nosso entendi-
mento. Para além de disponibilizarmos um package de procedimentos computacionais de
grande utilidade (Apéndice B) para o estudo e investigacao de uma classe importante de
problemas de optimizagao, conseguimos, com os algoritmos desenvolvidos, chegar a novas
leis de conservacao para alguns problemas surgidos recentemente na literatura. Entre eles
destacamos os primeiros integrais encontrados para os problemas (2,3,5,8) e (2,3,5,8,14)
da geometria sub-Riemanniana, o segundo dos quais um problema de enorme complexidade,
dado subentender catorze equagoes de movimento.

Embora o subpackage desenvolvido para o controlo éptimo possa ser usado em problemas
do célculo das variagoes, o subpackage concebido especificamente para esta classe de proble-
mas mantém a sua utilidade, uma vez que pode revelar maior eficicia e maior eficiéncia no
tratamento de alguns desses problemas.

Seria interessante conseguir-se automatizar todo o processo, desde o calculo das simetrias
até a reducao maxima do problema do controlo éptimo. Mas esta nao parece ser uma tarefa
facil. Em dreas como a mecanica e o calculo das variacoes, é conhecido de que forma é que as
leis de conservacao podem ser usadas na reducao da ordem dos problemas, e como resolvé-los
completamente a partir de um ntimero suficientemente elevado dessas leis. Tal como o teorema
de Noether, também a teoria classica de reducao pode ser estendida ao contexto mais geral
do controlo 6ptimo [23, 66]. Contudo, a teoria de reducdo é uma area ainda nao completa
em controlo 6ptimo. Embora resultados recentes [86] mostrem que um problema de controlo

optimo, com n equacoes de movimento, possa ser completamente integravel com n primeiros
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integrais efectivos, persiste ainda a dificuldade em se encontrar um método sistematico que
permita obter essas fungoes. Serao, portanto, necessarios mais resultados tedricos para que
se venha a conseguir automatizar todo o processo, desde o calculo das simetrias até a reducao
maxima do problema. Tentar-se-a seguir essa direccao em trabalhos futuros.

Como extensao ao método de cédlculo de simetrias variacionais do controlo 6ptimo, propos-
se um algoritmo computacional que permite obter, de uma forma automética, simetrias para
equagoes diferenciais ordinarias nao lineares. O algoritmo calcula esta segunda classe de
simetrias considerando-as um caso particular de simetrias variacionais anormais. Sendo o
calculo automatico das simetrias de equagoes diferenciais ordinarias um assunto ja bastante
estudado, serao necessarias mais exploragoes para que possamos perceber até que ponto o
método proposto acrescenta valor aos algoritmos alternativos ja existentes.

Uma parte importante das investigacoes que realizdmos no ambito deste trabalho
relacionou-se com o estudo numérico de uma classe de problemas de aerodinamica do tipo
Newton. Investigaram-se, com recurso a simulacdes computacionais, formas de corpos nao
convexos que maximizassem a sua resisténcia aerodindmica quando se deslocassem em meios
rarefeitos e, simultaneamente, exibissem um ligeiro movimento rotacional. O problema foi
estudado inicialmente para classes especificas de corpos bidimensionais, e depois alargado
ao caso tridimensional. Em ambos os casos foram encontradas varias formas geométricas
que conferem aos corpos valores de resisténcia interessantes; mas foi no espago bidimensional
que os algoritmos de optimizacao convergiram para uma forma geométrica muito préxima da
forma ideal. Trata-se de uma curva formada por duas seccoes equivalentes de duas parabolas
simétricas com caracteristicas particulares, a que resolvemos chamar Dupla Pardbola (Fi-
gura 4.15). Um disco cujo contorno seja formado pela sucessao de cavidades arbitrariamente
pequenas com a forma da Dupla Pardbola (corpo ilustrado na Figura 4.35), apresentard uma
resisténcia 1.49650 vezes superior ao valor de resisténcia do disco liso correspondente, um valor
ja muito proximo do seu majorante teérico — resultados tedricos mostram nao ser possivel
superar em mais de 50% o valor da resisténcia de um corpo convexo, na classe de corpos
contidos por ele.

Ainda que o valor da resisténcia da Dupla Pardbola tenha sido determinado numerica-
mente, o estudo que se realizou, com o objectivo de se caracterizar analiticamente as reflexoes
no interior dessa forma de cavidade, consolida os resultados apresentados. Conseguimos
demonstrar algumas propriedades importantes que ajudam a perceber o elevado valor de re-
sisténcia que se obteve. Tentaremos no futuro desenvolver outros estudos tedricos que venham
a permitir consolidar ainda mais esse resultado. Por exemplo, um problema interessante em
aberto consiste em delimitar o desfazamento entre os angulos de entrada e de saida para as

trajectorias de 3 reflexdes, uma vez que para as restantes esse resultado foi ja conseguido.
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A Dupla Parabola representa, em nosso entender, o resultado original de maior alcance
pratico, conseguido nesta tese. Para além de permitir elevar a resisténcia de Newton quase
ao seu limite méaximo, essa forma geométrica pode vir a revelar-se também muito interes-
sante noutros dominios de aplicacao. Dadas as suas caracteristicas de reflexao, rapidamente
vislumbramos-lhe uma propensao natural para poder vir a ser usada com grande sucesso
no projecto de superficies retrorreflectoras — veja-se em §4.7 o estudo exploratério sobre
uma possivel aplicacao. Como se sabe, os dispositivos retrorreflectores desempenham um
papel de méaxima importancia ao nivel da seguranca rodovidria, quer pela sua utilizacao na
industria automovel, quer na sinalizacao rodovidria; mas a sua utilidade estende-se a mui-
tos outros dominios de aplicagao importantes, como serd certamente o caso dos sistemas
de comunicacoes épticas em espago aberto ou dos sistemas 6pticos que integram alguns dos
equipamentos tecnoldgicos ligados as ciéncias da saide e a industria em geral.

Idealmente, uma superficie retrorreflectora deve reflectir a luz ou outra radiacao incidente
de volta a fonte emissora, independentemente do angulo de incidéncia. Tanto quanto nos é
possivel saber, a configuracao dessa superficie ainda nao é conhecida. Os dispositivos retror-
reflectores actuais limitam-se a inverter a radiagdo apenas para uma determinada gama de
variagdo do angulo de incidéncia. A forma agora encontrada, embora nao garanta a inversao
perfeita de toda a radiacdo incidente, desempenha essa funcao com grande sucesso: garante
uma grande aproximagcao das direccoes dos fluxos incidente e reflectido, para uma parte consi-
deravel dos dngulos de incidéncia, e mesmo para os restantes nao permite que o desfazamento
atinja valores elevados. Antevemos, por isso, bastante promissora a sua possivel utilizacdo na
definicao de novas geometrias para superficies retrorreflectoras.

Sendo a Dupla Pardbola uma curva definida no espaco bidimensional, o sucesso das su-
perficies retrorreflectoras que derivem dessa forma estard, presumivelmente, dependente da
verificacdo de determinadas condi¢bes particulares. E o caso, por exemplo, da superficie
3D que se obtém com o deslocamento da Dupla Pardbola numa direccao perpendicular ao
seu plano. Acreditamos na sua eficidcia, como superficie retrorreflectora, em situagoes em
que os emissores/receptores se movimentem num mesmo plano, como poderd ser o caso das
comunicacoes 6pticas entre robots mdéveis.

Na continuacao deste trabalho, tencionamos vir a desenvolver investigacoes que permitam
a andlise comparativa de superficies baseadas na Dupla Pardbola com outros modelos de
retrorreflexao existentes. Nesse estudo usaremos, em substituicao da funcao resisténcia, uma
funcao de custo mais adequada & avaliacao das capacidades retrorreflectivas — uma funcao que
contabilize devidamente o desfazamento angular entre os fluxos incidente e reflectido. Se os
resultados tedricos vierem a confirmar, como esperamos, a sua eficicia como retrorreflector,

0 passo seguinte poderd finalmente passar pela construcao de um protdtipo que venha a
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possibilitar a realizacdo de ensaios em laboratorios especializados, para que dessa forma se
possa também comprovar experimentalmente as qualidades do modelo proposto.

Tendo o melhor dos resultados conseguidos para o caso 3D (R = 1.80) ficado um pouco
aquém do majorante tedrico do valor da resisténcia (R = 2), superar esse valor serd também
um desafio interessante a considerar futuramente. Ja para o caso 2D pressentimos maior
dificuldade em virmos a superar o resultado ja alcangcado — quer pela proximidade a que
este se encontra do majorante tedrico, quer pelo facto de termos ja realizado, sem sucesso,
uma série de investigagoes visando esse objectivo. Tendo ainda em conta que o majorante
1.5 apenas significa a nao existéncia de corpos 2D (de contornos integralmente formados
por cavidades iguais) que superem esse valor de resisténcia, a forma por nds encontrada
poderd mesmo tratar-se de uma solucao Optima. A confirmar-se esta hipétese — o valor
da resisténcia que caracteriza a Dupla Parabola tratar-se efectivamente do limite maximo
que é possivel alcancar com formas bidimensionais reais — o nosso resultado ganhara ainda
uma importancia redobrada. Embora nao se perspectivem ficeis desenvolvimentos, este é um
importante problema que fica em aberto a espera de futuras contribuicoes que, se nao vierem

a superar o nosso resultado, venham a permitir refor¢ar a nossa conjectura.
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Apéndice A

Exploracoes com um sistema de
computacao algébrica — Sucessoes

de Smarandache

Sao estudadas sucessoes de Smarandache, e outros problemas relacionados,
com recurso a um sistema de computagao algébrica. Alguns resultados e novas

conjecturas sao apresentadas.

A.1 Introducao

Os actuais sistemas de computacgao algébrica, normalmente, agregam em si quer a computagao
numérica quer a simbdlica e dispdoem ja de muito conhecimento matematico, traduzido em
inimeros métodos matematicos eficientes para levar a cabo os cédlculos desejados. Desta
caracteristica ressaltam proveitos importantes: liberta-nos de prolongados processos de pro-
gramacao e debugging, tipicos das linguagens de programagao mais convencionais; permite-nos
escrever poucas linhas de c6digo, e programas mais simples, de natureza mais declarativa. O
nosso desejo é que exploragoes com essas ferramentas possam servir para desenvolver em
nos capacidades como a intuicao, a perspicacia e a compreensao qualitativa da natureza dos
problemas. Designadamente, isso pode ajudar-nos a construir a prova de alguns resultados
matematicos, como se demonstrara na sec¢ao A.2.1.

Com este estudo mostraremos que a computacao algébrica pode fornecer indicagoes im-
portantes para algumas das questoes em aberto relacionadas com sucessoes especiais da Teoria
dos Numeros. Nomeadamente, as exploragoes vao-nos permitir produzir alguns resultados e
formular novas conjecturas. Realizaremos todo o nosso trabalho no sistema de computagao

Maple (todo o processamento computacional é realizado com a versao 8 do Maple, num pro-
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cessador AMD Athlon(TM) 1.66 GHz), e consistird, concretamente, no estudo de alguns
dos problemas propostos pelo matemético romeno Florentin Smarandache. Para uma boa
enumeracao da coleccao de problemas de Smarandache, e para a biografia do matemético
Florentin Smarandache, consultar [57].

Aos leitores especialmente interessados, convidamo-los a converterem as nossas ex-
ploragoes matematicas na linguagem dos seus sistemas de computacao algébrica favoritos,
com o intuito de tentarem optimizar os algoritmos (nao nos preocupamos com a optimizagao
do c6digo, pois nesta fase adoptdmos uma abordagem essencialmente didética), e tentarem

obter, por eles préprios, os resultados que apresentamos.

A.2 Subsucessoes de Smarandache digitais

Comegamos por considerar subsucessoes de niimeros naturais que satisfacam, conjuntamente

com todos os seus digitos, uma dada propriedade.

A.2.1 Subsucessoes de Smarandache digitais-p

Uma subsucessao de Smarandache digital-p é definida como se segue. Considere-se p > 2.
Da sucessao {n?}, n € Ny, seleccionamos apenas os termos cujos digitos sejam eles préprios
poténcias p perfeitas. Para p = 2 obtemos a subsucessdo de Smarandache digital-quadrdtica:
seleccionamos apenas os termos da sucessao {nQ}Zo:O cujos digitos facam parte do conjunto
{0,1,4,9}. Com as defini¢oes Maple

> pow := (n,p) -> seq(i”p,i=0..n):

> perfectPow := (n,p) -> evalb(n = iroot(n,p) p):

> digit := (n,num) -> irem(iquo(num,10~ (length(num)-n)),10):

> digits := n -> map(digit, [$1..length(n)],n):

> digPerfectPow := (n,p) -> evalb(select(perfectPow,digits(n),p)=digits(n)):

a subsucessao de Smarandache digital-quadratica é facilmente obtida:
> ssdq := n -> select(digPerfectPow, [pow(n,2)],2):

Agora solicitemos a fungao todos os termos da subsucessao de Smarandache digital-quadratica

inferiores ou iguais a 10000?:

> ss8dq(10000) ;
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[0,1,4,9,49, 100, 144, 400, 441, 900, 1444, 4900, 9409, 10000, 10404, 11449,
14400, 19044, 40000, 40401, 44100, 44944, 90000, 144400, 419904, 490000,
491401, 904401, 940900, 994009, 1000000, 1004004, 1014049, 1040400,
1100401, 1144900, 1440000, 1904400, 1940449, 4000000, 4004001, 4040100,
4410000, 4494400, 9000000, 9909904, 9941409, 11909401, 14010049, 14040009,
14440000, 19909444, 40411449, 41990400, 49000000, 49014001, 49140100,
49999041, 90440100, 94090000, 94109401, 99400900, 99940009, 100000000

Em [5, 97] encontramos a seguinte questao:

“Quantos serao os elementos da subsucessao de Smarandache digital-
quadratica se excluirmos os termos com a forma N x 10%*, k € N, com N também

um quadrado perfeito?”

Nos primeiros 64 ntmeros da subsucessao de Smarandache digital-quadratica verificamos
existirem alguns padroes interessantes a partir dos quais podemos facilmente adivinhar a

resposta. Apresentemo-la na forma de teorema.

Teorema A.1 Eziste um numero infinito de termos na subsucessdo de Smarandache digital-

quadrdtica que ndo tém a forma N x 10%*, k € N, com N quadrado perfeito.

O teorema A.1 é uma consequéncia directa do seguinte lema.

Lema A.1 Qualquer nimero com a forma (10’“ + 4) x 10 +4, k € N (144, 10404, 1004004,

100040004, ...), pertence a subsucessao de Smarandache digital-quadratica.

Demonstragao. Célculos directos conduzem-nos ao lema A.1:
2
(wk+@ :(uﬁ+4>xmk+4

|

Fazemos ainda notar que, a partir da andlise da lista dos primeiros 64 niimeros da subsu-
cessao de Smarandache digital-quadratica, conseguimos facilmente encontrar outras possibi-
lidades para provar o teorema A.1l, usando afirmacdes andlogas & expressa no Lema A.1. Por
exemplo, qualquer nimero com a forma (10”“Jrl + 14) x 10F+t1 449, k e N (11449, 1014049,

100140049, ...), pertence a subsucessao de Smarandache digital-quadrética:

2
@Mﬂ+ﬁ:{mﬁquxmﬂu49
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Outra possibilidade, inicialmente avangada por Maohua Le em [59], é usar a forma

(4 x 10F +4) x 10* + 1, k € N (441, 40401, 4004001, ...), que é o quadrado de 2 x 10% 4 1.

Escolhendo agora p = 3 obtemos a subsucessao de Smarandache digital-cibica.
> ssdc := n -> select(digPerfectPow, [pow(n,3)],3):

Se procurarmos os termos da subsucessao de Smarandache digital-ciibica que sejam inferiores

ou iguais a 100003, apenas encontramos os triviais:
> s5dc(10000) ;

[0, 1,8, 1000, 8000, 1000000, 8000000, 1000000000, 8000000000, 1000000000000]

Avancamos entdo com a seguinte conjectura:

Conjectura A.1 Todos os termos da subsucessao de Smarandache digital-cibica tém a forma

D x 10%¢, onde D € {0,1,8} e k € Ny.

Muitas outras subsucessoes de Smarandache digitais podem ser encontradas na literatura.
Um bom exemplo é a subsucessao de Smarandache digital de ntimeros primos, definida como
a subsucessao de nimeros primos cujos digitos sejam também eles nimeros primos (ver [97]).

Os termos da subsucessao de Smarandache digital de ntimeros primos sao facilmente

encontrados com o auxilio do sistema Maple. Definindo

> primeDig := n -> evalb(select(isprime,digits(n)) = digits(n)):

> ssdnp := n -> select(primeDig, [seq(ithprime(i),i=1..n)]):

verificamos que 189 dos primeiros 10000 nimeros primos pertencem a subsucessao de Sma-

randache digital de nimeros primos:
> nops (ssdnp (10000)) ;

189

A.2.2 Subsucessoes de Smarandache de partigoes digitais-p

Uma subsucessao de Smarandache de particoes digitais-p é construida percorrendo uma dada
sucessao {a,}, n > 0, definida por uma determinada propriedade p, e seleccionando apenas
os termos que possam ser particionados em grupos de digitos que satisfagam a mesma propri-
edade p (ver [5]). Por exemplo, consideremos a sucessao {a,} definida pela relagao recursiva

ap = Qp_1+an_o. Obtemos a sucessao de Lucas escolhendo os valores iniciaisag = 2ea; = 1,
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e a sucessdo de Fibonacci escolhendo ag = 0 e a3 = 1. A subsucessdo de Smarandache de
particoes digitais-Lucas e a subsucessao de Smarandache de particoes digitais- Fibonacci sao
entao obtidas seleccionando das respectivas sucessoes apenas os termos a,, para os quais exista
uma parti¢do dos digitos, em trés grupos (a, = g1g293), que satisfaga a respectiva relagao
recursiva: a soma dos dois primeiros grupos ser igual ao valor do terceiro (g1 + g2 = g3).

Em [5, 94, 95] sao formuladas as seguintes questoes:

“O 123 (1 4 2 = 3) serd o unico nimero Lucas a verificar a partigdo de Sma-

randache?”

“Nao fomos capazes de encontrar qualquer ntimero Fibonacci que verificasse
a particao de Smarandache, mas nds nao pudemos investigar niimeros suficiente-

mente elevados; Conseguira o leitor?”

Com o procedimento que se segue, conseguimos verificar se um determinado nimero n satisfaz
a condigdo necessdria para pertencer a subsucessao de Smarandache de partigoes digitais-
Lucas/ Fibonacci, ou seja, se n pode ser dividido em trés grupos de digitos, glg2¢3, com

gl + g2 = g3.

> lucasfibon:=proc(n)
> local ndl, nd2, nd3, nd, gl, g2, g3:

> nd:=length(n);

> for nd3 to nd-2 do

> g3:=irem(n,10"nd3);

> if length(g3)*2>nd then break; fij;

> for ndl from min(nd3,nd-nd3-1) by -1 to 1 do

> nd2:=nd-nd3-ndil;

> gl:=iquo(n,10~ (nd2+nd3)) ;

> g2:=irem(iquo(n,10°nd3), 10°nd2);

> if g2>=g3 then break;fi;

> if gl+g2=g3 then printf("%d (%d+%d=%d)\n",n,gl,g2,g3);fi;
> od;

>  od:

>

end proc:

Podemos agora procurar os primeiros n termos da sucessao de Lucas, usando o seguinte

procedimento.
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> lucas:=proc(n)

> local L, i:

> L:=[2, 1]:

> for i from 1 to n-2 do L:=[L[],L[i]J+L[i+1]]:0d:

> end proc:

Com n = 20 obtemos os vinte primeiros termos da sucessao.
> lucas(20);
[2,1,3,4,7,11,18,29,47, 76,123,199, 322, 521, 843, 1364, 2207, 3571, 5778, 9349]
Atribuamos a L a lista com os primeiros 6000 termos da sucessao de Lucas:
> L:=lucas(6000) :

(tempo decorrido: 1.9 segundos) !

E interessante ver que o 6000° elemento tem 1254 digitos:
> length(L[6000]) ;

1254

O comando Maple que se segue permite-nos verificar quais dos primeiros 3000 elementos fazem

parte da subsucessao de Smarandache de particoes digitais- Lucas.

> map(lucasfibon, L[1..3000]):

123 (1+2=3)
20633239 (206+33=239)

(tempo decorrido: 7h50m)

Como reportado em [89], dos primeiros 3000 termos da sucessao de Lucas apenas dois deles

verificam a particdo de digitos de Smarandache: os elementos 11° e 36°.
> L[11], L[36];

123, 20633239

Coloquemos agora nds a seguinte questao: Quais dos 3000 elementos que se seguem na

lista pertencem a subsucessao de Smarandache de parti¢oes digitais-Lucas?

!Para ficarmos com uma ideia do esforco computacional envolvido, mostramos os tempos de processamento

mais significativos.
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> map(lucasfibon, L[3001..6000]):
(tempo decorrido: 67h59m)

Nenhum: entre a 3001° e a 6000° posicoes da sucessao de Lucas nao existe nenhum elemento
que verifique a respectiva particao de Smarandache.
O mesmo tipo de andlise pode facilmente ser realizado para a sucessdo de Fibonacci.

Construimos a sucessao de Fibonacci com a funcao predefinida do Maple fibonacci:

> with(combinat, fibonacci):
> [seq(fibonacci(i), i=1..20)];
[1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144, 233, 377,610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765
Embora o 6000° niimero Fibonacci seja diferente do 6000° niimero Lucas
> evalb(fibonacci(6000) = L[6000]);
false
tém o mesmo nimero de digitos
> length(fibonacci(6000)) ;
1254

De modo a identificarmos quais dos primeiros 3000 niimeros Fibonacci pertencem a subsu-

cessao de Smarandache de particoes digitais- Fibonacci, executamos a seguinte linha de cédigo:

> map(lucasfibon, [seq(fibonacci(i), i=1..3000)]1):

832040 (8+32=040)
(tempo decorrido: 8h32m)

Este resultado estd em concordancia com o resultado reportado em [89]: apenas um nimero,
entre os primeiros 3000 da sucessao de Fibonacci, verifica a particao de Smarandache — o

30° elemento.
> fibonacci(30);
832040

Tal como fizemos antes para a sucessao de Lucas, tentemos agora conhecer quais dos 3000
numeros seguintes da sucessao de Fibonacci pertencem a subsucessao de Smarandache de
particoes digitais- Fibonacci.

> map(lucasfibon, [seq(fibonacci(i), i=3001..6000)1):

(tempo decorrido: 39h57m)

Similarmente ao caso Lucas, nenhum elemento entre a 3001* e a 6000 posicoes da sucessao

de Fibonacci verifica a particao de Smarandache.
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A.3 Sucessoes de Smarandache do tipo concatenacao

Consideremos uma dada sucessao de numeros {a,}, n € N. A sucess@o de Smarandache do
tipo concatenagao associada a {a,} é uma nova sucessdao {s,} onde s, é dada pela conca-
tenacao de todos os termos ay, ..., a,. A operacdo que realiza a concatenacao de dois niimeros

a e b é definida como se segue:
> conc := (a,b) -> ax10"length(b)+b:

Nesta seccao consideramos quatro sucessoes de Smarandache do tipo concatenacao: as que

derivam das sucessbes impar, par, numeros primos e Fibonacci.

> oddSeq n -> [seq(2%i-1,i=1..n)]:

> evenSeq n -> [seq(2*i,i=1..n)]:

> primeSeq := n -> [seq(ithprime(i),i=1..n)]:
> with(combinat, fibonacci):

> fibSeq := n -> [seq(fibonacci(i),i=1..n)]:
> # ss = Smarandache Sequence

> ss := proc(F,n)

> local L, R, i:

> L :=F():

> R := array(l..nops(L)): R[1] := L[1]:

> for i from 2 while i <= nops(L) do

R[i] :=conc(R[i-1],L[i]):

> end do:

evalm(R) :

\4

\4

> end proc:

Tlustremos as defini¢coes anteriores com o calculo dos cinco primeiros termos das quatro su-

cessoes de Smarandache: impar, par, nimeros primos e Fibonacci.
> ss(oddSeq,5);
[1,13,135,1357,13579]
> ss(evenSeq,5);
(2,24, 246, 2468, 246810]
> ss(primeSeq,5);

[2,23,235,2357,235711]
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> ss(fibSeq,5);

[1,11,112,1123,11235]

Varias questoes interessantes surgem quando tentamos encontrar niimeros, entre os termos
de uma sucessao de Smarandache do tipo concatenacao, que satisfagam uma determinada
propriedade. Por exemplo, é uma questao em aberto saber quantos sao os nimeros primos
presentes numa sucessao de concatenagao de nimeros impares, primos ou Fibonacci. Serao
um numero infinito de termos? O seguinte procedimento permite-nos localizar os niimeros

primos em qualquer uma das quatro sucessoes anteriores.

> ssPrimes := proc(F,n)

> local ar, i:

> ar := select(isprime,ss(F,n)):
> convert(ar,list):

> end proc:

Existem cinco niimeros primos nos cinquenta primeiros termos da sucessdao de Smarandache

de concatenagao de nimeros impares;
> nops (ssPrimes(oddSeq,50)) ;

5

cinco nimeros primos nos duzentos primeiros termos da sucessao de Smarandache de conca-

tenacao de nimeros primos;
> nops(ssPrimes(primeSeq,200)) ;

5

e dois numeros primos nos cento e vinte primeiros termos da sucessao de Smarandache de

concatenacao de nimeros Fibonacci.
> ssPrimes(fibSeq,120);

[11,1123]

E evidente que s6 o primeiro termo da sucessao de Smarandache de concatenacao de
numeros pares é que é primo. Uma questao interessante, formulada em [2, Cap. 2], é a

seguinte:

“Quantos elementos da sucessao de Smarandache de concatenacao de niimeros

pares tém como valor o dobro de um ntimero primo?”
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Uma simples pesquisa com o Maple mostra que 2468101214 é o tinico ntimero que dividido por
dois d4 um primo, entre os quatrocentos primeiros termos da sucessao de Smarandache de
concatenagao de nimeros pares (o 400° elemento da sucessao é um nimero com 1147 digitos

decimais).

> ssTwicePrime := proc(n)

> local ar, i:

> ar := select(i->isprime(i/2),ss(evenSeq,n)):
> convert(ar,list):

> end proc:

\4

ssTwicePrime (400);

[2468101214]

A.4 Relagoes de Smarandache

Vamos agora considerar a denominada funcdo de Smarandache, normalmente denotada por
S(n). Esta fungao é importante por intmeras razoes (confrontar com [57, pp. 91-92]). Por
exemplo, ela dé-nos uma condigcdo necessaria e suficiente para que um numero seja primo:
p > 4 é um numero primo se, e s6 se, S(p) = p. Os nimeros de Smarandache sao os valores

da fungao de Smarandache.

A.4.1 Relagoes em sucessoes de niimeros de Smarandache

A fungdo de Smarandache encontra-se definida em [95] como se segue: S(n) é o menor nimero
inteiro positivo tal que S(n)! seja divisivel por n. Esta fungdo pode ser definida em Maple

pelo seguinte procedimento:

> S:=proc(n)

> local i, fact:

> fact:=1:

> for i from 2 while irem(fact, n)<>0 do
> fact:=fact*i:

> od:

> return i-1:

> end proc:
Podemos entao obter facilmente os primeiros termos da sucessao de Smarandache:

> seq(S(n),n=1..20);
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1,2,3,4,5,3,7,4,6,5,11,4,13,7,5,6,17,6,19,5

Uma sequéncia de 2k nimeros de Smarandache, S(n),...,S(n + 2k — 1), satisfaz uma

relacao aditiva k-k de Smarandache se
Sn)+Sn+1)+---+Sn+k—-1)=Sn+k)+Sn+k+1)+---+Sn+2k—-1).

Similarmente, uma sequéncia de 2k niimeros de Smarandache, S(n), ..., S(n+2k—1), satisfaz

uma relacao subtractiva k-k de Smarandache se
S(n)y—Sn+1)—---=Sn+k—-1)=Sn+k)—Sn+k+1)—---—Sn+2k-1).
Em [5, 94] encontramos as seguintes questoes:

“Quantos quaternos verificam a relagao aditiva 2-2 de Smarandache?”
“Quantos quaternos verificam a relagao subtractiva 2-2 de Smarandache?”
“Quantos séxtuplos verificam a relacao aditiva 3-3 de Smarandache?”

Para tentarmos responder a estas questoes, representemos cada uma das relagoes de Smaran-

dache por uma fungao Maple,

> add2_2:=(V,n) >V[n]+V[n+1]=V[n+2] +V[n+3] :
> sub2_2:=(V,n) >V[n]-V[n+1]=V[n+2] -V [n+3]:
> add3_3:=(V,n)->V[n]+V[n+1]1+V[n+2]=V[n+3]+V [n+4]+V [n+5] :

e construamos uma lista com os 10005 primeiros nimeros de Smarandache:

> 1nS:=[seq(S(i),i=1..10005)]:

(tempo decorrido: 59m29s)

Com o procedimento que se segue, conseguimos identificar todas as posicoes na lista de

elementos V' que verifiquem a relacao F'.

> verifyRelation:=proc(F,V)

> local i, VR: VR:=[]:

> for i to nops(V)-5 do

> if F(V,i) then VR:=[VR[], il: fi:
> od:

> return VR;

> end proc:
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Estamos agora em condigoes de responder as questoes colocadas para os primeiros 10000
nimeros da sucessao de Smarandache. Assim, as posi¢gdes onde se iniciam os quaternos que

verificam a relacao aditiva 2-2 de Smarandache sao as seguintes:
> Vi:=verifyRelation(add2_2,1nS);

V1:=1[6,7,28,114, 1720, 3538, 4313, 8474]

Da mesma forma, determinamos a localizagao dos quaternos que verificam a relagao subtrac-

tiva 2-2 de Smarandache,

> V2:=verifyRelation(sub2_2,1nS);

V2 :=[1,2,40,49,107,2315, 3913, 4157, 4170]

e as posigoes dos séxtuplos que verificam a relagao aditiva 3-3 de Smarandache:

> V3:=verifyRelation(add3_3,1nS);

V3 := [5,5182, 9855

Os quaternos que se encontram nas posi¢oes V'1 (relagao aditiva 2-2) sdo dados por

> map (i->printf ("S(%d)+S(%d)=S (hd)+S(%d) [%hd+kd=%d+%d]\n",i,i+1,i+2,i+3,
S(i),S(i+1),S(i+2),S(i+3)), V1i):

S(6)+S(7)=S(8)+S(9) [3+7=4+6]
S(7)+8(8)=S(9)+S(10) [7+4=6+5]
S(28)+S(29)=S(30)+S(31) [7+29=5+31]
S(114)+S(115)=S(116)+5(117) [19+23=29+13]
S(1720)+S(1721)=S(1722)+S(1723) [43+1721=41+1723]
S(3538)+5(3539)=S(3540)+S(3541) [61+3539=59+3541]
S(4313)+5(4314)=S(4315)+S(4316) [227+719=863+83]
S(8474)+5(8475)=S(8476)+S(8477) [223+113=163+173]

Notemos que M. Bencze apenas encontrou, em [5], os trés primeiros quaternos. Os quaternos

associados as posigoes V2 (relagao subtractiva 2-2) sao os seguintes:

> map (i->printf ("S(%d)-S(%d) =S (%hd)-S(%d) [%d-’%d=%d-%d]\n",i,i+1,i+2,i+3,
S(i),S(i+1),S(i+2),S(i+3)), V2):
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S(1)-S(2)=S(3)-S(4) [1-2=3-4]
S(2)-S(3)=S(4)-S(5) [2-3=4-5]
S(40)-S(41)=5(42)-5(43) [5-41=7-43]
S(49)-5(50)=5(51)-5(52) [14-10=17-13]
S(107)-5(108)=5(109)-S(110) [107-9=109-11]
S(2315)-5(2316)=5(2317)-5(2318) [463-193=331-61]
S(3913)-5(3914)=5(3915)-5(3916) [43-103=29-89]
S(4157)-5(4158)=5(4159)-5(4160) [4157-11=4159-13]
S(4170)-S(4171)=5(4172)-5(4173) [139-97=149-107]

Apenas os dois primeiros e o quarto quaternos foram encontrados em [5]. Os trés séxtuplos

que se seguem verificam a relagao aditiva 3-3 de Smarandache:

> map (i->printf ("S(%d)+S (%d) +S (%d) =S (%d) +S (%d) +S (%d) [/d+%d+%d=ld+)kd+%d] \n" ,
i,i+1,i+2,1i+3,1i+4,i+5,8(i),S(i+1),8(i+2),S(i+3),8(i+4),S(i+5)), V3):

S(5)+S(6)+S(7)=S(8)+S(9)+S(10) [5+3+7=4+6+5]
S(5182)+S(5183)+S(5184)=S(5185)+S(5186)+S(5187) [2591+73+9=61+2593+19]
S(9855)+S(9856)+S(9857)=S(9858)+S(9859)+3(9860) [73+11+9857=53+9859+29]

Destes, apenas o primeiro séxtuplo tinha sido encontrado por M. Bencze em [5]. Para um

estudo mais completo do tipo de relagoes considerado, consultar [46, 48].

A.4.2 Exemplo de uma sucessao aditiva parcialmente perfeita

Seja {an}, n > 1, uma sucessao construida da seguinte forma:

ay = ag = 1;
a2p+1 = Ap+1 — L;

azpt2 = apy1+ 1.

O procedimento Maple que se segue define a,,.

> a:=proc(n)

> option remember:

> if (n=1) or (n=2) then return 1:

> elif type(n, odd) then return a((n-1)/2+1)-1:
> else return a((n-2)/2+1)+1:

> fi:

> end proc:
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Os primeiros 26 termos da sucessao sao apresentados em [5], como sendo
> A:=1,1,0,2,_1,1:1’3,_230’0’2:111,3’5’_4’_2!_1’1’_1’1’1’3’0’2:

Facilmente concluimos que, tal como referido em [47], os valores indicados estao errados a
partir do décimo terceiro termo. Os valores correctos sao obtidos por intermédio do nosso

procedimento:

> seq(a(i),i=1..26);
17 17 07 27 _]-a 1, ]-a 3) _25 07 Oa 27 Oa 27 25 47 _37 _]" _17 ]" _]" 1’ ]" 3’ _1’ 1

Definigao A.1 Se f; é uma operagao sobre k elementos duma sucessio {ay,as,as, -}, e
frlaiaigr, -+ Gigr—1) = fu(aj, ajq1,- -+, aj4k—1) para todos a;, a;j e todo k > 1, entao {an}
¢ considerada uma sucessao de Smarandache f; perfeita. Se nem todos os a;, aj, ou nem
todo o k > 1, verificarem a relagdo em causa, entdo {a,} serd conhecida apenas como uma

sucessao de Smarandache fj parcialmente perfeita.

Conseguimos provar que a sucessao {a,} inicial é uma sucessdo de Smarandache aditiva

parcialmente perfeita, para 1 < k < 5000, ou seja, que a mesma satisfaz a relagao
a1 +a2+---+ap=agr1 +agro+---+ag, V1<k<5000. (A1)

Para o efeito basta usarmos o seguinte codigo Maple:

> propertySSAPP:=proc(n)

> local SSAPP, k;

> SSAPP:=[seq(a(i),i=1..n)];

> for k from 1 to iquo(n,2) do

> if evalb(add(SSAPP[i], i=1..k)<>add(SSAPP[i], i=k+1..2%k)) then
> return false;

> fi;

> od;

> return true;

> end proc:
> propertySSAPP(10000) ;

true

(tempo decorrido: 11.4 segundos)



A.5 Outras definicoes e conjecturas de Smarandache 177

Reparemos ainda que a sequéncia incorrecta A de [5] nao verifica a propriedade da De-

finicdo A.1. Por exemplo, com k& = 8 obtemos:
> add(A[i],i=1..8)<>add(A[i],i=9..16);

8+ 10

A.5 Outras definicoes e conjecturas de Smarandache

A conjectura de Smarandache dos ntimeros primos partilha algumas semelhancas com a fa-
mosa conjectura de Goldbach: “Qualquer niimero par superior a quatro pode ser expresso

como uma soma de dois ntimeros primos”.

A.5.1 Conjectura de Smarandache dos niimeros primos

A conjectura de Smarandache dos nimeros primos é formulada em [5, 94, 95]: “Qualquer
nimero impar pode ser expresso como a soma de dois nimeros primos menos um terceiro
(nao incluindo a solugao trivial p = p + ¢ — ¢, quando o nimero impar for ele préprio um
primo)”.

Formulemos agora uma variante refor¢ada (mais restritiva) desta conjectura, exigindo
que o numero fmpar e o terceiro nimero primo sejam diferentes (nao incluindo, portanto, a
situacdo p = k + ¢ — p), ou seja, excluindo a situagao prevista na conjectura de Goldbach
(onde o nimero par 2p pode ser expresso pela soma de dois nimeros primos k e q).

O numero de vezes que cada numero impar pode ser expresso através da soma de dois
nimeros primos menos um terceiro, é designado por numero da conjectura de Smarandache
dos nimeros primos. Julga-se que nenhum desses nimeros ¢ conhecido (ver [5]). Introdu-
zamos agora o conceito numero da conjectura de Smarandache reforcada de n-primos como
sendo o numero de possibilidades em que cada ntimero impar positivo pode ser expresso,
excluindo a solugao trivial e impondo a nossa restricao de que o ntimero impar e o terceiro
nimero primo devem ser diferentes, usando todas as possiveis combinacoes dos primeiros n
numeros primos. Dado n, o préoximo procedimento determina essa grandeza para todos os

inteiros impares positivos inferiores ou iguais a lim.

> ncsrop:=proc(lim, n)

> local y, z, i, primos, num, mat:

> mat:=array(l..lim, 1..2,[seq([‘?¢, 0], i=1..1lim)]):
> primos:=seq(ithprime(i), i=1..n);

> for i from 1 to n do
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> for y in [primos[i..n]] do

> for z in [primos] do

> num: =primos [i] +y-z;

> if (num>=1 and num<=lim and type(num,odd) and z<>primos[i]
> and z<>y and z<>num) then
> if mat[num, 2]=0 then mat[num, 1]:=[primos[il, y, z]: fi:
> mat [num, 2] :=mat[num, 2]+1;

> fi:

> od:

> od:

> od:

> for i by 2 to 1lim do

> if mat[i, 2]=0 then printf("%d=7 (0O possibilities)\n", i):

> else printf ("%d=%d+%d-%d (%d possibilities)\n", i,op(mat[i, 1]1),

> mat[i, 2]):
> fi:

> od:

> evalm(mat) :

> end proc:

Todos os nimeros impares positivos inferiores ou iguais a 19 podem ser expressos segundo

a nossa conjectura, usando apenas os 6 primeiros ntimeros primos.?

> ncsrnp(19,6):

1=2+2-3 (6 possibilities)
3=5+5-7 (3 possibilities)
5=3+13-11 (2 possibilities)
7=5+5-3 (2 possibilities)
9=3+11-5 (7 possibilities)
11=3+13-5 (3 possibilities)
13=5+11-3 (2 possibilities)
15=5+13-3 (5 possibilities)
17=7+13-3 (3 possibilities)
19=11+11-3 (3 possibilities)

(tempo decorrido: 0.0 segundos)

2Para cada nimero fmpar, apenas é mostrada uma das possibilidades.
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Como seria de esperar, se usarmos os primeiros 100 primos, o ntimero de possibilidades em

que cada nimero pode ser expresso na nossa conjectura, aumenta drasticamente.

> ncsrnp(19,100):

1=2+2-3 (1087 possibilities)

3=5+5-7 (737 possibilities)

5=3+13-11 (1015 possibilities)
7=3+17-13 (1041 possibilities)
9=3+11-5 (793 possibilities)

11=3+13-5 (1083 possibilities)
13=3+17-7 (1057 possibilities)
16=3+17-5 (770 possibilities)
17=3+19-5 (1116 possibilities)
19=3+23-7 (1078 possibilities)

(tempo decorrido: 1.8 segundos)

Quantos niimeros fmpares inferiores ou iguais a 10000 verificam a conjectura??

> NCSRNP1:=ncsrnp(10000,600) :
(tempo decorrido: 30m59s)

> n:=0: for i by 2 to 10000 do if NCSRNP1[i,2]>0 then n:=n+1; fi; od: n;

4406

Usando os primeiros 600 ntimeros primos, apenas 4406 dos 5000 ntimeros impares verificam

a conjectura. E se usarmos os primeiros 700 niimeros primos?

> NCSRNP2:=ncsrnp(10000,700) :
(tempo decorrido: 49m34s)

> n:=0:
> for i by 2 to 10000 do if NCSRNP2[i,2]>0 then n:=n+1; fi; od;

> n;

5000

Com os primeiros 700 niimeros primos, todos os ntimeros impares inferiores ou iguais a 10000
verificam a conjectura. Ao leitor interessado em aprofundar o estudo da conjectura de Sma-

randache dos niimeros primos sugerimos a consulta de [88].

30 procedimento ncsrnp, invocado nas préximas instrucées, ndo envia qualquer resultado para o écran —

removemos da sua definigdo o dltimo ciclo for.
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A.5.2 Numeros mal comportados de Smarandache

Existe uma infinidade de ntimeros que nao podem ser expressos como a diferenca entre um
cubo perfeito e um quadrado perfeito, em valor absoluto. Chamemos-lhes niumeros mal com-
portados, em analogia com a sua designagao original do Inglés: Smarandache Bad Numbers
— ver [95, 5].

O procedimento que se segue verifica se um numero n pode ser expresso na forma n =
|23 — 92| (i.e., se é ou ndo um niimero mal comportado de Smarandache), para qualquer inteiro

x menor ou igual a Tn.,. O algoritmo é baseado na seguinte equivaléncia
n=z—y} o y=vadi-n V y=+vz3+n.

Para cada valor de z, situado entre 1 e T4z, verificamos se as grandezas (23 —n) ou (23 +n)
correspondem a quadrados perfeitos. Logo que isso aconteca com uma dessas grandezas,

concluimos de imediato que n nao é um nimero mal comportado de Smarandache.

> nmcs:=proc(n,xmax)
> local x, x3:

> for x to xmax do

> x3:=x"3;

> if issqr(x3-n) and x3<>n then return n[x, sqrt(x3-n)];
> elif issqr(x3+n) then return n[x, sqrt(x3+n)]; fi;

> od:

> return n[‘?7¢, ‘7¢]

> end proc:

F. Smarandache [95] conjecturou que os numeros 5,6,7,10,13,14,... eram provavelmente
mal comportados. Procuremos, entdao, todos os numeros inferiores ou iguais a 30 que nao
sejam mal comportados, usando apenas valores de z entre 1 e 19. Usamos a notagao n,

3

para dizermos que n = |z% — y?|. Por exemplo, 15 3 significa que 1 = |23 — 32|.

> NMCS:=map (nmcs, [$1..30],19);

NMCS :=[123,235,31,2,42,2,52,2,62 2, 721,813,936, 107 2, 113 4, 1213 47, 131770, 142 2, 151 4,
1622, 1725, 1833,195 12, 206,14, 217 2, 223 7, 2332, 241 5, 255,10, 263,1, 277 2, 2826, 297 7, 3019 83]
Tal como Maohua Le prova em [58], acabdmos de mostrar que 7 e 13 nao sdo efectivamente

niimeros mal comportados de Smarandache: 7 = |23 —12| e 13 = |173 —702|. Sdo os seguintes,

os possiveis numeros mal comportados de Smarandache:
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> select(n->evalb(op(1,n)=‘7‘), NMCS);

[52,2,67,2,107 2,142 2,169 2,219 7, 277 7, 297 7]

Para terminar, vamos usar todos os valores de = até 108 para verificar se algum desses

oito ntimeros nao acaba por ser, afinal, um nimero “bem comportado”!

> map(nmcs, [5,6,10,14,16,21,27,29],1078) ;

[52,2,67,2,107 2,142 2,167 7,217 2,277 2,297 7]

(tempo decorrido: 14h30m)

Atendendo ao resultado obtido, conjecturamos que 5,6, 10,14,16,21,27, e 29 sao nimeros
mal comportados de Smarandache. Esperamos por futuras descobertas que confirmem ou

desmintam esta nossa conjectura.

A.6 Conclusao

Desenvolvemos exploracoes com o sistema de computacao algébrica Maple no sentido de con-
seguirmos alcancar resultados para algumas das questoes propostas pelo matemético romeno
Florentin Smarandache. Concretamente, para além de termos confirmado (§A.2.1, §A.2.2
§A.4.1, §A.4.2 e §A.5.1), via Maple, alguns resultados anteriores, usando demonstragoes al-
ternativas, apresentdmos novos resultados (§A.4.1, §A.4.2 e §A.3) para problemas em aberto,
e avangamos ainda com novos desafios, propondo novos problemas (§A.5.1) e novas conjec-
turas (§A.2.1 e §A.5.2). Mesmo para os problemas nao resolvidos, ficaram os algoritmos que
poderao vir a ser usados como ponto de partida em futuras exploragoes.

A versatilidade dos sistemas de computagao algébrica e a facilidade com que conseguimos,
através deles, formalizar rapidamente os problemas, contrapéem-se com a pouca eficiéncia com
que os resultados sdo obtidos, ao nivel dos recursos de memoria reclamados, mas sobretudo
no tempo de execucao que é necessario despender. A velocidade de execucgao é claramente
um factor critico no tipo de estudo que fizemos — veja-se, por exemplo, o tempo gasto no
calculo da segunda sequéncia de 3000 elementos da subsucessao de Smarandache de partigoes
digitais- Lucas (67h59m, §A.2.2). Tratando-se de célculo numérico, o uso de linguagens de
programacao de mais baixo-nivel, como o C ou o Fortran — e o Maple dispoe ja de rotinas
especificas para a conversao automatica do cédigo para essas linguagens —, permitir-nos-ia
certamente chegar mais além em alguns dos resultados apresentados. Todavia nao opta-

mos por essa solugao em virtude de termos seguido uma abordagem essencialmente didatica.
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Contudo, fica aqui estabelecido o caminho a seguir em estudos futuros: converter as nossas
exploracoes em Maple numa linguagem de mais baixo-nivel, com o intuito de se conseguir

c6digo mais eficiente e, assim, minimizarem-se os tempos de processamento.

Consignacao

Com o estudo agora descrito escreveu-se um artigo intitulado “Smarandache sequences: Fxplo-
rations and discoveries with a computer algebra system”, que veio a ser objecto de publicagao,
inicialmente na forma de um research report [29] e, posteriormente, na revista Smarandache

Notions Journal, [31].



Apéndice B

O package Maple CLaws

Os procedimentos Maple, descritos e ilustrados na Parte I da tese (Capitulos 1,
2 e 3), sao agora definidos usando o sistema de computac¢ao algébrica Maple

(versao 10), e integrados num package proprio que designamos por CLaws.

Criou-se um package Maple, com o nome ClLaws (da designacao inglesa Conservation
Laws), para integrar todos os procedimentos desenvolvidos para o calculo de simetrias e leis de
conservagao. O ClLaws é formado por dois subpackages: o CLaws[CV], que agrupa os diferentes
procedimentos que funcionam no contexto do célculo das variagoes; e o CLaws[OC], que integra
todos os procedimentos desenvolvidos para o controlo éptimo e ainda o procedimento que se
destina a procurar simetrias em EDOs. Segue-se a enumeragao, com uma breve descrigao,

dos procedimentos principais que integram os dois subpackages.
Subpackage CLaws[CV]:

Symmetry determina as simetrias de um problema do célculo das variagoes;

Noether constréi a lei de conservagao de um problema do célculo das variagoes;

EulerLagrange tenta determinar o valor das extremais de Euler-Lagrange de um pro-
blema do céalculo das variagoes;

Subpackage CLaws[OC]:

Symmetry determina as simetrias de um problema do controlo éptimo;

Noether constréi a lei de conservagao de um problema do controlo 6ptimo;

PMP tenta determinar o valor das extremais de Pontryagin de um problema do controlo
Optimo;

octool interface grafica que facilita a interaccao do utilizador com os trés procedimentos

anteriores;

-183—
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odeSymm determina simetrias para EDOs.

Para além destes, integram igualmente os subpackages alguns procedimentos auxiliares.

Foi ainda escrito, para o sistema Maple, um conjunto de paginas de ajuda para o package

CLaws — ver Figura B.1.

2% Maple 10 Help - [CLaws]

HEX

File Edit Vew History Help

. e T . |

Search For: & Tepie. O Text N bvervnew of the CLaws package =

v| Search
i = = Calling Sequence
_Reswrcesﬁ."flfaﬁ'g?s — adl CLaws[subpackage][command](arguments)
| Table of Conterts | Search Resulls | o l:umma.nd(argu.ments)
= 4 Conzervation Lavws (CLawws) |
= 4 Caleulus of Variations (CV) ¥ Description
i
Eilzt:rgrange + The CLaws package contains two subpackages with commands
O that help to End e_xtremals, sy_mmen"ies and conservation laws i the
Symmetry caleulus of vartations and optimal control
=3 quﬁma' Lonteal P0G s Each cotnmand in the subpackages of CLaws package can be 1
tloethiey accessed by using either the long form or the short form of the
ctacl
zd.:soymm command name in the command calling sequence.
Orveryiew Az the underlying implementation of the Claws package 1z a module,
R it 13 also possible to use the form CLaws:-subpackage:-command
St or CLaws[subpackage]:-command to access a command from the
SHULLGE al two subpackages. For more mformation, see Module Members, v
Ll |

Figura B.1: Aspecto das pédginas de ajuda do CLaws no sistema Maple.

Todo o material relacionado com o package CLaws pode ser facilmente descarregado da
pagina web http://www.ipb.pt/~pgouveia/maple.htm. Para além do package de fungoes pro-
priamente dito, encontram-se igualmente disponiveis as paginas de ajuda associadas, para
integrar no sistema Maple, as definigdes dos procedimentos (todo o cédigo Maple escrito) e
véarios ficheiros Maple com todos os exemplos ilustrados nesta tese. As principais funcoes
algébricas desenvolvidas para o controlo 6ptimo, Symmetry, Noether ¢ PMP, encontram-se
também disponiveis na seccao Maple Application Center do sitio da Maplesoft, sob a referéncia

http://www.maplesoft.com/applications/app_center_view.aspx?AlD=1983.

B.1 O subpackage CLaws[CV]

Segue-se a defini¢do dos procedimentos Symmetry, Noether e EulerLagrange, idealizados no

Capitulo 1 para o contexto do cédlculo das variagoes.

Symmetry determina as simetrias de um Lagrangeano de varias varidveis dependentes e
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com derivadas de ordem superior, de acordo com a seccao 1.3.
Devolve:
- conjunto/vector de geradores infinitesimais das transformagoes de simetria.
Forma de invocacao:
- Symmetry(L, t, x, x1, x2, ..., xr)
Parametros:

L - expressao do Lagrangeano;
t - nome da varidvel independente;
X - nome, lista de nomes ou vector de nomes das variaveis dependentes;

xi- (i=1, ..., r) nome, lista de nomes ou vector de nomes para as derivadas de ordem i

das variaveis dependentes;
Definicao:

Symmetry:=proc(L::algebraic,t: :name,x0::{name,list(name),’Vector [column]’ (name)l},
x1::{name,list (name),’Vector [column]’ (name)})
local n,r,xx,P,EqD,SysEqD,Sol,xi,Tdt,soma,V,m,1i, j,k;
if nargs<4 then print(‘N° de args insuficiente.‘); return;
elif not type(largs([3..-1]]1,{’1list’ (name),’listlist’(name),
’list’ (’Vector[column] ’ (name))}) then
print (‘Erro na lista das var. depend. ou suas derivadas.‘); return;
fi;
unassign(’T’); unassign(’X’);
xx:=convert (x0,’list’) []; n:=nops([xx]); r:=nargs-3;
xi:=[seq(Vector(convert(args[i],’1list’)),i=3..r+3)];
Tdt:=diff (T(t,xx),t)+Vector [row] ([seq(diff (T(t,xx),1i),i=xx)]) .xi[2];
if n>1 then P:=[Vector([seq(X[il (t,xx),i=1..n)1)];
else P:=[Vector([X(t,xx)])]; fi;
for i from 1 to r do
V:=Vector(n):
for k from 0 to i-1 do
V:=V+Matrix(n, (m,j)->diff (P[i] [m], xil[k+1]1[j1)).x1i[k+2];
od:
P:=[P[],map(diff,P[i],t)+V-xi[i+1]*Tdt]:
od:

soma:=0:
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for i from O to r do

soma:=soma+Vector [row] ([seq(diff (L,m) ,m=convert(xi[i+1],list))]).P[i+1]:
od:
EqD:=diff (L,t)*T(t,xx)+soma+L*Tdt;
EqD:=collect(EqD, [seq(convert (xi[i+1],’list’) [],i=1..r)],distributed);
SysEqD:={coeffs(EqD, [seq(convert (xi[i+1],’1list’) [],i=1..r)1)};
Sol:=pdsolve(SysEqD,{T(t,xx)} union convert(P[1],’set’));
if type(x0,’Vector’) then return(subs(Sol,T(t,xx)),Vector(subs(Sol,P[1])));
else return Sol; fi;

end proc:

Noether dados os geradores infinitesimais, determina a lei de conservacao de um Lagrange-
ano de varias varidveis dependentes e com derivadas de ordem superior, de acordo com

a seccao 1.4.
Devolve:
- lei de conservacao.
Formas de invocagao:

- Noether(L, t, x, x1, x2, ..., xr, S)

- Noether(L, t, xs, x1s, x2s, ..., xrs, T, X)
Parametros:

L - expressao do Lagrangeano;
t - nome da variavel independente;
x - nome ou lista de nomes das varidveis dependentes;

xi- (i=1, ..., r) nome ou lista de nomes para as derivadas de ordem i das varidveis

dependentes;

S - conjunto de geradores infinitesimais das simetrias (output do procedimento Sym-

metry);
xs - vector com os nomes das variaveis dependentes;

xis - (i=1, ..., r) vector com os nomes para as derivadas de ordem i das varidveis depen-

dentes;

T - gerador da transformacao para a variavel independente (t) (output do procedimento

Symmetry);
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X - vector com os geradores das transformagoes para as varidveis dependentes (xs)

(output do procedimento Symmetry).
Definicao:

Noether:=proc(L: :algebraic,t: :name,x0: :{name,list (name),’Vector [column]’ (name)},
x1::{name,list (name),’Vector [column]’ (name)})
local xx,n,r,P,psi,LC,xi,Tdt,V,m,1i,j,k;
if type(x0,’Vector’) then r:=nargs-5; else r:=nargs-4; fi;
if r<1 then print(‘N° de args insuficiente.‘); return;
elif not type([args[3..3+r]],
{’1list’ (name),’listlist’ (name),’list’ (’Vector[column]’ (name))}) then
print (‘Erro na lista das var. depend. ou suas derivadas.‘); return;
elif (type(x0,’Vector’) and not(type(args[-1],’Vector[column]’) and type(args[-2],
algebraic))) or (not type(x0,’Vector’) and not type(args[-1],’set’)) then
print(‘Conj. de gerad. invalido.‘); return;
fi;
xx:=convert(x0,’list’) []; mn:=nops([xx]); unassign(’T’); unassign(’X’);
xi:=[seq(Vector(convert(args[i],’1list’)),i=3..r+3)];
xi:=[xi[],seq(Vector([seq(x||i[k],k=1..n)]),i=r+1..2*xr-1)];
Tdt:=diff (T(t,xx),t)+Vector[row] ([seq(diff (T(t,xx),1),i=xx)]) .xi[2];
if n>1 then P:=[Vector([seq(X[i] (t,xx),i=1..n)])]:
else P:=[Vector([X(t,xx)])]: fi:
for i from 1 to (r-1) do
V:=Vector(n):
for k from O to i-1 do
V:=V+Matrix(n, (m,j)->diff (P[i] [m],xi[k+1] [j1)) .xi[k+2];
od:
P:=[P[],map(diff,P[i],t)+V-xi[i+1]*Tdt]:
od:
psi:=[Vector[row] ([seq(diff(L,i),i=convert(xi[r+1],’1ist’))]1)]:
for i from r by -1 to 2 do
V:=Vector [row] (n) :
for k from O to 2*r-i do
V:=V+LinearAlgebra[Transpose] (xi[k+2]) .Matrix(n, (j,m)->
diff (psil1] [m],xil[k+11[j1));
od:
psi:=[Vector[row] ([seq(diff(L,i),i=convert(xi[i],’1list’))])
-map (diff,psi[1],t)-V,psill]:
od:
LC:= sum(’psil[i] .P[i]’,’i’=1..r)+(L-sum(’psi[i] .xi[i+1]’,’i’=1..r))*T(t,xx)=const:
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if type(x0,’Vector’) then

LC:=eval(LC, [T(t,xx)=args[-2],seq(P[1] [il=args[-1][i],i=1..n)]1);
else LC:=eval(LC,args[-1]); fi;
LC:=subs ({map (i->i=i(t), [xx]) [1},LC);
LC:=subs({seq(seq(xi[k+1] [i]=diff (xi[1] [i] (t),t$k),i=1..n),k=1..2*r-1)}, LC);
return LC;

end proc:

EulerLagrange (procedimento auxiliar) constréi o sistema de equagoes de Euler-Lagrange
(1.2), dado um Lagrangeano de varias varidveis dependentes e com derivadas de ordem

superior.
Devolve:
- conjunto/vector com o sistema de equagoes de Euler-Lagrange.
Forma de invocacao:
- EulerLagrange(L, t, x, x1, x2, ..., xr)
Parametros:

L - expressao do Lagrangeano;
t - nome da variavel independente;
X - nome, lista de nomes ou vector de nomes das varidaveis dependentes;

xi - (i=1, ..., r) nome, lista de nomes ou vector de nomes para as derivadas de ordem i

das varidveis dependentes;
Definicao:

EulerLagrange:=proc(L: :algebraic,t: :name,x0: :{name,list (name),
’Vector [column] ’ (name)},x1: :{name,list (name),’Vector [column]’ (name)})
local xx,n,r,Lxi,xi,V,EL,1i,j,k;
if nargs<4 then print(‘N° de args insuficiente.‘); return;
elif not type([args[3..-1]1],{’1list’(name),’listlist’ (name),
’list’ (*Vector [column] ’ (name))}) then
print (‘Erro na lista das var. depend. ou suas derivadas.‘); return;
fi;
xx:=convert(x0,’list’) []; n:=nops([xx]); r:=nargs-3;
xi:=[seq(Vector(convert(args[i],’1list’)),i=3..r+3)];
V:=[0%$n];

for i from 1 to r do
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Lxi:=[seq(diff (L,k) ,k=convert(xi[i+1],’list’))]:
Lxi:=subs ({map (k->k=k(t), [xx]) [1},Lxi);
Lxi:=subs ({seq(seq(xi[k+1] [j1=diff (xi[1][j]1(t),t$k),j=1..n),k=1..r)},Lxi);
V:=V+(-1) ~“i*map(diff,Lxi,t$i);
od:
EL:=[seq(diff (L,k) ,k=convert(xi[1],’1list’))];
EL:=subs ({map (k->k=k (t) , [xx]) [1},EL);
EL:=subs ({seq(seq(xi[k+1] [j1=diff (xi[1]1[j](t),t$k),j=1..n),k=1..r)},EL);
EL:=EL+V;
if type(x0,’Vector’) then
return convert(map(i->i=0,EL),’Vector[column]’);
elif type(x0,’list’) then return convert(map(i->i=0,EL),’set’);
else return op(EL)=0; fi;

end proc:

B.2 O subpackage CLaws[OC]

Segue-se a definigao dos procedimentos Symmetry, Noether e PMP, arquitectados no Capitulo 2
aquando do estudo que levamos a cabo para o controlo 6ptimo, conjuntamente com a defini¢ao
de algumas subrotinas secundérias, necessarias ao correcto funcionamento do procedimento
Symmetry. Apresenta-se ainda, na seccao B.2.1, a interface grafica desenvolvida para o sub-
package e, na seccao B.2.2, um procedimento que identifica simetrias de EDOs como casos

particulares de simetrias variacionais, tal como descrito no Capitulo 3.

Symmetry dado um problema de controlo 6ptimo, determina os geradores infinitesimais e
termo de gauge que definem as suas simetrias variacionais. Como explicado na secgao
2.5, este procedimento envolve a resolucao de um sistema de equagoes diferenciais as
derivadas parciais. Para esse propésito, servimo-nos do comando pdsolve do Maple e

usamos como método de resolugao preferencial o da separacgao das varidveis pela soma.
Devolve:
- lista de geradores infinitesimais.
Forma de invocacao:
- Symmetry(L, ¢, t, x, u, opgoes)
Parametros:

L - expressao do Lagrangeano;
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¢ - expressao ou lista de expressoes do vector velocidade (o) que define o sistema de

controlo;

t - nome da variavel independente;

x - nome ou lista de nomes das varidveis de estado;

u - nome ou lista de nomes das varidveis de controlo;

opgoes - parametros opcionais. Devem surgir no fim da lista de argumentos, nao havendo

entre eles qualquer ordem preestabelecida a respeitar. Segue-se uma descri¢ao dos

varios parametros opcionais que podem ser usados.

allconst

mindep

alldep

showdep

showt

noabn

abn

gauge

quando este argumento é usado, o resultado final é apresentado com todas
as constantes que derivarem da resolucao do sistema de EDPs pelo comando
pdsolve. Por omissao (i.e., sem a opgao allconst) todas as constantes redun-

dantes sao eliminadas pelo nosso procedimento auxiliar reduzConst!.

quando se pretende restringir ao minimo as dependéncias dos geradores infi-
nitesimais e termo de gauge: T'(t), X(x), U(u), ¥(¢) e G(x). Por defeito,
isto é, na auséncia das opcoes mindep e alldep, sao consideradas as seguintes
dependéncias: T'(t), X(t,x), U(t,u), ¥(t,¢) e G(t,x).

quando se pretende admitir para os geradores infinitesimais e termo de gauge
todas as dependéncias possiveis: t, x, u e ¢ (ver Exemplos 2.1, 2.4, 2.15 e
2.16).

mostra, na solu¢do apresentada, as dependéncias dos geradores (ver Exemplo
2.1); caso contrario apenas o nome dos geradores é mostrado.

mostra, na solugao apresentada, a dependéncia da varidvel tempo (varidvel
independente); caso contrario, a varidvel tempo é omitida como parametro de
fungao.

indicagao de que se pretende apenas determinar as extremais normais; nesse
caso considera-se g = —1.

indicagao de que se pretende apenas determinar as extremais anormais; nesse
caso considera-se 1y = 0.

indicagao de que devem ser consideradas simetrias com termo de gauge (ver
Exemplo 2.20); nessa situagao, para além dos geradores, também o termo de

gauge € calculado, com base na condicao de invariancia do Teorema 2.2.

LA eficécia do algoritmo responsével pela remocio das constates redundantes depende do método que é

usado na resolucdo do sistema de EDPs. O uso deste pardmetro opcional apenas serd consequente se esse

método for o da separacio de varidveis pela soma (opgao hint="+’, ou auséncia dela).
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hint=valor através desta opgao podemos escolher o método a usar na resolucao do sistema
de EDPs, onde valor pode ser '+, "*’, ou qualquer outra expressao permitida
pelo comando pdsolve, sendo ainda possivel usar hint=nohint para o caso de se
pretender o método de resolugao usado por defeito pelo pdsolve; por omissao,

é considerado o método de separacio de varidveis pela soma (hint="+")2.
Definicao:

Symmetry := proc(L::algebraic, phi::{algebraic, list(algebraic)l}, t::name,
x0: :{name,list(name)}, u0::{name,list(name)})
local n, m, tt, xx, uu, pp, i, vX, vPSI, vU, lpsi, H, syseqd, sol, lstGerad,
valGerad, 1lphi, Hi, G;
unprotect (Psi);
unassign(’T’); unassign(’X’); unassign(’U’); unassign(’Psi’); unassign(’psi’);
Hi:=subs(select(type, [args], ‘=) ,hint); if Hi=’hint’ then Hi:=‘+‘; fi;
n:=nops(x0); m:=nops(ul);
if n>1 then lphi:=phi; lpsi:=[seq(psil[i],i=1..n)]
else 1lphi:=[phi]; lpsi:=[psi]; fi:
if member(’alldep’, [args]) then
tt:=t,op(x0),op(uld) ,op(lpsi); xx:=tt; uu:=tt; pp:=tt;
elif member (’mindep’, [args]) then tt:=t; xx:=op(x0); uu:=op(uld); pp:=op(lpsi);
else tt:=t; xx:=t,op(x0); uu:=t,op(uld); pp:=t,op(lpsi); fi:
if member (’gauge’, [args]) then G:=GAUGE(xx); else G:=0; fi:
if n>1 then vX:=Vector([seq(X[i](xx), i=1..n)]); else vX:=Vector([X(xx)]); fi;
if n>1 then vPSI:=Vector([seq(PSI[i] (pp), i=1..n)1);
else vPSI:=Vector([PSI(pp)]); fi;
if m>1 then vU:=Vector([seq(U[i] (uu), i=1..m)]); else vU:=Vector([U(uw)]); £fi;
if member (’noabn’, [args]) then H:=-L+Vector[row] (1phi).Vector(lpsi);
elif member(’abn’, [args]) then H:=Vector[row] (1phi).Vector (lpsi);
else H:=’psi_0’*L+Vector [row] (1phi) .Vector(lpsi); fi:
syseqd:={diff (H,t)*T(tt)
+Vector [row] ([seq(diff (H,i),i=x0)]) .vX
+Vector [row] ([seq(diff(H,i),i=u0)]) .vU
+Vector [row] ([seq(diff(H,i),i=1psi)]) .vPSI
+H*diff (T(tt),t)-Vector[row] (1psi) .map(diff,vX,t)-diff(G,t),
convert (-LinearAlgebra[Transpose] (vPSI)+H*Vector [row] ([seq(diff (T(tt),1i),i=x0)])
-Vector [row] (1psi) .Matrix([seq(map(diff,vX,i),i=x0)])
-Vector [row] ([seq(diff(G,i),i=x0)1), ’list’)[],

2Para informacdo complementar acerca deste tipo de parametro, consultar a descricio do argumento opci-

onal “HINT=...” na pégina “pdsolve/system” do sistema de ajuda do Maple.
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convert ( HxVector[row] ([seq(diff (T(tt),1i),i=u0)])
-Vector [row] (1psi) .Matrix([seq(map(diff,vX,i),i=u0)])
-Vector[row] ([seq(diff(G,i),i=u0)]1), ’list’)[],
convert ( H*Vector [row] ([seq(diff (T(tt),i),i=1psi)])
-Vector [row] (1psi) .Matrix([seq(map(diff,vX,i),i=1lpsi)])
-Vector[row] ([seq(diff(G,i),i=1psi)]), ’list’)[] } minus {0}:
1stGerad:=[T(tt), convert(vX,’list’)[], convert(vU,’list’)[],
convert (vPSI, 1list’) [11;
if G<>0 then lstGerad:=[1lstGerad[], G]; fi;
if Hi=’nohint’ then sol:=pdsolve(syseqd, lstGerad);
else sol:=pdsolve(syseqd, lstGerad, HINT=Hi); fi;
if not member(’allconst’, [args]) then sol:=reduzConst(sol); fi:
valGerad:=subs(sol,lstGerad);
sol:=[(1stGerad[i]=valGerad[i])$i=1. .nops(1lstGerad)];
sol:=collect (expand(simplify(sol)), [t,op(x0),op(ud),op(lpsi)l);
if not member (’showdep’, [args]) then sol:=subs(map(i->i=op(0,i),lstGerad),sol) fi;
if member (’showt’, [args]) then
sol:=subs ({map(i->i=i(t), [op(x0),0op(ul) ,op(lpsi)]) [1},s0l); £fi;
sol:=subs(’PSI’=’Psi’, ’psi_0’=’psil[0]’, sol);
return sol;

end proc:

Noether dados os geradores infinitesimais, e um termo de gauge (opcional), que definem
uma simetria variacional, determina a lei de conservacao para o problema do controlo

6ptimo correspondente, de acordo com o Teorema 2.4 (teorema de Noether).
Devolve:
- lei de conservacao.
Forma de invocacao:
- Noether(L, ¢, t, x, u, S, opgoes)
Parametros:

L - expressao do Lagrangeano;

¢ - expressao ou lista de expressoes do vector velocidade (¢) que define o sistema de

controlo;
t - nome da variavel independente;

X - nome ou lista de nomes das variaveis de estado;
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u - nome ou lista de nomes das variaveis de controlo;

S - conjunto de geradores infinitesimais, e termo de gauge se existir (output do proce-

dimento Symmetry);

opcoes - parametros opcionais. Devem surgir no fim da lista de argumentos, ndo havendo

entre eles qualquer ordem preestabelecida a respeitar. Segue-se uma descri¢do dos

varios parametros opcionais que podem ser usados.

H

showt
noabn
abn

v=walor

ncf=valor

Definicao:

representa, na lei de conservacao, o valor do Hamiltoniano pela letra ‘H’; caso

contrario, o valor do Hamiltoniano ¢é calculado e usado na lei de conservacao.

(ver descrigdo de parametros opcionais para o procedimento Symmetry).
(idem).

(idem).

substitui subexpressoes na lei de conservacao. Todas as ocorréncias da subex-
pressao v, que surjam na lei de conservagao, sao substituidas pela expressao
valor. Numa mesma invocacao, pode ser usado mais do que um parametro
deste tipo. O uso de vérios desses parametros pode vir a tornar-se ttil, por
exemplo, sempre que se pretenda atribuir valores especificos as constantes de
integracao (C1 =1, Cy =0, ...).

indicacao de que devem ser consideradas forcas ndo conservativas, onde valor é
a expressao, ou a lista de expressoes, da resultante das forcas nao conservativas
(ver Exemplos 2.21, 2.22 e 2.23) — escolhida esta op¢ao, o uso do argumento

showt é redundante, pois o ¢ serda sempre mostrado.

Noether := proc(L::algebraic, phi::{algebraic, list(algebraic)}, t::name,

x0::{name,list(name)}, uO::{name,list(name)}, S::{set,list})

local n, xup, i, vX, vpsi, lpsi, Hamilt, LC, 1lphi, SS, F;

unassign(’T’); unassign(’X’); unassign(’psi’); unassign(’H’);

n:=nops (x0)

if n>1 then lphi:=phi; lpsi:=[seq(psil[i],i=1..n)]

else lpsi:=[psi]; lphi:=[phi]; fi:

xup : =op (x0)

,op(u0) ,op(lpsi);

vpsi:=Vector[row] (1psi);

if n>1 then vX:=Vector([seq(X[i], i=1..n)]); else vX:=Vector([X]); fi;

if member (’noabn’, [args]) then Hamilt:=-L+vpsi.Vector(lphi);

elif member(’abn’, [args]) then Hamilt:=vpsi.Vector(lphi);

else Hamilt:=’psi_0’*L+vpsi.Vector(lphi); fi:
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if member (’H’, [args]) then LC:=vpsi.vX-H*T+GAUGE;
else LC:=vpsi.vX-Hamilt*T+’GAUGE’; fi:
F:=subs(select(type, [args], ‘=), ncf);
if F=’ncf’ then LC:=LC;
else
if n=1 then F:=Vector[row] ([F]); else F:=Vector[row] (F); fi:
LC:= LC+Int(F. (Vector(diff ([op(x0)](t),t))*T-vX),t);
fi:
if evalb(subs(S,T)=’T’) then SS:=[seq(op(0,lhs(i))=rhs(i),i=op(S))];
else SS:=S8; fi;
LC:=subs(SS,LC); LC:=subs(’GAUGE’=0, ’psi[0]’=’psi_0’, LC);
if member (’noabn’, [args]) then LC:=subs(’psi_0’=-1, LC);
elif member(’abn’, [args]) then LC:=subs(’psi_0’=0, LC); fi:
LC:=subs ({map(i->i(t)=1i, [xupl) [1},LC);
if member (’showt’, [args]) or F<>’ncf’ then
LC:=subs ({map(i->i=i(t), [xupl) [1},LC); fi;
LC:=convert(LC,’int’)=const;
LC:=subs(’psi_0’=’psi[0]’,select(type, [args], =) ,LC);
return LC;

end proc:

PMP (Principio do Méximo de Pontryagin) tenta encontrar as extremais (eventualmente nao
conservativas) de um problema de controlo éptimo por aplicacao directa do principio
do méximo de Pontryagin nao conservativo (Teorema 2.1 com o sistema Hamiltoniano
substituido pela sua versao nao conservativa — Definigao 2.4). A solucdo é encontrada
resolvendo, com a ajuda do comando Maple dsolve, o sistema de equacoes diferenci-
ais ordinarias que resulta da combinacao do sistema Hamiltoniano com a condicao de

estacionaridade.
Devolve:

- as extremais de Pontryagin, como resultado principal (ver Exemplos 2.8, 2.14,
2.16, 2.19, 2.20, 2.21 e 2.22); alternativamente, pode devolver uma lista com as
equacgoes do sistema de controlo, sistema adjunto e condicao de estacionaridade
(opgao evalSyst), ou entdao, pode igualmente devolver, o valor do Hamiltoniano

(opgao evalH).
Forma de invocacao:

- PMP(L, ¢, t, x, u, opcoes)
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Parametros:

L - expressao do Lagrangeano;

© - expressao ou lista de expressoes do vector velocidade (¢) que define o sistema de

controlo;

t - nome da variavel independente;

"
1

o
|

opcoes

nome ou lista de nomes das varidveis de estado;
nome ou lista de nomes das variaveis de controlo;

parametros opcionais. Devem surgir no fim da lista de argumentos, nao havendo

entre eles qualquer ordem preestabelecida a respeitar. Segue-se uma descricao dos

varios parametros opcionais que podem ser usados.

evalH

evalSyst

showt
noabn
abn

v=wvalor

ncf=wvalor

explicit

Definicao:

PMP := proc(L

com esta opcao, o procedimento devolve apenas o valor do Hamiltoniano.

com esta opcao, o procedimento devolve uma lista com as equagoes do sistema

de controlo, sistema adjunto e condi¢ao de estacionaridade (ver Exemplo 2.23).
(ver descrigao de parametros opcionais para o procedimento Symmetry).
(idem).

(idem).

substitui, na solugao apresentada, todas as ocorréncias de v por wvalor (ver

descri¢ao de parametro equivalente no procedimento Noether).

(ver descri¢ao de parametro equivalente no procedimento Noether); quando
usada esta opgao, o sistema adjunto, do principio do méximo de Pontryagin,
¢ dado pela equacao (2.17).

3. Com esta opcio, sempre que o dsolve

opgao para o comando Maple dsolve
consiga isolar a varidvel independente, a solugao é apresentada na sua forma

explicita (ver Exemplos 2.8 e 2.22).

::algebraic, phi::{algebraic, list(algebraic)}, t::name,

x0: :{name,list(name)}, u0::{name,list(name)})

local n, xup, i, vpsi, lpsi, Hamilt, 1lphi, sisH, aux, sol, F;

unassign(’psi’);

n:=nops (x0)
if n>1 then

else lpsi:=

lphi:=phi; 1lpsi:=[seq(psi[i],i=1..n)]
[psi]; lphi:=[phi]; fi:

3Consultar descricao do argumento opcional explicit na pégina dsolve/system do sistema de ajuda do Maple.
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xup:=op(x0) ,0p(ud) ,op(lpsi);
vpsi:=Vector[row] (1psi);
if member (’noabn’, [args]) then Hamilt:=-L+vpsi.Vector(lphi);
elif member(’abn’, [args]) then Hamilt:=vpsi.Vector(lphi);
else Hamilt:=’psi_0’*L+vpsi.Vector(lphi); fi:
if member (’evall’, [args]) then sol:=Hamilt;
else
sisH:=[seq(diff (Hamilt,i), i=[op(x0),op(1lpsi)]), seq(diff (Hamilt,i)=0,i=u0)];
F:=subs(select(type, [args], ‘=), ncf);
if F<>’ncf’ then
if n=1 then F:=[F]; fi:
sisH:=[op(sisH[1..n]-F), sisH[n+1..-1]1[1];
fi:
sisH:=subs ({map(i->i=i(t), [xupl) [1}, sisH);
aux:=[seq(diff(i(t),t), i=[-op(lpsi), op(x0)1)];
sisH:=[seq(aux[i]=sisH[i], i=1..2*n), sisH[2*n+1..-1]1[1];
if member(’evalSyst’, [args]) then
sol:=[{sisH[n+1..2*n] [1}, {sisH[1..n][1}, {sisH[2*n+1..-11[1}]1;
else if member(’explicit’, [args]) then sol:=dsolve(sisH, [xup(t)], ’explicit’);
else sol:=dsolve(sisH, [xup(t)]); fi:
sol:=collect(sol,t);
fi:
sol:=subs ({map(i->i(t)=1i, [xupl) [1}, [soll) [1;
fi:
if member (’showt’, [args]) then sol:=subs({map(i->i=i(t), [xup]l) [1}, [soll)[]; £i;
sol:=subs(’psi_0’=’psi[0]’,select(type, [args], ‘=), [sol]l) [];
return sol;

end proc:

Segue-se um conjunto de trés subrotinas, de caracter técnico, necesséarias ao funcionamento
integral do procedimento Symmetry. Recorde-se que este procedimento invoca a subrotina
reduzConst, e esta, por sua vez, invoca outras duas subrotinas, ambas de natureza recursiva:
a levantamento e a convertSums. Essencialmente, estas subrotinas sdo usadas para transformar
em constantes individuais cada soma de constantes nao repetidas num conjunto de expressoes
algébricas. Adicionalmente, as constantes, inicialmente em notacado Maple, sdo convertidas

para uma notacao matematica mais familiar.

reduzConst (subrotina auxiliar, invocada pela Symmetry) reduz o niimero de constantes de
integragao, suprimindo eventuais constantes redundantes. Comega por passar para o

formato C), (n =1,2,...), por intermédio da fungao levantamento, todas as constantes
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em notagdo Maple (_C'i, embora nesta tese sejam apresentadas no formato K;) que
surjam repetidas no conjunto de expressoes de entrada (cc), apds o qual, com o auxilio
do procedimento convertSums, cada somatério de constantes do tipo _C'i é substituido
por uma nova constante de formato C,. Por fim, todas as constantes individuais que se

mantiverem no formato _C'% sao também convertidas para o formato C,,.
Devolve o conjunto de expressoes de entrada com as suas constantes alteradas.

reduzConst:=proc(cc: :set)
local LO, LL, LLr, aux, ss, sss, termo, indexConst, sol;
LL:={}; LLr:={}; sol:={};
for aux in cc do
LL, LLr:=levantamento(aux, LL, LLr);
od;
ss:=convert(LLr,’list’);
sss:={seq(ss[i]=C[i],i=1..nops(ss))};
LO:=subs(sss,cc);
indexConst:=nops(ss);
for aux in LO do
termo, indexConst := convertSums(aux,indexConst);
sol:={termo} union sol;
od:
return sol;

end proc:

levantamento (subrotina auxiliar, invocada pela reduzConst) faz o levantamento das cons-
tantes existentes numa expressdao. Acrescenta ao conjunto conj todas as constantes _C'
presentes na expressao termo, e ao conjunto conjr as constantes que aparecam repetidas

nessa mesma expressao.
Devolve conj e conjr actualizados.

levantamento:=proc(termo, conj::set(symbol), conjr::set(symbol))
local aux, conj2, conjr2;
if nops(termo)=1 then
if type(termo,’symbol’) and StringTools[IsPrefix]("_C",termo) and
StringTools[IsDigit] (substring(termo,3..-1)) then
if evalb(termo in conj) then return conj, {termo} union conjr;
else return {termo} union conj, conjr; fi:
else return conj, conjr; fi:

else
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conj2, conjr2 := conj, conjr;
for aux in op(termo) do conj2, conjr2 :=levantamento(aux, conj2, conjr2); od:
return conj2, conjr2;

fi:

end proc:

convertSums (subrotina auxiliar, invocada pela reduzConst) converte somatoérios de cons-
tantes em constantes individuais. Representa cada somatério de constantes do tipo _C't,
presente na expressao cc, por uma constante de formato C,. As restantes constantes
_C'i sao também convertidas para o formato C),. O indice n é iniciado com o valor de

indC, e incrementado sempre que uma nova constante C,, é criada.
Devolve cc e indC' actualizados.

convertSums:=proc(cc, indC::integer)
local tipo, soma, i, aux, auxcc, flag, indexConst;
indexConst:=indC; tipo:=op(0,cc);
if type(cc, extended_numeric) then return cc, indexConst;
elif tipo=’symbol’ then return cc, indexConst;
elif tipo=‘+‘ then
soma:=0; flag:=false;
for i from 1 to nops(cc) do
aux, indexConst := convertSums(op(i,cc),indexConst);
if type(aux,’symbol’) and StringTools[IsPrefix] ("_C",aux) and
StringTools[IsDigit] (substring(aux,3..-1)) then flag:=true;
else soma:=somataux; fi:
od:
if flag then indexConst:=indexConst+1; soma:=soma+C[indexConst]; fi:
return soma, indexConst;
else
auxcc:=cc;
for i from 1 to nops(cc) do
aux, indexConst := convertSums(op(i,cc),indexConst);
if type(aux,’symbol’) and StringTools[IsPrefix]("_C",aux) and
StringTools[IsDigit] (substring(aux,3..-1)) then
indexConst:=indexConst+1; auxcc:=subsop(i=C[indexConst],auxcc);
else auxcc:=subsop(i=aux,auxcc); fi:
od:
return auxcc, indexConst;
fi:

end proc:
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B.2.1 Uma interface grafica para o subpackage CLaws[OC]

octool Trata-se de uma aplicagao, escrita com a tecnologia Maplet do Maple, que gera uma
interface gréfica (Figura B.2) para facilitar a interacgao do utilizador com os procedi-
mentos Symmetry, Noether e PMP: permite investigar problemas de forma réapida e sem
a necessidade de um conhecimento profundo do conjunto de parametros a usar em cada

um dos trés procedimentos.?

£:: Computation of Symmetries and Conservation Laws in the Optimal Control

Problem definition

Lagrangian (L] ' 17 2%u"2

Cortral system (phi) | 4

Independert variable () I t

Auto generate var...

State varisbles (%) i L §

Cortrol varizhles (U} I u

| Symmetriss

[ Show tite variable
D Show dependences

[ &0 constants
D Gauge tarm

Calculate

Dependences iDefauIt

HIMT |+

b

¥

Last evalustion time: 00:00:00

Only extremals:  notmal sbnortnal [

Load example proglem [Non-conservative Il v

Clear

~Portryagin' Maximum Principle -

Showy time variable
Extremals in explict form

Mon-conservative force | u"2
Substitue in resutt by

1 [ Conaervation La

[T=2C;t+Cy, X=Cyq+ Cp, U=-uCy, B=-¢ Cy]

[ Show time variakie

|:| Represent Hamittonian by 'H'

Mon-conservative farce | L2 |

_wl

Substtue in G, Law |

Calculate

Exdremals |+ |

Calculats

{psi(t) = L/(-t+ C2), glt) = -]
L4 (-t+ C213

= (CLL]*(t)+CL2]) *pai (t) - (-1/2%u () ~24pai (o) ¥u(t) ) ¥ (2¥C[1]*t+C0[3
1HInt( [ (27CLLI7eHE[3]) "ditE{qit] , &) -ClL1] glt)-C[2])™u(t) ~2, ]

= const

Display in mathiL Format ‘

Substitus

Sirnplify

Expand

subexpressians ...

[ clearan | [ concel | [ ox |

Figura B.2: A aplicagao octool.

Seguem-se algumas das particularidades da Maplet octool.

e Todos os parametros opcionais, dos trés procedimentos algébricos associados, assumem
os seus valores por intermédio de check boxes ou drop-down bozes, tornando assim mais

intuitiva a tarefa do utilizador.

4Tratando-se de uma aplicacio grafica, ndo se apresenta o cédigo Maple da sua definicdo, pois isso sig-
nificaria termos que mostrar largas centenas de linhas de cédigo, nem sempre facilmente inteligiveis, e de
interesse discutivel, pelo menos do ponto de vista Matematico. O respectivo cédigo encontra-se disponivel em

http://www.ipb.pt/~pgouveia/maple.htm.
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Symmetries

Show tirne variable |:| All constants Dependences
D Showe dependences Gauge term HIMT

e A aplicacao ja disponibiliza a definicdo de nove exemplos de problemas que cobrem

diferentes aspectos do controlo éptimo.

Load exatnple prablem Heizenberg - (2,3 W
Hepler #
Ernden-Fowler

‘agin' Maximum Principle -fwith Gauge term

Showy time variable Cartan - (2,35) Foe

e Com a octool é possivel, controlando o estado de duas check boxes especificas, considerar
apenas a existéncia de extremais de Pontryagin normais, anormais, ou admitir extremais

de ambas as formas.

Only extremals:  normal abnormal |:|

e Por intermédio de um pop-up menu, conseguimos realizar véarias manipulagoes
algébricas sobre os resultados, designadamente, substituigoes, simplificacoes e expansoes

algébricas.

[COLT*gie)+C3] )" pai(t)-(-1/2%alt) ~2+pai(t)"uit) ) ™ [
DHnt (({2FCIL]*e+C2]) "difE (q(t), ) -CIL]"q(t)-C[3].
= Const

Display in mathML format

Subskitue

Simplify
Expand subexpressions ...

e Os resultados podem ser apresentados quer em modo texto quer em modo matematico,

escolhendo, respectivamente, os formatos de visualizacao text ou MathML.



B.2 O subpackage CLaws[OC] 201

Calculate Last evaluation tirme: 00:00:04

Wy =-Cody, Wy=-Cap-Criy, Wa=-24;

Exemplo B.1 Voltemos a repetir o estudo que fizemos no FExemplo 2.2 para o problema que

modela a cinemdtica de um veiculo automovel, fazendo agora uso da interface octool.

Comegamos por definir o problema, usando para o efeito os campos disponiveis no primeiro

quadrante da interface.

Problem definition

Lagrangian (L) | u[l] ~2+u[2] "2 |

Control system (phi) |[u[1]#cos (x[3]) ,u[1]*sin(x[3]) ,u[2]]|

Independent wariable (1) Auto generate var... ]

State variables (x) | [x[1] ,x[2],x[3]1] |

Cortrol variakles (u) | [ul1] ,u[2]] |

A aplicacao octool permite-nos, com um simples point-and-click, rapidamente identificar os

geradores infinitesimais que tornam o problema invariante,

Up=0,Ty=0, W =-Cp (1), Wy=Cyy(t), T3=0]

e construir a familia de leis de conservacao associada aos geradores obtidos, de acordo com o

Teorema 2.3,
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| (-Crm(t) + Cy )y (1) + (Cpx () + C3) g(t) + dha(t) C) -H Cy = const

Escolhendo, por intermédio de um pop-up menu, as substituigoes

Enter the equation or sets or lisks of equations {e.q. C[2]=0)

1E[1]=1 C[2]=0,C31=0,C[4]1=0} |

oK Cancel

obtemos a lei de conservacao

() by (1) + 3 (£) thy(t) + () = const |

que corresponde ao grupo de simetrias das isometrias planares dado em [65, Example 18,
p. 750].

B.2.2 Um procedimento para determinacao de simetrias de EDOs

O procedimento odeSymm, descrito no Capitulo 3, é agora definido, conjuntamente com duas

subrotinas auxiliares, no sistema de computacao algébrica Maple.

odeSymm tenta encontrar as simetrias de uma dada equacao diferencial ordinéaria, ou de
um sistema dessas equacoes, encarando-as como um caso particular de simetrias va-
riacionais. Como explicado na secgao 3.2, este procedimento envolve a resolucao de
um sistema de equacoes diferenciais as derivadas parciais, que é um caso particular da
equacao que estabelece uma condicdo necesséria e suficiente de invaridncia para pro-
blemas anormais do controlo 6ptimo. Para a resolucao desse sistema, servimo-nos do
comando Maple pdsolve, usando como método de resolugao preferencial o da separagao

das varidveis pela soma.

Devolve:
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- uma ou mais listas com os geradores infinitesimais das simetrias de uma equacao di-

ferencial ordinéria, ou de um sistema dessas equacgoes ([§ =7,1m1 =7,m2 =7,..., 1, =

)

7,

.

Forma de invocacao:

- odeSymm(ode, x(t), opgdes)

Parametros:

ode - equacao diferencial ordindria, ou um conjunto ou lista contendo varias dessas

equacoes;

x(t) - fungao indeterminada de uma varidvel, ou uma lista dessas fungdes, representando

as incégnitas do problema;

opgoes - parametros opcionais. Devem surgir no fim da lista de argumentos, nao havendo

entre eles qualquer ordem preestabelecida a respeitar. Segue-se uma descricao dos

varios parametros opcionais que podem ser usados.

allconst

mindep

alldep

split

showdep

showt

showgen

hint=valor

(ver, na sec¢iao B.2, descricdo de parametro equivalente para o procedimento

Symmetry).

quando se pretende restringir ao minimo as dependéncias dos geradores infi-
nitesimais: £(t) e n(x). Por defeito, isto é, na auséncia das opgdes mindep e

alldep, sao consideradas as seguintes dependéncias: £(t) e n(t, x).

quando se pretende admitir para os geradores infinitesimais todas as depen-
déncias possiveis: £(t,x, 1) e n(t,x, ).

quando este argumento é usado, o odeSymm invoca o procedimento auxiliar
split, para desacoplar a solucao geral, obtida para os geradores infinitesimais,
em varias solucoes elementares independentes. Cada uma dessas solugoes é
uma instancia da solucao geral, com as constantes de integracao a assumirem

valores especificos.

(ver, na sec¢ao B.2, descrigdo de parametro equivalente para o procedimento
Symmetry).

(idem).

mostra, na solugdo apresentada, para além dos geradores £ e 1, o conjunto
alargado de geradores infinitesimais, T, X e W.

(ver, na sec¢iao B.2, descrigdo de parametro equivalente para o procedimento

Symmetry).
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Definicao:

odeSymm := proc(ODEs::{‘=‘, list(‘=‘), set(‘=‘)},depvars::{function,list(function)})
local n, tt, xx, pp, k, vX, vPSI, syseqd, sol, lstGerad, valGerad, phi, vphi,
lpsi, vpsi, Hi, t, Sr, x0, r, aux, mapx, sys, xieta, sol2;
unprotect(Psi); unassign(’T’); unassign(’X’); unassign(’Psi’); unassign(’psi’);
Hi:=subs(select(type, [args[3..-1]], ‘=) ,hint);
if Hi=’hint’ then Hi:=‘+¢; fi;
n:=nops (depvars) ;
if n=1 then x0:=[depvars] else x0:=depvars fi;
t:=op(1,x0[1]);
r:=[]:
for aux in x0 do
for k from 1 by 1 while evalb(subs(diff (aux,t$k)=_zzz,0DEs)<>0DEs) do
od;
r:=[r[], k-1]:
od:
Sr:=sum(r[’i’],’i’ =1..n);
mapx:=[seq(x0[i]=_x[1+(sum(r[’k’],’k’=1 ..i-1))], i=1..n)];
mapx:=[mapx[],seq(seq(diff(x0[i],t$j)=_x[j+i+sum(xr[’k’], ’k’=1..i-1)],
j=1..r[i]-1),i=1..n)];
mapx:=[mapx[],seq(diff (x0[i],t$r[i])=_xx[i],i=1..n)];
mapx : =[seq(mapx [nops (mapx)+1-i] ,i=1. .nops(mapx))];
sys:=subs (mapx,0DEs) ;
if n=1 then solve(sys,{_xx[11})
else solve({sys[1},{seq(_xx[i],i=1..n)}) fi;
phi:=subs(%, [seq(_xx[i],i=1..n)1);
vphi:=Vector([seq([seq(_x[jl,j=2+sum(r[’k’],’k’=1..i-1)..sum(r[’k’],
’k’=1..1)), phili]][],i=1..n)]1);
x0:= [seq(_x[i]l, i =1 .. Sr)];
if Sr>1 then lpsi:=[seq(psi[i],i=1..S8r)] else lpsi:=[psi] fi:
vpsi:=Vector [row] (1psi);
if member(’alldep’, [args[3..-1]]) then
tt:=t,op(x0),op(lpsi); xx:=tt; pp:=tt;
elif member (’mindep’, [args[3..-1]1]1) then
tt:=t; xx:=op(x0); pp:=op(lpsi);
else tt:=t; xx:=t,op(x0); pp:=t,op(lpsi); fi:
if Sr>1 then vX:=Vector([seq(X[i] (xx), i=1..Sr)]);
else vX:=Vector([X(xx)1); fi;
if Sr>1 then vPSI:=Vector[row] ([seq(PSI[i](pp), i=1..Sr)]);
else vPSI:=Vector[row] ([PSI(pp)]); fi;
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syseqd:={ vpsi.( map(diff,vphi,t)*T(tt)+Matrix([seq(map(diff,vphi,i),i=x0)]).vX
+vphixdiff (T(tt),t)-map(diff,vX,t) )+vPSI.vphi,
convert (-vPSI+(vpsi.vphi)*Vector[row] ([seq(diff (T(tt),i),i=x0)])
-vpsi.Matrix([seq(map(diff,vX,i),i=x0)1), ’list’) [,
convert ((vpsi.vphi)*Vector [row] ([seq(diff (T(tt),i),i=1lpsi)])
-vpsi.Matrix([seq(map(diff,vX,i),i=1psi)]), ’list’)[]1} minus {0}:
lstGerad:=[T(tt), convert(vX,’list’)[], convert(vPSI,’list’)[1];
if Hi=’nohint’ then sol:=pdsolve(syseqd, lstGerad);
else sol:=pdsolve(syseqd, lstGerad, HINT=Hi); fi;
if not member(’allconst’, [args[3..-1]]) then sol:=reduzConst(sol); fi:
valGerad:=subs(sol,lstGerad);
sol:=[(1stGerad[i]=valGerad[i])$i=1. .nops(1stGerad)];
sol:=collect (expand(simplify(sol)), [t,op(x0),op(1psi)]);
if not member (’showdep’, [args[3..-1]1]1) then
xieta:=[xi,seq(etali],i=1..n)];
sol:=subs (map(i->i=op(0,i),1stGerad) ,sol);
else xieta:=[xi(tt),seq(etali] (xx),i=1..n)]; fi;
if n=1 then xieta:=subs(eta[l]=eta,xieta) fi;
sol:=subs(’PSI’=’Psi’, sol);
sol:=subs (map(i->rhs(i)=1hs(i) ,mapx),sol);
xieta:=subs(map(i->rhs(i)=1lhs(i) ,mapx) ,xieta);
sol2:=[xietal[1]=rhs(sol[1]),
seq(xietali+1]=rhs(sol[2+sum(r[’k’],’k’=1 ..i-1)]), i=1..n)];
if member (’split’, [args[3..-1]1]) then sol2:=[split(sol2)]
else so0l2:=[s0l2] fi;
if member (’showgen’, [args[3..-1]]) then sol:=[sol,so0l2[]];
else sol:=so0l2 fi;
if n=1 then x0:=o0p(0,depvars) else x0:=map(i->op(0,i),depvars)[] fi;
sol:=subs ({map(i->i(t)=1i, [x0,0p(1psi)]) [1}, sol);
if member (’showt’, [args[3..-1]1]1) then
sol:=subs ({map (i->i=i(t), [x0,op(lpsi)]) [1},s0l) fi;
return soll[];

end proc:

Seguem-se duas subrotinas, de cardcter técnico, necessarias ao funcionamento do proce-
dimento odeSymm. O procedimento odeSymm invoca a subrotina split, e esta, por sua vez,
a subrotina recursiva levantamentoCn. Com estas duas subrotinas auxiliares conseguimos de-
compor a solucao geral, que se obtém para os geradores infinitesimais, em vérias solugoes

elementares e independentes.

split (subrotina auxiliar, invocada pela odeSymm) decompoe uma expressao algébrica em
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varias expressoes elementares e independentes, ou uma lista de expressoes em véarias
listas elementares, com base nas suas constantes de formato C,. Cada termo elementar
¢ uma instancia da expressao geral de entrada (al), com as constantes C), a assumirem
valores especificos (em cada instanciagdo, apenas uma das constantes assume um valor

nao nulo).
Devolve o conjunto de termos desacoplados.

split := proc(al::{algebraic, ‘=¢,list(algebraic),list(‘=)1})
local n, N, cc, LL, LLr, aux;
LL:={}; LLr:={};
for aux in al do
LL, LLr:=levantamentoCn(aux, LL, LLr);
od;
cc:={}; LL:=[op(LL)]; N:=nops(LL);
for n to N do
cc:=cc union {subs((LL[i]=0)$i=1..n-1,LL[n]=1, (LL[i]=0)$i=n+1..N, al)};
od;
return op(cc)

end proc:

levantamentoCn (subrotina auxiliar, invocada pela split) faz o levantamento das constantes
C), existentes numa expressao. Acrescenta ao conjunto conj todas as constantes Ci,
presentes na expressao termo, e ao conjunto conjr as constantes que aparecam repetidas

nessa mesma expressao.
Devolve conj e conjr actualizados.

levantamentoCn:=proc(termo, conj::set(indexed), conjr::set(indexed))
local aux, conj2, conjr2;
if nops(termo)=1 then
if type(termo,’indexed’) and
StringTools[IsPrefix] ("C[",convert(termo,string)) and
StringTools[IsSuffix] ("]",convert(termo,string)) and
StringTools[IsDigit] (substring(convert(termo,string),3..-2)) then
if evalb(termo in conj) then return conj, {termo} union conjr;
else return {termo} union conj, conjr; fi:
else return conj, conjr;
fi:
else

conj2, conjr2 := conj, conjr;



B.2 O subpackage CLaws[OC] 207

for aux in op(termo) do
conj2, conjr2 :=levantamentoCn(aux, conj2, conjr2);
od:
return conj2, conjr2;
fi:

end proc:
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