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Resumo

O objectivo do presente trabalho consiste no dedamento e estudo de algoritmos
adaptativos de integracdo para sistemasEdaacdes Diferenciais Parciais/Algébricas
evolutivas e unidimensionais. Estes algoritmos ibasse em estratégias de adaptacao
espacial da malha, associados a discretizacOester@adas por aproximacoes de diferencas
finitas.

Os referidos métodos foram escolhidos de formeemesentarem dois tipos de
estratégias alternativas no tratamento de solupdaslematicas que desenvolvam frentes
abruptas e/ou chogues moveis e, que, tradicionddmeslocam bastantes dificuldades de
integracdo, através de métodos baseados em mi@imgmral e espacialmente, fixas. Ambos
os algoritmos apresentam uma estrutura semelhaodendo ser divididos em dois estagios
distintos.

o >  Identificacdo de subdominios onde a introducdo utea
estratégia de adaptacdo se revela necesséria.eEfstgio € equivalente em ambos os
algoritmos, sendo efectuado através da comparagdopdrfis de solucdo obtidos pela
integracdo do problema em duas malhas fixas dentamndiferente (uma malha fina e outra
esparsa);

(2] > Integracdo dos subproblemas gerados, para cadadasn
subdominios detectados no estagio anterior, paladimgcdo de um procedimento adaptativo,
na resolucdo do problema original. Neste estagi®s#ratégias de adaptacdo da malha base
diferem bastante entre cada um dos algoritmosnmAdsem-se:

) Algoritmo de Refinamente- caracterizado pelo refinamento sucessivo de uata
das submalhas detectadas até a satisfacdo dooadiegprecisao previamente estabelecido.

) Algoritmo de Malha Mével— caracterizado pela introducdo de uma estratdgia
mobilidade nodal dinamica em cada uma das submedheridas anteriormente.

Para cada um dos algoritmos foi desenvolvida paokage de caracter geral, de forma
a se tornar possivel a sua aplicacdo pratica. Esia@ges foram testadas em diversas
condicbes, tanto paiquacdes Diferenciais ParciaigP.D.E.’s) escalares e vectoriais, como
para Sistemas Mistos Algébrico Diferenciais(P.D.A.E.”s). A aplicacdo da discretizacao
espacial a cada modelo transforma o problema atignum sistema deEquacbes
Diferenciais Ordinarias (O.D.E.’s), que é integrado no tempo por interméldi integrador
implicito DASSL. No que diz respeito a avaliacdostducdo em abcissas intermédias, em
relacdo as posicbes nodais das malhas base, faladst a influéncia de dois tipos de
interpolacao: linear e através 8alines cubicas, tendo-se verificado a melhor adequacéo da
aproximacoes lineares para perfis com variacoegattiente mais elevadas e bruscas.

A qualidade da performance de cada método foi sagdi, tendo como referéncia os
resultados apresentados [prarté®®, baseados na utilizagdo de uma formulacaMétmdo
dos Elementos Finitos Moveisquer no que diz respeito a precisdo das solugbgdas,
como dos esfor¢os computacionais exigidos.



Resumo - i

Em geral, ambos os algoritmos se revelaram robustoresolucdo de um variado
conjunto de problemas. No entantaViétodo de Malha Mdovel mostrou-se particularmente
apropriado para problemas que desenvolvem frebtepi@s mdveis, onde as magnitudes das
derivadas espaciais sdo especialmente elevadasad$todoMétodo de Refinamento os
resultados sdo comparativamente de qualidade onfaevelando maiores dificuldades de
aplicacdo em modelos de integracdo mais dificil.

Foram analisados dois procedimentos diferentea patratamento das condi¢des
fronteiras interiores dos subproblemas geradoslotse concluido que a estratégia adoptada
no Método de Refinamentg baseada na fixacdo de condi¢cdeDdechlet artificiais, ndo se
revela satisfatoria, podendo ocasionar dificuldadesescidas na integracdo de modelos
especificos. Pelo contrario, a estratégia aplicamldétodo de Malha Mével baseada na
simulacdo da evolucdo temporal da solugdo, mosgobastante robusta, em todos os
problemas testados.

Desenvolveram-se, igualmente, diversas subropaas a avaliacdo de derivadas de
diferentes ordens, através de correlagfes de wifasefinitas de tipo e grau de precisdo muito
variados, para malhas arbitrariamente espacadassigamas coordenados de dimensao
méaxima trés. Consideram-se varios processos paxalecdo dos pesos associados a cada
uma destas aproximagoes.
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1. Introducéo

A simulacdo de sistemas fisicos descritos Rouacdes Diferenciais Parciais
(P.D.E."s) constitui um campo de pesquisa bastaxpéorado que pode apresentar muitas
dificuldades particularmente se as solucdes dessmofrentes méveis e abruptas e/ou
choques. Estes problemas podem surgir em aplicéigiess tdo distintas como o escoamento
de fluidos, aerodinamica, conducéo térmica, reacgidmica, combustdo e propagacao de
impulsos electroquimicos. Geralmente, a complexddadatematica dos modelos que
descrevem estes fenOmenos torna impraticavel ondelséemento de solucdes analiticas.
Deste modo, € imperativo recorrer a simulacdes noa® que constituem as unicas
ferramentas eficientes para solucionar estes ca$osentanto, para sistemas de grande
dimenséo, as técnicas numéricas desenvolvidas t@mser suficientemente eficientes de
modo a possibilitarem resultados precisos, utitipaiempos computacionais realistas.

As P.D.E."s que constituem os modelos de simulag@m desenvolvidas a partir de
balancos de massa, energia e quantidade de moeinfeterivadas temporais ocorrem em
funcdo da dinamica transiente, enquanto que agadies espaciais tém, normalmente, origem
em fendmenos convectivos ou difusionais. Podenalngente, ser desenvolvid&sjuacdes
Algébricas (E.A.’s) associadas as P.D.E.’s, que decorrenngamte de relacbes de equilibrio
ou de aplicacéo de principios termodinamicos. Pamgpletar o modelo e torna-lo resoltvel, é
necessario definir as condi¢cdes iniciais e froataespectivas que tém uma influéncia
determinante na solucéo.

Muitos dos Métodos Numeéricos existentes sdo baseados eltalhas de
Discretizacao Fixas Nestes, todos os pontos da malha (designada®ogos) séo tratados do
mesmo modo, independentemente do facto de seesituam zonas de pequena variacdo da
solugcédo, onde poderiam ser removidos sem qualgeeo de perda de precisdo desta.
Recentemente, houve a preocupacao de desenibdtedos de Malha Adaptativa onde se
procura concentrar os nodos preferencialmente aaaszde maior actividade da solucao.
Inicialmente, estes métodos foram concebidos parasalucdo deProblemas de Valor
Fronteira (B.V.P.), descritos polEquacdes Diferenciais Ordinarias (O.D.E.”s), sendo
posteriormente generalizados para sistemas evodutie dimensao variavel. Assim, a medida
gue a solucédo evolui no tempo, os nodos sdo deklscpara as posicdes com elevados
gradientes de solucdo, sendo o esforco computdcemmarado nas regides onde € mais
necessario. As estratégias iniciais redefiniam dhana partir de critérios baseados na
parametrizacdo da solucdo em intervalos de temgcredds. No entanto, em anos mais
recentes foram apresentados métodos nos quaigios Be movimentam continuamente com
o tempo, de acordo com uma propriedade caracteridéi solucéo.

No Capitulo 2 apresenta-se uma classificacédo geral das P.DsEridp enunciados os
tipos de problema descritos por estas cujas saupddem desenvolver frentes moveis e
abruptas e descontinuidades. Referem-se, igualmest@roblemas associados a solucéo
numeérica: difusdo e dissipacdo. Neste capituloref@ridos os principais métodos aplicados
na resolucao numeérica de P.D.E.”s duma forma resumi

O Capitulo 3 constitui um resumo das principais estratégiaerdedvidas para
movimentacdo dos nodos no contexto dos métododanag, ja referidos anteriormente.
N&o se pretende que esta revisao bibliograficadesj@asiado abrangente ou pormenorizada,
mas que dé uma ideia geral dos diferentes algositdeoredistribuicdo nodal apresentados.
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Pretende-se apenas dar atencdo aos algoritmosadgdieem discretizagbes baseadas em
esquemas dBiferencas Finitas

No Capitulo 4 sdo desenvolvidas as estratégias adaptativasiseladas para estudo
no presente trabalho e apresentam-se os respedliyostmos, desenvolvidos para a sua
aplicacdo. Cada método considerado baseia-se ratragegia de manipulacao nodal, inserida
em cada um dos dois grupos gerais em que se podédir s métodos de integracédo
adaptativos mais frequentemente utilizados:

L1 \Estratégia de introducao e remocéo de nod\c@ Método de Refinamento

Caracterizado pelo refinamento das malhas basegi@es do dominio espacial, onde
se verifiguem maiores erros no avango da solugépdeal.

(2] Estratégia de movimentacéo dos nodpbs Método de Malha Mével

Baseado na introducdo de estratégias de movimentagdal dinamica, para a
integracdo temporal, nas regiées do dominio ondepsstatem a ocorréncia de estimativas
para o erro espacial mais elevadas.

A selecgéo das subregifes do dominio espacial, emdevela necessaria a aplicagdo
de um procedimento adaptativo, é realizada da mdemmaa em cada uma estratégias
anteriores, recorrendo-se a comparacao das solabfidas por integracdo temporal em duas
malhas arbitrarias de espacamento local distintestd forma, é possivel efectuar-se a
estimativa do erro associado a discretizagdo eslpaon cada nodo da malha.

Para cada um dos métodos acima referidos, é ddselavamapackage de caracter
geral para a resolucdo de sistemas Klguacdes Diferenciais Parciais/Algébricas
(P.D.E./A.S)

No Capitulo 5 procede-se & comparacdo do desempenho numéricaddeum dos
métodos considerados, tomando como exemplo a emwégdda deBurgers (designada por
Exemplo 1). Esta equagcdo de caracter néo linear, ja amptemestudada por variados
autores, origina, em certas condicfes predominammhiperbdlicas, uma frente movel
bastante abrupta, constituindo por isso, uma famaaneficaz para o teste dos cédigos de
resolucdo de P.D.E.’s. Para uma melhor avaliacgmedarmance de cada método, utilizam-
se como referéncia os resultados apresentadddyante’®®, obtidos através da aplicacao de
uma formulacdo d#1étodo de Elementos Finitos MéveigM.E.F.M.), com aproximagdes
polinomiais cubicas dédermite. A comparacdo entre os desempenhos de cada método
considerado, é efectuada essencialmente, a da@snévqualidade dos resultados numéricos,
OU Seja a sua precisao; o esforgco computaciongidexpara a sua execugao.

No Capitulo 6 sdo apresentados e discutidos os resultados slg@la aplicacdo dos
métodos referidos anteriormente, na resolucdo da vasta gama de problemas, desde
problemas caracterizados por P.D.E.'s escalaressiatémas de equacdes algébrico-
diferenciais. Os exemplos considerados constittemesmo modelos tipicos, que
tradicionalmente suscitam dificuldades considesanai sua resolugéo. Desta forma, torna-se
possivel realizar um estudo pormenorizado do desehtgpde cada um dos algoritmos, nas
condi¢bes mais variadas, permitindo a constatagdcsdas potencialidades e limitagbes. Os
exemplos considerados sé&o apresentados de seguida:
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@ - P.D.E."s Escalares:

& Exemplo 2 — Adsorcao num leito fix¢M.Ref. e M.M. Movel);

& Exemplo 3 — Reactor pistdo difusion@¥l.Ref. e M.M. Movel);

& Exemplo 4 — Combusta¢M.Ref. e M.M. Movel);

& Exemplo 5 - Difusdo, conveccao e reac¢do numa particurea . Ref.).

@ - Sistemas de P.D.E.’s:

& Exemplo 6 — Propagacédo de uma chafivhRef. e M.M. Mével);

& Exemplo 7 — Reactor tubular ndo isotérmi@d.Ref. e M.M. Mével);
& Exemplo 8 — Propagacédo de ondid.Ref. e M.M. Mével);

& Exemplo 9 — Excitacdo de um nen{d.Ref. e M.M. Mével);

& Exemplo 10— Adsorgéo num leito fix@M.Ref.).

@ - Sistemas de P.D.A.E."s:

& Exemplo 11— Reactor tubular n&o isotérmi@d.Ref.);
& Exemplo 12— Coluna de adsor¢ao-reac¢fbRef.).

O teste adviétodo de Refinamentoé mais exaustivo do que o correspondente ao
Método de Malha Moéveldinamico. No entanto, este revela-se mais eficagu# o anterior
(nos exemplos em que é aplicado), possibilitandoltedos concordantes com a bibliografia,
com tempos de computagdo razoaveis. Por outro laslosolucdes obtidos a partir do
refinamento, sdo relativamente satisfatérias, memgdéidade dos exemplos aplicados, apesar
do método revelar algumas dificuldades de desengpemh determinadas condicdes.

Finalmente, noCapitulo 7, apresentam-se as principais conclusées do tmbalh
definindo-se algumas indicacdes gerais, que pdigsibiuma utilizagdo mais eficiente das
packages desenvolvidas, por parte de um utilizador n&o lfarrdado com as caracteristicas
dos algoritmos respectivos. Enumeram-se, igualmetiteersas propostas potencialmente
interessantes, como areas de estudo futuro.
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2. Problemas Fisicos e Métodos de Integracéo

Neste Capitulo apresentam-se alguns dos critéBoslassificacdo mais importantes
para P.D.E."s, assim como as equacdes cujas ssludgsenvolvem tipicamente perfis
abruptos moveis e/ou choques. Referem-se resumidaroe principais grupos de métodos
utilizados na resolucéao de equacdes diferenciais.

2.1 - Classificacdo de P.D.E."s

Na formulacdo matematica da maior parte dos pmuddedinamicos em engenharia
sdo envolvidas taxas de variagdo em relacdo a ©hisuma variavel independente,
nomeadamente o tempo e uma ou varias dimensfesiaspabtém-se, desse modo
equacles, designadas [quacdes Diferenciais Parciaisque € necessario integrar, para a
resolucao do problema.

Com a aplicacdo dos principios de conservagao a&sam energia e momento a
equacao geral,

2 2 2
AP 50 oY gl efY i meg=0 (2.1)
S X OxDdy oy O X oy

€ obtida com bastante frequéncia sendo designadaEgoacédo Parcial Diferencial
bidimensional de segunda ordem. Portanto, senda astP.D.E. geral mais comum
desenvolvida em problemas de engenharia, € u@izamno base para a classificacdo de
P.D.E."s. Estas diferenciam-se nas suas propriedagela forma como os diversos
coeficientes sdo definidos. Os conceitos apresestdé seguida poderdo ser alargados a
outros tipos de equacdes ou sistemas de equagdadifedentes ordens ou dimensbes. A
ordem de uma P.D.E. é definida pela maior ordenddasadas nela envolvidas. No caso de
um sistema de P.D.E.'s, esta € determinada pelac&gude ordem mais elevada que o
compoe.

A equacéo (2.1) pode ser classificada quanto drseaidade como:

Linear = Se todos os coeficientes dependerem apenas
das variaveis independentesyy.

Quasilinear = Se os coeficientes forem igualmente definidos
em funcdo da variavel dependentee/ou os
coeficientes a, b e ¢ dependerem das
primeiras derivadas de

Semi-Linear = Se apenas o0s termos independentes
dependerem da variavel dependemtéCaso
particular deEquacao Quasilinea).

Nao-Linear = Todos 0S outros casos.
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O grau de né&o-linearidade de uma P.D.E. encoatfartsemente relacionado com o
grau de dificuldade expectavel na resolucdo dolenwd e, consequentemente, determina a
escolha do método de integracdo a utilizar. Esteaito pode ser facilmente generalizado
para equacdes ou sistemas de equagles de ordeamtdifeOutra forma de classificacdo de
P.D.E.”s de segunda ordem do tipo da equacdogdajeada no valor do descriminahte
b?- 4.a.c . Assim:

b>-4[a0c > 0 = P.D.E. Hiperbdlica

b? —4Calkc

I
o
{

P.D.E. Parabdlica
b>-4[A0c < O = P.D.E. Eliptica

Esta classificagdo pode ser igualmente estendsisteamas de n P.D.E.’s de primeira
ordem do tipo:

A +B =c (2.2)
= ot = 0Ox
em que: _Ae B sdo matrizes R n,
U=[W, W, ..., u]" - vector das variaveis dependentes,
c=[c,G, ..., &]" - vector dos termos independentes.

Através da diagonalizacdo da matrizoBtém-se a relacao:

vy}

=SI\[B" (2.4)

onde_Se A sdo a matriz dos vectores proprios e a matrizodialgdos valores préprios de B
Ambas as matrizes BA sdo quadradas, ja queaBenas é diagonalizavel se for quadrada, o
gue implica qué\ também o seja. Obtém-se entéo:

_ u
—wg@@lgﬁ;:g (2.5)
Deste modo, o sistema de P.D.E."s é:

) Hiperbolico = se o0s n valores proprios forem reais e diferentes;

) Parabdlico = se o0s n valores proprios forem reais e iguais;
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= Eliptico = se 0s n valores proprios forem complexos.

Esta classificagdo torna-se impossivel de realeao sistema fér caracterizado por
equacdes de ordens diferentes e/ou envolver equagfigbricas. A semelhanca das
classificacbes descritas para sistemas de prinoetem e equacbes de segunda ordem é
Obvia. Esta relacdo € muito simples de estabelmstando, para tal, transformar a equacéo
geral de segunda ordem (2.1) inicial, no sistema edeacbes de primeira ordem
correspondente, obtendo-se a generalizacao destifidacao para estes dois casos.

2.2 - Apresentacao de P.D.E.”s Tipicas que ExibemlB8¢des
com Perfis Abruptos Méveis e/ou Choques

Nesta seccdo sdo descritos varios modelos de Fstijas solugdes desenvolvem
tipicamente frentes abruptas modveis. Tal componémneode ser originado pela nao-
linearidade em termos difusivos, convectivos owagenais, quer na prépria equacao ou nas
condi¢bes fronteiras, ou simplesmente pela advede&amn perfil inicialmente abrupto. Este
tipo de equacdes resulta, normalmente, da modabzag estado transiente de unidades,
cujas propriedades em estado estacionario depeddetimensfes espaciais (Ex: reactores
tubulares, colunas de destilagédo). Por uma queldsimplicidade apenas serdo referidos
modelos unidimensionais.

Difusdo Linear

O exemplo tipico deste tipo de equacdes é o mateldifusdo num meio isotropico
descrito por:

du Zu

—— = 2.6

ot o x? (2.6)
em que: u - concentragéo da substancia difundida,

D - coeficiente de difusao.

No caso de D ser constante, a equagdo (2.6) a@r.liken problemas de difusdo, a
velocidade caracteristica é infinita. Desse modey@ucdo da solucan(x,t), em qualquer
ponto genéricdx,t), depende do valor da solucdo em todo o dominite &smportamento
define o caracter global dos problemas de difuf@w. outro lado, no caso de problemas
hiperbdlicos, as caracteristicas apresentam umacidade de avanco finita sendo, deste
modo, de natureza local, j& que a solugdo em cawdo pdo dominio(x,t) é apenas
influenciada pelo valor desta nessa regiao do domin

Difusdo Linear com Termos Geracionais

Os problemas de difusdo em que o difundido pod®irequimicamente, sdo
representados pela adi¢cdo de um termo geraci@tplacdo de difuséo linear:
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du ézu
—=D +g(u 2.7
51 532 g(u) (2.7)

No caso de g(u) ser fortemente n&o-linear, asc¢8eki deste tipo de equacdes
desenvolvem, frequentemente, frente abruptas m&eie valor de g(u) for bastante elevado,
num intervalo pequenfuo , ui], e relativamente pequeno fora deste intervaldcerduas
frentes abruptas expandir-se-d0 em ambas as dagcedpartir de qualquer impulso que
exceda o valor criticoi;. Os termos geracionais podem igualmente estacioa@dos com
condig¢Oes fronteira dependentes do tempo.

Difusdo Nao-Linear

Para muitos casos de aplicagfes fisicas, os modie de difusdo dependem da
concentracdo do difundido. Uma relacdo considenameie ndo-linear pode provocar frentes
moveis bastante abruptas. Entdo, a equacao geratda forma:

du_ 9o u
ey 29

Este comportamento ocorre igualmente para modéd®sdifusdo nao-lineares
acoplados a termos geracionais também néo-lineares.

Adveccao Linear

Os problemas difusivos referidos anteriormentécestlacionados com equacdes do
tipo parabdlico. No entanto, existem exemplos deiaedes hiperbdlicas, onde se
desenvolvem frentes abruptas, que podem originabquas correspondentes a
descontinuidades fisicas. O exemplo mais simplestedipo de equacdo é a equacao escalar
de onda unidimensional:

QUL aflop (2.9)
ot o X

em quea € uma constante e a solucao inicial é definida por
u (x,0) = & (x) (2.10)

A partir do perfil inicial, a solucdo movimenta-sem velocidada, mantendo a sua
forma inalteravel. Assim, qualquer perfil abrupto &° (x) transforma-se numa frente abrupta
movel.

No caso de adveccdo nao-linear, ou seja, pargdedade dependéncia a(u) nao-
lineares, as frentes podem se formar com o tem@kiir para a forma de choques. Este
comportamento ocorre mesmo no caso da solucaalimijsresentar perfis suaves. O exemplo
mais simples deste tipo de equacdes é a equaddoidaszdeBurgersem que a(u) = u:
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U, yUog (2.11)
ot o0 X

Conveccao-Difusao

Em muitos processos fisicos, os fendomenos comesctie difusivos ocorrem
simultaneamente. Apesar da presenca da difusaguaasgue os gradientes da solucdo sejam
finitos, estes podem apresentar valores muito dtes/para casos onde a convecgédo domina.
Formam-se assim, quasi-choques, ou seja, frentssanba abruptas e praticamente
descontinuas. O exemplo mais simples deste tippo@acdo dBurgers

2
L . (2.12)
o X o X

ot

A equacdo (2.12) apresenta frentes moveis de ®gp&X(€) para valores de muito
baixos € << 1).

2.3 - Métodos Numeéricos de Resolucéo de P.D.E."s

A solucédo de uma P.D.E. pode ser obtida de duasafo através da deducdo da sua
funcdo analitica ou recorrendo a uma aproximacaeénica da solucao analitica. A exactiddo
das solu¢Bes analiticas constitui uma grande vamtajo entanto, a sua deducgéo so se torna
possivel para o caso de problemas escalares kndareaixa/média complexidade, o que nao
acontece para a maioria esmagadora dos problenasm®es na area dangenharia
Quimica. Deste modo, o caminho que, na maioria dos prasedimperioso seguir consiste
na obtencao de solugdes numéricas.

A aproximagdo numérica encontra-se associada aemwm que determina a sua
gualidade em termos de exactidao. Foram apresenthigersos algoritmos de integragéo
numérica, sucessivamente aperfeicoados, que a@mmatitvarios grupos de métodos
numéricos. Cada método representa uma estratégiatalide resolucdo do problema. No
entanto, estes algoritmos tém em comum, a carstitarde conversao do problema original,
enunciado num espaco definido pelas variaveis ewnigntes de natureza continua, num
problema equivalente num espaco discreto. Desteojmmgbroblema passa a apresentar um
caracter algébrico. A solucédo é calculada em patisasetos ao longo do dominio, sendo esta
estrutura designada por malha ou grelha.

Em seguida, sé&o descritos duma forma resumidaébsdas principais de integracéo
numeérica de P.D.E."s.

2.3.1 - Integral de Convolucad

Os diferentes métodos de geracao de solucdes imas ée P.D.E."s ndo sdo mais que
a aplicacao de diversas ferramentas para a resollgdnesmo problema: obtencdo duma
aproximagdo numérica da solucdo com uma exactid@itagel e utilizando tempos
computacionais realistas. Cada uma das estratpgi@®stas apresentam, necessariamente,
vantagens e desvantagens em relagéo as restantegviRlenciar essa semelhancga, considera-
se a existéncia de uma solucao generalizada gai.B. inicial na forma do operador linear:
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£=+00

fx,t, +1)= jw(e)h‘:(x +et,)de (2.13)
gmm

em que:

w(Ee) - funcdo peso ou deernel escolhida. Pode ser generalizada de modo a
se tornar dependente do tempo e da solucéo, naleasguacdes nao-lineares;

T - incremento no tempo;

€ - variavel espacial auxiliar;

f(x,to) - condicéo inicial,

f(X,to+1) - solucéo desejada apos o intervalo de tempo

Por uma questdo de simplicidade a equacdo (2.1Bjesponde ao caso
unidimensional. Assim, os métodos de integracérelifi entre si pela forma como é definida
a funcdo wg). E claro que, de modo a que o problema seja @iampknte enunciado, torna-se
ainda necessario explicitar as devidas condic@agefira. Assim, através do uso repetido da
equacao (2.13) obtém-se a solucao do problemaldeiniial até ao calculo de (k) para o
tempo T = Nt. E igualmente possivel generalizar a equacidogasso de problemas mistos
de valor inicial e problemas as condic¢des fronteira

Como foi referido anteriormente, é necessario edrv o problema original para o
dominio discreto. Assim, o integral de convolu¢cadarma digital tem a forma:

k=+Ky,
fr= YA @] k= 1% 2, ....2 K (2.14)
k=—Kpy,
onde:
Ak - uma funcédo discreta analoga acwé dependente do problema no

dominio continuo e do método de conversao utiliz&gpé definido de forma a quexé ou
A.km Nd@o sejam simultaneamente nulos;

Kk - indice de contagem com valor maximg; K
] - indice espacial de discretizacéo;

n - indice temporal de discretizacao;

f - condic¢des iniciais discretas;

f j”ﬂ - solucéo apos o passo tempdayal

Como anteriormente, € necessario definir as coedigronteiras apropriadas do
problema.

O integral de convolucdo na forma digital € iguaite aplicavel a algoritmos de
integracdo do tipo implicito (através da introdud@auma segunda funcéo-peso), assim como
pode ser generalizado para problemas multi-dimaagoe com duas ou mais variaveis
dependentes.

A forma como os coeficientes,Ado avaliados € substancialmente diferente pde ca
meétodo de integracdo. Na Tabela 2.1 sdo apresentadpsncipais grupos de métodos de
resolucdo de equacdes diferenciais, resumindo-skfexentes estratégias de calculo de A
para cada um deles.
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Tabela 2.1:Resumo dos grupos de métodos de integragéo plis{ap

Método Método de Calculo dos Coeficientes da Funcao dertebir
Computacional

Diferencas Finitas = Séries de expanséo de Taylor.

Elementos Finitos = Polindbmios de interpolacdo (lineares, quadraticogbicos, etc)
ou de Hermite e Funcdes Spline.

Espectrais = Funcgdes ortogonais (Séries de Fourier, Legendréolinomios
de Chebishev).

Esquemas de Filtro = Transformada de Fourier da funcdo de resposta dtesia de
equacoes.

Os métodos dBiferencas Finitase deElementos Finitossdo, sem davida, os mais
amplamente utilizados e estudados, obtendo-se uanar informacédo bibliografica do que
em relagcdo aos restantes.

Métodos de Diferencas Finitas

A raiz do célculo dos coeficientes da funcéo-pkgs@ara os métodos deiferencas
Finitas é a expansao em sérieThaylor. Por exemplo, considerando a sua expressao ganéric

n 2 n 2 3 n 3
:fj”+(g—fj mx+(§ fj £ X +(6 fj £ (2.15)
j i j

fh
X/, 2 2! S x° 3

i+l

X

Assim, rearranjando a equacao anterior obtém-se:

G- e

d X J_ A X O x? 2! o x3 3

Considerando aproximagoes de primeira ordem, jaLtigsgncando a expressao (2.16) a
partir da segunda derivada, tem-se entéo:

6f " fjrll_fjn
- | =1 , AX 2.17
(6 xjj A X Q ) ( )

Aproximando desta forma todas as derivadas espaeidemporais, converte-se o

problema original num sistema de equacgfes algé&hrigapartir do qual, é calculada a
aproximacéao da solucdo em cada nodo da malha. & mesbdologia que se basei&iétodo

das Linhas que é, de facto, um dos métodos numéricos deragég de P.D.E."s mais
divulgados, utilizados e, consequentemente, analssa
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Através de manipulacdo das equacgles, é possiymiciat os coeficientes A
correspondentes a este método, para cada posigdun jPor outro lado, pode-se obter as
expressdes relativas a conversdo para o dominteethisde derivadas de diferentes ordens,
considerando-se varias ordens de aproximagdo erosnge pontos envolvidos, ou seja,
vérios valores de . Fornberg!“**? desenvolveu algoritmos recursivos para o célcelo d
valor dos pesos de aproximacgdo, no caso de mathespcamento arbitrario.

Métodos de Elementos Finitos

O método délementos Finitosé considerado como pertencente ao grupo de métodos
de Residuos Pesados\este caso, os coeficienteg #80 definidos através de funcdes de
interpolacdo usadas para calcular o valor daswasidndependentes em todas as posi¢coes
nao-nodais. A escolha das funcdes referidas podarv@nsideravelmente desde relacdes
lineares até aproximacdes quadréticas. Podem,nigméd, ser escolhidas expressdes de
ordem superior (Cubicaklermiteou outras fun¢deSpling. No entanto, estas requerem mais
pontos nodais para a sua definicdo através depoiéedo. Duma maneira geral, pode-se
afirmar que os coeficientes de convolucdo sédo idesnpelo enunciado do problema no
espago continuo e os graus dos polinémios de olgef@o, através dos quais é realizado o
processo de conversao. Esta perspectiva é semelhadt® método anterior, jA que as
expansfes déaylor estdo intimamente relacionadas com polindmiomtepolacdo. Deste
modo, as Unicas diferencas entre os dois métofrene-se a vantagens relativas a problemas
especificos.

Os outros métodos dResiduos Pesadosnais comummente usados podem ser
divididos nas classes seguintes:

Métodos de Subdominio;

Métodos de Colocacao (FungdideDirac);
Métodos de Minimos Quadrados;
Métodos de Momentos;

Métodos de5alerkin

0OV O

Obviamente que a distingdo entre cada um desteslasése relaciona com o tipo de
funcdo-peso escolhida. No entanto, ndo é o obgedataste trabalho o aprofundamento da
analise deste tipo de métodos.

Métodos Espectrais

Constituem a aplicagdo do métodoGiaerkin tradicional com fungfes de tentativa e
teste com caracteristicas ortogonais. Os coefasem¢ convolucdo sao calculados, neste caso,
a partir de fungbBes ortogonais (Ex: Séries Legendre Polindbmios deChebishey que
efectuam a conversado entre os dominios continisceetb.

Métodos de Esquemas de Filtro

Este método baseia-se na no¢do de que quadgtgutdum sistema linear ou quasi-
linear pode ser calculado a partir idput, se a funcdo resposta for conhecida. Neste caso, a
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funcdo-peso de conversdo passa a ser a transfordeaBaurier da funcdo resposta do
sistema.

Cada um dos quatro grupos de métodos de integnef@ddos anteriormente é
aplicavel a qualquer tipo de problema (hiperbéligarabdlico, eliptico ou misto). Porém, a
lista apresentada ndo pretende, de modo algunexseistiva ou demasiado pormenorizada
mas, dar uma ideia das principais estratégias ptap@ posteriormente desenvolvidas.

2.3.2 - Método das Caracteristicas

E importante referir um outro tipo de método desgnacdo, que constitui uma
perspectiva algo diferente das referidas anterioteneNesta estratégia aproveita-se a
definicdo de curva caracteristica do sistema ihg@aP.D.E.’s. Pode-se provar que a solucdo
deste sistema, coincide com a solugdo de um sisten@.D.E.”s ao longo de determinadas
trajectérias no espaco, definidas pelas coordenaddependentes e que se denominam
trajectOrias ou curvas caracteristicas. Deste mu#im € necessario recorrer a discretizacdo do
problema, pelo menos ao longo duma das coordenadas,se procedendo a qualquer
aproximacéao, ou seja, ndo ocorre perda de exaates®a direccdo. Introduz-se, assim, uma
perspectivd_agrangianana resolucdo das equacdes diferenciais, j& ge& naso, 0os nodos
movimentam-se com uma velocidade determinada (@elde caracteristica) de forma a
percorrerem as trajectorias caracteristicas prietesd

Este método é bastante adequado para problemasecaados por frentes abruptas
moveis e/ou descontinuidades, ja que qualquer &aotluzido no sistema se propagara ao
longo das caracteristicas, e nunca através destigando-se gradientes elevados no sistema
de equacdes integrado nessas trajectérias. Notentamétodo é pouco geral, ou seja, a sua
aplicacdo tem de ser estudada para cada caso,dsdése tornar dificil a avaliacdo das
velocidades caracteristicas dos nodos (além dgrag@o das O.D.E.’s respectivas) em
problemas de alguma complexidade.

2.3.3 - Robustez e Fiabilidade dos Métodos Numé&sico

As propriedades definidas para avaliacdo adeqdadaerformance de cada método
numeérico, aplicado a um determinado problema séo:

=) Estabilidade,
= Consisténcia
= Convergéncia
A estabilidade mede a propagacéo do erro enteeplEsos de integragdo sucessivos,
sendo o critério normalmente usado, a condi¢cdéatkeNeumann
O conceito de estabilidade pode ser facilmentepceemdido através da andlise da

expansao numeérica em sériektrurier. Assim, admitindo-se a solucéo inicial dum proldem
unidimensional num ponto p, na forma:

N
Upo =D A, B p=0,1, ... , N (2.18)

n=0
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em que:
An - amplitude;
Bn.p.h fase de ondacom [, = nm,
n-P. TN
N - namero de nodos;
h - passo espacial.

A resolucéo do sistema de N+1 equacdes permitbtengho dos coeficientes; A
independentes do tempo. Para estimar o erro degagpo devido ao incremento temporal,
considera-se que a solu¢gdo num ponto p para o tqrémalculada por:

u,, =€ &, , p=0,1, ... . N (2.19)

onde &=€""com a-  constante complexa.

Para que a solucdo numérica seja estavel, € éndigcessaria quéj|< 1, com q
pertencente ao dominio temporal.

A consisténcia mede a influéncia do incremento d@saveis independentes no
comportamento de tendéncia do erro de truncatura pero. Por outras palavras, mede a
tendéncia do modelo gerado pelo método para o moeal.

Finalmente, a convergéncia mede a tendéncia deg&blnumeérica para a solucao
analitica quando o incremento das variaveis indigretes tende para zero. O critério de
convergéncia mais utilizado € a condicaoGiteirant-Friedrich-Levyque pode ser resumida
da forma seguinte:

& A solucdo s6 é convergente no caso da curva esisttta da equagdo, num ponto
genérico P para o temp®™ interceptar a recta correspondente ao nfvehtre os pontos
espaciais dos quais depende a férmula de disgratasilizada.

Estas propriedades sdo muito importantes na esdolkh métodos numeéricos a aplicar
em cada problema, assim como determinam, frequentemos valores admissiveis para os
parametros associados aos algoritmos de discrétizag

2.3.4 - Dispersao e Dissipacdo Numeéricas

No caso em que a solucdo numeérica de um probleat@q envolvendo P.D.E’s ou
sistemas de P.D.E.’s, apresente um comportamerdot@dzado pela existéncia de perfis
abruptos e/ou choques, € inevitavel a ocorréncigordblemas de difusdo e dissipacdo
numerica a quando da aplicacdo de qualquer algmnitumérico. Estes factores podem ser
entendidos através da analiseFtririer. Embora o factor de amplifica¢dg (vd. Equagéo
(2.19)) se mantenha, a amplitude éAa faseBn.p.h (vd. Equacéo (2.18)) sdo alteradas pelo
método numeérico. A dispersédo é provocada pelo fdatpropagacédo de cada uma das ondas
se efectuar com uma velocidade diferente devidodesfasamento provocado. Assim,
originam-se oscilagdes na solucdo numérica (vdurki@.1). Por outro lado, a dissipacéo
resulta da atenuacao ou amplificacdo das ondase prgvoca o alargamento da frente que se
estende por uma regido do dominio mais larga.
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B Perfil Real
— — — - Difusdo
— — Dissipagdo

Figura 2.1: Representacado de perfis tipicos de difusdo edisio numérica.

E impossivel evitar simultaneamente a ocorréna@ates dois fenémenos numa
simulacdo numérica. No entanto, é possivel, atrad@sadequada parametrizacdo do
algoritmo, minimizar os seus efeitos, procuranda, medida do possivel, encontrar as
condicBes que evitem a excessiva predominanciandeéas efeitos que conduzira a obtencao
de perfis de solucéo irrealistas.
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3. Métodos de Malha Adaptativa

Neste Capitulo apresenta-se uma revisdo bibliograflos Métodos de Malha
Adaptativa, juntamente com as respectivas estratégias ddidaale dos nodos. No entanto,
nao se pretende que esta revisdo seja demasiadstieagamas apenas que constitua uma
introducdo sucinta ao tema, através da descric8opdacipais solucbes desenvolvidas e
adoptadas para a resolucéo do problema.

A atencéao deste estudo centra-se essencialmentaétodos adaptativos associados a
algoritmos de discretizacao baseadod@farencas Finitas

3.1 - Introducao

No Capitulo anterior sdo apresentados os prirgipaétodos desenvolvidos para
integracdo numérica de equacdes diferenciais gparou ordinarias). No entanto, apenas séao
referidas estratégias gerais. E 6bvio que, a padeticada perspectiva, desenvolveram-se um
grande numero de algoritmos distintos, aplicandacasceitos basicos associados a cada
método.

E referido igualmente, que o interesse deste Itratse insere no estudo de P.D.E.’s
caracterizadas por frentes moveis e abruptas. Norende, todos os esquemas desenvolvidos
a partir de uma malha fixa, caracterizados pelastéocia da malha inicial, revelam-se
satisfatérios no caso de problemas que apresenpmmas perfis suaves ou gradientes
elevados confinados a zonas do espaco previamenteddas e fixas. Nestes casos, uma
escolha adequada da malha inicial, concentrandosnaas zonas criticas, revela-se suficiente
para a obtencdo da solucdo com uma exactiddo \&eitésando tempos computacionais
razoaveis. No entanto, quando se estudam problgmaslesenvolvem frentes moéveis e/ou
choques, a malha exigivel para a implementacdordesguema de malha fixa €, na maioria
dos casos, bastante fina. Deste modo, os tempesmdputacdo necessarios a obtencéo da
solucéo tornam-se incomportaveis. Assim, foram rdedeidos métodos numéricos que, para
além de possibilitarem a integracdo das equacégse®cupam igualmente em movimentar
os nodos, concentrando-os nas zonas de maiordac&ida solucdo (ou seja, nas regides de
gradientes mais elevados). Este grupo de métoddsnéminado poMétodos de Malha
Adaptativa, ja que a malha é redefinida ao longo do tempaptatido-se as caracteristicas da
solucéo.

Os algoritmos de mobilidade de nodos podem secests a cada um dos métodos
numericos referidos anteriormente. No entanto,farnmacdo recolhida na bibliografia, esta
geralmente relacionada com a aplicacdo dos métdddiferencas Finitas e Elementos
Finitos, que sdo os métodos de utilizacdo mais generalizad

3.2 - Vantagens de Utilizacdo dos Métodos de Maliadaptativa

A grande vantagem deste tipo de métodos consisfacto do movimento dos nodos
possibilitar uma grande economia em termos de @sfoomputacional para problemas de
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descontinuidades méveis, superficies de contactarentes deslizantes, ja que, nestes casos,
apenas uma pequena parte do dominio necessitagdenaes separacdes entre os nodos. Ao
contrario, para malhas fixas uniformes € precisa amenor separacdo entre nodos de modo a
se obter erros de truncatura aceitaveis em zonagatkentes elevados. No entanto, estas
separacdes sdo muito menores do que as necegza@@ass regides de baixo gradientes,
provocando um grande desperdicio de esfor¢o coripatd. De qualquer modo, desde que a
solucdo ndo exiba essas caracteristicas, os métiedoglha fixa revelam-se perfeitamente
satisfatérios ja que sdo menos complexos que axdo®tle malha adaptativa.

A resolucao apropriada de uma onda de choque regea separagdo nodal na sua
vizinhanca seja algumas vezes menor que a espedsuhoque. Esta espessura esta
relacionada com o valor dos coeficientes associadtésrmos difusivos das P.D.E."s do
problema (segundas derivadas espaciais) sendcefresqnente da ordem de grandeza destes.
Portanto, se se reduzir os coeficientes de segortitan, reduz-se também a espessura do
choque. Para se evitar declives infinitos, ou s#gacontinuidades sem significado fisico, os
coeficientes terdo de ser ndo-nulos. O uso de m&tadaptativos possibilita a utilizacdo de
separagcdes nodais muito menores e consequente@apuicacao de coeficientes de segunda
ordem menores (fisicamente, mais realistas) cona®dé choque bastante mais finas do que
pode ser usado, geralmente, no caso de métodasdafitativos. E de notar, igualmente, que
no caso em que 0s nodos se movimentem com a freatem ser introduzidos passos
temporais consideravelmente maiores dos que s&ivpasde aplicar para métodos de malha
fixa ndo uniforme.

De modo a ilustrar estas vantagens dos métodpsadistas, considera-se a solugéo da
equacgao deurgers unidimensional,

ﬂ=—u[—lafu+sﬁé— (3.1)

Zu
ot d X 0 X2

u(0,t)=u,
u(Lt)=ug "
e a condicao inicial: u(x,0) 2).

sujeita as condic¢des fronteira: {

SegundoHerbst ¥ é necessario que na zona do choque o passo ashasgja
aproximadamente igualeapara que a solucéo obtida seja estavel. Cascacioriu/dx torna-
se oscilatoria. Portanto, se se pretender a #lzale um método de malha fixa, € necessario
gue o espacamento nodal em todo o dominio sejxiapadamente. Pelo contrario, atraves
da aplicacdo de um método adaptativo, tal ndoresa twecessario, ja que os nodos tenderdo a
concentrar-se junto ao choque, satisfazendo assiondicdo de estabilidade (the). Nas
outras zonas do dominio, onde o perfil da solucizage, a malha torna-se mais larga.

3.3 - Revisao Bibliogréafica

3.3.1 - Introducéo

As simula¢cbes numéricas de sistemas de P.D.Ensstem, geralmente, na aplicacao
de um gerador da malha e de um integrador das &egaliferenciais. Em qualquer caso, é
estabelecida uma ligacdo do gerador para o integrdesta ligacdo é feita quando a
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integracdo é realizada através da grelha de paputescobre o espaco fisico. No caso da
solucdo desenvolver gradientes elevados, € netefpdalmente estabelecer uma ligagédo de
comunicacao do integrador para o gerador da mAKsm, esta € alterada de acordo com as
caracteristicas da solugdo denominando-se adaptdiista revisdo bibliografica pretende
debrucar-se de um modo geral sobre as diversaséggais adaptativas desenvolvidas.

Foram publicadas varias discussdes gerais sot@dips de problemas tais como as
apresentadas pofhompson et al %9 Thompson M%7, e Turkel ™4, que se referem
igualmente a todo o campo de geracdo de grelhagpomtos. Uma grelha gerada
numericamente é definida como um conjunto orgaoizad® pontos formado pelas
intersec¢bes das linhas de um sistema de coorderaadteilineas de ajuste a condi¢des
fronteira. No entanto, o interesse deste estudoertra-se sobre a movimentagdo dos nodos
de modo a satisfazer propriedades da solucdo enofviedades fronteira. Foram também
apresentadas revisdes mais especializadas sobmlanéadaptativos poAnderson [
Thompson %@, Eiseman ¥ e Hawken et al ). Este tltimo trabalho foca a sua atencéo em
técnicas adaptativas aplicadas a métodos de igtegrdbaseados emiferencas ou
Elementos Finitos

A maioria dos métodos adaptativos desenvolvideguarem que as equacgdes
diferenciais envolvidas apresentem solu¢fes casmimdo entanto, se as equagdes forem nao-
lineares (que constituem o caso mais comum) teadardormar perfis descontinuos, e
consequentemente, provocar problemas numeéricosnase se introduzirem termos de
viscosidade ou analogos, na resolu¢cao numeérica.

Os métodos adaptativos de movimentacdo de nodwerte a apresentar varias
caracteristicas comuns, cofitf!:

(1] Um método de ordenacdo e numeracdo dos nodosngo lda regido fisica de
interesse,;

2] Um meio de “comunicagdo” entre os nodos de modqua a sua distribuicao
permaneca relativamente regular a medida que semantam;

© Um meio de representacdo discreta da solucdoncent de avaliagdo dos valores
discretos com uma exactiddo aceitavel;

(4] Uma medida do erro associado a discretizacdouaf@at(erro de truncatura);

(5] Um meio de redistribuicdo dos nodos através dddaetb erro, de modo a reduzir os
erros cometidos no calculo da solugdo numérica.

A maioria dos métodos adaptativos procedem a fawdrcia das variaveis
dependentes (vectd), descritas pelo sistema de P.D.E.’s, das cooddsrfgsicas iniciaisX|
, 1), para um espaco computacional de coordendggas) (no qual os nodos sao igualmente
espagados. Deste modo, as incognitas do sistemautacional saé\(X;, t) eX;(&;, t). Cada
P.D.E. é transformada num conjunto de O.D.E."sengpbd (uma para cada nodo) através da
aplicacdo de um método de discretizacao [Bferencas Finitas Elementos Finitog. Estas
O.D.E."s podem ser escritas na forma:

dA*
dt

F(1) (3.2)
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onde A¥ - valor da solugdo no nodo k.

Os detalhes da computagéoFdeséo definidos pelo método de discretizacdo péaticu
escolhido, e contém os termos adiciondis; ( ot . dA / dX;) resultantes da transformacao
para o sistema coordenado computacional.

As O.D.E.”s podem ser integradas através de mewelaiferencas finitas com passo
temporal, explicitos ou implicitos. Normalmentgpdicacdo de métodos implicitos permite a
utilizagcdo de passos no tempo bastante maioresogumétodos explicitos, sem causar
instabilidade na solugdo. No entanto, requerem solugdo de equacgOes matriciais,
aumentando consideravelmente o tempo computacimahtegracdo. De qualquer modo
revelam-se essenciais para problemas que neceskataproximacdes mais apertadas entre 0os
nodos.

Através da derivada temporal 48 em cada nodo é possivel calcular o valoAde
para o préximo passo. ComoA(t/ dt) pode variar consideravelmente de nodo padon
provocando o aumento e decaimento da solucdo eas zbstintas do dominio, o sistema de
0O.D.E.’s é frequentemendgff.

Os métodos de malha adaptativa dividem-se emgdaigles grupos:
=) Métodos de Redistribuicdo Nodal Estéatica
=) Métodos de Redistribuicdo Nodal Dinadmica

Os M.N.R.E. caracterizam-se pelo facto da malharegefinida em intervalos de
tempo previamente fixados a partir de estimativas etro local, com critérios de
equidistribuicdo. Incluem dois tipos de abordagéestirdos:

= Redistribuicédo Nodal = 0s nodos s&o posicionados em cada intervalo de
tempo definido, mantendo-se constante o seu numero.

= Refinamento da Malha = sado adicionados ou suprimidos nodos em
posi¢des intermédias da malha inicial. Esta egfi@téonsiste simplesmente na relaxacdo ou
refinamento da malha através do uso de nodos saptames.

O algoritmo de obtencdo da solugcdo é completanmedépendente do algoritmo de
redefinicdo da malha. No caso de alteracdo def#atua-se a transferéncia entre malhas,
calculando-se os valores da solugdo na nova malheferpolacéo, utilizando a informacéo
proveniente da anterior.

Por outro lado, nos M.R.N.D. os dois algoritmos sderdependentes, avaliando-se a
solugéo e a malha conjuntamente e continuamentengo do tempo. O movimento nodal
pode seguir varios critérios, tais como:

= Equidistribuicdo do integral de medidas de errosehdas em propriedades
caracteristicas da solucéo;

= Minimizagéo do integral de indicadores de err@alpc

= Pseudoforcas de atraccao e repulsao entre nodos.
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Uma desvantagem ddsétodos Dinamicosé referida poDwyer et al 1*®, baseando-
se no facto da computagéo simultanea das posigsesatios e da solugéo transformar um
problema linear num nao-linear ou, frequentemedtigultar a resolugdo dum problema
inicialmente nado-linear. Porém, para problestd§ a utilizacdo déviétodos Estaticospode
provocar instabilidade se os passos espaciaisoném foastante reduzidos.

3.3.2 - Métodos Numéricos de Malha Adaptativa

A maior parte dos métodos adaptativos tem siderdedvida para aplicacdo conjunta
com métodos de integracdo Dderencas Finitasou Elementos Finitos Para este ultimo
método, enunciado formalmente no principio dos &thdoi apresentada a primeira versao
adaptativa poMiller e Miller 8384 em 1981, que foi denominada pdétodo de Elementos
Finitos Moveis (M.E.F.M.). Esta formulacdo foi posteriormenteeedtia e melhorada por
diversos autores, tendo sido realizados diverstmlinos que incluem revisbes dos principais
métodos, nomeadamente powarte ¥, Johnson [’d e Hawken et al . O objectivo deste
trabalho centra-se, no entanto, sobre as estratéwais importantes aplicadas a métodos de
Diferencas Finitasque sao enumeradas em seguida.

3.3.2.1 - Métodos Adaptativos Aplicados a Problerdas/alor Fronteira (B.V.P.'s)

Os trabalhos iniciais no campo de malhas adaptgatie redistribuicdo estatica foram
aplicados a problemas déalor Fronteira (B.V.P.’s) a dois pontos, sendo baseados nos
trabalhos d®e Boor *¥ sobre colocacaspline de ordem variavel.

Pereyra e Sewell 9 apresentam uma anélise da seleccao de malhaa pahacéo de
problemas B.V.P.’s baseada directamente no traldghbe Boor “®. A solucdo de um
problema B.V.P. pode ser simbolizada por:

FY)=0 (3.3)
onde _Y- vector de fungbes de uma variavel real definiolantervalo finito[a,q.

Uma malha variavel para a solucdo de (3.3) é idefioomo uma partican de[a,l
que satisfaca:

as x < -+ <X <b

com comprimentos de malha definidos por: =h., % . X

i i+1 i

Para qualquer método de diferencas finitas esté@verro de truncatura satisfaz a
relacéo:

T, =h" O7(x,) + o h™) i=1, ..., N (3.4)

onde o vector-fungéo T(x) é independente da partica
Deste modo, tenta-se definir uma malha com o medmero de pontos possivel e que
verifique:
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|t],,=tol (3.5)

sendo tol uma tolerancia pré-definida.
Para a definicdo da particioque satisfaca (3.5pereyra e Sewell B9 utilizam a
expressao desenvolvida e Boor [°:

1+1
hi*t gxlfj(zi)‘ =E i=1,2 ..., N-1 (3.6)
em que: & =X X h =x,, - % e E - constante.

Obtém-se, assim, uma equidistribuicdo da ndfrfg , da forma,
h v |l =cte= E i=1, ..., N (3.7)

o
e portanto: E :||T||p,P
N

No entantoE é dependente da particB@scolhida. No entanto, admitindo:

M

| T(x) [, <M, e € =k7i (3.8)

3 P . . . N
ondecr——(n Pt ]) , Ttsatisfaz a condicao minh <k e considerando a funcdo g(x) de
modo que:

o(x) = max(” (%), ,s) e Y =hyx ) (3.9)

define-se uma malha assimptoticamente ou aproximewig equidistribuida se:
h, OvF = Ef1+ ) i=1, .., N (3.10)

para uma constante positiva E, que é independamarticaat
A introducéo de Yevita a ocorréncia de comprimentos de malha etevagroblemas

numéricos associados a valores pequends de

Denny e Landis *” resolvem adaptativamente problemas B.V.P. a doigog por
utilizacdo de uma medida de erro calculada atrdegésermos principais de calculo do erro de
truncatura, obtidos por aproximacdes de difereriigai®s a trés pontos da O.D.E.. Estes
termos sao diferenciados em relacdo a coordenatid de modo a se deduzir uma férmula de
diferencas finitas, para as posi¢6es nodais, quemizie o erro de truncatura. Os sistemas de
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equacgOes para a posicdo dos nodos e para a sdégacesolvidos alternadamente. No
entanto, este procedimento ndo concentra os poatzonas de gradientes elevados, mas nas
regides onde os gradientes s&o menores, o quedgimédo nenhum deseja&l.

Gough et al ¥ utilizam um algoritmo adaptativo para resolver B¥s a dois pontos.
A O.D.E. unidimensional para o componente k daavati dependente é transformada do
espaco fisico x para o domir§pcaracterizado por uma separacdo nodal unifornraedida
do erro é calculada através das derivadas de arddmA e x em relacdo &

<1 ldm" A7 A dqu
E = K 3.11
" zk:l[Rk[%dzm\ +xf—xo#dam\ (3:11)
onde:

Ak - componente k do vector solucao A;
(Xs - Xo) € R - alteracbes maximas de x e A, respectivamentépdmo dominid;
A - constante de peso (geralmente atribui-se-lhelar de K).

A transformacéo de x pai& é obtida pela resolucdo da O.D.E. correspondente a
minimizacdo do integral de,Epara o dominic. A discretizacdo efectuada baseia-se em
diferencas finitas centrais, sendo o sistema dagps obtido resolvido através do método
iterativo deNewton-Raphson.

White 17 apresenta um método adaptativo para resolucicotéemas B.V.P. a dois
pontos, da forma:

u' ="f(x,u), [ O]t (e o (3.12)

em que u, f e b sdo vectores. Este método basemmsdefinicAio de um critério de
equidistribuicdo que requer, ao longo da malhatiafacéo da relacao:

&(x;) = &(x,.y) = A i=1, ..., N (3.13)
para uma constande A transformacgéo de variaveis aplicada tem a forma

jx m(u, x) dx

E(X) = XOT (314)

com 0= Xfm(u,x) dx

Xo

Deste modo, a medida de erro m(u,x) € equidisttdbao longo do domini§. As
O.D.E.”s obtidas na grellgasdo expressas na forma de diferencas finitasaientstilizam-se
varias tipos de fun¢cdes monitor m, nomeadamenfi@@io comprimento de arco da solucdo

%
m(u, x) =[1+Hf( u( %), x)”ﬂ - erros de truncatura locais e alteracdes de nad® mpodo, da

solucéo.
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A transformacéo do problema B.V.P. inicial paracasrdenadas do monit@(x)
resulta no sistema de equacdes seguinte:

du :eDf(u,x)

d&  m(ux

dX_gp 1 (3.15)
dg m(u, X)

E:O

dé

Obviamente torna-se necessario definir as conslidfenteira adequadas, para o
sistema transformado.

Num trabalho posterionthite ¥ estende a aplicacdo do método a problemas
dependentes do tempo, pela resolugéo do problewh® Bransformado pela equidistribuicdo
da funcdo monitor na malha regular, definida petasdenada<;(, t). As equacdes para 0e
neste sistema coordenado sao:

2
ax jdul g2 - g (3.16)
de| lde
e
de
-0 3.17
T (3.17)

As equacdes (3.16) e (3.17) sao resolvidas juntimsom o sistema de P.D.E."s do
modelo, através de um método iterativo Nksvton-Raphson, resultando num sistema néo-
linear de equacdes para a solucdo e a malha dgbuiga. Os valores das variaveis A, X e
utilizados em cada passo temporal correspondemadoses médios entre 0 passo actual e o
seguinte, enquanto que as derivadas em relaédgfia aproximadas por diferencas centrais.
Este algoritmo insere-se claramente no grupo deduostadaptativos de redistribuicdo nodal
din&mica.

Ablow e Schechter 2 aplicam uma estratégia muito semelhante Ahiée ', usando
a medida de erro:

E=1+A0Q) (3.18)

em que: A - constante de peso;
Q - curvatura circular da solucao calculada por:

dz% ,
Q= X

= (3.19)

B
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No entanto, os valores de A e x devem ser noraddiz para aproximadamente a
mesma magnitude. Desse modo, obtém-se uma segubda. Qara além da correspondente
ao problema B.V.P., no domintp através da férmula de equidistribui¢ao:

. [ﬂﬂ} {d_ﬂ } 3.20)
dé d¢

As duas equacbes sao resolvidas simultaneamerftarda similar ao proposto por
White (111,

Russell e Christiansen [*° desenvolveram uma estratégia de malha adaptaiagp
solucéo de problemas B.V.P., baseado na equidisiéib de um monitor adequado. Para tal,
as equac0Oes que definem as posi¢cées nodais na,greim a informacéo obtida pelo célculo
mais recente da solucao do problema. Portantogispdocedimentos sdo independentes, mas
trocam informacéo entre si, sendo o0 processo dmiloaiterativo, repetindo-se até se obter
convergéncia e se verificar a tolerancia espedéc®s tipos de funcdo monitor considerados
sdo: comprimento de arco; erros de truncatura mecasiduos da solucéo do B.V.P. calculada
por colocacéo.

Observa-se que quando o problema é resolvido destea, a solucdo é obtida em
algumas regides do dominio, antes do problemadetatompletamente resolvido. Assim, 0s
autores apresentam um processo de divisdo do doremi subregides denominadas de
“aceitaveis” e “nao-aceitaveis”. Apés a solucaaudea determinada particdo ser considerada
“aceitavel”, na iteracdo seguinte, as equacOesetiféais apenas sdo avaliadas nas restantes
particbes do dominio, utilizando as condi¢Ges &watobtidas pelo calculo da solucédo nas
regides “aceitaveis”. Deste modo, todo o esforgomaacional € concentrado sobre as zonas
catalogadas como “nao-aceitaveis”, em cada itera@aprocesso de particdo tem algumas
limitacbes mas demonstra-se eficaz na reducaofda;escomputacional.

Chen [? centra a sua atencdo em algumas estratégias piagitade malha, de um
ponto de vista matematico, desenvolvendo uma newmadat para a equidistribuicdo do erro.
Este método baseia-se na conjugacéo de estratigrasnitorizacdo de erros de interpolacéo
e de erros de truncatura locais, para a resoluggoablemas B.V.P e, consequente extensao a
modelos de valor inicial e fronteira uni- e bidilm@mais. Os problemas B.V.P. considerados
séo definidos pelo operador néo-linear:

N(u)=0, <[ alo (3.21)
numa malha de N+1 pontbkda forma:
a=X, <X, < - <Xy=h.
Os métodos de seleccado da malha séo associadogvazacao de erros, e podem ser
definidos pela deducdo de uma funcdo monitor pasit(u,x), de modo a que a malhla

gerada para a variavel x, corresponda a uma malf@me, nas novas coordenada#\ssim,
tem-se que:

£=¢(x)=[ p(uy) dy (3.22)
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onde,

ux:M(u'X) =¢'(X .
p(u.) /I:M(u,y)dy £(x) (3.23)

As expressoes (3.22) e (3.23) representam o prindé equidistribuicdo proposto por
White 127 e implicam que:

E(Xj)_a(xj—l)zclz}{\' j: 1,-- , N (324)

€ consequentemente,

j:j p(u,y)dy=¢ (3.25)

-1

O autor compara duas perspectivas distintas pdesenvolvimento de estratégias de
deducéo dos monitores 6ptimos para a obtencédo dematha, que possibilitem uma solucéo
optima. A primeira baseia-se na estimativa de efeosuncatura desenvolvida deereyra e
Sewell [ apresentada anteriormente.

Por outro lado, é apresentado um método propast&arey e Dinh [*J, centrado na
deducédo de um monitor 6ptimo para polindmios derpalacdo, de forma a se obter erros de
interpolacdo minimos. Assim, pretende-se a obterdgioum monitor Optimo M, que
possibilite a minimizacdo do erro e = uy; 8endo y a estimativa da solucéo calculada pela
definicdo da semi-normaHle v:

v :L:D[v(m)]2 dx (3.26)

Desta forma, obtém-se a desigualdade:

|dr2n Sil(h_TlJ szj+1—m).[|i[u(j+1)]2 dx (3.27)

onde j= m. Assim, para um monitor arbitrario que satisfagaquacéo (3.25), prova-se que,
sendo j = k:

(k+1) ]2
d° < L jb[u ] dx(1+ O( h)) (3.28)
m = (T[EN)ZE@kﬂ—m) a [p](2[@k+1—m)) )

Por minimizag&o do termo da direita de (3.28) ent&o de, obtém-se a solucdo da
equacao de&uler, que conduz ao monitor 6ptimo:

[ (k+1)]2 [ 2+ 1-m)+1

M =|u (3.29)
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Podem ser desenvolvidas generaliza¢cdes ao méedardy e Dinh 123 por aplicacao
de outras normas de erro, como por exemplo, asrs@mmas desobolev-(I4,15).

Através do aproveitamento destes dois tipos datégtas,Chen [*? desenvolve um
novo método para a estimativa do monitor, procuwapkrfeicoar as expressoes de limite do
erro a partir das quais sao deduzidos os monitoresiores. Para tal, considera a normdd
gual obtém dois limites para o erro, que sao miraiahds simultaneamente. Assim, o primeiro
limite é definido pela equagéo (3.18) com m = 0:

2< 1 b [U(k+l)]2 d 14 h 330
|e|2_(ﬂEN)2[@k+l) I [o[E L+ o(h) (3.30)

Inicialmente, introduz-se a estimativa:

LX1 e? dx= & OH**9 D'I*[ LE 4_%))(& @ r)) +toe (3.31)

em que t.o.e. corresponde a termos de ordem elevadidanto, desprezaveis.
Por outro lado, para uma fungdeom um monitor M, tem-se que:

-t
N @)(xi_%)

Deste modo, obtém-se o segundo limite definido por:

h.

f1+0(h))+tae (3.32)

2 I
g, < NEE L NI dx(1+O(h) + tae (3.33)

A minimizagdo da combinacdo dos dois termos datdi@as expressdes (3.30) e
(3.33), através de todas as func¢des admissiveis @éeealizada por resolugdo da equacgéo de
Euler, obtendo-se a fungcdo monitor éptima:

Y Z(]k+1)+
M :[[u("+l)]2+T2] e (3.34)

3.3.2.2 - Métodos Adaptativos de Redistribuicao Bldestatica

Pierson e Kutler °3 resolveram problemas unidimensionais atravésatesfiormacao
das coordenadas fisicas (X,t) para o dominio coagpuial §,t), sendo a medida de erro
definida pela terceira derivada da solucdo em delag. A discretizacdo das P.D.E.'s é
realizada por aplicacdo de diferencas finitas eene a integracdo temporal é efectuada por
intermédio de um método de diferencas finitas iomoli

A movimentacdo dos nodos é executada apos algassoP temporais, de modo a
minimizar o integral da medida de erro. A transfac@o das variaveis é obtida escrevendo X
como um conjunto de séries finitas @hebishev em &. Os coeficientes dos polinbmios de
Chebishev séo calculados através da minimizacao referiderianinente, sujeita as restricées
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méaximas e minimas para o comprimentos da malhas@vidos através de um meétodo
simplex.

Klopfer e McRae "™ utilizam para a resolucédo de problemas unidimeasso uma
medida de erro baseada no termo principal do exrswhcatura da P.D.E. transformada nas
coordenadas computacionafst), O espagamento dos nodos € uma funcao linearedéda

de erro E, de modo que:
6_X o (1.{- E j
6E EMAX

O procedimento de movimento nodal € repetido apeida passo temporal. As
derivadas temporais das coordenadas nod4isdx calculadas a partir das alteraces nas
posicbes nodais, sendo incluidas nas P.D.E.’s ldg@dsoA. Introduz-se, igualmente, um
esquema de viscosidade artificial de modo a epitalolemas de instabilidade. Por outro lado,
devido ao uso do método preditivo-correctivo exide MacCormack %, impde-se que o
espacamento minimo seja superior a um décimo dammaxde forma a evitar problemas
excessivos ddiffness.

Sanz-Serna e Christie %2 apresentam uma estratégia adaptativa que aproveita
método danhite ¥ como ponto de partida. A funcdo comprimento de &cé aproximada
pelo somatério da quantidaa!ES:[[AX]2 +[AA]2]%, em todos os nodos, ondX e AA sdo

as alteracdes na coordenada espacial e na solitémedos adjacentes, respectivamente.

As novas posicdes dos nodos sdo escolhidas de angde a alteracédo de S seja igual
de nodo para nodo, sendo a solucéo transferidaapaoaa grelha por interpolacéo. Introduz-
se, igualmente, uma limitacdo maxima para a razd>t entre nodos adjacentes, pela
especificacdo de um paramef,ode modo que:

[aA]* <p (3.35)

em todos os intervalos. O procedimento de adaptagdal é alternado com a operacdo de

integracdo temporal que é efectuada através deétodmimplicito de diferencas finitas.
Revilla [*¥ apresenta um procedimento semelhante aSadeSerna e Christie [*°3

substituinddAA]? pelo valor absoluto da alteracdo/#e, entre intervalos adjacentes.

Dwyer e colaboradore§**3 resolvem P.D.E.’s bidimensionais e dependentes do
tempo através da transformacado do sistema de cwatde espaciais (X»,t), para o sistema
coordenado de equidistribuicdo do integral da needid erro {,&,,t). Esta € definida em
funcdo de derivadas em relacdo ao comprimento ce Arao longo de curvas no espago
fisico, onde; e &, se mantém constantes {dZ[dX,]* + [dX2]?):

3A 32 A
E(Z)=1+A, BZ‘H\ZE‘JE

onde: A; e - coeficientes de peso.

(3.36)
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ApoOs a transformacdo das variaveis, a P.D.E. élvida através de meétodos de
diferencas finitas directos e implicitos, altermadate. A transformagéo para cada curv§,de
constante, no espaco fisico, é dada pela expressao:

J'ZE(z)dz

0

(XX )= 50—
jo " E(2dz

(3.37)

Os nodos sdo mantidos estacionarios entre vasaiesop temporais, até que a medida
do erro seja calculada, ja que se verifica a onor@éde oscilacdes, se esta for tomada apds
cada passo. Deste modo, a equacédo (3.37) é resahiidves de quadratura numeérica,
definindo-se os valores de equidistribuicdoégdesendo a solucéo transferida para a nova
grelha por interpolacdo. Pode ser aplicado um pioento semelhante baseado na
transformacédo em relacéo a curvag deonstante.

Apesar das versdes do meétodo aplicadas a problemdimensionais se terem
revelado satisfatorias, para o caso bidimensioodém ocorrer oscilacdes na solucdo devido
ao desenvolvimento di&ewness crescente em algumas regides da malha. No enwi@y
et al B¥ sugerem que o processo Better e Tuttle ) pode ser usado para reduzir esse
problema. Potter e Tuttle ¥ utilizam um movimento nodal ao longo de linhas &e
constante, de forma definir as curvaggeonstante nas quais uma funcéo especificada de
satisfaz a equacédo daplace. Assim, o sistema coordenado curvilineo geradot@gonal.
Dwyer et al ¥ depararam-se igualmente com problemas, em cagiosebisionais, quando a
adaptacao é permitida nas fronteiras.

Brackbill e Saltzman 89 Brackbill [*7 e Saltzman e Brackbill ¥ procedem a
extensdo dum método proposto pbinslow [*?3, de geracdo de grelhas para problemas
adaptativos fronteira, através da transformacédo gwoblema singular, das coordenadas
fisicas (X%, X2,t) para o sistema numericé £»,t). Esta transformacéo é baseada numa medida
de erro definida por:

E=A;[Eg+A,[E, +A,[E, (3.38)

com As, Ag €Ay - constantes de peso da ordem da unidade.

Deste modo, a transformacéo de coordenadas énileaela pela soma pesada de trés
contribuicdes (ou medidas) distintas:

= A medida de suavidade da transformacéo:
Es =[08,]" +[0E,]° (3.39)
= A medida de ortogonalidade da grelha no espaipofis

E, =[0¢, ¢, ou E, =[0g, ¢ ,]” O0° (3.40)
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A segunda expressédo de (3.40) contribui para lauitfio de maior peso as zonas em
gue o Jacobiano da transformagéo apresente umelal@do. Estas regides correspondem a
maiores separagdes nodais no dominio fisico, s¢ediculado por:

_8X, PX, _3X, X,

J= (3.41)
6&, 0&, 0&, 0¢,

= A terceira medida € definida por:

E,=WI[J (3.42)
onde W € uma medida de erro de truncatura da soblgida por,

Q
W= A (3.43)
A

em que Q é um parametro que, na pratica, tomaay del dois ou quatro. O Jacobiano da
transformagéo tende a ser reduzido em zonas deewads se & for equidistribuido.
Portanto, o refinamento da malha ocorrerd em zeasacterizadas por medidas de erro
elevadas.

Os nodos sdo mantidos estaciondrios entre véagsop de avaliacdo da solucdo A das
P.D.E."s transformadas. Para tal, utiliza-se umodtétde diferencas finitas explicito,
enquanto que o sistema de O.D.E.’s para as coal@aeeapaciais € resolvido por iteracdo de
Jacobi. Este sistema € obtido pela minimizacao do integra

jEdv=ﬂE[Uo£l d, (3.44)

através de calculo variacional. O integral de vauie E é transformado para as coordenadas
numéricas. A transferéncia da solucdo da grelhariantpara a nova € realizada por
interpolacao ou pela resolucdo de uma equacaautgporte, na forma conservativa.

Kreis et al I’® concluiram que a performance do métod®kekbill e Saltzman 1819
pode ser melhorada, em problemas especificos éatdev substituicdo da equacgédo (3.42) pela
relacdo seguinte, no calculo da medida do erro:

E, =W/ (3.45)

Bell e Shubin ™ aplicam um método de grelha adaptativa a proldema
unidimensionais, inspirado na formulag&o variadialsageracéo eliptica de grelhas, proposta
por Saltzman e Brackbill *°). Assim, o objectivo consiste na minimizacdo degnal:

J

onde AjeAp - parametros de peso;
w(¢) - funcéo de concentracdo nodal definida de famaerificar a relacao:

X2+ A, OW(E) + A, Cfx —x; )| dE
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O<sw(§)<1
x¢ - valor de x no passo temporal anterior.

As derivadas xséo aproximadas por diferengas finitas. O prim&rmo promove a
equidistribuicdo dé&x em todo o dominio, enquanto o segundo tende adinAX em zonas
de wg) elevado. Finalmente, procura-se, com a introdwlg@derceiro termo, manter uma
variacéo suave da grelha, ao longo do tempo.

De modo a determinar numericament&) x¢onsidera-se primeiro a equacacHtker
para o integral:

(1+A,0v+A,)Ovg +A O, X, —A X =0 (3.46)
Através de um esquema de diferencas finitas eniddth as condicbes fronteira

adequadas, obtém-se um sistema linear tridiagpaa$ o calculo das posi¢cbes nodais. E
igualmente possivel efectuar a integracao direet@d6), obtendo-se a relagéo:

o kA, X (§)
X(E)_.[ol+)\agyv(g)+)\b

d (3.47)

onde k é definido de forma a qué& x( 1) = 1.

A funcdo wg) é escolhida de modo a assumir valores elevadagomas onde se
pretendem comprimentos de mallva reduzidos. Para tal, normalmente, utiliza-secait&
de equidistribuicdo de uma medida de erro queeresto, é definida por,

E:j;‘uh(x) ~ u(¥)|dx (3.48)

em que:

U, - solucdo aproximada (consistente com os esqueteadliferencas finitas
aplicados);

Ue - SOlucdo exacta.

As funcdes consideradas sao:{wE ng ; W) = |u|. No entanto, a experiéncia
numerica demonstrou uma melhor performance do ragiarth o segundo caso.

Os autores estudam a aplicacdo de dois métododisdectizacdo das equacdes
diferenciais: esquema d@&dunov, um método de viscosidade artificial.

Verwer et al [*9 seguindo um trabalho anterior Beom et al [*® apresentam um
método que consideram intermédio entre as perspsctle redistribuicdo nodal estatica e
dindmica. O avanco da solucédo na grelha, paragrasd unidimensionais, é executado por
um esquema déagrange de passo temporal, numa malha trapezoidal espagoet A
estratégia divide-se em dois estagios:

(1] Estagio Predictivo- Procede-se a computacdo da grelha do nivelrmdpoteseguinte
(n+1), através de um passo &eler implicito, numa malha fixa. A solucdo obtida é
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introduzida no algoritmo de redistribuicdo Be Boor [28 " que gera os pontos da grelha,
através da equidistribuicdo de uma funcdo monisooldida. Esta equidistribuicdo define
implicitamente a transformacéao de coordenadas (€ ) x

(2] Estagio de Integracdoe Efectua-se o calculo da aproximacao da solugénivel de
tempo n+1, através de um esquemaCdanck-Nicholson Lagrangiano, utilizando as novas
posi¢coes nodais.

A transformacdo das variaveis é baseada na efprga®posta pomhite (117
recorrendo ao monitor de segunda derivada:

M(&,t) =

Através da equidistribuicdo de M, a transformag@eerisa x = X{,t). apresenta a
forma:

U, (€.1), (3.49)

J, M t)dE = 6(t) (i, t) = E(x, )] -8/ € m-1  (3.50)

Adicionalmente,Verwer et al *'? propdem a aplicacdo de algoritmos de passo
temporal e numero de nodos (m) varidveis, de foanaamentar a eficiéncia da integracgéo.
Para tal, desenvolveram uma estratégia de tentateao para avaliagdo do passo maximo
utilizavel, baseado na avaliacdo de erros de tturacdocais. Por outro lado, procedem a
introducdo de uma funcdo monitor de erro espapiila o célculo de m em cada passo.
Assim, m é definido da forma:

m=[m, ]+ my, +1 (3.51)
onde
Jo ] 5
My =—F—— :
A TOLS
e Miat - parametro pré-definido;

TOLS - tolerancia especificada.

Deste modo, fixandoa = %—TOLS, a propriedade de equidistribuicdo implica que:
Xgp =X
. o(t)/ . J7ors
j U (&, 1)) cE = X =X;) < V) <[TOLS (3.53)

A definicdo de m pela equacéo (3.51) garante queaatidade/{x)?.|uy| seja inferior
a tolerancia TOLS em todos os subintervalos.
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Métodos Adaptativos de Refinamento da Malha:

Hyman e Naughton Y apresentaram um método de refinamento da malha que
implementa um critério de equidistribuicdo, pararesolugdo de problemas gerais
caracterizados por sistemas de P.D.E."s da forma:

Flux19)=0 (3.54)

Juntamente com as condig¢des iniciais e frontejppagpaiadas € definido um monitor
de erro de truncatura local. Esta funcdo mede #dqda da aproximagdo numérica do
operador diferencial F. A expresséo de célculo mio e truncatura envolve derivadas da
funcdo u, que sdo aproximadas por técnicas deedifas finitas, podendo, no entanto, ser
bastante complexas para o caso de problemas r&wds1 De forma a evitar a avaliacao
directa do erro de truncatuttdyman e Naughton ’? comparam as aproximacdes ao operador
F obtidas numa grelha fina e noutra mais largdjzamtido para tal um processo de
extrapolacéo dBichardson. Assim, a fungdo monitor € definida por:

m?. =‘Fh(x’ t)i,j B FZh(X, t)i,J"

! A

onde: i - contador espacial;
j - contador temporal;
F, - aproximacdo numérica a F em (%) utilizando a grelha fina;
F.n - aproximagdo numérica a F em (%) utilizando a grelha larga.

(3.55)

O monitor nfi representa a exactiddo da aproximacdo de F, masinfica
necessariamente se a precisao da aproximacaowd@aal é aceitavel ou se a variacdo dos
comprimentos de malha adjacentes é suficientenseiatee. Portanto, é necessario definir um
monitor de solucdo fhe um monitor de regularidade de malh& 1® primeiro pode ser
escolhido como um monitor de comprimento de areoregularidade da malha é verificada
por fixacdo de limites (médximo e minimo) na var@gdo comprimento da malha ou
obrigando a relacdo entre comprimentos de malhacexties a ndo exceder um valor pré-
determinado. Deste modo, a malha adaptativa é gepaa equidistribuicdo de uma
combinacéo linear dos monitores referidos, da forma

m = a(x,t) 0m° +B(x,t) [n® + y(x,t) Tn® (3.56)

A escolha dos parametras 3 e y depende dos objectivos do célculo, podendo variar
espacialmente. Através da equacdo (3.56) con#roisia malha aproximadamente
equidistribuida que, em cada pontg,(k satisfaz a inequacao:

m<m. <m (3.57)
]

sendo:m* =mLT, m:W e

m - valor médio do monitor em todo o dominio;
r - parametro constante.
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A equidistribuicdo € implementada partindo de unaha inicial larga e uniforme,
com posterior identificacdo das zonas da malha aengdacéo (3.57) ndo é verificada. Estas
séo sucessivamente refinadas até que todo o dosdtistaca a condigédo (3.57).

Berger e Oliger [* utilizam um algoritmo de refinamento de grelhaaparcélculo da
solucdo de problemas transientes bidimensionasgritties por P.D.E."s hiperbdlicas, através
de técnicas de diferencas finitas. A malha de Basgfinada por sobreposicdo sucessiva de
submalhas de forma rectangular, localmente unifermmeom orientac@o arbitraria. A nova
grelha gerada n&o tem necessariamente que coilcidiras anteriores, como acontece na
maioria dos algoritmos de refinamento.

O critério de refinamento baseia-se na estimativarro de truncatura local a partir da
técnica proposta payman e Naughton [’?. O algoritmo deBerger e Oliger [*¥ é adaptativo
no espago e no tempo, mantendo constante a rap&@osnpassos temporal e espacial em
todas as grelhas. Esta estratégia de decomposigadowhinio permite a utilizacdo de
diferentes aproximagdes de diferencas finitas patamalhas distintas. No entanto, a maior
desvantagem deste algoritmo reside no facto ddacteae divisdo do dominio resultar na
manipulacdo de estruturas de dados bastante camspfexra as zonas de intercepcao de
grelhas.

Gropp °7 apresenta um método de combinacédo entre um ahgode refinamento de
malhas localmente uniformes (L.U.M.R.) e estrat®gia malhas moveis, baseado nas ideias
de Berger e Oliger ¥ e principalmente d&ropp ¥, ja que, neste caso, ndo se permite a
orientacdo arbitraria das grelhas. O método desédwep denominado por algoritmo
L.U.M.R. mével (M.L.U.M.R.) é aplicado a problemagimensionais.

O algoritmo de refinamento gera uma série de sideigrelhas de pontos, @m que a
inicial (Gp) coincide com o dominio espacial do problema. Caidal é constituido por
grelhas rectangulares (@ara a grelha i do nivel I). Por outro lado, seauwrelha G se insere
em G.1; entdo todas as;Ge inserem em g; € nenhuma se situa em qualquer outra grelha do
nivel I-1. Assim, a grelha @ é designada pguarent de G, e consequentemente Gera
child de G ;. Uma estrutura de grelha simples é apresentaBaoe 3.1.

GOl

®

11
12 Gy

®

G13

Figura 3.1: Esquema de grelhas com um nivel de refinamenscente.

Cada grelha contém uma malha uniforme de pontos separacdo espacial &
consequentemente passo temporaCkmo € obvio, ha situacdes onde os mesmos psatos
definidos mais do que uma vez para grelhas distiffaex. pontos fronteira). No entanto, a
aplicacdo do algoritmo assegura que a estes pap&ygs seja atribuido um valor da solucéo.
A cada grelha é atribuida, igualmente, uma velaldd#e deslocamento, com a qual todos os
pontos se movimentam uniformemente.
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O algoritmo de redefinicdo da malha € aplicadoeevdrios passos temporais no nivel
[, por verificacdo da necessidade de introducaondihas mais finas. Este procedimento é
realizado em trés passos:

(1) Marcacgdo dos pontos da malha de nivel | onde &ssédo proceder a refinamento. A
seleccéo é realizada por estimativa do erro deatura local nos pontos ou por outro método
ad hoc baseado no comportamento da solugé&o.

(2] Rodear as regibes marcadas por zonas de tampdornde a isolar o interior das
grelhas refinadas, das grelhas mais largas. Est®op@ necessario devido a estratégia de
sobreposicdo das grelhas, permitindo a introdugdond maior nimero de passos temporais
entre cada definicdo da malha.

© Andlise dos pontos marcados de maneira a detar@naovas grelhas refinadas, que
sao inicializadas a partir dos valores das anesior

Para o célculo das velocidades das greiBespp °7 usa um método néo automatico
gue solicita ao utilizador a especificacdo destduemao dos valores e da posi¢éao da grelha.

Cada nivel consiste assim, num conjunto de grgjbaspossivelmente, se interceptam
entre si. As fronteiras entre uma grelha refinadaseiaparent sdo obtidas por interpolagéao
linear em relacdo aos valores anteriores.

A partir do trabalho d®erger e Oliger ¥, Berger e Colela *! desenvolvem um
método adaptativo de refinamento de malha (A.M.Este método baseia-se, como em
métodos anteriores, na utilizagdo de uma sucessgoethas rectangulares encaixaveis entre
si, nas quais as P.D.E.’s sdo discretizadas. Bswaséo definidos, tal como e@nopp 9,
uma série de niveis | = 1, ....uak onde cada grelhaGapresenta um espagamentceté
definida por:

G ={JG, (3.58)

k

No caso particular do primeiro nivel (I=1), temepge G :U G, = D sendo D o

k
dominio do problema. O facto das novas grelhassaixxarem mutuamente, ndo implica que
nao possa existir sobreposicao destas, ou se@ppaesmo nivel:

G, n G, #0 i k (3.59)

Por outro lado, as grelhas correspondentes a ditsr@iveis devem ser “devidamente
encaixaveis”, o que significa:

= Uma grelha fina comeca e acaba nos cantos de éhlla da grelha mais larga do
nivel acima.

= Deve existir pelo menos uma célula do nivel |-4,uina grelha I-1, a separar uma
célula de nivel | de outra de nivel I-2 em todasatides cardiais, a ndo ser que a célula se
situe na fronteira fisica do dominio.
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O refinamento da grelha é efectuado quer em relagéespaco, como ao tempo, de
modo a se manter constante a razao entre 0s passos.

Em cada uma das grelhas aplica-se um esquemé&edengas finitas explicito. Se ndo
houver necessidade de refinamento, o processosticiisna simples integracdo temporal
numa unica malha. Caso contrario, cada grelhaigidefseparadamente (tendo o seu proprio
vector-solugcdo) e é avancada no tempo independentemdas outras, exceptuando a
definicdo das condi¢cOes fronteira respectivas. N@ar#o, o avanco da integracdo para o
tempo tAt s6 é efectuada apés todas as grelhas mais éiramn sido integradas até o tempo t.

O critério de refinamento é aplicado apés intarvale tempo especificados e baseia-se
em estimativas de erro de truncatura locais. Part@ste procedimento indica uma lista dos
pontos da malha larga com estimativas de erro slai@das, assinalando as regibes onde &
necessaria uma malha mais fina.

Bell et al " apresentam um aperfeicoamento do algoritmo A.Mi&Berger e
Colella [*! para problemas hiperbdlicos tridimensionais. Rataalteram a estratégia de
refinamento da malha, essencialmente em duas testen

& Geragéo da grelha = O procedimento simples de bisseccéo na direccd® ma
longa das células “inaceitaveis” é substituido par algoritmo que procura saliéncias nas
zonas de transicdo entre as zonas marcadas e némdam Considerando o caso
bidimensional, por razdées de simplicidade, defirsemnem regides de pontos marcados, as

funcdesz, e X, associadas a cada uma das direcgdes coordenadas:
s, =jyf(x,y)dy (3.60)
5, = jxf(x,y)dx (3.61)

onde f - funcéo continua.

Se qualquer uma das quantidadgse %, contém um valor nulo numa determinada

direccdo, o rectangulo que define a regido poddraecionado nessa direccdo. Se tal ndo
acontecer, pode-se definir uma saliéncia atravésod@ionamento do cruzamento de maior
amplitude do zero, das segundas derivadas dasdsiizgde >,. No caso da existéncia de

mais que um cruzamento de maxima amplitude, essalh@ mais proximo do centro do
rectangulo original.

& Estimativa do Erro = Neste caso, 0s autores procedem a adicdo de o ter
de origem espacial no processo de estimativa dadertruncatura, obtido por extrapolacao de
Richardson. De facto, a medida de erro adicional podera ifiest estruturas anteriormente
nao consideradas.

Arney e Flaherty '9 desenvolvem um algoritmo de refinamento baseadwabalho
de Berger e Oliger ™. Os autores pretendem combinar um esquema demeditto celular,
sem a definicdo de submalhas de orientacéo arajtcérm um algoritmo de movimentacéo da
malha base inspirado edrney e Flaherty ', o que promovera a combinacdo entre o
refinamento da malha e o fendmeno dinamico. Ouffiexethca em relacdo ao método de
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Berger e Oliger [** consiste no facto das submalhas geradas apresardgsfiorma poligonal e
nao rectangular.
O processo de introdugéo das submalhas finasedsgcem quatro passos:

(1] Localizacao para cada grelha de nivel | dos nodds o indicador de erro ultrapasse a
tolerancia estabelecida (nodos “intoleraveis”).

(2] Associacao dos nodos “intoleraveis” nas zonaseEas.

© Isolamento das zonas referidas por regides tamipdorma a reduzir problemas com
as condicdes iniciais e fronteiras nas interfaessndalhas finas e largas.

(4] Refinamento celular das regides assinaladas.

As submalhas sdo obtidas por bissec¢do do pasgpotal e dos lados de cada célula
da grelha original que intercepte a regido “inasail’, tornando-se deste modo numa malha
espaco-tempo poligonal.

A integracdo é efectuada através de um esquemnidedencas finitas d&acCormack
(87 sendo os indicadores de erro avaliados por extrggo deRichardson.

Trompert e Verwer '3 propdem um algoritmo estéatico de refinamento seamé aos
anteriores, para a resolucdo de P.D.E."s parabdtichmensionais. Este método pertence a
classe de algoritmos de malha localmente unifolid.l1.R.). Deste modo, a partir de uma
malha inicial, sdo geradas sucessivamente subgreditia vez mais finas nas regides de maior
actividade espacial, através da bisseccdo dasasétlds grelhas anteriores (refinamento
celular). Assim, inicializa-se um novo problema w&or inicial e fronteira para cada
subgrelha, procedendo-se a integracdo de maneise@ativa desde as grelhas de maior até as
de menor nivel. Os valores iniciais sdo definidos ipterpolagdo dos valores de grelhas do
nivel anterior (ou seja, grelhnas com grau de referdo imediatamente mais baixo) ou,
guando possivel, de subgrelhas do passo tempdegslaanAs fronteiras internas das regiées
assinaladas sao tratadas como fronteiradidehlet e os valores sao interpolados a partir da
submalha anterior. A geracdo das submalhas é tadrgpela estimativa de erros de
truncatura locais e, consequentemente, pela esa@éb da tolerancia pretendida.

Portanto, o esquema néo difere muito de outrosf@idos, podendo resumir-se nos
passos seguintes:

(1] Integracdo da grelha mais larga de base até apotdmt; o passoAt maximo é
obtido por um teste de erro temporal.

2] Redefinicdo da grelha através da estimativa dicaddr de erro utilizando o valor da
solucdo obtido no passo de integragdo; as regitiEsdceitdveis” sdo assinaladas e isoladas,
enquanto que a integracdo das zonas nao refinadasséerada completa até ao nivel de
tempo THAL.

© Retorno ao tempo T e procede-se a interpolacdwaloses da solucéo inicial para a
grelha mais fina obtida na redefinicdo; torna-seessario especificar as condi¢des fronteira
entre grelhas de niveis diferentes.
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o Integracdo da grelha fina até T+At; poder& ser necessario proceder a nova adaptacao
temporal com um valor do passo inferioAg quando T#At for atingido, as solu¢des nos
pontos da nova grelha fina sdo injectados na gesiberior, obtendo-se uma nova grelha base
para o passo temporal seguinte.

Como foi referido anteriormente, a grande desgamadeste tipo de métodos consiste
na grande complexidade das estruturas de dad@scada nivel de refinamento, associadas a
crescentes divisbes do dominio e a constante nighdi das posi¢cdes nodais, das solucdes
respectivas e conjugacdo dos varios niveis de agelbeste modo, torna-se inevitavel o
armazenamento de enormes quantidades de dados.

Num trabalho posteriorTrompert e Verwer ™3 aplicam um algoritmo bastante
semelhante ao mesmo tipo de problemas. No entagste caso, a preocupacdo centra-se no
estudo da integracéo temporal pela utilizagdo détodo implicito deéculer, em substituicdo
do método explicito ddRunge-Kutta-Chebyshev usado emi*'3. Além disso, Trompert e
Verwer '3 procedem a uma andlise de erro detalhada de fmteanonstrar a estabilidade e
convergéncia do método para alguns tipos de PD.E.”

Leee Tsuel I’ inspirados por um trabalho deharya e Monkalled ! apresentam um
método hibrido de combinacg&o entre os conceitosfdemento local e de movimento global
da grelha. De forma a demonstrar a sua utilidadepétodo desenvolvido € aplicado a
problemas bidimensionais de fluxo incompressivakdeculacdo laminar.

Ao contrario deAcharya e Monkalled !, os autores efectuam o assinalamento das
regides com base na solugdo adaptativa, em vepldgée da grelha inicial. Deste modo,
obtém-se uma diminuicdo das regides de erros elevadima reducdo do nimero necessario
de niveis de refinamento. Por outro ladoharya e Monkalled ! utilizam uma distribuicdo
de funcbes de peso para estimar a medida de errsulestituicdo do método de extrapolacéo
de Richardson. Além disso, aplicam um procedimento mais sofiglic para reconhecer as
regides a refinar, o que origina a formagéo deiests de dados mais complexas. Por fim, o
método de geracdo de grelhas baseia-se num pangipiacional, através da resolucdo de
duas equagOes deoisson para obtencdo da grelha adaptativa nas regido@sadek. A
aplicacdo deste procedimento pode-se tornar praébiesnpara casos tridimensionais, onde a
poupanca do esforco computacional é um factor itapte a ter em conta.

PortantoLee e Tsuel [’ usam uma estratégia de movimentacéo da grelhadmasa
equidistribuicdo de uma funcao pese d&lculada em relacdo aos gradientes das propasdad
do fluxo. A fung@o peso é definida por modificagoutilizada poDwyer et al [39 o para a
direcgéo x, tem a forma,

Wi,j :l+ZbN I:@(pi‘ij * Z ‘q)z‘kj D(Ect [E( i) + Z ‘(pi‘il DXDQ Dé“ l)j|
N Y k=Lk#i ’ 1=1,1 %] ’
(3.62)
em que: b - parametro de peso;
N - nUmero dos gradientes de propriedades caasids;
¢ - gradiente da propriedageo longo da coordenada
C - coeficiente de acoplamento.

Assim, o algoritmo de refinamento hibrido podedieidido em duas fases distintas: a
fase de obtencdo da solucdo numa grelha inicigitatilga gerada pela equidistribuicdo da
funcdo definida em (3.62), para todo o dominio; agef de refinamento das regibes
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caracterizadas por indicadores de erro elevadesigequente integracdo do modelo, a partir
da nova grelha. O procedimento de refinamento dahtes semelhante aos referidos
anteriormente, seguindo os estagios gerais deighgile fronteiras, interpolacdo da solucdo
nas interfaces entre grelhas com diferentes grausefinamento e avanco temporal da
integracdo em todas as grelhas.

A estimativa do erro € realizada através de ealagfo deRichardson e por um
método directo de estimativa do erro de truncalocal, baseado nos erros associados aos
termos convectivos, num sistema de coordenadadinen; definido por:

TE = TE1. + TEZ + TE3 (363)

onde k1, Tez € Tez SG0 medidas de erro dependentes de parametroedkando Jacobiano
e da transformacao de variaveis.

A integracdo temporal € efectuada através de garittho SIMPLE, com aplicagédo de
esquemasipwind e centrais de segunda ordem para a discretizaggitednos convectivos e
difusivos, respectivamente.

Ewing et al ***3 procedem ao estudo e desenvolvimento de esquesndifedencas
finitas aplicados na implementacdo de métodos filgareento local no tempo e no espaco
semelhantes aos referidos anteriormente. Estesdogtsdo utilizados na resolucdo de
modelos parabdlicos. Os esquemas deduzidos baseiam formulasackward de Euler
implicitas, tendo os autores estudado a sua edtdsl, assim com as respectivas andlises do
erro.

Smooke e Koszykowski %1 desenvolveram um algoritmo adaptativo de diferenca
finitas aplicado a problemas instadveis de combustfacterizados por frentes de chama.
Estes problemas sdo modelizados através de sistenBD.E."s a uma dimensao espacial
esquematizados por:

u = f(x,tuu,,u,), g 2 b (3.64)

com as condig¢des inicial e fronteiras:

g(aty3 u(H=0

g,(b t. B, u(H)=0 (3.65)
u(x,0)=r(x) & x b

A equacao (3.64) é discretizada no tempo (t) eesmaco (x) aplicando diferencas
finitas centradas e atrasadas ao sistema de eguagddineares resolvido, em cada nivel de
tempo, por um método iterativo tewton modificado. Por outro lado, o algoritmo adaptativo
baseia-se na equidistribuicdo aproximada de umgitupeso positiva em toda a malha, para
cada nivel temporal. A funcdo peso escolhida reptasa diferenca entre a solucdo e os
gradientes dos componentes da solucdo numérimanv determinado nivel, no qual a malha
gerada deve satisfazer as desigualdades seguintes:
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J.XMﬂ dxs< 6[.]7‘|axvi - miny,
x; | dXx (a.b) (a.0)
(3.66)
d vi|

Xj+1 2 . f
I d \;' dx<y axdv'—min i=1,--- ,N
% | dx @8 dx (ab dx

onde ye?d - parametros inferiores a um.

Os valores dej\e dy /dx, etc, sdo estimados a partir da solucdo nga@elo uso de
aproximacoes de diferencas finitas. De modo a pvema regularizacdo da malha, ou seja,
nao permitir gradientes elevados entre comprimemtesmalha adjacentes que podem
provocar problemas de exactiddo e de convergéneiandtodo deNewton, impde-se,
igualmente, a verificacdo da condigao:

h.
J -
}ZSE:SA ji=2, 3,- ,M (3.67)

em que: h= X, - X
A - constante superior ou igual a um.

O algoritmo de refinamento estatico pode ser regmaia forma seguinte:

= Resolugcdo da forma discreta da equacgao (3.64) alhandefinida para o
tempo f de modo a calcular a aproximacédo numériga v

= Testar as condi¢des (3.66) para 0s n componentes de

= Caso® nao seja verificado num intervalo da malha, imaemn novo nodo no
ponto médio desse intervalo;

= Testar a condi¢do (3.67) e inserir um nodo no porédio dos intervalos que
nao a verifiquem;

= Efectuar a interpolacdo da solugdo numérica pa@a malha e regressar ao
passoD.

® 60 o0 ©

O processo ¢ iterativo, sendo repetido até guastod pontos da grelha verifiquem as
condicdes (3.66) e (3.67). Nesse caso, 0 procedim&avancado para o calculo da solugéo
no nivel de tempo seguinte.

O método de refinamento estatico da malha ap@derdnteriormente é adequado
para o caso de problemas onde a actividade esplacsdlucéo varia consideravelmente com
o tempo. No entanto, no caso de frentes estavgispllema pode ser resolvido através de
uma malha com um numero fixo de pontos que acongpardn frente. Acoplam-se desse
modo as equacdes de movimentacdo dos nodos aaresdgeeativo anterior, excluindo-se a
introducé@o de novos nodos. No algoritmo de rethisitéo dinamica proposto p&mooke e
Koszykowski %4, os pontos da malha movem-se com velocidadesasbfidr extrapolacéo
linear de niveis de tempo anteriores. A localizatid® M pontos da malha para o temfo é
calculada por:

n n n-1

dxj _ X} —X j=1, 2;- ,M-1 (3.68)

dt At"
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Integrando a equacao (3.68) obtém-se as posiggepahtos da malha para o tempo

t"*! através de:

-1
n+l _ X? B X? n+l n
i —Tmt +Xj (369)

A solucdo numérica no tempb ¢é interpolada para a nova malha no tenfpb e«
utilizada comainput no método iterativo ddlewton para avaliacdo da solucdo pdfd.tOs
problemas resultantes da possibilidade de cruzanted nodos ou da sua saida do dominio
sdo evitados através de simples reordenamentooeagdlo do nodo no ponto médio do
intervalo entre o ponto fronteira e 0 nodo maixpn®, respectivamente.

Altas e Stephenson [ apresentam um método automatico adaptativo dedmrde
grelhas para problemas bidimensionais. O procedoras geracdo baseia-se na utilizacdo de
erros de quadratura para estimar E, a variacaongaduda solucéo u(x,y) e pode ser resumido
da forma seguinte: inicialmente o dominio é dividiem células, obtendo-se uma grelha
uniforme; de seguida, calcula-se o valor de E pada célula quadrada do dominio; cada
célula que apresente valores de E superiores a ateaminada tolerancia € dividida por
bisseccdo dos seus lados, obtendo-se quatro slascélu

O célculo de E para a célula S definida pelosc&st{x, y), (Xi+1, ¥;), (%, Yj+1) € (%1,
yj+1) € efectuado pela utiliza¢éo da regra de quadratapezoidal. Esta,Taplicada a u(x,y)
na célula S leva a obtencéo do termo de erro:

ﬂsu(x, y)ds- T = E, (3.70)

com,

T :(Xiﬂ_xi)[qywl‘yi)Eﬁu(’ﬁ )0ty )+ U ya) U y+1)]/4

(3.71)

Por outro lado, se a célula S tivesse sido diaidith quatro subcélulas, a soma das
aplicacdes da regra trapezoidal a cada subcéluaadar:

j jsu(x, y)ds- T = E, (3.72)

com,

T2 =(Xi+1‘xi)ﬁﬁyj+1-yj)fﬁu(>ﬁ ’yj)'* U(X+1'¥)+ L(>.< ,Y+1)+ L(?(+1,)/+1)+ZD

(IR ST CRRVRERT CIPPVIR BT G EXInT S| ot
(3.73)

Por subtrac¢cédo da equacéo (3.71) por (3.73), ob&&m-
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E= |T1 _T2| = (Xi+1 - Xi)l:ﬁyjﬂ_ - Yj)[ﬁ3[t|4(xi ’yj)+ U(Xi+1’yj)+ U(Xi ’y1+1)+ U(Xi+1’yj+1))
-2 Eﬂu(xi+]/2,yj)+ u(xi+1,yj+]/2)+ u(xi+]/2,yj+1)+ U(Xi ,y,-ﬂ/z))— 4 m(xiwz’ ijz)]/lG
(3.74)

A avaliacdo de E necessita dos valores da solugé@ocentro e nos pontos meédios das
arestas das células. Estes valores séo calculadastgrpolacéo das solucbes conhecidas nos
vértices de cada célula.

Portanto, o algoritmo proposto pode ser dividide passos seguintes:

= Inicio do esquema, utilizando as subregifes obtidena grelha uniforme;

= Avaliar E em cada subregido através da equacad)(3.

= Subdividir em quatro subregifes, as regides ondeaatidade E, calculada
em®, seja superior a toleranda

= Obter, na nova malha, a aproximacdo da solucdautitimar os valores
interpolados de solu¢cdes anteriores;

= Continuar os passd@ a @ até que o valor de E seja inferior a tolerancia em
todas as regides do dominio.

= Resolver o problema na grelha final.

@ ® © o000

O procedimento de geracédo da grelha € combinadcesquemas de diferencas finitas
em malhas ndo uniformes, desenvolvidos pelos autiistes esquemas séo aplicados para a
discretizacéo e posterior integracéo do problema.

Fung et al @ propdem um procedimento adaptativo, aplicavel ablpmas
multidimensionais evolutivos e nao-evolutivos, paramelhoria da precisdo da solucéo
numeérica duma grelha fixa base, através da inté@mugas aproximacbes do erro de
truncatura, nos subdominios de refinamento. Asdesgide refinamento sdo identificadas
através da estimativa do erro de truncatura lecalcada nodo.

Partindo de uma equacéo diferencial geral,

Ly =0 (3.75)

o operador L da funca¢ esta relacionado com um operador de diferenga@rm que h
corresponde ao espacamento da grelha) deo respectivo erro de truncatura TE, através da
relacéo:

Lo =L, b, +TE($,h) (3.76)

Assim, a equacao discreta a resolver, corresptademplicacdo em (3.76) de uma
técnica de diferencas finitas é:

L, &, +TE(,h)=0 (3.77)

A funcédo argumentad de TE pode ser diferente da solugio Apenas no caso da
solucdo exacta estar disponivel, esta satisfariév3FExactamente, cop = ¢, =¢. Tal
implica que o valor exacto de TE pode ser calcufzla aplicacdo do operaday & solucao:
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TE(¢.h)=-L, & (3.78)
e a resolucéo do sistema,
L, @, =-TE(6,h) =L, @ (3.79)

proporciona a solucdo exacta nos pontos nodaisarRoy para se obter uma melhoria da
precisdo da solucdo numérica, ndo é necessanmaratestrutura da grelha base mas, apenas,
considerar valores melhorados de TE, em cada nodo.

De uma forma analitica, TE é definido por todosteysnos de derivadas de ordem
elevada, truncados nas expansfes Tdglor, a quando da deducdo das formulas de
discretizagdo. Portanto, se forem conhecidos maleres adjacentes para uma funcao,
maiores ordens de derivadas podem ser computadsa. dequéncia pode ser executada da
forma:

TEq/n :TE((I)h/N’h):_Lh 0NN (3.80)

onde h/N, se relaciona com valores baseados nuwtteagte tamanho h/N.

Assim, o processo de refinamento pode ser resudadorma seguinte: inicialmente,
considera-se uma grelha base, ndo necessariamafdene, de tamanho local h, para a
solucao¢n. O valor de TE é fixado em zero (TE=0) e a equdBar6) € resolvida parg,
com uma precisdo pré-definidaConsidera-sé, como uma solugéo refinada de uma grelha
2h, formada pela omissdo dos nodos intermédiosreldagbase, ha excepcado dos nodos
fronteira e dos imediatamente adjacentes a esésde Inodo, o0 erro de truncatura é estimado,
por utilizacdo da formulaz$, em cada ponto da malha h. As regifes onde o TiBaskh (-
Londr) € superior ao valor deséo identificadas. Nas regifes ndo seleccionadaglores de
TE sao anulados, sendo introduzidas zonas tamgém@das onde, igualmente TE=0, de
forma a garantir uma maior suavidade na transigdsotlicéo. Informacdes como: o tamanho
dos subdominios onde se procede a injeccdo dos BEplucdo das condicdes fronteira, e
diferentes parametros como o factor de refinamiinti® cada subregido, séo transmitidas ao
integrador de grelha fina,l¢nn=0, de forma a se obter a solugdo localmente widithan.
Estas solucdes sdo utilizadas no calculo das apegGes de TE (+#pnn) para a ciclo de
refinamento seguinte, até que a relacao seguijstersrficada em todo o dominio:

IL®nn —Labnm| <t para qualquer M > N (3.81)

A maior vantagem da injeccéo do erro de truncatmarelacdo a outros métodos de
refinamento, consiste na dispensa de armazenardastsolucdes correspondentes as malhas
finas. Os valores aproximados de TE indicam a dadé da solucdo local e se os
refinamentos necessarios podem ser obtidos comrresfaco.

Oliveira et al ¥ desenvolvem dois algoritmos de refinamento, basead método
das linhas, que aplicam na resolucdo numeérica dwdeln correspondente ao balanco
energético a um sistema de leito fixo. Ambos osréalgos envolvem um procedimento de
adaptacao temporal, baseado em extrapolacoBscklar dson, associado a uma estratégia de
adaptacao espacial.
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A adaptacéo espacial envolve o refinamento do gioneispacial, de forma a obtencao
de diversos subdominios, constituidos pela jung@ombdos que ndo satisfagam o seguinte
teste:

O:|'TE >e (3.82)
onde:
€ - tolerancia estabelecida;
'TE - componente i do vector TE, que pode apresdtifarentes significados,

conforme sdo executadas as localizacdes de primieiebou de niveis superiores:

= Primeira Localizacao- estimativa do erro de truncatura espacial;
= Localizacbes Seguintes diferenca entre duas aproximacdes sucessivasrdode
truncatura espacial.

Os refinamentos sucessivos consistem na constrdedsubproblemas, definidos a
partir do problema global, associados a subdomitoos nivel de refinamento crescente, de
espacamento de malha h/N, N=2,2, ... .

A diferenca principal entre cada algoritmo proposbnsiste na forma como é
construida a solucéo actualizada, correspondentenguo final de cada passo, em cada nivel
de refinamento. Esta é utilizada para a definigd® suibdominios de refinamento seguintes.
Assim, tem-se que:

Algoritmo R.S.A. (Refined Solution Algorithm) =» a solucdo actualizada entre cada ciclo de
refinamento n é a solucdo de nivel imediatamenterian n-1, onde o0s componentes,
respeitantes aos subdominios onde o refinamenexémutado, sdo substituidos pela solucéo
refinada, calculada com R/2

Algoritmo S.T.lLA. (Spatial Truncation Error Injection) =» as solucdes localmente refinadas
sdo utilizadas para o calculo de estimativas de éertruncatura espacial, cujos valores séo
injectados na solugdo previamente calculada. Eoollbnie este procedimento apenas é
executado nas regides onde o refinamento se remelmssario.

O procedimento de refinamento sucessivo é aplicaéoque os valores de TE
verifiquem a tolerancia estabelecijana totalidade do dominio.

O algoritmo proposto poNowak et al ®7 destina-se a resolucéo de sistemas de
equacOes diferenciais parciais parabolicas unidsioeais, através de um controlo adaptativo
espacial e temporal.

A adaptatividade € baseada na estimativa detallthta erros associados as
discretizacbes espaciais e temporais. Deste ma@autores consideram que o erro total,
introduzido pela discretizacdo do dominio globalde ser definido por trés contribuicbes
distintas, da forma seguinte:

0=0, +0,,, +0 (3.83)

X

em que:
O - erro total;
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(e - erro introduzido pela discretizagéo temporal,

Oy - erro associado a discretizacao espacial,

Owmix - erro misto que depende simultaneamente dagetm;0es espacial e
temporal.

Como cada uma das diferentes partes do erro srpoancelar entre si, o controlo do
erro total (0) ndo € aconselhavel. Assim, os autores procedawvaléacdo separada de cada
um dos componentesl{ [y e Ouix), de maneira a desenvolverem um algoritmo robusto.
Portanto, sao deduzidas formulas para a estimagix@priada de cada um dos erros referidos
anteriormenteg, & € €uix), baseadas na comparagédo da integragéo tempiaetijasa por
um procedimento de extrapolacaoRiehardson, em duas malhas de tamanhos distintos (uma
malha fina e outra esparsa).

A partir da aproximagéo dos diferentes erros cdanados, estabelece-se um algoritmo
de controlo global do dominio, em cada passo dajiatdo, baseado em normas de raizes
guadradas médias pesadas, definidas por:

i=1 j=1

e =[ef = DZZ( " J < tol, (3.84)

e =[e.]= DZZ(SJ < tol, (3.85)

i=1 j=1

onde:

m - nimero de equacdes diferenciais parabdlicas;

n - numero de nodos da malha;

toly - precisdo requerida no espaco;

tol; - preciséo requerida no tempo;

w;; - valores dos pesos escolhidos de modo a vesficar condicao:

W, = maxﬂui’j‘,‘u}‘) (3.86)
em que: }5 valor prescrito pelo utilizador.

Recomenda-se que qt @scolhido seja da mesma ordem da magnitude maxima
esperada parajuDeste modo,

u = ma><QufS”erad‘(x, t){) (3.87)

Em simultaneo com o controlo global, é testadosserros maximos locais,

€

2
1 m .
€ = May [ — D | = (3.88)
' ! m Eizll(wi,j ]
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€

ti,j
Wi’j

2
goc =max{ | = ) (3.89)
i m 4=

ao longo da coordenada espacial, sdo inferiofgda@y e &; tol;, respectivamente, e & sao
factores heuristicos, que podem variar entre 100 dssegurando que nao existem erros
locais arbitrariamente altos em regides limitadasidminio. No que diz respeito a definicdo
das tolerancias, é conveniente que estas verifiqaemnlacdes seguintes:; ®ltol, e 0.001<
tolx < 0.01.

Apoés a execucdo completa de um passo tempor#iqaeéio simultanea das equacdes
(3.84) e (3.85) & < &, tol, ; &°° < & tol), a malha espacial é redefinida e um novo passo
temporalAT € escolhido, para o passo de integracdo seguinte.

O procedimento de redefinicho da malha é execufza comparacdo entre a

estimativas de erro local espa@g/°®, com uma toleranci#ol , fixada por:

tol = tol, (segx max < toly) (3.90)

tol = /&, yax " 10l (se€x max ™ > tok) (3.91)

Se o erro em qualquer nodo da malha fér maiortqueos intervalos envolvidos séao

subdivididos uma vez. Caso contrariogg° < 1/6 tol , este nodo é cancelado, tomando em
atencdo que nunca se cancelam simultaneamenteahios adjacentes. O procedimento de
redefinicdo € completado por um passo de suavizdgaoalha, através da fixacdo de uma
relacdo maxima de dois, entre os tamanhos de aitsreonsecutivos.

A fixacdo do passo temporal seguinte é realizéslajo em conta que os valores
optimos nao deverdo ser muito diferentes dos atits no passo anterior, assumindo que a
dindmica do problema nao varia muito entre estespissos. No entanto, € necessario ter em
atencado que o procedimento de redefinicdo locahdlha a modificou. Assim, é necessario
avaliar a estimativas do erros associadas a noltsajmam relacéo as anteriormente obtidas
com a malha ndo redefinida. Tendo em conta estasftranacdo,Nowak et al [©7

desenvolvem um procedimento de estimativa dos egl@ptimos do passo globaﬁ() e dos
passos tempora&T,, k =1, ..., q, (referentes aos q passos de exagf@olno tempo), para a
nova malha redefinida.

Kulkarni e Dudukovic I’ apresentam um algoritmo implicito de diferencastefs
espacial e temporalmente adaptativas, que posaihitha identificacdo eficaz de frentes
massicas e térmicas moveis, na simulacdo de reactw leito fixo, onde se processam
reaccoes fortemente exotérmicas.

O refinamento da malha e consequente colocacédal,nbdseia-se na anélise da
magnitude das primeiras e segundas derivadas aspaairavés da verificacdo dos critérios
seguintes:

n+l _ \,n+l
Yi Yia
n+1

Yi

Primeira Derivada: 100< 9, (3.92)
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2 | n+l _ _n+l n+1 _ _n+1)]2
2232" e )’;(Zi 23] <3, (3.93)

Segunda Derivada:

em que: 0, e, - tolerancias especificadas pelo utilizador.

Os autores verificam que o critério de segundavada conduz a resultados mais
precisos e uma maior robustez do algoritmo. Esti® fdeve-se a que apenas nas regides onde
a segunda derivada é mais elevada, a solucéo telénga para se tornar instavel, gerando
oscilacbes nos perfis. Assim, este critério perraitea colocacdo de nodos suficientes nas
extremidades das frentes e, deste modo, reduz méncm de dispersdo numérica. Ao
contrario, as zonas onde a primeira derivada éonelgtvada correspondem somente aos perfis
praticamente verticais das frentes, onde apenameéessarios alguns nodos para a uma
simulacao apropriada.

Por outro lado, a adaptacédo temporal é semprigadal por um controlo da primeira
derivada temporal. Assim, o tamanho do passo émdigizdo pelo critério seguinte:

n+l _ \,n
Yi _ Yi x100< 3, (3.94)
Yi
e
" =t <ty (3.95)
com: & - tolerancia pré-definida;

twax - tamanho maximo do passo temporal, fixado entdandas caracteristicas
fisicas do problema.

Kulkarni e Dudukovic 7 verificam, igualmente, a inadequacdo da aplicagéo
interpolacdes de ordem elevada nas regides crificatominio, onde as segundas derivadas
sdo muito elevadas. Este tipo de interpolacdesdarem oscilages artificiais nos perfis,
conduzindo a resultados pouco precisos. AssimusBizadas interpolacdes lineares, sempre
gue a malha é refinada.

Fraga e Morris 1 desenvolvem um novo método de refinamento espagiel
aplicam a equacfes nao-lineares unidimensiongemizvas de onda. Este tipo de problemas
caracterizam-se pela formacdo de perfis da solgg@oapresentam uma ou varias ondas
solitarias moveis designadas psolitons. Estes fendmenos tém a propriedade de nao
mudarem de forma quando colidem entre si, ndo semaentanto exclusivos deste tipo de
equacobes, podendo ocorrer em muitos outros probldmarea da matematica e da fisica.

O método baseia-se na descricdo geomeétrica dgésotudifere significativamente dos
anteriores, jA que nao recorre a qualquer estimal® erro ou equidistribuicdo de uma
guantidade particular. A estratégia pode ser redanda forma seguinte: procede-se,
inicialmente, a localizacao de cashhiton da solucdo; de seguida, introduz-se uma malha fina
gue constitua o suporte de cadhton, preenchendo-se os intervalos entre malhas fooes,
pontos mais espacados. Cada um dos subintervdlssrétizado uniformemente.

A localizacdo da posicao daslitons € efectuada através da definicdo de um valor
maximo Sun para a solugdo. Assim, qualquer solugéo acima dedor € considerada como
fazendo parte de unsoliton. Este procedimento localiza a®litons, mas nao define
completamente o seu dominio. Assim, os intervalos:
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Ij:[aj,bj] =1 @ (3.96)

em que @ comeco deoliton;
by - fim dosoliton;
Ns - NUMero desolitons.

sdo estendidos para cada um dos lados, por umédadeproporcional ao tamanho de cada
intervalo. Assim, 0s novos intervalos sao definidos

- [aj—BEIJIj‘,b. +B[I]Ij‘] j=1;- ,p (3.97)

onde 3 - valor calculado através das condic¢des iniciais.

No entanto, os intervalos; tém de ser ainda mais estendidos, ja que, dewdo a
aspectos evolutivos do problema, sditons podem movimentar-se entre cada passo
temporal. Assim,

I}« [a - buffer® | b + bufferB ] =1 , o (3.98)

em que: buffer - constante dependente do probleraaaria entre um e trés.

Com as sucessivas extensdes dos intervalos, &glogsocorréncia de sobreposicao
de intervalos. Assim, ap0s cada extensédo, cada grepntervalos sobrepostos € combinado
num intervalo maior, antes do procedimento avapgea 0 proximo passo.

Entdo, a nova malha € definida por um conjuntosdbmalhas contiguas que
preenchem o dominio. Cada intervalo, definido @&teente, corresponde a uma submalha
uniforme, com uma discretiza¢do espacial de congmim oar Os espagos entre cada
intervalo sdo também discretizados uniformementepduzindo-se Map pontos em cada um
deles. Assim, o numero total de pontos é calcubaaio

ns |;‘

N=Ngup+ D [ +Ngp [+1 (3.99)

=1 goal

A principal vantagem deste método é a sua sindalie e o facto de apenas serem
adicionados pontos nas zonas onde estes sdo Vieatlaelte necessarias. Como apenas se
processa um refinamento espacial, qualquer esquismategracdo temporal pode ser
aplicado. De qualquer modo, é possivel conjugalggea método de adaptacao temporal com
este método.

3.3.2.3 - Métodos Adaptativos de Redistribuicdo Blddinamica

Kansa et al ¥ desenvolveram uma estratégia de movimentacéo attssrde modo
gue as P.D.E."s, quando transformadas para o dominiérico, dependam minimamente das
derivadas espaciais. De um modo geral, o sisteanafarmado é escrito da forma:
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3A| L SR, dX A,
5t |, 53X dt &X

(3.100)

em que:
Ax - componente k da solucao;
G« - funcéo dependente da solucéo e da coordenadai@sy;
F« - funcéo de X, da solucéo e do gradiente da soluca

Por outro lado, é definida uma velocidade)(Mara cada componente da solucdo pela
expressao:

SF,
_ /X

T 3A,
5 X

Se os nodos se movimentarem da forma dX/dg,=eNtdo a P.D.E. correspondente ao
componente k reduz-se a:

Vi (3.101)

5A,
5t

-G, (3.102)

g

Num problema multiplo, geralmente, a velocidadentio € a mesma para todos os
componentes, devido a imposi¢cdes numéricas. Assmelocidades séo definidas de modo a
minimizar a equacéao,

K
k=

E=zlh—>t<—vk} (3.103)

que é aproximada através de polinOmios de colocacli@s pontos para o calculo dos

gradientes. Em cada passo, alterna-se a resolacéquacao (3.102), através de um método
de diferencas finitas, incorporando termos de istzmle, com a computacdo das velocidades
nodais. De forma a se fixar uma separacdo minirtra es nodos, de modo a impedir 0 seu

cruzamento, estes séo redefinidos por intermédimtdepolacdo apds cada passo temporal.
Também se aplicam interpolacdes de modo a impedir concentracdo excessiva de nodos
junto a choques.

Ghia et al '*" apresentam um método bastante semelhante ao fwgmo&ansa et al
[”3'no qual os nodos s&o movimentados de forma a §uB.E., no dominio numérico, tenha
uma dependéncia minima das derivadas espaciaig.derdem. No dominio espacial, o
modelo unidimensional de problemas monocomponégés ser representado por:

SA| _ B°A
R _u —_

A
stl, " Ex? X, A) 5 - G(X.A) A ~g[X] (3.104)
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onde W - constante de valor muito reduzido.

Quando transformada para as coordenadas commdagia P.D.E. toma a forma:

oA +G[A+g oX —pEIBZ—A=REI67A LLS (3.105)
5t), 58| "egr T eE | a¢
com:
r=|2X| _F [EES_X} _ugeﬁj (3.106)
St 0¢& 0¢

Na equacgéo (3.105) as derivadas espaciais derdéimosao isoladas no termo da
direita. A estratégia adaptativa baseia-se na maviagdo dos nodos de modo que se
verifique a relagéo:

Xl ¢ [Ea_x} w2 X oo (3.107)
5t), 5¢ 5¢

A equacdao (3.107) é discretizada através de difaseipwind paradX/d¢ e resolvida
para a velocidade de cada nodo por aplicacdo dd@enica implicita. As velocidades nodais
séo utilizadas para o calculo de R (ou seja, ddwesda equacéo (3.106)) que é introduzido
na equacao (3.105). Sdo usadas diferencas firetatsats para a discretizacdo das equacdes
(3.105) e (3.106) enquanto que o célculo das diavdemporais da solucdo é efectuado por
intermédio da técnica implicita referida. O usodiferencasupwind na primeira parte do
algoritmo confere estabilidade a solugcédo. Os astapgesentam também uma generalizacao
do método para aplicacdo na resolucéo de problardaas dimensoes.

Anyiwo ¥ utiliza um método adaptativo que envolve uma fansacdo de variaveis
em dois estagios. Inicialmente, a P.D.E. é transfidia das coordenadas fisicas tjXpara
coordenadas ortogonais curvilineas,t{Spassando destas, posteriormente, para o0 espaco
computacional§;,t) de nodos equidistribuidos. A medida de errefindla por,

E=e = e@ij (3.108)

ou seja, E & um produto dos factorEs= d", sendoy, uma forma de quantificar a
deformacgdo da malha em cada direc¢do coordenagl&, cplculada pela expresséo:

v =A@ A O + B + A 00 (3.109)

onde: A, A% A*- constantes de peso;
a;%, Bi% - curvatura circular e torsdo de curvas dedBstante nas coordenadas fisicas;
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0(%:/1/,\]i e Q. =/1{n(Ni ) (3.110)

com: N - nimero de pontos na direc¢ao i nas coordengg8s (
e ainda,

ol :‘55‘ + ‘aﬁ + [35\ (3.111)

em que:
53, a;® e ;3 - declive, curvatura circular e torsdo da soluddms coordenadas;(S.

A transformacgdo das coordenadastPara §;,t) € realizada fazendo com que ao
longo de cada direccaoe & verifique a relagao:

5s, _JoEi(s)ds
8¢, N, [E(S)

(3.112)

A equacéo (3.112) representa uma equidistribuigi& @ntre todos os nodos, sendo
dS/dg; proporcional entre curvas dec®nstante no espaco fisico.
A transformacdao entre as coordenadag)(X (S,t) é obtida através de:

ds, = cog6; ) X (3.113)
onde: 6; - angulo entre as direcgbes coordenagasxsrestringido pela relagéo,
cos(ejk) Ocof0, )=0 se  # ] (3.114)

de modo que as coordenadagstSejam ortogonais.

O caélculo de6; no interior do dominio fisico, € efectuado por ufdemula de
interpolagéo pesada da solugdo. Ao longo das diescg, calcula-se§; em funcdo da
variacdo de dfl§;, promovendo uma fusdo suave com o comportamengolandas
fronteiras do dominio fisico.

O algoritmo proposto pode ser resumido da forngaigée: usa-se a medida de E para
calcular as derivadas @¥; da primeira transformacdo em cada nodo. Estesesmlefo
usados para avaliar os novos valorefde portanto, efectuar a segunda transformacéo de
variaveis. As P.D.E.”s séo transformadas para drdorde §;,t) e resolvidas por um esquema
de diferencas finitas para o proximo passo tempbmalmente, usam-se as novas solucdes e
transformacgdes para calcular a nova medida do erro.

Introduz-se um método adicional para controlo daptacdo de forma a restringir o
movimento nodal e manter uma transformacao suaweinpercdo de um valor ndo-nulo de
dXi/dt nas P.D.E."s transformadas. Este valor é diefidie modo a satisfazer a equacao de
transformacéo no espagy,{),

% =[~cU X, +u X, ] (3.115)
&
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em que: C - constante positiva superior ou iguaha
W - coeficiente de viscosidade;
U - velocidade advectiva para a solucéo fisica.

Yanenko e colaboradore§8?**# desenvolveram um método adaptativo baseado na
transformacéo de variaveis para problemas bidiroeass, através da aplicagdo duma medida
de erro calculada pela soma de varias contribujcées

E=A.[Ec+A,[E,+\[E, (3.116)

onde: E - medida do desvio da conformidade da transforoaca

2

L g7 98 _ 88,
O0X, &X,
E. - medida do grau de movimentacdo dos nodos come@,nmou Sseja, a

“Lagrangidade’ da transformacao:

2

58, &,
5X, 06X,

E, :‘ (3.117)

2

38X,
bt

38X,
2 5t

2
E,=|U +|U

a

(3.118)

sendo (Y,U,) a velocidade do meio, ao passo qd (ot , dX,/dt) corresponde a velocidade
da grelha no espaco fisico.

Ev - medida da variagao da solucéo:
E, = WI° (3.119)
em que: W - funcao pesada dos gradientes dos canfesnda solucao A.

Através da equidistribuicdo de/Fo Jacobiano da transformacgéo tendera a reduzir-se
em zonas de W elevado. Deste modo, a grelha simada em regibes de medida de erro
elevadas.

Efectuando a minimizag&o do integral de E aodoag X%, X, e t obtém-se a P.D.E.
dependente do espaco e do tempo que represergaséotmacao. Esta equacéo € resolvida
simultaneamente com a P.D.E. da solugdo A, pocagib de um método de diferencas
finitas para a integracdo temporal.

Inspirados pelo método automético de geracéo elbay deMnslow [222 Hindman e
Soencer®  desenvolveram um método adaptativo unidimensiomal,partir de uma
transformacé&o de variaveis, que verifique a equdedisson unidimensional:

5° P
dX?

—p (3.120)
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Na equacao (3.120), P =&p€ uma funcédo definida de modo a que apresenteegal
elevados nas zonas onde se pretende concentraodos.nO método de estimativa das
velocidades nodais requer a resolugéo da equacéo:

62); {5—)1 [P=0 (3.121)
582 | BE

sujeita as condicdes fronteiraf) = X° e XE") = X . Esta expresséo é obtida através do
calculo de segunda derivada, em relac&ocke:

§(x.t)=c*  Edt (3.122)

em que o integrando é uma medida de erro, deftidabase no trabalho @avyer et al B3,
da forma:

E=1+\[W (3.123)

onde VW = 0 %E corresponde ao declive da solugdo de um problenaimensional teste

no dominio numérico. A comparacao entre a eque®d@1) e a segunda derivada de (3.122)
leva a relacéo:

P=1E—»6—E[E6x} S DéW éx} (3.124)
E 68 [ 8¢ 1+AW d& | 8¢

Hindman e Spencer °¥ deduzem igualmente uma forma alternativa paraneafu P,
através da minimizagéo do integral:

IXoN Hﬁ} +)\DNEIE}dx
110X o X

Este procedimento é, por sua vez, baseado no hmal Brackbill *” sendo o
primeiro termo relacionado com a suavidade da foamsicdo, enquanto o segundo termo
promove a concentracdo de nodos em regifes dedel&a Através de célculo variacional,
obtém-se a P.D.E. da transformacéo,

5 [E"’_X} AW [Ea_x} RS (3.125)
5E 5¢

que é diferenciada em ordend,abtendo-se a funcgéo:
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N PW pX
P= 0% 98 (3.126)

o]

Por aplicacdo do método adaptativo fronteiraHiedman et al 2 procede-se a
diferenciagcdo em ordem ao tempo da equacéao (3.4%1ando assim, a sua resolucgéo directa.
Obtém-se:

3
3D6X Eﬁax} EP+[6—X} P=0 (3.127)
5 g 0¢ 3¢

onde X - velocidade nodal.

Esta equacdo é aproximada através de diferenpmiseem cada nodo. A expressao
de diferencas centrais pafaé expandida em termos de e X , introduzindo-se a P.D.E. do
problema para eliminar os valores e As equacdes resultantes s&o resolvidas em calda no
para o calculo das velocidades.

Apoés a transformacao da P.D.E. original para tersia coordenado computacional,
aplica-se um algoritmo de passo temporal duma falteanada entre a P.D.E. transformada e
as equacoes matriciais das velocidades nodaiszadtiise para tal, métodos implicitos de
primeira e segunda ordem ou o método explicito ipi@dcorrector de segunda ordem de
MacCormack 8%, O posicionamento inicial dos nodos também desetisfazer a equacao
(3.121).

Hindman e Spencer % discutem igualmente a aplicacdo tedrica do selodoét
problemas bidimensionais.

Matsuno e Dwyer ¥ desenvolvem um método geral, eficiente e precisoa
aplicacdo de técnicas de geracdo de grelhas aBptRara tal, estudam uma perspectiva
diferente de utilizacdo da equacéoRtesson (equacao (3.120)) para uma dimensao, com a
qual pretendem deduzir novas formas para a fun¢gp qtie define as propriedades da
adaptacdo em funcdo da solucdo. A aplicacdo dec@gsiadePoisson resulta na relacéo
seguinte para a transformacéo de variaveis:

X = _(%2) X, (3.128)

em que J £, é o Jacobiano da transformacao.
Por outro lado, define-se uma funcao peso w deoraaglie apresente valores elevados

em que as variacbes de x séo reduzidas. Desse mmubjnando a equidistribuicdo de w
com a equacao (3.128) obtém-se a relacéo:

_ _(Wz W) X, (3.129)
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ondeP=-JF EQW%)

A resolucdo da equacédo (3.129) impde o estabetetomde restricbes a P que
dependem da escolha de w. Assim, através da dsgy@b por diferencas centrais de (3.129),
verifica-se que a razdo entre comprimentos de madlj@centes; devera ser positiva para
qualquer nodo i, o que implica:

(7))

conjugada com a introdugéo de restricbes pala forma:

<2 (3.130)

TesnsK (3.131)

A escolha da fungcdo de peso w adequada é bastambdetante, revelando-se muito
atil a aplicacdo de uma funcdo dependente da pandeirivada da solucdo. Assim, os autores
consideram a funcéo:

w=[1+b, Eﬂfx)z]% (3.132)

onde a constante de pesopode, a partida, ser limitada superiormente asrae€introducéo
das restricbes (3.130) e (3.131) ja referidas.

No caso de utilizacdo de algoritmos de integragiustos pode, igualmente, ser
introduzida uma adaptacdo de segunda derivadamiafo

w=wlm2=[1+ blEﬂfx)Z]% [ﬁ1+ b, Eﬂfxx)z]% (3.133)

que, por definicdo de restricdes equivalentes psutermos we W, permite a estimativa dos
valores maximos admissiveis para as constantessielpe b.

Apesar dos autores apresentarem a deducédo doorgdoa casos unidimensionais, 0
objectivo principal consiste na extensao do prouedio a problemas tridimensionais, para os
quais a equacgdo dRmisson correspondente € definida por:

£, +E, +E&, =PE Q)
Nw Ny + N, = Q(&,N.) (3.134)
0+, +1, =R(EN.Q)

onde P= WE/’(§)2 DV\] Q= w;/l(s;)z Dv\/] eR= wg/’(sg)2 DW'].

A estratégia de desenvolvimento do algoritmo étidé a do caso anterior, baseando-
se no método deMinsow %3, As funcbes w, w e w’, que contém informacaorsais
critérios de adaptacéo, sao escolhidas de maremnalisante ao longo das trés direc¢bes de
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comprimento de arco s, s e s, associadas aglaamtas computacionafs n e ¢,
respectivamente:

w=[1eb, (F)] * av b, R
w'=|1+b, [{F.)? i b, {F,)° & (3.135)
|1+ 00 (R )] v B {RL)’]

we=[uebplR )] ae (s )

No entanto, para casos multidimensionais, é nédessonsiderar igualmente a
questdo da ortogonalidade da grelha, que imp&erastacdo significativa a adaptacdo. Para
tal, introduz-se uma funcdo de pes§ Bue irA competir com os termos de adaptacdo. As
constantes pbe b associadas a primeira e segunda derivadas, sd@udedef de forma
semelhante ao caso unidimensional.

Petzold [®¥ utiliza uma perspectiva mais directa para o céldals velocidades nodais,
generalizando o trabalho elyman [°® através da minimizacdo da medida:

|=Zw[ﬁ>’<k]2+M2 (3.136)
k
em que: w - constante de peso.
O segundo termo corresponde a uma fungéo da galbeinodal, por transferéncia do

modelo para um dominio onde o0s nodos se manténtiemsdaos, e aproximando
espacialmente as P.D.E."s por diferencas finiea$piina a obter-se:

k k 2 k
A=y PA Lpogak SA O A (3.137)
5 X 35X ' 3X2

A equacéao para a velocidade do nodo k é deduniddiferenciacéo de | em relacao a
velocidade desse nodo. Tem-se, assim:

k
wD'<k+Akg%:o (3.138)

O objectivo consiste em minimizar a taxa de va@ga¢emporal da solucdo e da
posicdo nodal de modo a que se possam aplicargpassores. Adiciona-se igualmente, um
termo extra de forma a impedir o cruzamento entvdos. Este termo é definido pela
minimizacédo de uma funcgmnalty auxiliar, que apresenta valores elevados em zom@es a
separacao nodal tende para zero. O modelo trarsflorre o sistema de equacdes para o
movimento nodal formam um sistema de O.D.E.s queesdlvido por um integrador
implicito. Por outro lado, apds cada passo tempargtelha é redistribuida por ajuste do
espacamento nodal de forma a que a relacao segejateerificada:

2
DX #}%HJF[AX]Z ° A
5 X 5 X

< tol (3.139)
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O numero de nodos é igualmente ajustado, de medo@minimo possivel a verificar
a tolerancia fixada. A nova grelha € definida atsada comparacdo entre a grelha antiga e
uma grelha de referéncia, de forma a que a madwg|anodos ndo se movimente, sendo
apenas adicionados e retirados. Assim, a inter@olagcessaria a transferéncia da solugéo
para a nova malha é efectuada somente num niméuzide de nodos, em cada passo
temporal.

Verwer et al ™ apresentam uma estratégia de movimento da grelseatia no
principio de equidistribuicdo nodal, juntamente cm@plicacdo de técnicas de suavizagdo no
espaco e no tempo propostas parfi e Drury (28 A suavizagdo espacial assegura uma
relacdo constante entre os comprimentos de majaessdes, enquanto a suavizagdo temporal
possibilita uma evolugéo suave da malha.

Para problemas enunciados da forma geral,

u, =f(u, xt), X< X %, t>0 (3.140)
com as condic¢des inicial e fronteiras:

u(x, )

o

X) X< X X

( (3.141)
0 XX ,X ,t>0

N
I

efectua-se a discretizacdo espacial recorrenddegedcas finitas centradas. O sistema de
O.D.E. s resultante é resolvido através de um iatky temporal.
Considerando o conjunto de nodos moveis:

X, =Xo< o <X () <X uft) < o <Xy =Xk
gue é introduzido, para as trajectérias x(t);&)Xna expressao da derivada total
=X T+ u = X+ f{u X (), < k& N (3.142)
Aproximando as derivadas por diferencas finitagmbse:

u' =x, G)L%H: (3.143)

I —
i+1 i

onde F € a aproximacao numérica de f(u,x,t), baseada iaredcas finitas centrais de 32.
ordem.
Passando para o sistema matricial tem-se:

I

U =X D+F (3.144)

com t > 0 e U(0) conhecido.
O objectivo consiste na criacdo de uma grelhardbgrege do tempo e, implicitamente
da solucéao u, que verifigue a equacao de eqululistdo espacial:
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ni_l :i
M, M,

< & N (3.145)

onde: n, = - valores da concentracao nodal;
' (xi+1 - X )

M; - valor discreto da fungdo monitor m(u) no nodo i.

Definindo a func&o monitor m(u) = €u’)*? obtém-se para o dominio discreto:
be:
U, - U I
M, =|a+| 2 1 (3.146)
X i+l Xi
em que: o - constante (se=1, o monitor é a fun¢cdo comprimento de arco).

O sistema (3.144) é resolvido simultaneamente a@quacao (3.145) utilizando um
integrador implicito.

O movimento nodal € regularizado de forma a suprirscilagdes ou distorcfes na
malha. A distorcdo a nivel espacial é impedidavagada substituicdo das concentracdes
nodais pelas suas correspondentes numericametitelifasas”. Assim:

ﬁozno_k[qk"'l)[qnl_no)
ﬁi =n; —kEﬂkal) [ﬂﬂm - 2[h, +r]i—1) (3.147)

ﬁN =Ny _k[qk-'-l)[qu—l_r]N)
onde Kk - constante.

Porém, o critério de equidistribuicdo é mantido,

< & N (3.148)

Deste modo, a razdo entre as concentracfes naxtisautivas esta limitada por:

k sni‘lsk+1
k+1 n, k

(3.149)

A introducdo do procedimento de suavizagdo tenhpmrasiste na substituicdo do
sistema de equacdes algebricas (3.148) pelos sisteraquacdes diferenciais seguinte:

Ny TN _ N+l
M M

1 >0,k & N (3.150)
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O uso de derivadas da concentracado nodal previe® aguovimento da grelha apenas
se ajuste aos novos valores do monitor. Deste naodeelha € forgada a ajustar-se durante o
intervalo de tempo, dos anteriores para 0os novos valores do morigsim, a escolha de um
valor adequado para o paramatm® bastante importante.

Rai e Anderson °¢1 e Anderson e Rai [ desenvolveram um método para modelos
uni- e bidimensionais baseado em pseudo-forcasraecao e repulsao entre os nodos. Nesta
perspectiva, um nodo atrai os adjacentes se aslasede Ecorrespondentes forem superiores
a média e repele-os em caso contrario. Os autditesam varias formas de;Hais como:
[OAV B |; |OAVBE)/(BXi/BE;)|; BPAJBE”]; € BXi/BE [ +A[BA/BE,|.

A dependéncia temporal dg X calculada em cada nodo pelo somatério das pseudo
forcas entre nodos, da forma seguinte: a partundg@roblema bidimensional resolvido huma
grelha rectangular, considera-se um espa¢o numiiddx M nodos. A derivada temporal de
&1 num ponto fixo no espaco fisico € definida padaaado de coordenadas (k,q) por,

6 Elkq _ M N Elnm _ Elavm k-1 Elnm _ Elavm
R P a5
X m=1| n=k+ n=

onde: E"™- medida do erro £0o nodo (n,m);

E,*'™ - média da medida do errq Bo longo de uma linha dg constante no espaco
fisico;

r - distancia na grelha numérica entre os nodag &(n,m);

Q - constante positiva.

Se Q apresentar um valor baixo a aplicacdo dac@qu@.151) provocara que, mesmo
nodos distantes se influenciem entre si, o que & foorma de suavizacdo do movimento
nodal.

Aplica-se uma equacao equivalente para o caledd 4ot

622kq ~ N M Eznm _ Ezavn g-1 Eznm _ Ezavn
o R R 0152
X n=1| m=qg+ m=

A transformacéo entre (X e €;,t) € utilizada para computar as velocidades nodais
respectivas a partir das derivadas temporafs @€,. As constantes; e A, sdo ajustadas em
cada passo temporal de modo que as velocidadesxnddam um valor limite maximo. Desta
forma, as O.D.E."s correspondentes ao movimentalrsd resolvidas simultaneamente com
as 0.D.E."s do modelo por aplicacdo de método @tgteMacCormack 9.

Greenberg ® resolveu uma P.D.E. simples transformada para stemsa de
coordenadas computacionglt]. A equacgdo é resolvida através de um métodtiogopde
diferencas finitas centrais. Ap0s cada passo teshpaplicam-se também diferencas centrais
para o calculo dos gradientes locais da solucdmauatidas de erro"EEstas sédo utilizadas
na definicdo de constante¥ laplicadas na deducdo de O.D.E."s para:

AX" = X" =X (3.153)
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Assim, a O.D.E.:
dlax")  » N
T =D k™X™ = k™M AX " (3.154)
m=1 m=1

N
assegura que a somEAX” permaneca constante. As constant®s $&o escolhidas de
n=1
maneira a que a separacdo nodal diminua em regdiesterizadas por medidas de erro
elevadas e vice-versa. Assinl;"kendera a decrescer se a medida do erro for stribdida.
A equacdo (3.154) é linearizada e resolvida analiiente para determinar a distribuicdo
nodal em cada passo temporal.

Madsen 1 apresenta um método adaptativo que aplicou a stensa de duas
P.D.E.”s unidimensionais. A equacao definida pa@loulo das velocidades dos nodos é
bastante semelhante & desenvolvida apfer e McRae I’@ e pode ser representada da
forma:

d(ax")
dt

=(E)- E" (3.155)

onde: E - valor de uma medida do erro E, definida por welacdo pesada de varios
componentes, entre o0 nodo n e o nodo n-1;
(E) - valor médio de Eem todos os intervalos.

Cada componente para o calculo d& @de consistir no valor absoluto duma
estimativa do erro de truncatura espacial da apragdo do termo da direita das P.D.E."s ou
no valor absoluto de uma das grandezas seguintesiagdo, o declive ou a curvatura de cada
componente da solucéo no intervalo definido entreados n-1 e n. De forma a suavizar a
distribuicdo nodal, inclui-se também o valX]| no célculo de 'E As constantes de peso sdo
fixadas de modo que a medida qu& V@arie no tempo,(E} se mantenha constante. A

aproximacdo excessiva entre os nodos ¢ impedidevéatrdo ajuste do valor de" E
correspondente.

O sistema de P.D.E."s é aproximado recorrendofaaedias finitas centrais e é
resolvido em simultdneo com as equacfes de movat@ntda malha, através de uma versao
modificada do integrador-O.D.E. implicito Gear 9.

Winkler et al [*?1 aplicaram um método adaptativo para a determindedfiuxos
gasosos e campos de radiacdo electromagnética rmacEo de estrelas que utiliza a
expressao seguinte para a colocacao nodal:

n"-n"'=0 (3.156)

onde:
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o 8] : |28
n"=w, D" +w,, 5 —+Q \B"+Q,, — +
AG n+1 —AC( n-1 ABn+l _ABI'] 1 (3157)
n _ n-1 n _ n-1
+wMM+QM M +> Q, [E;

scale M "+ M " k

Quando a equacéo (3.156) é satisfeita, cada teaneguhcédo (3.157) € mais ou menos
equidistribuida ao longo da malha na proporcao aorwelativo das constantes de pesp
Wy Oy Oz, v, Qm € Q. As separacdes nodais normalizafias e AR" sdo definidas por:

n _ y n-1 n _ y n1
Aan:u e AB” :X—X_l
X" +X"

x (3.158)

scale

e M" corresponde a variavel de makxgangiana.
A equacdao (3.157) contém medidas de erro assacéadalucdo geralmente definidas
por:

E" _|ei-o 3.1
“Terigm 3459)

onde Q" - valor de varias propriedades dos gases ou dp@aemradiacido electromagnética

no nodo n.

A normalizaco resulta na equidistribuicdo daagi® do logaritmo de & Algumas
expressbes para medidas de erro ndo contém dertwresa sendo, nestes casos,
equidistribuida a variacdo dg'Gio longo da grelha.

O segundo e quarto termos da expressdo (3.15Wpmactomo resisténcia ao
cruzamento nodal em alguns problemas.

As equacdes do modelo séo discretizadas atravéifetencas finitas e resolvidas
conjuntamente com as equacfes de movimento nadadda um integrador O.D.E. implicito.

Winkler et al % introduzem na equacéo (3.157) o termo adicional:

Q Q Q Q
Aa" Ad AB” AB
TWyax EEAO( } T Wy Eﬁ AaMrLN } +QMA>< EEAB } +QMIN EE Ag'LN }
MAX MAX

de modo a limitar a variagdo da separacdo nodallegaritmo de X entre limites maximos e
minimos especificados. Os autores também retiramecassidade de utilizacdo de valores
absolutos nos termos da equacdo (3.157), subshitvia pelo quadrado das expressdes
correspondentes.

Por outro lado, alteram a forma da expressao §3 d&ra:

xn
n"-n""-w, E—Idd—t:O (3.160)

como forma de obtencéo de suavizacdo temporal s@ teenporaty, apenas é ndo-nulo se as
medidas de erro decrescerem com o tempo, sendorpiapal ao quadrado do somatério das
variacOes fraccionadas das medidas.
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A partir dos trabalhos déinkier et al [**°*2} Dorfi e Drury [*¥ desenvolveram um
método adaptativo semelhante que aplica equacded eteunidimensionais contendo termos
de viscosidade adicionais. Para tal definem umadaete erro com k componentes da forma,

K Bn n 2 }/2
E"=|1+ Z[—n Dﬁ} (3.161)
] o AX
em que: AAY =A7 -A " - variagdo da componente k da solucéo;
k k k

bY

B", a" - factores de escala associados a coordenadaiaspag& solucéo,
respectivamente.

Os nodos sdo movimentados de forma a que a refitAX" seja proporcional ao
valor médio de Eno espaco ou no tempo, ou seja:

~

n

n n-1

n

—= 3.162

En En—l ( )
onden" é a quantidade suavizada no tempo definida por:

SN _— an T n_ ,n

n"=n +Etﬁn n old] (3.163)

Esta equacao corresponde na pratica, a uma eqdiég@ncial temporal da forma:

= vy B anf BT (3164)
Axn+1 A)(FI Mn_l

O valor dey é seleccionado de forma a gh¢" ndo varie mais que 20-30 % de nodo
para nodo, sendg’y ¢ definido como o valor dg" no passo temporal anterior. Como ja foi
referido anteriormente, a escolha do valor dedeterminante, porque para valores reduzidos,
possibilita um tempo de resposta rapido a custaedza de concentragdo dos nodos, no caso
de cruzamento entre duas ondas. Porémy wievado reduz a perca de concentracdo mas,
diminui a capacidade dos nodos acompanharem frembgsis. A diferenca entre os valores
actuais e anteriores d§', dividida porAt pode ser expressa em termos das velocidades
nodais.

Dorfi e Drury [?® aplicam uma técnica semelhante & utilizadaviate '3 e Winkler
et al [*?. Para tal, o sistema de P.D.E.’s do modelo éetiitémdo e resolvido com a equagéo
(3.162), através de um método iterativaNgmiton-Raphson.

Finalmente, os autores sugerem a generalizacdcsedo método a problemas
multidimensionais, sugerindo a definicdo dee{" como tensores.

Hyman e Larrouturou ¥ desenvolveram varias equacées para grelhas mdeeis
forma a reduzir os erros de truncatura e aumengfice&ncia dos métodos numéricos de
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resolucdo de P.D.E.’s. Para tal, apresentam vépos de estratégias relacionadas com a
integracéo temporal e espacial, respectivamente:

= Distribuicdo dinamica da variagao temporal (T.V.):

Através desta perspectiva pretende-se reduziros ée truncatura no tempo de modo
a que seja possivel aplicar maiores passos e gitefacresolucdo de equacgdes implicitas.
Desta forma, os autores utilizaram o procedimemtdiyman °® de modo a minimizar a
variacao temporal de U e X recorrendo a resolueéo d

ij[@:i+ux(xi)[)'<i)2+a[}'<f] =1, N,
(3.165)

min[||ui||_2 +0 D(,z] =min
X; j X;

onde ), a- constantes de peso.

A equacéo (3.165) é quadratica e através da sohigdo obtém-se:

X, _—>wF wx(%+zww (X-)Z] (3.166)

Esta estratégia € igualmente extensivel a duasndides, podendo as equacbes para
X eY ser facilmente deduzidas.

= Malha equidistribuida (E.M.):

Neste caso, as velocidades nodais séo calculaglafbrctha a que 0s nodos se
movimentem no sentido da reducdo dos erros dedtunacespaciaiddyman e Larrouturou
(%9 apresentam duas estratégias para o desenvolvindest@xpressdes de movimentagao

nodal:

Método da equacéao elipticaNeste caso, a funcdo da malha, ou seja a fungador,
deve satisfazer a equacao,

m., =%Eﬂﬁ— mi%) (3.167)

onde: My, - valor da funcdo monitor no pont@.2% = 1/2 (X + Xj.1);

m - valor médio de m;
[ - tempo de relaxacdo em relacdo a escala temporal

Aproximando a expressao (3.167) e introduzindeetscidades nodais definidas por:

AX m-m,
AXH}/Z B (3.168)
i+}/2 T mi+}/2

obtém-se o sistema linear para X:
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iy, '% B
y%xj ”‘%%xf% Tdma, ) (3.169)

Deste modo, os nodos movimentam-se para as regmikso valor que a fungao da
malha assume é mais elevado, mantendo-se estacfosare s6 se a malha equidistribuir a

func&o Mz = M

Método de aproximacgdo linear Nos casos onde ha duvidas quanto a validade da
equacao (3.168), os autores desenvolvem uma esiratdalmente diferente para explicitar
X de m na equacgédo (3.167), recorrendo a funcdo de metipes:

My = aomx.+y+za1E.]A +1 Z%qﬂ%%

correspondente a equidistribuicdo duma aproximagdoprimeira e segunda derivadas
espaciais, sAX for pequeno.

Por manipulagdo e aproximagdo das equacdes, coseqoente substituicdo em
(3.167), obtém-se a equacao da malha:

(3.170)

D'Xi+1_
Z (3.171)

) |EX :_%[ﬁm.%_Tnj

3 +261EIJU 1)
+Za1[|]U

;q‘,azEIJUxx(X 1)
ZaQEIJUXX X. 1)

que pode ser resolvida directamente péra
Para definicdo da escala de tempos autores utilizam a expressao:

R (Y)
= max{T MAX ,ne1q|n ml{ma>(|u | Ufloor) (3.172)

onde Tuax - constante que impede a anulacdotdguando a solucdo atinge o estado
estacionario;
Usoor - Valor minimo da solugéo pré-definido.

Os autores concluem que a aplicacdo simultaneandosdos T.V. e E.M. é mais
eficiente do que a sua utilizagdo separada. Pareataulam as velocidades nodais através da

funcdo E.M. espacial X®, e dos erros de minimizacdd<-. As velocidades combinadas®
séo definidas, entéo por:

b =g, [)'(t+(1—ei)[3(S (3.173)

Os factores de pedh séo escolhidos de forma a equilibrar os errosspago e no
tempo da forma:
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t

g =Y

e+ ) (3.174)

onde ¢, g°- ganhos de exactid&do aplicando as estratégiassTEW. respectivamente.

Cada um dos ganhos é definido pelas expressdes:

o} =|(U.), - U|=[F - (F+ X (u),) =[%(u,)] (3.175)
of=Ydo, + o, ) (3.176)

com
=%E.h‘|i% —ﬂ (3.177)

Por outro lado, é estabelecida uma limitacdo m@ag&o do espacamento da malha de
forma a promover a regularizacéo desta. Impdessanajue:

AX i+%(
i+}/2

em que 0 - constante adimensional.

00, =‘mi%(>’<:o)— ., (X=X°)

< (3.178)

Inspirados pelo trabalho den e Russell @, Huang et al [*4®9 apresentam e deduzem
varios tipos de P.D.E."s relacionadas com o movilméa malha (denominadas M.M.P.D.E."s
- Moving Mesh Partial Differential Equations). Estes trabalhos baseiam-se em equacdes
desenvolvidas a partir do principio de equidisigha, que sédo estudadas tanto do ponto de
vista teérico como numéricden e Russell [°@ concluem que a equidistribuicéo implica a
resolucdo de uma P.D.E. no dominio de coordenamtaputacionais. Algumas das equacdes
sdo originalmente deduzidas pbuang et al ® enquanto outras relacionam-se com a
aplicacdo de estratégias desenvolvidas por outntmes. Assim, partindo de uma funcéo
monitor M(x,t), o principio de equidistribuicdo FE) pode ser expresso na forma integral por:

[ Mx.t)ax =g co(t) (3.179)

onded(t) é definida pela equacao Wite [*7.
Através de diferenciacdo simples ou dupla da €gqud8.179) obtém-se as duas
formas diferenciais de E.P.:

M(x(€.t).t) [-16);(%0 =6(t) (3.180)

E{M(x(a,t),t) gw} -0 (3.181)
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Estas equacdes que ndo contém o termo de veloaidaldd, sdo denominadas E.P."s
quasi-estaticas (Q.S.E.P.’s). Através de manipoladéstas equacdeduang et al [©?
deduzem varios tipos de M.M.P.D.E."s. As equacdais nmportantes estdo resumidas na
Tabela 3.1 juntamente com as referéncias em gw@ewad se baseia.

Tabela 3.1:Resumo das principais M.M.P.D.E."s deduzidasHh@ng et all®,

M.M.P.D.E. Equacéao Ref2,
. i(M gi;xj +1(6_M Ek] - 1(6_%‘;] (6
0¢ 0¢ 0&\ d¢ 0¢ t 0¢
, i[M g;x]@[é_m]:_i[é_hﬂ x)-ggi[M g;] (65
0¢& 0¢& 08¢\ ¢ 0¢& t o0¢ T 0¢ 0¢&
5° _ 1.3 X
3 setm=-toy{wd] (65
e} X]__1.9 X
4 6_5(“" 5¢) rgé_z['v' 62] [69)
.__1.90 X
5 " rga_E(M 6&) [7]
3% 1.8 X
6 5_52:_¥E'5_z['\" 62] [591.[81]
5 ( éxj B X
20 | MO | O 2
7 E[M x]_ sel of) o¢ :—EGQ[M x] [28]
sel o6& 6x — 1 8El &

As equacdes consideradas ndo sO forcam a eqibdisio da malha X(t) como
impedem o cruzamento nodal. Assim, a resolucdo nomé efectuada por intermédio de
diferencas centrais na malha uniforrgg)( e consequente aplicacdo do método das linhas.

Aplica-se, igualmente, uma funcdo monitor alterpdea a suavizacdo da malha, em
cada um dos nodos definida 58r

5 )

v - 1+
Vo= | y (3.182)

()

ksp 1ty

onde, Kk - constante positiva (parametro de sua@®@ac
p - inteiro ndo negativo (indice de suavizacao).

A suavizacao é obtida por substituicdo da funcaaitor M pela sua correspondente

suavizadaM .

Huang et al [*¥ utilizam a funcdo monitor de comprimento de adiscretizada por
aplicacdo de diferencas finitas. O método de iafgfyy temporal escolhido consiste em
formulas de discretizacaloackward, enquanto que os sistemas de O.D.E.’s para aagrelh
movel sdo resolvidos através do integrador-O.Biff. DDASSL.
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Por outro ladoBudd et al *! aplicam algumas destas M.M.P.D.E.’s na resolucéo
numérica de modelos caracterizados pow-up, nos quais a definicdo de invariancia escalar
representa um papel muito importante da descrigdestiutura da solucdo. Nestes casos, a
utilizacdo de malhas ndo uniformes € essenciaémaducdo do comportamento da solucao
na regido délow-up. Assim, os autores recorrem & utilizacdo de métdeéamalha movel, em
gue a respectiva P.D.E. (correspondente ao modekestudo) e a M.M.P.D.E. escolhida (que
descreve o comportamento da malha) séo resoMitattaneamente.

De forma que a M.M.P.D.E. preserve a invariansieakar do problema global, sdo
estudadas diferentes equacdes conjuntamente carsasvfungcdes monitor M. Das varias
equacgles propostas para a movimentacdo da malhddldla 3.1), onde a transformacao
entre os sistemas coordenados fisico e computdciéndaseada no principio de
equidistribuicéo ja referido (vd. equacéo (3.178pljcado a uma fungdo monitor positiva M,
consideram-se especificamente as equacdes den@vipad MMPDE4 e MMPDES6. Assim,
sdo analisadas a aplicacdes de monitores apropriddoforma a garantir a invariancia da
M.M.P.D.E. em relacéo a escala.

A computacdo numérica do problema é realizada e passos: inicialmente,
procede-se a transformacdo do problema inicial paraoordenadas computacion&ism
seguida, realiza-se a discretizacdo por diferefiggas centradas, nesse dominio uniforme.
Adicionalmente, aplica-se a estratégia de suavizded funcbes monitores testadas, através
da transformacéo definida pela equacéo (3.182).

Huang e Russell 9 desenvolvem duas M.M.P.D.E.’s adicionais, que ymss
propriedades de suavizagdo espacial. A técnicaadzacdo usada € inspirada pelo método
robusto de malha mével proposto [Borfi e Drury 2. No caso de problemas que envolvam
grandes variacdes, a evolugdo da funcdo monitorénéwito suave no espacgo. Entéo, é
necessario considerar alguma estratégia de sudwizigcM(x,t) no E.P., de forma a suavizar a
transformacgao. Deste modo, introduz-se no problemme P.D.E. en§ e t, que envolva um

termo adicional de difusdo. Assim, para a suavzagiM, os autores defineM , da forma:

M-A2AM =M = M=G™M (3.183)

com as condig¢les fronteira:

5M 5M
—0t)=——(1t)=0 3.184
sg Ot =57 L) (3.184)
2
e AZGEZ; com A - parametro positivo.

Com a substituicdo de M, na equacéo (3.181), Ifziqr obtém-se o principio de
equidistribuicdo suavizado:

e IS ) = | (om0} =0 (3.185)

Aplicando o procedimento utilizado pduang et al *?, deduz-se a partir de (3.185), a
versao suavizada da equacdo MMPDE4, que apreséoraa
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565{65(6 )G }——T ;’E{é&(z )G —w.} (3.186)

Deste modo, de forma a se obter uma malha qusisgjgtaneamente suave no tempo

e no espaco, pode-se resolver as equacdes (3.186)1883), em conjunto, para X &,
respectivamente. No entanto, a equacao adicional eméolve diferenciais temporais e,
portanto, esta estratégia ndo é muito adequadappabdemas dependentes do tempo. Por
outro lado, na equacdo (3.183) @ um operador integral, cuja discretizacdo prosiuz
sistema de matriz densa. Assim, para uma formanattea de integracdo ed) Huang e
Russell [*® consideram a relacao:

(Y [ﬁﬁ 19337] (3.187)

T 0¢

onde c(t) - constante integral; reescrevendo-ahad:

1
OX 4 179X
5 | \se*iBi) -0 (3.188)

o¢ M

para a qual se requer que:

52 x 5 X, o\
5E2 2(01)= 52 2t)=0 (3.189)

Portanto, a transformacacx€ determinada pela resolugdo da M.M.P.D.E. sadaz

(1-x A{ = ]
K3 Mk =0 (3.190)

O¢ M

juntamente com as condic¢des fronteira (3.184)363.
Alternativamente, os autores derivam uma M.M.P.Buavizada em x, em fungao da

concentracdo de malha n, definida por:

nE, )=

\Il—‘

(3.191)

(e}
™
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Assumindo quen é uniformemente delimitada em todo o dominio espdc e
temporal t, entdo, parareduzido:

. 1 = TDh_ :ch[€1+de+--~j=TDh+T2DT1+O(T3) (3.192)
Q+EB6—X 1—TEE :
58 T 0f n

Substituindo (3.192) em (3.188), e truncando oade de ordem elevada, obtém-se,

i{ G(n+:m) m)} ~0 (3.193)
SE| M

na qual, a definicdo de G, obriga a que n satidagondicdes fronteira:

on _o%n _
6—E(O,t)— 5E (1t)=0 (3.194)

Deste modo, a M.M.P.D.E. deduzida &,

i{(' -Na)n+ m)} 0 (3.195)
58 M

ou, de forma equivalente:

i(ﬁ} __1 gi(ﬁj (3.196)
SE\M ) T 0EM

Gn

onde n

FinalmenteHuang e Russell [*¥ demonstram que a solucdo das M.M.P.D.E."s (3.190)
e (3.196) e as discretizagcbes correspondentes, dferencas finitas, preservam as
propriedades de ndo permissdo de cruzamentos neddes quasi-uniformidade local da
malha.

Huang e Soan ®7 procuram estudar os problemas da extens&o daaggadicdo
principio de equidistribuicdo a modelos bidimenaisnno contexto da geracdo de grelhas
adaptativos.

Assim, introduzindo a transformacgédo de coordenadas o caso mais geral, do
dominio computacional ®para o dominio fisico P

X = x(i) (3.197)

onde x=[x;,X,,X;]"
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£=[8.8:.8

considera-se que a variagdo do comprimento ded&repao longo do elemento de arcoxde
parax+dx pode ser expressa por:

s:[a2 fdy? + dX Dq%% =[ ax O Mmqifz (3.198)
onde
M =o? Mu u” + | (3.199)

Aplicando a transformacdo (3.197) em (3.198) ob$éma expressdo para as
coordenadas computacionais:

ds=[ &' 0 OMOXD @]% (3.200)
T
ondeJ ={ 0X : ox , ox } € 0 Jacobiano da transformacéo.
0¢, 6&, 0¢&,

Assim, o principio de equidistribuicdo requer qae,u(g(g)) apresenta a mesma
variacdo ds em qualquer elemento de arco, no domdmputacional de comprimento fixo

[d§T Ebli]y2 o termo da direita de (3.200) tem de ser indepetedde . Deste modo

[JT M DJ] devera ser independente &eou seja:
[dgT " OM EUDQE]% :[ & DT\/IDCE]% (3.201)

onde M é uma matriz 83 simétrica e positiva definida, independentefdéeste modo, se a

transformacéo de variaveis (3.201) satisfizer acéd, u terd a mesma variagdo em qualquer
ponto de [B, ao longo de qualquer arco de comprimento:

(0] 320

Assim, a condicdo (3.201) € designada pelo priaciig equidistribuicdo na forma
continua. Por exemplo, ao longo da linha coordehada&s = ¢¢, (3.201) toma a forma:

5\ 5x ]
H )—(J EME-)—Z} =c, (3.202)
5E, 5¢,

sendo ¢ uma constante positiva, que através da equialistéo pode ser definida por:
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T Y
Il(axj EMEL’*} e,
se.) ™ ae,
c, = (3.203)
J &,

integrado ao longo de lem . Considerando todas as coordenadas, obtém-se l&rmu

analogas para cada direccao. Assim, tem-se que:

5x ) 0 X &
— | IMO—| =c¢¢,,¢
{(521 &l (E218)
0 T ‘yz
0 X O X
—| IMO—| =c,(&.,¢& (3.204)
_(662 5e,| TR
B T '}/2
0 X 0 X
— | IMO—7—| =¢4(&.,¢&
_[55 S| ot
Desta forma, obtém-se as formas bi- e unidimensalea(3.204):
0¢& 0¢& _
sy| Misy|| =l
0¢& 0¢
- 1% (3.205)
3x) (3"
on on|| _
ay| Miay|| =)
on on
com
(@jz dusu
10
M=q2g 0%/ 0x oY { } (3.206)
3upu (ﬂj 01
10X Oy dy) |
e
be:
=C (3.207)

com
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2

M=1+a? Eﬁﬂj (3.208)
d x

onde (3.208) representa o0 principio de equidisgdm de comprimento de arco,

unidimensional.

O principio de equidistribuicdo ndo conduz a nemhumecanismo de controlo da
gualidade da malha, no que diz respeito a sua dagdeiou ortogonalidade ao longo das
fronteiras. Assim, esses mecanismos devem serduzidos adicionalmente. Nos métodos
variacionais, a relacdo entre a adaptacao e adgdalida malha é feita através da introducéo
de uma combinacado linear de termos associados [#agéa, suavidade e ortogonalidade.
Neste trabalhoHuang e Soan [*7 estendem a estratégia de suavizacdo unidimensienal
Dorfi e Drury @ (de forma a impedir o desenvolvimentosienness na malha), substituindo

a matriz M discretizada pelas correspondentes zadasM bidimensionais, definidas por:

i+1  j+1 y [k=i[+[1-|
|+Z|/21 z Z k+1 2l [Emj (3209)

k=i-11=j-1
i+1  j+1 y [k=i[+[1-|
N M, .. 3.210
Mija = kzllljzl « JZZEEY"'J-] ( )

Por outro lado, para casos bastatifé podem ocorrer espacamentos muito pequenos
na grelha, quandtjﬂu| se torna bastante elevado. Este problema é eyitadbstituindo a

expressao (3.199) por:

o? Mulu’

= 3.211
1+BMu’ Mu ( )
ondef3 € uma constante positiva, o que implica a vegiceda relacéo:
GZ
M, < 1+F (3.212)

impondo-se, assim, valores minimos para o0 espa¢an@m X e y, ao longo da cada
coordenada computacional. Deste modo, introduzemesmétodo adaptativo, os parametros
a, B ey relacionados com a concentracdo, a definicdo dalegese suavizacdo da malha,
respectivamente.

Daripa [*@ apresenta uma nova teoria para a geracdo de grattaptativas a uma
dimensédo espacial. Esta perspectiva baseia-se mmirapcoes da resolucdo e da razédo de
espacamento da grelha, em pontos discretos, p@vea continuas. A ordem de exactidao
destas aproximacdes em sistemas de coordenadamedsgcaracteriza os varios metodos de
geracao, sendo utilizadas aproximacdes de priraeleasegunda ordem.

A definicdo de resolucdo da grelha é realizadasiderando a necessidade das
concentracdes nodais serem elevadas em zonasiagiearapida da funcdo do modelo f(x).
Para isso, o autor define a resolucéo pela exmessa
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_dg
=4 (3.213)

Como foi referido anteriormente, a estratégia isd@sa aproximagdo numérica da
resolucdo (s) e continua da razéo de espacamenie(forma a se estabelecer uma relacéo
entre as coordenadas discretas da grelha adaptatiga transformacédo :x Todas as
aproximacgdes sao efectuadas recorrendo ao deseneante de séries deaylor. Deste modo,
obtém-se as expressdes seguintes:

Resolucéo:
o h,
Primeira ordem = n=— -— (3.214)
Xisg =X
2[h,
Segunda ordem = n=— — (3.215)
X — X,

onde ncorresponde a aproximagado numerica s, no ponto da grelha x

Razao de espacamento:

Primeira ordem = R,(x )=— (3.216)
o) Xg (§1-)
Segunda ordem = R,(x)=1+a(x) e R,(x) :2+—O((X) (3.217)
2-a(x)
onde: a(x) = h, G);ﬁ (3.218)
;

e R(xX) sdo aproximacgfes continuas, &ujeitas a restricao:
o<r <r(x,)sr,, Ox OD,
gue impde a seguinte restricdo para

asa(X<b OxOD,

nr-1 - R=R, -1 - R=R;
- a=J20 -1 =20, -1
com: a L . R:Rzeb U . R=R, (3.219)
rn+1 r,+1

A geracdao da grelha € obtida por integracao direéet

x; = (k) Ow(x k) , X< X< Xg (3.220)
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onde: c(k) - parametro de escala que controlanafemacao de D para B;
w(x;K) - funcéo escolhida de modo a apresentarrad:

w(x; k) = W(x, f(x).,f k) (3.221)

O parametro k é introduzido para se poder ajusfancéo, de forma a se obterem as
fronteiras desejadas para a razdo de espacamednt@ni@nte que o tipo de adaptacdo vai
depender da funcéo w escolhi@ripa ' utiliza varios tipos de w, dependentes de f, da su
primeira e/ou segunda derivada ou apenas da cautdesspacial. Cada uma das funcdes
revela-se apropriada para diversos tipos de préatuados na solucéo.

3.3.2.4 - Métodos Adaptativos Baseados em Aproximeage Volumes Finitos

A partir de estratégias variacionais, foram deskmdos igualmente, varios métodos
adaptativos para problemas multidimensionais basead discretizacdo de P.D.E."s por
métodos de volumes finitos. Um método de volumesto§ P9 ¢ uma aproximacéo
geometricamente conservativa da forma integral daBE?. O dominio é subdividido em
volumes de controlo e as equacbes de diferencadasfisdo obtidas por conservacdo dos
fluxos intervolumes. Assim, o sistema de equacdast@m a conservacao da massa, energia e
momento, de elemento para elemento.

Carcaillet et al *@ apresentaram um método deste tipo, aplicado &pextiea
variacional da geracéo de grelhas adaptativasabdsese no controlo da soma, para todos os
nodos, de medidas de suavidade e ortogonalidageettea e suavidade da solucdo. O método
é uma extensdo do trabalho Hayes et al [*¥ e Kennon e Dulikravich " que apenas
utilizaram as primeiras duas medidas.

Inicialmente é calculada a area das quatro céhdgentes ao nodo. Deste modo, é
monitorizada a suavidade da grelha. A ortogonaéiddal grelha é computada pela soma dos
guadrados dos produtos dos vectores de posicéovaelam relacdo aos nodos adjacentes.
Finalmente, a suavidade da solucéo é controladagaétulo de uma medida de erro definida
pelo produto das areas das células adjacentean@@&@uo das medidas em relacdo a todos os
nodos do dominio define uma medida global da qadédda grelha que € analoga ao integral
de volume dérackbill e Saltzman.

Os autores utilizam um procedimento simplex ndedr de forma a variar as posicoes
dos nodos até que a medida de erro seja minimizada.

Kennon e Dulikravich ! procedem igualmente & extensdo dos calculos das
propriedades da grelha para casos tridimensionais.

Gnoffo 23, a partir do trabalho dewyer et al *¥ e deRai e Anderson [°¢°7, utiliza
uma medida de erro de forma a definir forcas deédmerentre nodos. Assim, 0s nodos sao
movidos de modo a equidistribuir as forcas ao lagtinhas de coordenadas computacionais
constantes.

As forcas entre nodos adjacentes séo definidas por

F=KIAS (3.222)

onde: K - constante elastica;
AS - comprimento de arco entre 0s nodos.
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Por sua vez, K € calculado por:
K=1+E (3.223)

onde E é a medida do erro, definida pela soma peafaslmagnitudes das derivadas espaciais
de cada componente da solugéo.

A adaptacdo é realizada entre varios passos deotemovimentando os nodos ao
longo de curvas de coordenada computacional cdestanavés de um método iterativo.

Nakahashi e Deiweff® aperfeicoam o trabalho dgnoffo!*>*3, adicionando forcas
de torsdo na implementacdo do método anterior.mAsss autores ajustam a distribuicdo
nodal no dominio bidimensional de forma a importagonalidade da grelha, assim, como a
sua adaptacdo. Esta é aplicada ao longo de umzdlirela coordenada computacional, em
tempos discretos.

A localizacdo dos nodos é definida por um balatedorcas a cada nodo, de forma a
se obter um sistema tridiagonal de equac¢des que gerdresolvido para cada nodo ao longo
de linhas de i constante. Assim, para o nodot@rj-se que,

o8] Kfs - 5]~ T s - Ts]=0 (8220

onde:
S, - comprimento de arco entre o nodo (i,1) e @@ Jongo da linha de i constante;
Ki; - constante elastica de tenséo entre os nodps (i,j+1);

S, - projecgao da linha entre os nodos (i,j) e (i41g linha de i constante;

Ti.1j - constante elastica de torsdo entre os nodajy €-(i,j).

Este método € igualmente generalizado para gelas&idimensionais pddakahashi
e Deiwert®,

Eiseman® aplica um método adaptativo em grelhas bidimemssooom células
rectangulares. Para tal, calcula-se uma medidardodefinida como a soma das areas das
células adjacentes e das areas pesadas da céfitadad por vectores de posicao relativa em
relacdo aos quatro pontos vizinhos. Estas quamsda@dntém o gradiente da solucédo, a
curvatura da linha, o desvio da ortogonalidade eotidormidade da grelha.

Os nodos sdo movimentados a partir da medida iy eonsiderando os quatro
vectores posicionais que s&o divididos em doisspaeevectores opostos B R, a que estio

deslocamento:

-E4R]
e’ +E]WRH

Caso contrario, o vector de deslocamento é defipto

E gr]-E
e’ +E]WRH
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7

O outro par de vectores opostos € utilizado patenas um segundo vector de
deslocamento. Entdo, a nova posi¢cao do nodo eigérekasua posi¢cao anterior, € obtida por
introducao da soma dos dois vectores calculados.

Depois da adaptacdo de toda a grelha, a distébudps nodos € suavizada por um
método descrito pdEisemart*”? de modo a remover oscilacdes nas posicées nodais.

Noutro trabalho, Eiseman “? aplica procedimentos semelhantes em grelhas
bidimensionais com células triangulares, discutindoalmente, estratégias de remocao e
adicao de nodos.

Por outro ladoEiseman*”*1 aplica um método de adaptacéo unidimensional em
linhas de coordenadas curvilineas constantes, bantelao délakahashi e Deiweff?, para
grelhas bi- e tridimensionais. Para tal, os nodixs rmovimentados ao longo de linhas de
coordenadas computacionais constantes de formaidistgbuir a funcéo do erro calculada
entre pares de nodos.

R

Paralelamente aos métodos gerais, tém sido ignsmapresentados métodos
adaptativos cuja aplicagcéo se restringe ao tipaantimitado de modelos para os quais foram
desenvolvidos. Esta classe de métodos de geracagrelleas adaptativas geralmente,
pressupde um conhecimento bastante profiénddori do tipo de P.D.E.”s a integrar, assim
como do comportamento tipo dos perfis da solucderdmlvidos. Deste modo, as estratégias
propostas nesta area podem-se inserir em qualgserlasses gerais de métodos adaptativos
referidos anteriormente.

Dentro de um numero bastante vasto de trabalhhesexqptados nesta area, escolheram-
se alguns exemplos recentes, entre 0s quais sataati método adaptativo de redistribuicéo
nodal estatica dearrouturou’®, aplicado a problemas unidimensionais de propageea
chama, no qual a velocidade da grelha é calculadafumcdo do integral espacial da
velocidade da reaccédo normalizddae das derivadas espaciais da temperatura norhaliza
De facto, todo o campo de problemas associadosndusidao tem-se revelado fértil para o
desenvolvimento de métodos adaptativos espec#icossmo, gerais.

Trangenstein!™¥ estuda a aplicacdo de um algoritmo de refinamel@omalha
utilizado para problemas instaveis de dindmicaakesg, a modelos de propagacdo de ondas
em sélidos nao-lineares. Este algoritmo € assocatérnicastandardde identificacdo de
choques.

Strain*°¥ desenvolve métodos adaptativos eficientes pagaaducao de equacdes de
calor no espaco livre, que podem ser aplicados gassos temporais elevados. O algoritmo
baseia-se na combinacao entre uma transformacifia idgGausse esquemas de refinamento
adaptativo que representam a solu¢do como umaia@e&o polinomial continua de ordem
variavel.

Adicionalmente, o problema de desenvolvimento ééodos adaptativos eficientes ja
se encontra suficientemente generalizado de masky abordado em livros cientificos com
preocupacfes de caracter mais geral. AsBimayson[*¥ refere e compara vérios tipos de
metodologias adaptativas simples, aplicadas a afizacdes baseadas einferencas e
Elementos Finitos discutindo as vantagens e desvantagens de cattalanéplicado a
problemas caracterizados por ondas moveis. Paraele, Schiesser'® apresenta
estratégias adaptativas baseadadViétodo das Linhas ou seja, pertencentes ao grupo de
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métodos deDiferencas Finitas No entanto, os algoritmos referidos sdo poucboetalos,
constituindo apenas a ilustracdo de aplicacfesiiatégias de movimentacdo nodal a casos

tipicos simples.
A ah's

Na tabela das paginas seguintes sdo resumidoguadrados a maioria dos métodos
apresentados neste trabalho, baseados em dispbeszde diferencas finitas:
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Tabela 3.2: Apresentacdo resumida das referéncias bibliogigfic

Método

Estratégia

Dimensao

Referéncia

Estatico

B.V.P.

Equidistribuigcdo de um monitor

Minimizacao do integral do erro

Pereyra e Sewdf!, Carey e Dinlf! e Cher®!

Whitd'']

Russell e Christians&i%

Ablow e Schecht&t

Gough et dP¥

Denny e Landlé”

Refinamento

Hyman e Naughtdf!

Unidimensional

Smooke e Koszykowkd

Nowak et af?, Oliveira et al®® e Guiné>®

Estimativas de erro de truncatura

Resolucéo de equagdesRigisson(Variacional)

Estimativa de erro de quadratura

Berger e Olige™ e Berger e Colell#

Gropp®®1 e Arney e Flaherty}®!

Bidimensional

Trompert e Wervéy2113

Lee e Tsuéf!

Acharya e Monkalldd

Altas e Stephensbh

Controlo de derivadas

Identificacédo de ondas

Unidimensional

Kulkarni e Dudukovit¢/

Fraga e Morrid*]

Estimativas de erro de truncatura

Tridimensiong

| Bell et al*d

Fung et af*

Redistribuicdo

Minimizacado do integral do erro

Equidistribuicdo de um monitor

Pierson e Kutlér?

Unidimensional

Klopfer e McRal”

Sanz-Serna e ChrisHé e Revilld®

Verwer et 3% e Blom et al®!

Equidistribuicdo de um monitor

Dwyer et af>=!

Bidimensional

Brackbill e Saltzmd*, Brackbill*! e Saltzman ¢
Brackbill %Y

Unidimensional

Bell e Shubil?

Variacional Minimizac&o do

Volumes integral do erro

Finitos Pseudo-forcas entre

Bidimensional

Carcaillet et
Dulikravichi

al?d, Hayes et 4™ e Kennon e

Gnoffd>?>>

nodos

Bi- e tridimensional

Nakahashi e Deiwdff*d

Eisemak’ 3>

(continua na pagina seguinte)
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(continuacdo da pagina anterior)

Equidistribuicdo de um monitor

Whitd

Unidimensional

Ren e Rusdéfl e Huang et df*®!, Budd et df! e
Huang e Russéif!

Bidimensional

Huang e Sloafi"!

Minimizacao do integral do erro

Verwer et %

Unidimensional

Kansa et d¥ e Ghia et alP!

Petzold® e Hymart®!

Equidistribuicdo de um monitor

Multidimensiona|

Anyiwd?

Dinamico

Bidimensional

Yanenko et &%

Variacional Minimizacado do integral do erro Uni- e Hindman e Spenc&?
bidimensional
Equidistribuicio de um monitor Uni- e Matsuno e Dwyé#
Tridimensional
Uni- e Rai e Andersdi®®? e Anderson e R

Pseudo-for¢as entre nodos

bidimensional

Equidistribuicdo de um monitor

Greenber§”

Madsetd

Unidimensional

Winkler et a2

Dorfi e Drunf®!

Hyman e Larrouturo§”

Daripal®




Algoritmos Numéricos Adaptativos - 78

4. Algoritmos Numeéricos Adaptativos

O objectivo do presente capitulo consiste na aptasdo dodMétodos Numericos
Adaptativos aplicados e estudados no decorrer do trabalhduefda. Pretende-se que os
algoritmos descritos sejam o mais versatil e efieie possivel na resolucédo de sistemas de
equacdes diferenciais ou algébrico-diferenciais ciper (P.D.E.'s ou P.D.A.E."S)
unidimensionais, cuja solucdo exiba um comportameatacterizado por variacdes bruscas
no espaco. Os algoritmos referidos baseiam-se @abaente noMétodo das Linhas que
pode ser resumido da seguinte forma: efectua-seapreximacao das derivadas espaciais
através de relacdes algébricas obtendo-se um sigdlen©.D.E.’s dependente da solugéo e
das posicOes relativas na malha discretizada;sesttema € integrado na direc¢do temporal
por intermédio de um integrador numérico. No emtanb caso de algoritmos adaptativos,
recorre-se a introducdo, no procedimento referd®, uma estratégia que possibilite o
deslocamento dos nodos para regiées do dominioaddeuldade de integracdo seja maior
(zonas de maior actividade da solucédo) e onde seaf®necessarios. Duma forma resumida
e simplista é possivel dividir as principais egigas utilizadas para o efeito em dois grupos
gerais:

(1) Refinamento ou alargamento da grelha - consistatneducdo e/ou eliminacao de
nodos nas zonas de maior e menor actividade dedspltespectivamente;

(2] Deslocamento dos nodos para as zonas do domimuaibe actividade da solucéo -
subdividem-se em métodos estaticos e dinamicosost@mantacio nodal.

4.1 — Formulacdo Matematica Geral dos Modelos

Considere-se, entdo, o seguinte modelo geral parasistemas de P.D.E."s ou
P.D.A.E.s que se pretendem resolver através liizagéio de algoritmos adaptativos:

F(ut ,u,u, ,uzz) =0 4.1)

e
G(u)=0 (4.2)
Condicbes fronteira: u(zL ,t): ut (4.3)
u(z®,t)=uf (4.9)
Condicéo inicial: u(z0)=u’(z) ; zO [zL ,zRJ (4.5)

onde, u(z,t):[ul(z,t),uz(z,t), ,uN(z,t)J
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Aplicando uma discretizagdo espacial ao modeleramt obtém-se um sistema de
O.D.E.”s a resolver ao longo do tempo: numa malldaein(Estratégia®), através de
sucessivos refinamentos de zonas do dominio sefextas (Estratég®) ou da conjugacao
de ambos os procedimentos.

4.2 — Método de Refinamento de Malha

Para o desenvolvimento de uma estratégia de meéini € necessario a definicdo de
uma medida de erro espacial que de certo modo fgegf@ctuar uma quantificacdo do erro
associado a discretizacdo do modelo para uma datetengrelha. Deste modo, é possivel
identificar as zonas do dominio, onde o refinameepteevela necessario.

O algoritmo aplicado neste trabalho baseia-se nimdoéde refinamento enunciado
em Guiné®® sendo a estimativa do erro espacial efectuada pmhparacéo entre duas
solucdes obtidas a partir de duas grelhas difesemtma grelha mais fina constituida por
2xNP-1 pontos, definida por subdivisdo de uma gridhga de NP pontos. As duas malhas
nao tém que ser necessariamente uniformes, obsandoimalha fina por bisseccdo dos
intervalos da malha grossa. Deste modo, sendo: (g@n3, ...., Nay

wWh = Aproximacao da solugdo obtida pela integracdoeepte k.1 na malha mais
fina (malha de nivel n);

wW2h = Aproximacao da solucdo obtida pela integragéoeepte .1 na malha mais
larga (malha de nivel n-1),

a estimativa do erro é realizada pela expressaorgeg

P i i =% - NP,
EUj,k+1 - Whj,k+1 _W2hj,k+1 i=1 'NPDE (4-6)

onde: NR.;— numero de nodos da malha de nivel n-1;
NPDE — numero de equacdes diferenciais parciamaltelo.

Se para o tempo k+1, no ponto j da grelha del mivle se obtiverem valores do
indicador de erro para a variavel i, superiorema tolerancia pré-definida:

‘EUij,k+1

>TOL,, i=1 - ,NPDE 4.7)

entdo, torna-se necessario refinar os subdominigg{1], ou seja, introduzem-se pontos nas
posicdes médias dos intervalos que definem os suindlus, e integra-se de novo o modelo
entre os instantes de tempo referidos, utilizandova malha de nivel n+1.

Obviamente, que antes de se passar a uma grellmdvelesuperior, € necessario
estimar o erro em todos os pontos do dominio {ptala n=2) ou dos subdominios obtidos
anteriormente (para n>2) por comparacao entre lagds de nivel n e n-1. De seguida,
procede-se a juncdo de todos os pontos marcadesn@u verificam a tolerancia TOL
definida para a variavel i) em zonas de refinamelgiomitadas pelos primeiros pontos da
malha de grau n-1 que satisfagam a tolerancia nelgueFormadas estas zonas de
refinamento, é possivel fazer avancar a integrdedmada uma, no novo nivel de refinamento



Algoritmos Numéricos Adaptativos - 80

n+1, entrege t+1. Este procedimento é repetido sucessivamentegjuat@ solugdo em todos
os pontos de cada uma das malhas formadas verd&t@erancias especificadas, ou o nivel
de refinamento maximo Ny seja ultrapassado. Nesse caso, todo o algoritmepétido
desde o nivel de refinamento minimo 1, a partitideom um passo temporal reduzido a
metade. Logo que se atinja 0 tempo,ta integracdo seguinte € efectuada com o passo
temporal basaAty.

Em cada um dos refinamentos, os perfis da soldedarranque da integracdo sao
obtidos pela interpolacao do perfil da solucéo igelr2, nas posi¢des intermédias.

Na Figura 4.1 apresenta-se, a titulo ilustrativn,esquema resumido da metodologia
aplicada e descrita anteriormente:

tfimdl— — — — — —  — — — — — — — —— —tfinal
tk+1 ‘ * ‘ * * ‘ * * ‘ * ‘ * * * * tk+1
n=Nmax ‘
n=4
l'|=3 tk ‘ tk
n=1e2 4 > |
Ze Zd
t0o ———M7m™ M —— — — — — — — — — — —t0

Figura 4.1: Esquema resumido da metodologia de refinamento.

A partir da solugdo nos pontos das malhas de diwel, obtidas no passo anterior
aplica-se o algoritmo para o célculo do perfil ddugdo em .. Assim, o método de
refinamento pode ser esquematizado da forma apaelsena Figura 4.2.
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DADOS:
Nmax,Atk,NPini, TOLi

Calculo das posicoes
da malha de nivel 2

v

n=2
tk=t0
Calculo das solugbées n=2
de nivel n e n-1 -
Comparacao das solugoes
de nivel n e n-1 S
N
thk=tk+Atk
Existe Definicao dos perfis Escrita de
|Erroij|>TOLi da solucao para tk+1 resultados
n=n+1
s
n>Nmax > Atk=ntki2

2 ’
VN

Definicao das posicoes
para a malha n

Calculo da solucgao
de nivel n

Figura 4.2: Fluxograma referente ao método de refinamento.
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4.3 — Método de Malha Movel Adaptativa
4.3.1 — Equacédo de Movimentacao Nodal Implicita

O algoritmo descrito em seguida, utiliza um escusemelhante ao método anterior,
para a identificacdo das regides mais problematoadominio, do ponto de vista da maior
dificuldade de integracdo temporal do modelo estodageralmente provocada pela
introducéo de difusdo numeérica na avaliacao ddsper

No entanto, a diferenca deste método consisteaoto fde ndo recorrer a uma
estratégia de refinamento para a integracdo dograhblemas formados para cada
subdominio. De facto, esta estratégia é substitpila introducdo de uma equacgdo de
movimentacdo nodal dinamica na integracdo dos snimias que, como anteriormente, Sao
formados pela comparacéo entre as solucdes ohtidasmalha de grau 1 (malha larga) e
uma de grau 2 (malha fina), definidas da mesmadaomo no método anterior.

Este algoritmo é baseado na aplicacdo de equaltgikeidas poPetzol®, que
consistem numa generalizacdo do esquema deservopod Hymar®® para modelos
explicitos da forma:r f(u, W, W), para modelos que ndo dependam explicitamenteodie
seja, equacdes diferenciais implicitas da forma:

F(ut 'u’uz’uzz):O (48)
Considerando 1 como a derivada da solugdo em relagdo ao tempo muoho
pertencente a uma malha fixa & transformacéo das variaveis para o sistema Inéostada
por:
U=u,+u,Z (4.9)
Efectuando-se a minimizag&o da taxa de variagdempo de u e z:

mzin|“u||§ +0 [ﬂz||§] = mzin[Zu2 raz?= m‘zin[(uT +u, )" +a QZ] (4.10)

obtém-se, por resolucdo da equacdo quadratica emminimo para cada ponto da malha,
pela expressao:

(uT +uzﬁ)-uz+aﬁzo (4.11)
que atraveés de (4.9) pode ser escrita da forma:
alz+ueu,=0 (4.12)

A equacao (4.12) consiste na equagédo diferene@amdvimentacdo nodal, na sua
forma implicita.

4.3.2 — Interpretacdo Geomeétrica da Equacéo de Moentacdo Nodal
Para uma melhor compreensdo do significado deaces@io da equacédo (4.12),

procede-se a analise da sua deducdo geométricarpar®.D.E escalar. Assim, considera-se
a frente movel ilustrada na Figura 4.3 para o tetppo
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Figura 4.3: Interpretacdo geométrica das equacées de moviggentedal®™

A recta tangenté; a curva da solugdo que passa no pontay(}, correspondente ao
nodo da grelha;zno tempod, é calculada por:

u-uf =u, [ﬁz—z?) (4.13)

Por outro lado, a linh& que passa em;(z;") e é ortogonal & é dada por:

u_u?:&‘zyﬁ/ (4.14)

Supondo que (fl,uj””) € 0 ponto ent, que intersecta a solu¢do no tempg, entéo,
(z",u4"™?) satisfaz a equacao:

n+l _ _n
n _(Zj Zj)

u; uj = u, (4.15)
No limite t.1- t, - 0, a equacédo anterior toma a forma:
u:—}ﬁ =  z+u,eu=0 (4.16)

que corresponde a equacéao (4.12) (parh) deduzida na seccéo anterior.

Deste modo, verifica-se que no limite;tt, - 0, e para uma Unica P.D.E., a equacéo
(4.12) movimenta cada ponto da grelha ao longcedmento de recta ortogonal & solugdo em
(z",u"), até que este intersecte a solugdo no temporgeguil.

Esta estratégia garante a minimizacdo da variago e z, mas ndo conduz
necessariamente ao maior passo temporal possivglyg ndo impede de forma alguma o
cruzamento nodal.
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Para tal, considere-se uma frente modvel extrem@mebrupta do tipo da
esquematizada na Figura 4.4. O ponto da malha emoye-se a uma velocidade
aproximadamente igual a velocidade da frente, eniqugue o ponto da malha j+1 ndo se
movimenta, visto que na sua posi¢cdo a solucao eqeegradiente nulo. Assim, 0s passos
temporais tém de ser bastante reduzidos para impediisédo entre os pontos da malha.

n+1 n+1
\(zm * Y

R
3

ult )
——— ulty,y)

(zf'“ . Uf'ﬂ)

('? uf )\.... i i

v v

n n
\_(zi+1 . Ui+1)

Y

Figura 4.4: llustracéo do problema dos cruzamentos nddfais.

4.3.3 — Equacdes de Movimentacdo Nodal de AplicagBos Geral

Este problema pode ser suavizado pela adicdo de funtdo de penalidade a
expressdo de minimizagao considerada anteriornm(gdteEquacéo (4.10)), que possibilita
gue nodos vizinhos se movimentem com velocidadeglbantes:

2 2

Zin "2

Zjy T2

2,-2;,

z,-z;,

+

min o + otz + (4.17)

2 2

Desta forma, deduz-se uma equacao de movimenteghd dindmica, que pode ser
apresentada da seguinte forma:

0 +ueu, A, A Zm T | (4.18)
j j Zj 2 2 :
(Zj _Zj—l) (Zj+1 _Zj)

O efeito da introducéo do termo de penalidade asibenrse & de um factor extra de
difusdo ou suavizacao das velocidades nodais naamidb entanto, apesar da introducdo do
termo adicional se revelar bastante eficaz na edgiio da maioria dos cruzamentos de
nodos, ndo garante a sua erradicacao total.

De forma a ultrapassar problemas de escala eati@veis e tornar a equacao de
movimentacgdo nodal o mais invariante possivel datéde as diferentes ordens de grandeza e
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translacdes em z e u, procede-se a minimizacadondenorma’, pesada, para a deducéo da
malha moével:

=354 419

onde: G=(uT,z)T
N — nimero de P.D.E."s do modelo original.

A equacédo de movimentagdo nodal gnagsim obtida, € a seguinte:

NG Dy, Z, 2 =2, 2 2,
Y ra B+ 5~ 5 |=0 (4.20)
i W, Wi (Zj _Zj—l) (Zj+1 _Zj)

sendo os pesos escolhidos através da expressao:

w, =maxﬂﬁi,max—ﬁi,mm,ﬂoor(i)), i=12 - ,N+1 (4.21)

onde: Uima €Uimn - COrrespondem aos componentes i da matriaximos e minimos
respectivamente, ao longo da totalidade da malha.

A escolha dos valores para os parametros flodf§astante importante, especialmente
para componentes da solucdo que desenvolvam gieslielevados apds um arranque suave.

4.3.4 — Descrigado do Algoritmo

Deste modo, o algoritmo desenvolvido resume-sena conjugacdo entre o
procedimento de estimativa do erro espacial, ema padito da malha de nivel 1 (da mesma
forma como no algoritmo de refinamento), com aouhiicdo de uma equacdo adaptativa
dindmica na integracdo dos subproblemas corresptesl@ cada subdominio de nivel 2
seleccionado. Desta forma, o método pode ser diviein dois estagios:

ESTAGIO | = Estimativa do erro espacial e identificacdo ddmlsminios.
ESTAGIO Il = Integracdo de cada subproblema através da iniodde uma malha
movel em cada subdominio.

No estagio Il, é possivel aplicar qualquer umaetpsacées de movimentacao nodal
(equacdes (4.12), (4.18) ou (4.20)) apresentadas@mente.

Por outro lado, o passo temporal é ajustado deda impedir qualquer cruzamento
nodal. Além disso, € efectuada uma redefinicdo @hande nivel 2 base, ap0s cada
integracdo, de forma a impedir a aproximagdo oufast@mento excessivo de nodos
adjacentes, o0 que, em alguns casos, pode provificatdhdes acrescidas no avanco temporal
da integracdo. Deste modo, procede-se a um afastames nodos demasiado proximAgz (
< Azyn) € a uma equidistribuicdo de dois nodos adicioeaise nodos demasiado afastados
(AZ >AZMAx).

O algoritmo descrito anteriormente é resumidolmgoigrama da Figura 4.5:
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DADOS: o,\,AZmin
AZmax, Atk,NPini,TOLi

Calculo das posicoes
da malha de nivel 2

Integracao nas malhas
fixas de nivel 1 e 2 para
cada equacao i do modelo

\LIFAtk/Z

Y

Comparacao das solucoes
de nivel 1 e 2

Existe

= 1

tk=tk+Atk

Escrita de

|Erroij|>TOLi

Definicao dos subdominios
para cada equacao i

v

Introducao da eq. de mov.
nodal no modelo original

v

resultados

Redefinicao da malha

Integracao do modelo

alterado para cada eq. i

Alargamento do subdom.
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Verif.
TOLi nas

Y

fronteiras
2?

Figura 4.5: Fluxograma referente ao método de malha moveltatizg
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4.4 — Tratamento dado as Fronteiras nos SubproblersaGerados

Das varias hipéteses que se poderiam considergu@aliz respeito ao tratamento a
dar aos pontos fronteira interiores durante a matgfp de cada subproblema, seleccionaram-
se dois tipos de estratégias:

O] Subproblemas integrados com condi¢des fronteiraldechlet:

As derivadas espaciais nas fronteiras séo avalidelasodo semelhante ao problema
geral no que diz respeito a seleccdo dos pontosafpotam as férmulas de discretizagéo.
Considera-se que cada ponto fronteira situado tecian do dominio global seja afectado por
condicdes fronteira dBirichlet, ou seja, na integracdo da grelha de nivel n+hténase
fixos os valores da solucéo calculados no tempad @iarrespondente a esse passo, através da
utilizagcdo da malha de nivel n. Ha que ter aindacema, que as posi¢cdes da fronteira
coincidem com os primeiros pontos da grelha delmive que verificam a tolerancia pré-
definida.

Apesar deste procedimento garantir a inexistédeialescontinuidades no perfil de
solucgéo final, originados pela juncdo de seccOesotigzdo calculados a partir de malhas de
nivel diferente, ndo assegura completamente amodéde da sua derivada. De facto, €
possivel gerarem-se gradientes diferentes de eadadios pontos de juncdo entre zonas com
niveis de refinamento distintos.

No entanto, este procedimento é aplicado na fagdiol do método de refinamento,
nao originando problemas de maior na definicaoectardos perfis da solucéo, para a maioria
dos casos testados.

@ Condicdes fronteira moveis — utilizam-se pontosesidres aos subdominios para a
avaliacao das derivadas espaciais:

Quando possivel, a estimativa das derivadas espais pontos fronteira é efectuada
com a utilizacdo dos pontos adjacentes e exteriaoss subdominios. Estes pontos sao
utilizados no calculo das derivadas espaciais, nés estdo incluidos na integracdo. O
namero de pontos extra utilizados de cada ladautddaninio depende do tipo de diferencas
finitas aplicado ao problema e do posicionamentative deste em relagdo ao dominio
global. Como o integrador subdivide o intervalo @enpo inicial em varios passos
intermédios, necessita do valor da solugcdo nees&mntes. Assim, nestes pontos, a solucéo é
calculada por interpolacéo linear entre o valocialipara a abcissa pretendida emet a
calculada anteriormente parga.it ou num nudmero pré-definido de pontos temporais
intermédios, igualmente espacados. Desta forma,pgstedimento implica a introducdo de
interpolacdes adicionais e, consequentemente, deim@recisdes no avancgo da integracao, o
que se constitui como a sua maior desvantagem.

E de referir, igualmente, que as solucdes nosopofibnteira dos subproblemas
interiores tém obrigatoriamente de verificar a r@beia pré-estabelecida, em relacdo as
solugbes obtidas com a utilizacdo da grelha fixase® pontos. Caso tal ndo aconteca,
procede-se ao alargamento do subdominio de ingeressireccao respectiva, repetindo-se o
procedimento até que a tolerancia seja verificadaambas as extremidades. Deste modo, o
processo de integracdo dos subdominios transfoematsn esquema iterativo, mas
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absolutamente indespensavel, de forma a se eesaodtinuidades significativas no perfil da
solugéo final. Deste modo, este procedimento asgaegua melhor continuidade da solugéo
entre zonas calculadas de forma diferente.

Esta estratégia € aplicada conjuntamente comaritgp de malha mével adaptativa.
De facto, verifica-se que a estraté@iaprovoca problemas de performance do integrador a
quando da introducdo da malha mével no modelo raigiEste comportamento seria de
esperar, dado que este procedimento origina vasagiuito bruscas nas solugdes fronteira
gue podem acrescentar problemas ao desempenhdedoantor. Por outro lado, verifica-se
que a aplicacdo de uma estratégia gradual cor@g mado provoca dificuldades de maior,
obtendo-se resultados satisfatorios. No entantas edificuldades acrescidas deveriam ser
sentidas, ja que a introducdo das equacdes difareda malha aumenta significativamente a
nao-linearidade dos modelos.
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5. Comparacédo do Desempenho dos Métodos Numéricos

Neste capitulo apresenta-se a comparacao engsemgenho dos métodos numericos
descritos no capitulo anterior eMétodo de Diferencas Finitasfixas, quando aplicados a
uma equacao nao-linear, cuja solucado desenvohguelsce/ou frentes abruptas moveis. Deste
modo, pretende-se ndo s6 comparar a qualidadeotlg®es obtidas através da aplicacdo dos
métodos referidos a um modelo base, como, iguabnemalisar o esforco computacional
exigido por cada algoritmo em relacdoMétodo de Elementos Finitos MoveigM.E.F.M.),
cujo codigo foi desenvolvido e aplicado fouarte®®. Para exemplo base foi escolhida a
equacao viscida déurgers que é enunciada por:

Exemplo 1: Equacgédo Viscida de Burgers

2
6—?:—UG2—U+DeG6—6 - (5.1)
Z

0 z
com as condig¢des fronteira: u@©,t)=0 (5.2)
u(lt) =0 (5.3)
e a condic&o inicial: u(z0) = ¥, sin(nz) +sin(2 z) (5.4)

Este modelo descreve a difusdo de uma substémaia, meio isotropico, sujeita a
fendmenos convectivos/difusivos, sendo:

u — concentracdo da substancia difusora;
De - coeficiente de difuséo.

O calculo da solucdo deste modelo € probleméatiatifieil de obter através da
utilizacdo de um método de ndo-adaptativo, devesed@ facto, essencialmente ao tipo de
condicéo inicial considerado.

O comportamento da solucdo pode ser resumido dansedorma: partindo da onda
sinusoidal inicial, cada uma das secc¢Oes destaadestse em sentidos opostos, originando
uma frente abrupta em [Z 0.6 para tO 0.2, cuja espessura € proporcional ao valor do
coeficiente de difusdo De; a partir deste instaatdrente desloca-se para a direita (na
direccao positiva de z), ao mesmo tempo que arspéitade se reduz; por volta déltl.4, e
ja depois da seccao negativa da frente ter desagaresta embate na fronteira direita (z=1),
mantendo-se nessa posi¢cdo até desaparecer. Dedte anmaior dificuldade na integracao
deste modelo consiste na definicdo correcta datefréormada pela solucdo, e do seu
movimento. Neste caso, esta terd uma espessuraddm ale De=%2103, exigindo desse
modo, que o0 espacamento entre os nodos nas regides frente se formaré e se deslocaré,
Nao seja muito superior a esse valor. Assim, ggetender integrar este modelo numa malha
fixa, esta terd de ser necessariamente basta@atepiiovocando um esfor¢co computacional
excessivo na integracdo do modelo.
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5.1 — Método das Diferencas Finitas

Considera-se a P.D.E. geral do tipo,

u, = L(u,uz,uzz,z, t) (5.5)
sujeita as condicdes fronteira: u(zL ,t) =u" (5.6)
u(z®,t)=u® (5.7)

e & condic&o inicial: u(z0)=u(z) ; z0O|z*,z"] (5.8)

Os métodos de integracdo descritos anteriormestidia-se ndétodo das Linhas
ou seja, procede-se a uma discretizacdo da direxsgarial, sendo as respectivas derivadas
estimadas por aproximacgdes algébricas (vd. Apér@jic®esta forma, obtém-se um sistema
de O.D.E."s que é resolvido por intermédio de umegirador numérico (neste caso, O
integrador implicito DASSL).

Na resolucdo deste caso especifico, optou-se pmorree a aproximacdes de
diferencas finitas de quarta ordem centradaszatiio-se o método recursivo desenvolvido
por Fornberg!*>%®! (vd. Apéndice C) para a avaliacdo do coeficientgsespondentes a uma
grelha uniformemente espacada. Deste modo, a nddridiferenciacdo para derivadas de
primeira ordem tem a forma:

[-50 96 -72 32 -6
1 -6 -20 36 -12 2
u, = M2 =16 O 16 -2 (5.9)
24[1\z
-2 12 -36 20 6
| 6 -32 72 -96 50|

As aproximag0Oes para a segunda derivada podeoalsetadas a partir dos valores da
primeira derivada (por aplicacdo da equacao (5dd))directamente através dos valores da
solugédo u. Neste caso, existem diversas formasefleigho da matriz de diferenciacao,
dependentes do tipo de condic¢des fronteira coraideNo entanto, para o caso de condicdes
fronteira deDirichlet, deduz-se a seguinte matriz de diferenciagéo garaldiferencas finitas
centradas de quarta ordem:

(35 -104 114 -56 11]
, | -0 6 4
u,=———0-1 16 -30 16 -1|m (5.10)
12[Az
-1 4 6 -20 11
11 -56 114 -104 35|

Nas expressoes (5.9) e (5.10), as primeira, seg@uérta e quinta linhas referem-se a
coeficientes utilizados na estimativa das derivadas pontos “especiais”, situados junto as
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fronteiras, onde a expressédo de discretizacdoatexaim cinco pontos ndo pode ser utilizada
sem se recorrer as fronteiras ficticias. Por olgdw, a linha central refere-se aos pontos
genéricos situados no interior do dominio onderamdfa de discretizacdo escolhida pode ser
aplicada.

E possivel desenvolver formulas de aproximacioebmmtes de ordem diferente
(maior ou menor) ou dando mais peso a pontos situadnontante (diferencipwind) ou a
jusante (diferenca@ownwind) daquele onde se pretende estimar a derivad@péhdice C).

A discretizacdo espacial da equacadBdegers, usando diferencas finitas de quarta
ordem centradas numa grelha fixa uniforme de Ngsyntonduz ao sistema de O.D.E.’s
seguinte:

Ponto i genérico:

=_u I:z _16 u| ]_+16[ 2[u|+2 +D D_ : +16[ —BO[UI +16[ui+l_ui+2
24[Az 12[AZ?

i=3,....,N-2 (5.11)
Ponto fronteira:
Condicdes d®irichlet = u, =u, =0 (5.12)

Pontos “especiais”:

a, = -u, D—G[ul—ZO[u2+36[u3—12[u +2[u +De Dll -20[u, +6[u, +4lu, —u,
241 Az 12[AZ°
(5.13)
Uy, =—u, O =2[uy_, +12[u,, —236[uN_2 +20[uy, +6l[uy N
4lbz (5.14)
+DeUn 4,4, +60i,_, -200,_, +11010,
12[AZ?
Este sistema pode ser resumido na sua forma mahtric
ALY =gly) (5.15)

em quey = [ul, ,uN] e A € uma matriz diagonal unitaria.

No Gréfico 5.1 sdo apresentados os perfis da &olobtidos com uma grelha de 41
nodos (z=0.025). Verifica-se que os resultados sao afestpdr forte dispersdo numérica na
regido onde se deveria formar a frente. Desta fortmna-se impossivel prosseguir a
integracéo do modelo a partir de t=0.2, devidostailnilidade do sistema de O.D.E."s (5.15).
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~—t=00 —t=0.08 —t=0.16
—t=0.04 — =012 —t=0.20
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Gréfico 5.1: Resultados obtidos com Diferencas Finitas
Centradas de 42 ordem (tol INT<ID°, Az=0.025).

Os resultados obtidos através de uma discretizdg&guarta orderBiased Upwind
(utilizacdo de trés pontos a esquerda e um pordicedia do nodo de interesse) numa grelha
fixa e uniforme de 41 nodos sdo apresentados ndicGr&.2. Neste caso, observa-se
novamente instabilidade na solucdo a partir do tetsp.15, perfeitamente verificada pela
ocorréncia de fortes oscilacbes nos perfis. Aslaggmes (cuja amplitude é superior as
observadas no caso anterior) sdo predominantenmagativas e ocorrem na secgao do
dominio situada apés a frente (ao contrario dosgieedia no caso anterior). Por outro lado,
verifica-se que, enquanto foi possivel efectuavaneo temporal da integracéo (até t=0.19) a
formacdo da zona superior da frente ocorre de ummaaf relativamente normal. Assim, é
possivel concluir-se que este esquema de diferas;asvela mais adequado que o anterior
para a zona do dominio anterior a frente, ja q@evalocidade da onda é positiva. Do mesmo
modo, verifica-se que este esquema € absolutanmatequado para a regido negativa dos
perfis, onde uma discretizacéo de diferencas firathantadas seria mais indicada.

—t=0.0 —t=0.08 — t=0.16
—t=0.04 — =012 —t=0.19

.12 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
z

Graéfico 5.2: Resultados obtidos com Diferengas Finitas
Biased Upwind de 42 ordem (tol INT=310°, Az=0.025).

Por andlise dos resultados obtidos, é possivallwormue oMétodo de Diferencas
Finitas fixas ndo conduz a resultados aceitaveis, prilmoigate quando aplicado a modelos
caracterizados por termos advectivos nao-lineassgiciados a termos difusivos de influéncia
reduzida. Por outro lado, se se partir de solugiiemis caracterizadas por adveccéo, este
tipo de equacdes desenvolve frentes abruptas dsssp multipla do factor de difuséo (De)
que somente seriam resolvidas satisfatoriamentegiertipo de estratégia se se utilizassem
grelhas de espacamento muito reduzido, o que iar@icesforcos computacionais
incomportaveis. O aparecimento de instabilidadersequente dificuldade na integragédo é
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resultado dos valores muito elevados da segundeadaroriginados pelo aparecimento da
frente.

De forma a ultrapassar estas dificuldades e asmeque a grelha apresente maiores
concentracdes nas regides do dominio mais critmade ocorrem maiores problemas na
integracdo, e vice-versa (0 que consiste no obfegrincipal dos métodos adaptativos de
integracéo), podem ser aplicadas duas estratédgasal:

1) Refinamento da grelha nas zonas do dominio derraaitvidade, correspondente a
gradientes da solucéo mais elevados;

(2] Deslocamento dos nodos para as zonas do dominmaide actividade.

5.2 — Método de Refinamento de Grelha

O presente subcapitulo consiste na apresentagéalise dos resultados obtidos pela
aplicacdo doMétodo de Refinamento de Grelhadescrito no Capitulo ao exemplo 1
(Equacdo Viscida d®urgers). Assim, pretende-se analisar a performance dest®do
através da precisao dos resultados obtidos, efdg@somputacional exigido em relacdo ao
M.E.F.M..

Logicamente que o desempenho do referido métoti dependente dos valores
assumidos pelo parametros de entrada deste que séo:

-> Tolerancia (Absoluta ou Relativa);
> Numero de pontos da grelha base de nivel 1.

Por outro lado, é necessario igualmente definiipo de interpolagéo a utilizar para
estimar os valores intermédios da solucdo parar@lbag de nivel superior a dois, que
constituem parte dos valores de arranque paraegragio de cada subdominio; o tipo de
grelha inicial - uniforme ou nao-uniforme, e consmgfemente as posicdes relativas dos
nodos; o tipo de diferencas finitas para a distaefio espacial.

No caso do modelo estudado, optou-se por utiifarencas finitas do tipo centrado
que se verificou constituirem um melhor compromigaca uma descricdo mais exacta do
movimento antagonico das duas ondas. Devido astesisticas do comportamento inicial da
solucdo ndo se torna necessério concentrar nodagualguer zona especifica do dominio,
tendo-se, portanto, utilizado grelhas base unifernmigeste modo, apenas se considerou
importante variar a concentracdo nodal da grellse §BlP) e o grau de precisdo exigida
(TOL).

Para tal, desenvolveu-se um cédigo em linguageRTHRAN 77 (vd. Apéndice D)
que executa o algoritmo apresentado, usando orautegimplicito DASSL para o avancgo
temporal da solucdo. Deste modo, o cédigo foi desteara diversas situacles, tendo-se
analisado a sua performance em cada caso. As éesdie cadeun efectuado sédo resumidas
no Tabela seguinte:



Comparacao do Desempenho dos Métodos Numéricos - 94

Tabela 5.1:Condic8es fixadas para a execucéo de canléM. Ref.).

Run Tol Tipo de NP tcpu (s)
Interpolacéo (Tfinal = 1)

1 1x10° Linear 41 5496.4

2 5x10° Linear 41 2096.2
3 1x102 Linear 41 1752.4
4 5x10° Splines 5 P. 41 3599.0

5 5x10° Linear 21 852.3

Todos osruns foram executados com grelhas equidistribuidas &e pentos e
discretizacbes espaciais centradas de cinco pddfosOrdem), sendo a tolerancia do
integrador fixada emxiL.0°.

No Gréfico 5.3 apresenta-se a comparacdo entperdis obtidos em todos asins
para t=0.2, que corresponde a um periodo critice @nfrente ja se encontra perfeitamente
formada. Em nenhum dos casos se observa oscilagadicativa, verificando-se em
qualquer deles a formacao correcta da frente. Nan&) para aun5 nota-se uma ligeira
discrepancia na curva correspondente a um decaimgoéssivo da onda positiva.

runl
run2

runl run3 run5

run2 run4
15 1

run3 run5
run4

0.8
1k
0.6

05| 04

u u 0.2
0 0

-0.2
-0.5

-0.4

1 1 1 1 1 0.6 1 1 1 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
z z
Gréfico 5.3: Resultados obtidos pelo método de Grafico 5.4: Resultados obtidos pelo método de
refinamento em todos oans para t=0.2. refinamento em todos oans para t=0.4.

No caso dorun5, verifica-se um decaimento da amplitude da ondaitipa
consideravelmente mais acentuado no tempo t=0.4Qxéfico 5.4), que também ocorre no
perfil referente aosun4. Este decaimento acelerado € acompanhado por stagnacdo das
frentes na posicao inicial.

runl —— run3 run5

run2 ——run4

0.8

0.6

0.4

u 0.2

0

-0.2

_0 4 L L \‘ Il
0 0.2 0.4 06 08 1

Grafico 5.5: Resultados obtidos pelo método de
refinamento em todos oans para t=0.8.
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Em t=0.8 (vd. Grafico 5.5), a separacdo entreesBispobtidos pelosuns referidos e
0S restantes € ainda mais notéria, continuandoreagef paralisadas em [z 0.6 e 0
decaimento demasiado acelerado da onda positixaes®vamente lento da onda negativa.
Curiosamente este comportamento € precisamenteess@&io de forma a que a amplitude
das ondas evolua de forma equivalente a esperadseja, acompanhando o movimento da
frente, mas mantendo-se praticamente fixa na poangéial. De facto, se se partir dos perfis
bastante aceitaveis obtidos nos restanties e se fixar uma frente imaginaria na abcissa
referida, ao retirar-se a por¢cao positiva da opdalpngando-se a sec¢ao negativa obtém-se
um perfil muito semelhante aos obtidos paraurel e run5. De qualquer modo, verifica-se
que nestas condi¢des, 0 método ndo conduz a ssikatisfatorios.

Portanto, pode-se concluir que a utilizacdo depoelacdes por intermédio @plines
cubicas (un4) ndo é adequado as caracteristicas das curvadutdsoEstas desenvolvem
declives bastante abruptos entre zonas de grasliemtéo suaves, sendo portanto, melhor
descritas por interpolacdes lineares. Assim, werifie que a interpolacéo #atines introduz
demasiados erros na aproximacgéo dos valores ind@sérincipalmente na zona da frente,
conduzindo as deficiéncias observadas pela soldg&on4. Verifica-se, igualmente ligeiras
oscilagbes no perfil correspondente a t=0.2 (vdafiG 5.3) que, no entanto sdo
posteriormente esbatidas.

Por outro lado, é possivel concluir que a grelli@ahutilizada enrun5 é demasiado
larga, sendo constituida por NP=21. Neste cas@umualacdo de erros, principalmente de
interpolacdo, revela-se mais importante, afectandgativamente o comportamento do
método e levando a resultados insatisfatorios.

Verifica-se um ligeiro atraso da frente correspoel@orun3 em relacéo as restantes.
Este comportamento seria de esperar ja querasteorresponde a uma tolerancia (TOL)
superior, e consequentemente a um grau de pretia&obaixo em relagdo aosnl e run2.

No entanto, pode-se observar igualmente que n@beexielhoria significativa na qualidade
dos resultados com a reducgéao de TOL entn2 erunl. De facto, os resultados obtidos para
cada um dessesns até t=10, sdo bastante semelhantes (vd. Gréafiéos 5.9), mas o tempo
de cpu sobe significativamente para o casoudd: tcpuyn = 9954.2 s e tcpye = 6157.5 s.
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Gréfico 5.6: Resultados obtidos pelo método de Grafico 5.7: Resultados obtidos pelo método de
refinamento para ounl (até t=2). refinamento para ounl (até t=10).
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Graéfico 5.8: Resultados obtidos pelo método de Gréfico 5.9: Resultados obtidos pelo método de
refinamento para mun2 (até t=2). refinamento para un2 (até t=10).

Deste modo, conclui-se que o esforco computaciexigido pelo caso 2 é inferior ao
do caso 1, ou seja, ndo necessita de recorrerua gearefinamento tdo elevados em zona
significativas do dominio para a obtencdo de pedinelhantes (vd. Graficos 5.10 a 5.13).
Assim, o aumento do grau de precisdordol ndo compensa o trabalho computacional
adicional exigido, jA que ndo corresponde a uméhaonial significativa da qualidade dos
resultados, ja de si bastante aceitaveis, obtidsrpn2, consistindo, por isso, num esforco
computacional desnecessario.
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Gréfico 5.10: Grau de refinamento exigido pelo  Grafico 5.11: Grau de refinamento exigido pelo
método nas condicdes danl erun2 para t=0.2. método nas condicdes danl erun2 para t=0.8.
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Grafico 5.12: Grau de refinamento exigido pelo Gréfico 5.13: Grau de refinamento exigido pelo
método nas condi¢fes danl erun2 para t=1.4. método nas condi¢des danl erun2 para t=2.0.

Conclui-se, assim, que os melhores resultadosiastianto do ponto de vista da
qualidade dos perfis calculados, como do esforgopevacional exigido, séo os referentes ao
run2. Por outro lado, verifica-se que os maiores probke que afectam o desempenho do
método tém a ver com a introducao de erros depolEgzdo excessivos que conduzem a perfis
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de solucéo pouco precisos a partir da formacaoetef inicial (em t=0.2) e que se degradam
progressivamente no tempo.

O tempo de cpu obtido nas condi¢cdesraa?: tcpu= 6157.5 s é consideravelmente
mais elevado que o obtido ppuarte®” através da aplicacdo do M.E.F.Mszdu= 1176.5 s.
No entanto, ha que considerar qudMétodo de Refinamentoé formalmente bastante mais
simples do que o M.E.F.M., sendo esta discrepaperéeitamente natural. De qualquer
modo, a diferenca de performance ndo é de todossixee sendo o tempo computacional
obtido neste caso perfeitamente razoavel.

5.3 — Método Dinamico de Movimentacdo Nodal

No que diz respeito ablétodo Dinamico de Movimentacdo Nodafoi igualmente
desenvolvido um cédigo em FORTRAN 77 (vd. Apéndjepara o algoritmo proposto no
capitulo anterior que também utiliza a subrotinaS3A para a integracao temporal.

Neste caso, 0s parametros que é necessario sek@cpiara se estudar a eficacia do
método na resolucéo do exemplo considerado sao:

> Tolerancia (Absoluta ou Relativa);
> Numero de pontos e o tipo da grelha base inicial;
> Distancias maxima e minima admissiveis entre nodnsecutivos.

A forma como o algoritmo € concebido ndo s6 namjte o cruzamento nodal, por
ajuste do passo temporal, ja que este fendmeraaligrinstabilidade na solucédo, como evita
aproximacodes excessivas entre nodos consecutiopdefinicio de um espacamento minimo
Azyn. Tal procedimento é imprescindivel porque poneraakiado préximos podem originar
dificuldades de integracdo. Assim, os nodos emtgaesio afastados e a solucdo é avaliada
por interpolacdo. Por outro lado, nodos demasiddstados podem igualmente provocar
problemas de integracdo em variados casos. Ent@mdq o intervalo entre dois nodos
adjacentes fér superior a um valor fornecido pdlbzador Azyax, s@o introduzidos dois
pontos nesse intervalo, equidistantes entre sse@ximemos do intervalo, sendo os valores da
solucéo igualmente obtidos por interpolacéo daoilpmrginal.

Para além disto, € também necessario definir odgdiscretizacdo espacial a aplicar
ao modelo e a equacdo de movimentacdo nodal amaicao modelo alterado. No capitulo
anterior foram apresentadas trés equacdes distDé&facto, a primeira ndo € mais que um
caso particular da segunda, considerando um ceefiecde viscosidad@) nulo, e a terceira
consiste num aperfeicoamento idealizado para epitaislemas de escala, ou seja, obstar as
dificuldades numéricas provocadas por sistemass cugaiaveis tenham valores relativos
muito dispares entre si e em relacdo as correspteglabcissas. No entanto, neste caso néo
se pdem este tipo de problemas ja que os valorasedie z sdo aproximadamente da mesma
ordem de grandeza. Assim, 0s parametros assocaeggsacdo de movimentacdo nodal sao:
a e\ (coeficiente de viscosidade nodal).

As condicdes correspondentes a cada efectuado sdo apresentadas na Tabela
seguinte:
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Tabela 5.2:Condicfes fixadas para a execucao de panléM. M. MOv.).

Run AzaN NP A tcpu (s)
(a=1) (Tfinal = 10)
1 5x10°3 12 0 1638.9
2 5x10° 41 0 5014.9
3 4x10° 26 0 3867.8
4 4x10° 21 0 2886.9
5 4x10°3 26 0.1 O

Em cada um dosuns foram mantidas as seguintes condicdes:

Tipo de discretizacao - diferencas finitas cerasade 42 ordem;

Tolerancia absoluta =10°;

Tolerancia do integrador =10°;

Azyax = 0.5 - 0 que possibilita que em nenhum dos cssjasnecessaria a introducéo
e pontos adicionais para a correcta evolugao eids p

Interpolacéo linear - que se revelou mais adeqpadao tipo de perfis desenvolvidos.

4234038

No Grafico 5.14 efectua-se a comparacédo dos pebtisios em todos omuns para
t=0.2. Verifica-se uma deficiente formacdo da zeogerior da frente para n4. No
entanto, as curvas séo bastante semelhantes, @pesamotarem oscilacdes na formacao da
zona inferior da frente correspondenteranb, conjuntamente com uma ligeira perturbacgéo
na zona superior da respectiva frente.

run3
run4

runl run5

run2

15
1k

05

0
05 F L\/

1 I T I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
z

u

Gréfico 5.14: Resultados obtidos pelo método dinamico
de malha mdvel em todos s para t=0.2.

Analisando a evolugcdo dos perfis obtidos paraawlicdes dorun5 (vd. Gréfico
5.15), verifica-se um agravamento da instabilideale tempos superiores. A frente estagna
inicialmente em z[1 0.6 e de seguida torna-se cada vez mais largana@mlo-se um
afastamento anormal dos pontos que a formam, dewd@cuo da posicdo da extremidade
superior, além de uma aceleracdo notéria do deoctim#a onda positiva. Devido a ma
qualidade dos resultados, a execucaauwhd foi realizada apenas até t=1 (tcpu=1644.3 s).
Deste modo, conclui-se que a introducdo de um rfatgoviscosidade (ainda que baixo) na
movimentacdo nodal afecta negativamente a evolugésolucdo, obtendo-se resultados
muito diferentes dos esperados a partir da formdadoente (t=0.2).
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Gréfico 5.15: Resultados obtidos pelo método dinamico
de malha mével pararain5 (até t=1).

No Grafico 5.16, observam-se os perfis obtidoscadarun para t=0.8. Para além da
discrepancia visivel da curva correspondenteuab, é notéria a influéncia que os restantes
parametros seleccionados exercem sobre a movindentieccada frente e consequentemente,
sobre as velocidades de decaimento de cada ondan,Agerifica-se que um aumento do
Az provoca uma desaceleracdo sucessiva do movimariterte {unl e run2). Conclui-
se, entdo, que o valor dszyn = 0.005 € demasiado elevado, provocando um nuamero
excessivo de redefinicdes da grelha e atrasandwvarmantacio da frente. E de notar que este
efeito € agravado no caso de grelhas mais finase@ com um maior numero de nodos
(run2), observando-se, igualmente, para este caso wamaagento do esforco computacional.
Este efeito seria de esperar ja que é natural goegracao se realize mais rapidamente em
grelhas menos concentradas, como é o casordo
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Gréfico 5.16: Resultados obtidos pelo método dinamico
de malha mével em todos nms para t=0.8.

No caso dé\zyn = 0.004 (un3 e rund) ndo se verificam dificuldades acrescidas no
avanco temporal do algoritmo (que seriam possimeiTaso dos pontos se aproximarem
demasiado de forma a dificultarem a avanco data¢é®), sendo o ritmo de avanco da frente
mais proximo do esperado. No entanto, observaisegpfiente dound um ligeiro atraso em
relacdo a correspondenteram5, ao que se junta a incapacidade de formacgéo denggde
superior da frente para t=0.2, ja referida antererte. Estes problemas sao resultantes do
facto da grelha utilizada ser constituida por megmm#tos (NP=21) que a referente ran3
(NP=26), o que provoca visiveis dificuldades nafieaicdo de todas as caracteristicas da
solugéo. Por outro lado, a utilizagdo de uma greltzas espacada possibilita tempos de
computacdo mais reduzidos, mas que, neste casaondzensam de forma alguma a pior
gualidade dos resultados.
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Nos Gréficos 5.17 a 5.24 apresentam-se os ressligiotidos para os casos 1 a 4. E
notério o atraso relativo na evolugédo temporalréapectivas frentes paraanl e run2 (vd.
Graficos 5.17 e 5.19 respectivamente) em relac@iesdantes (vd. Graficos 5.21 e 5.23), além
da deficiéncia no perfil para t=0.2 nan4 (vd. Grafico 5.23).
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Grafico 5.17: Resultados obtidos pelo método
dindmico de malha movel paraunl (até t=2).
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Grafico 5.19: Resultados obtidos pelo método
dindmico de malha movel paraun?2 (até t=2).
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Gréfico 5.21: Resultados obtidos pelo método
dinamico de malha movel paraun3 (até t=2).
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Gréfico 5.18: Resultados obtidos pelo método
dinamico de malha moével paraunl (até t=10).
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Gréfico 5.20: Resultados obtidos pelo método
dinamico de malha moével paraun?2 (até t=10).
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Graéfico 5.22: Resultados obtidos pelo método
dindmico de malha movel paraun3 (até t=10).
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Grafico 5.23: Resultados obtidos pelo método Gréfico 5.24: Resultados obtidos pelo método
dinamico de malha movel paraun4 (ate t=2). dinamico de malha mével paraun4 (até t=10).

A partir do choque das frentes na fronteira dirdt=1), todos osuns exibem
comportamentos semelhantes (vd. Graficos 5.18,, S22 e 5.24). Por outro lado, o
comportamento dos nodos € relativamente parecidtodos os casos (vd. Graficos 5.25 a
5.28). As posi¢cdes nodais situadas na regido doirdonanterior a frente permanecem
inalteradas, notando-se perfeitamente a migrac&onddos que formam a frente junto a
z=0.6 para t=0.2. A partir desse momento, veriieacomo seria de esperar, o deslocamento
desses nodos na direccdo positiva de z, acompamlzaantbvimentacdo da frente até a sua
colisdo com a fronteira direita.
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Grafico 5.25: Resultados para a movimentagcédo nodaGrafico 5.26: Resultados para a movimentagéo nodal

da malha nas condi¢6es dml.
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Gréfico 5.27: Resultados para a movimentagdo nodalGrafico 5.28: Resultados para a movimentagdo nodal
da malha nas condi¢6es dm3. da malha nas condi¢Bes do4.

O tempo de computacdo para o caso onde se oltiviesdhores resultadosuf3) é:
3867.8 s, sendo significativamente inferior ao fieado para o melhorun do Método de
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Refinamento (tcpu = 6157.5 s). Deste modo, pode-se conclug, gara este exemplo, o
Método Dinadmico de Movimentacdo Nodalé mais eficiente, obtendo-se resultados de
qualidade semelhante, com esforcos computacionais meduzidos. No entanto, este
resultado continua a ser ainda relativamente etevad relacdo ao conseguido pelo M.E.F.M
(twermn=1176.5 S¥°. De qualquer modo, este método é também, do pmteista formal,
consideravelmente mais simples do que a formulatgielementos finitos mdveis (vd.
Apéndice B).
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6. Apresentacédo e Comentéario dos Resultados

De forma a testar a performance dos métodos nunsédescritos anteriormente e a
eficacia dos cddigos desenvolvidos para a sua e#ecestes foram testados por intermédio
da aplicacdo a problemas tipicos e ja sobejameantbecidos e estudados. Estes modelos
padrdo caracterizam-se por apresentarem carac@sisbastante variadas, permitindo
identificar as circunstancias em que os algoritsesevelam mais ou menos eficientes. Deste
modo, torna-se possivel avaliar as potencialidadisitacbes dos métodos, e portanto, em
gue condicdes e para que tipo de modelos estas @i apropriados.

A performance de cada cdodigo é analisada atravédodeparametros essenciais e
distintos: a qualidade, ou seja, a precisdo dadtee®s; o0 esforco computacional exigido
para a obtencdo desses resultados. Para cada exemtfira-se como referéncia, 0s
resultados apresentados fuartd®?, através da aplicacdo de um cédigo que executa um
algoritmo baseado ndétodo dos Elementos Finitos Movei¢M.E.F.M.).

6.1 — Posto de Trabalho

As execucdes de cada exemplo numérico foram eaggsithnumavorkstation SUN
Sparcstationde arquitectura RISC com 16 Mb de memoria RAM. Goéndbvio, esta
maquina trata-se do mesmo computador utilizadoDp@rtd®?, porque s6 nesse caso, faria
gualquer sentido comparar os tempos de cpu reérais dois trabalhos.

E importante realcar, que, ao efectuar este tparhlogia, ndo s6 se comparam 0s
desempenhos entre as estratégias adaptativas iscdetidacdo espacial, que constituem o
nacleo de cada algoritmo, como também se compakficééncia relativa entre dois
integradores distintos.

Neste trabalho, como foi referido anteriormentebasnos algoritmos utilizam o
integrador implicito DASSL, para o avanco tempd@bolucdo. No entantbuarté?” aplica
um integrador mais recente denominado por DASOL¥sedvolvido porJarvis e
Pantelide§Y. Este integrador baseia-se em métodosDierencas Finitas atrasadas de
ordem e passo variaveis. Todas as manipulacoebrialge sdo efectuadas em matrizes
esparsas, ao contrario do que acontece com a DAS§Uge transforma a DASOLV num
integrador rapido, destinado preferencialmentestersias algébrico-diferenciais de indice
inferior a dois. Deste modo, é possivel que azaftiio da DASOLV possa, s6 por si,
constituir uma vantagem na integracao de certoselosddevido a utilizacdo de operacfes
algébricas em matrizes esparsas, 0 que resulta maita rapidez do cédigo desenvolvido

29] . .
por Duarté?®, em casos onde os algoritmos adaptativos tenhampantamentos semelhantes.
No entanto, dada a maior complexidade do M.E.FéVppssivel que esta vantagem nédo se
revele importante em determinados casos.
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6.2 — Aplicacdo dos Métodos Numéricos a P.D.E."s

6.2.1 - Exemplo 2: Adsor¢ao num leito fixo

Este model6” descreve a adsorcdo de um Unico componente ntonfi¥@ que opera
isotermicamente. O equilibrio entre o soluto e sefadlida € considerado instantaneo e
admite-se que 0 escoamento € do tipo pistao.

du _ 1 u_ 1 u
5t Peli+&y(u)] Egzz 1+ (u) % 1)

Condicoes Fronteira

du(ot) _ _
T = Pe[ﬂu l) (62)
Su(Lt)

=0 (6.3)

Condicao Inicial

u(z0)=0 (6.4)
Dominio

0<z<1 (6.5)

0<t<3 (6.6)

Parametros do Modelo

C ~ . . . . s ~
u= o concentracdo adimensional do componente adsoevidrelacdo a concentracdo de
0
entrada.
C - concentracdo do componente adsorvido no sefluido.
Co - concentragdo do componente adsorvido na cordenéimentagao.

0 . . . ~
t =— - tempo adimensional, normalizado em relagca@®agpb de passagem.
T

0 - variavel temporal.

I .

T= v tempo de passagem de um elemento de fluidoitoo le
0

| - comprimento do leito.

Vo - velocidade do fluido no leito.

z - variavel espacial.
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E=—— [E =1 - factor de capacidade do leito.

€ - porosidade do leito.
Qo - concentracdo do componente adsorvido no s@ithogquilibrio com ¢
g(u) - isotérmica de equilibrio.

V., [ , L.
Pe= -2 =10 - nmero déPecletmassico.

eff
D¢t - difusividade efectiva do componente adsorviddeito.

Como isotérmica de equilibrio, considerou-se adéeaiccdo de massas, ou seja:

klu
u=—7r—~— 6.7
olu) 1+ (k -1) W ©7)
em que: k — constante de equilibrio.
Caso A: k=0.

Neste caso, a lei de accdo de massas é desfav@éaste modo, a onda espalha-se ao
longo do dominio, originando perfis bastante sua@etempo necessério para a obtencao do

estado estacionario é mais elevado, ja que a daldeide propagacdo da onda € baixa.

Parametros da Execucée

% Tipo de Diferengas Finitas - 5 Pontos Centradas
& Tolerancia do Método - 5x10*

% Tolerancia do Integrador - 1x10°

% Grelha Inicial - Uniforme; 41 Nodos
% Tipo de Interpolagédo - Linear

% Passo de Tempo Base - 0.01

% Tempo Final - 3.00

% N° Maximo de IteracGes - 9

% Tempo de computagdo (Fp) — 9293.3 s

Por andlise dos resultados apresentados no G&ficeerifica-se a obtencéo de bons
resultados, apesar da utilizacdo de interpolacesares, que poderiam ndo ser muito

adequadas devido ao caracter curvilineo dos perfis.
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Grafico 6.1: Resultados obtidos pelo método de
refinamento para o Cagodo exemplo 2.

Ocorrem, no entanto, algumas dificuldades paratiafacdo da condicéo fronteira de
Neumannna fronteira direita do dominio (z=1), ap6s ogim da onda que ocorre por volta

de t=1. Estas dificuldades, que provocam um sigatiffo aumento do esfor¢co computacional
a partir desse instante de tempo, podem ser prdaeqaor:

(1] Alteracdes nas caracteristicas da curva provocaaas condicdes deDirichlet

artificiais introduzidas no extremo interior a qdanda integracdo dos subproblemas de
refinamento que incluem a fronteira direita do damglobal;

(2] Inadequacéo das diferencas finitas centradasodugd® destes tipo de subproblemas;
neste caso, talvez a utilizacédo de diferencas deascasupwindse revele mais apropriada.

Este tipo de problemas, ocorre na maioria dos loedeom estas caracteristicas,
verificando-se dificuldades inesperadas para o@vdo algoritmo, apos o choque das ondas
(abruptas ou difusionais) nas respectivas frordeleNeumann
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Grafico 6.2: Resultados do nivel de refinamento para o @ado exemplo 2.

As dificuldades referidas anteriormente, podem c@nprovadas por analise do
Grafico 6.2. Assim, observa-se que as zonas deareénto acompanham o movimento da
frente ao longo do dominio. A partir de t=1, a oedabate na fronteira da direita e, apesar
dos perfis continuarem suaves, verifica-se umadgractividade de refinamento nas zonas

vizinhas a z=1. Esta actividade anormal provoca aumento significativo no esforgo
computacional exigido pela integracéo.
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Caso B: k=1.0

Neste caso, a influéncia da difusédo é mais impttaAssim, a solugdo desenvolve
perfis significativamente mais abruptos.

Parametros da Execucéae

% Tipo de Diferengas Finitas - 5 Pontos Centradas
& Tolerancia do Método - 1x10°

& Tolerancia do Integrador - 1x10°

% Grelha Inicial - Uniforme; 41 Nodos
% Tipo de Interpolagédo - Linear

% Passo de Tempo Base - 0.01

% Tempo Final - 1.90

% N° Maximo de Ilteragdes - 9

% Tempo de computagdo (Tp) - 8053.2 s

Dadas as caracteristicas do método de refinament®, por definicdo, executa a
reducdo do passo espacial nas zonas onde esteet® mecessaria, ndo existe vantagem na
utilizacdo de malhas base nao uniformes, principatemem casos onde uma onda atravessa
todo dominio.

Neste caso, sdo utilizadas interpolacdes lineacegup estas se revelam bastante
adequadas para modelos cujas solu¢gbes desenvomaagdes muito bruscas de gradiente
entre seccbes do dominio proximas. A utilizacd@penas dois pontos para interpolacdo é
mais eficiente de forma a se lidar com problemas desenvolvam frentes abruptas ou
choques.

Os resultados conseguidos com 0s parametros afades sdo aceitaveis, como se
pode verificar pela analise do Grafico 6.3. No Bftaé necessaria a utilizacdo de uma malha
base concentrada (malha de nivel 2 com 81 nodadismibuidos), de forma a se obterem
frentes relativamente abruptas, apesar da suasespeser ainda demasiado elevada. Verifica-
se, igualmente, a ocorréncia de oscilagcdes ligamamona superior das frentes.
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Gréfico 6.3: Resultados obtidos pelo método de
refinamento para o Cagdo exemplo 2.
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Através da analise do Grafico 6.4, é possivelaligar as zonas do dominio onde o
refinamento se revela necessario. Deste modojogese, como seria de esperar, que as zonas
de refinamento acompanham o movimento da frente.

Nivel de

Refinamento Refinamento

8
7
6
5 Nivel de
4
3
2

1

2 0
Gréfico 6.4: Resultados do nivel de refinamento para o ®ado exemplo 2.

Devido a maior complexidade dos perfis de solud@ste caso, pela ocorréncia de
frentes abruptas, este foi igualmente executadwédrda aplicacdo do algoritmo de malha
movel adaptativa. Nessa execucdo, foram utilizadgsarametros globais seguintes:

Parametros da Execucéae

% Tipo de Diferengas Finitas - 5 Pontos Centradas

& Tolerancia do Método - 1x10*

% Tolerancia do Integrador - 1x10°

% Grelha Inicial - N&o Uniforme, 16 Nodos; z=[0.0x20* 5x10*,
1x10°, 1.5x10°%, 2x10°, 5x10°, 0.01, 0.05, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.7, 1.0]
% Tipo de Interpolagédo - Linear

Q(> Azyin - ]_><10'5

% AzZyax - 7><10_3

S a - 1

S A - 0.75

% Passo de Tempo Base - 0.02

% Tempo Final - 1.90

% Tempo de computagdo (Fp) — 8552.9 s

O método de malha movel baseia-se numa estratiegideslocamento nodal para
zonas de maior actividade da solucdo. Deste modmg-se vantajoso utilizar uma grelha néao
uniforme, colocando os nodos iniciais em posicdeesejam esperadas maiores dificuldades
de integracdo. Inicialmente, é introduzida umaysbecéo na fronteira esquerda do dominio
(z=0), que posteriormente se propaga através dedatbminio sob a forma de uma frente
abrupta mével. Por isso, optou-se por definir umedh@ inicial concentrada na vizinhanca da
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referida fronteira. Posteriormente, o algoritmoloesd os nodos das suas posi¢des iniciais
de forma a acompanharem o movimento da frenterggmldo dominio.
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Grafico 6.5: Resultados obtidos pelo método de
malha moével para o Cagdo exemplo 2.

Os perfis de solucdo resultantes sao apresentado&rafico 6.5. Deste modo,
verifica-se a ocorréncia de uma perturbacéo migigarh na curvatura superior da frente e um
overshootnegativo reduzido, em instantes de tempo maisobaikstas imperfeicbes séo
diluidas com o decorrer da integracdo, desapareceraimpletamente, para tempos
posteriores. A frente é consideravelmente maispahrdo que a obtida pelo método de
refinamento. Deste modo, € possivel concluir, qoepdnto de vista da precisdo dos
resultados o método de malha mével adaptativavedarenais eficiente do que a estratégia de
refinamento.

No entanto, é de salientar a necessidade deuirazyax muito reduzido de forma a
manter perfil da zona superior da frente estavebir, € introduzido um numero bastante
elevado de pontos adicionais intermédios duraiméegracao, a medida que os nodos base se
afastam, de forma a manter a estabilidade dosspédf entanto, este facto provoca um
aumento consideravel do esforco computacional agolala integracao, ja que, apesar da
grelha inicial de nivel 2 apenas ser constituida3@nodos, a continua introducédo de nodos
adicionais conduz a uma grelha extremamente pedad203 nodos. Assim, o tempo de
computacdo de cada passo temporal aumenta drastitgna medida que a integracdo se
aproxima do tempo final e a onda percorre todo midm. Deste modo, a integracdo das
malhas fixas e a avaliagdo do erro espacial asimeiaada nodo, torna-se no passo limitante
do algoritmo a partir de determinado instante, die\vd elevada concentracdo das malhas
globais. Assim, € a operacao de seleccéo de subtieng ndo a sua integracdo, que contribui
mais significativamente para o aumento do esfooropuitacional ao longo da integracéao.

Por outro lado, verifica-se, igualmente, a ocari@rde frequentes dificuldades de
convergéncia dos valores fronteira em cada subdom@n que leva a um alargamento
significativo dos subdominios em relacdo aos ihioéate calculados por estimativa do erro
espacial. Este facto também contribui para o aumndmtempo de computacgéao.

No Gréfico 6.6 apresenta-se a evolucdo da malba ivécial de 32 nodos, onde se

torna perfeitamente visivel o deslocamento dos siode forma a acompanharem o
movimento da frente.
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Gréfico 6.6: Evolucdo da malha inicial de nivel 2 para o CRgto exemplo 2.

De forma a analisar o efeito da variacdo de algpar&metros no desempenho do
algoritmo, foram executados diversass do presente modelo até ao tempo final de t=0.3. As
condicBes de cadaun sdo resumidas na Tabela 6.1. Todos os paramdimseferidos na
tabela mantiveram-se inalterados. E de notar queoadices apresentadas anteriormente
correspondem as dan4.

Tabela 6.1:Condigfes fixadas para a execugdo de pawldo modelo de adsorgéo em leito fixo.

Run AZypx Diferencas A tcpu (s)
Finitas (Tfinal = 0.3)
1 7x10° Centradas 0.5 1809.3
2 7x10° Centradas 1.0 245.3
3 2x10° Centradas 0.75 122.3
4 7x10° Centradas 0.75 232.6
5 7x10°3 Biased Upwind 0.75 516.0

Os resultados obtidos em cada para os instantes t=0.1 e t=0.3 s&o apresentagos n

Graficos 6.7 e 6.8 respectivamente.

Assim, observa-se que, parauml, ocorre grande instabilidade na zona superior da
frente que praticamente ndo se forma, apesar desaaerificar oscilacdo visivel na zona
inferior desta. Os resultados sao nitidamenteisfa&drios para as condigfes mm1.
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Gréfico 6.7: Resultados obtidos pelo método de
malha mével para cadan (t=0.1).

Gréfico 6.8: Resultados obtidos pelo método de
malha mével para caadan (t=0.3).
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No caso daun2, verifica-se a ocorréncia de oscilacdes moderadageccao superior
da frente e um ligeir@vershootna formacao da curvatura inferior desta. Desteanod
resultados podem ser considerados como poucoasatiss. Para as condi¢cdes dm3,
observam-se algumas dificuldades na manutencaea®s a montante da frente em u=1.
Verificam-se algumas oscilagbes nessa zona eowsnshootsignificativo na formacao da
zona inferior da frente. As condi¢cdes dm4 correspondem as apresentadas inicialmente,
tendo sido ja convenientemente discutidas. Finaeeno caso daun5, nota-se uma
formacdo correcta da zona anterior do perfil. Ndamio, verifica-se, igualmente o
desenvolvimento de uma bossa positiva anémala mvatcwa da seccéo inferior da onda. No
geral, todas as anomalias referidas atras tendsoawzar-se no tempo, e, eventualmente,
desaparecerdo com o decorrer da integragéo.

Deste modo, a andlise dos resultados permite wiorgpie existem dois parametros
criticos para a performance do método quando aluliaseste exemplo. Estes parametros séo:
factor de viscosidade internodal) € a distancia maxima entre nodAgy(ax ).

O ajuste correcto d& € extremamente importante porque possibilita acieo da
velocidade nodal adequada & movimentagdo da frentdeste modo, permite que o
posicionamento da malha em cada instante sejarectorde forma a manter a estabilidade da
seccéo anterior da frente. Assim, verifica-se quel@ém bons perfis, consistentemente, para
um valor deA a rondar 0.75. Em casos em que< 0.75 (unl) observa-se uma total
incapacidade do algoritmo formar correctamenteraatura superior da frente. Nestes casos,
os nodos, apesar de partirem de posigcdes muitanpadxdo eixo z=0, movimentam-se com
uma velocidade demasiado elevada, ndo permitinidon@acdo da seccédo superior da onda.
Nem mesmo a fixacdo de ufizyax reduzido, conduz & manutengdo da estabilidade pelo
nodos adicionais. Essa instabilidade provoca, igeate, um acréscimo nas dificuldades de
avanco da integracdo, traduzido por um aumentdiciv&aso tempo computacional em relacao
aos casos restantes. Por outro lado, pard.75 (un2), a movimentacdo nodal € demasiado
lenta, provocando instabilidade visivel na seccatersr da onda. No entanto, estas
oscilagbes sao consideravelmente menos graves @l@gjobservadas pararunl. Assim,
esta instabilidade n&o leva a um aumento visivedsforco computacional, ja que g,tpara
este caso é semelhante ao verificado no caso padrét).

A influéncia doAzyax na performance do algoritmo é discutida atravéanddise dos
resultados obtidos nas condigbesaa3. Assim, verifica-se que um aumento no espagamento
maximo internodal provoca um acréscimo na insidnle da seccdo superior e um
agravamento significativo dovershootnegativo na curvatura inferior da frente. Por outr
lado, nota-se um abaixamento importante do esfagmputacional devido a menor
necessidade de introducéo de nodos adicionaigriatkos, o que leva a definicdo de malhas
fixas consideravelmente menos densas. No entantoupanca computacional conseguida,
nao compensa o abaixamento na qualidade dos ssit@méricos obtidos.

A utilizacdo de diferencas finitdsased upwindrun5) ndo conduz a uma melhoria
consideravel dos resultados. Pelo contrario, agksaéo ocorrerem dificuldades na formagéo
da curva superior da frente, verifica-se o desefmv@nto de uma bossa positiva na sec¢ao
inferior desta. Assim, a utilizacdo de diferengagés atrasadas conduz a piores resultados na
definicdo do perfil imediatamente posterior a feefRara além disso, verifica-se um aumento
significativo do esforgco computacional, para efte tle diferencas finitas.

Os desempenhos computacionais associados a cadasumétodos comparados neste
trabalho, encontram-se resumidos na tabela seguinte
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Tabela 6.2:Desempenhos computacionais para o modelo de ddseng leito fixo.

Caso Algoritmo Tempo de Computacao
(s)
A Refinamento 9293.2
M.E.F.M. %] 29428.3
Refinamento 8053.2
B Malha Movel 8552.9
M.E.F.M. % 6722.6

No casoA, que a partida, ndo representa grandes problemastebracdo devido a
suavidade dos perfis desenvolvidos, verifica-se methor desempenho computacional do
método de refinamento em relagdo ao M.E.F.M.. Ggltedos obtidos por cada método sé&o
muito semelhantes. Assim, conclui-se que o refiminee revela mais eficiente que a
estratégia de elementos finitos moveis para est ca

No que diz respeito ao ca&y verifica-se um melhor comportamento numérico do
M.E.F.M., em relacdo aos restantes. Os desempeardroputacionais de cada um desses
métodos sdo muito semelhantes. No entanto, vesg@icgue o algoritmo de malha movel
consegue obter melhores resultados, do ponto da ® desenvolvimento correcto das

frentes abruptas.

6.2.2 - Exemplo 3: Reactor Pistao Difusional

Este exempl®” descreve um reactor tubular isotérmico, com o @uablicado o

modelo pistdo difusional. De forma a se estudafeitoeconjugado de termos difusivos,
convectivos e reaccionais, introduz-se um termdifls&do axial no modelo, ao mesmo tempo

gue se admite a ocorréncia de uma reaccdo homodérmameira ordem A- B, no interior

do reactor.
2
ou_ ig@_%_ Dall
z

Condicoes Fronteira

oul0t) Lé(gt) = Pelfu-1)

3 u(yt)
0z

=0

Condicao Inicial

u(z0)=0
Dominio

O0<z<1l
0<t< 125

(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)
(6.13)
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Parametros do Modelo

u - concentracao da espécie A.
z - variavel espacial.

0 . . , ~
= — - tempo adimensional, normalizado em relacdeagpb de passagem.
T

0 - variavel temporal.

I .

T= v tempo de passagem de um elemento de fluidoitoo le
0

| - comprimento do leito.

Vo - velocidade do fluido no leito.

Da= k—“ =1 - numero ddamkholer

0
k - constante de velocidade de reaccéo.

V, [l i .
Pe= —— - nimero ddecletaxial.

ax

Dax - difusividade axial da espécie A.

Caso A:

Trata-se de um modelo de caracter difusional e,igsm, ocorre um afastamento da
situacdo de pistdo puro. Deste modo, a onda espalha longo do reactor e a sua velocidade
de propagacéao diminui.

Parametros da Execucéae

% Tipo de Diferengas Finitas - 5 Pontos Centradas

& Tolerancia do Método - 5x10*

% Tolerancia do Integrador - 1x10°

% Grelha Inicial - Uniforme; 21 Nodos

% Tipo de Interpolagédo - SplinesCubicas 5 Pontos
% Passo de Tempo Base — 0.005

% Tempo Final - 1.250

% N° Maximo de Iteragbes - 10

% Tempo de computagio (Fp) — 707.4s

Por andlise dos Graficos 6.9 e 6.10, verifica-sebencdo de bons resultados na
integracdo do exemplo enunciado, com os parameamesentados anteriormente. A
utilizacdo de interpolagBes cosplines cubicas ajusta-se perfeitamente as caracteristicas
curvilineas da solucédo. Por outro lado, observgtse ndo € necessario aplicar uma malha
muito apertada para a obtencdo de resultados \eaisit®A malha base utilizada é uniforme,
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pelas razbes
tempo de cpu

ja expostas no exemplo anterior. Dest®, ocorre uma reducdo dréstica do
em relacdo a casos semelhantes.
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Grafico 6.9: Resultados obtidos pelo método de Grafico 6.10: Resultados obtidos pelo método de
refinamento no CasA do exemplo 3 (tfinal=0.5). refinamento no CasA do exemplo 3 (tfinal=1.25).

Obtém-se resultados muito aceitaveis, com um @sfwsmputacional reduzido, ja que
a necessidade de refinamento é bastante modemuznas ocorre em dois periodos breves:

nos instantes

iniciais, de forma a lidar correctammeom a descontinuidade introduzida em

z=0; nos instantes finais da integracdo, ap0s oatantha onda com a fronteira z=1 (vd.

Gréfico 6.11).
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Grafico 6.11: Resultados do nivel de refinamento para o @ado exemplo 3.

Neste caso, a solugcdo apenas desenvolve pertisiafiis bastante suaves. Deste
modo, verifica-se uma menor dificuldade de inte§oae, consequentemente uma melhor
performance do método de refinamento.

Caso B:

Neste exemplo, a difusdo assume reduzida impaéatémgue provoca a ocorréncia de
frentes abruptas na solucdo. O comportamento doreaproxima-se da situacao de pistdo
puro, em que o declive da frente tende para infiNteste caso particular, a onda sofre uma
ligeira distorcdo, devido a presenca do termo tifysmantendo-se, no entanto, com uma

forma abrupta.
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Parametros da Execucéae

% Tipo de Diferengas Finitas -

& Tolerancia do Método - 1x10°

& Tolerancia do Integrador - 1x10°

& Grelha Inicial - Uniforme; 41 Nodos
% Tipo de Interpolagédo - Linear

% Passo de Tempo Base - 0.01

% Tempo Final - 1.00

% N° Maximo de IteracGes - 9

% Tempo de computagio (Fp) - 7368.6 S

5 Pontos Centradas

Através da andlise dos Gréficos 6.12 e 6.13,ivarde a evolucdo da frente ao longo
do reactor. A partir de t=1, a onda embate na é&catireita do dominio (z=1), atingindo-se
o0 estado estacionario. No entanto, nota-se quepas&sra da frente desenvolvida é
ligeiramente maior que o esperado, apesar de Ismutima malha base apertada. Por outro
lado, observam-se oscilagcbes muito ligeiras na zupeerior da frente, que se esbatem ao

longo do tempo.
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Gréfico 6.12: Resultados obtidos pelo método de
refinamento no CasB do exemplo 3 (tfinal=0.5).
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Grafico 6.13: Resultados obtidos pelo método de
refinamento no CasB do exemplo 3 (tfinal=1.0).

A integracdo deste caso revela-se mais dificilmqueaso anterior, devido ao caracter
pistdo da solucdo, que origina gradientes maisadtes; exigindo um esfor¢co computacional
mais elevado. A interpolacéo linear € a mais addmymara o caso em estudo, devido as

caracteristicas abruptas da frente.

No Grafico 6.14, apresenta-se o0 grau de refinameassociado a cada nodo do
dominio de nivel 2, notando-se perfeitamente augd@a das zonas de refinamento de forma a

acompanharem o deslocamento da frente.
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Grafico 6.14: Resultados do nivel de refinamento para o ®do exemplo 3.

Parametros da Execucéae

% Tipo de Diferengas Finitas
% Tolerancia do Método

% Tolerancia do Integrador
% Grelha Inicial

5 Pontos Centradas

1x10*

1x10°

N&o Uniforme, 16 Nodos; z=[0.0x20*, 5x10*,

1x10°, 1.5x10°%, 2x10°, 5x10°, 0.01, 0.05, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.7, 1.0]

% Tipo de Interpolacdo

S Azvin

& Azyax

S a

LA

% Passo de Tempo Base

% Tempo Final

% Tempo de computagdo (Jou)

Linear
1x10°
7x10°

1

0.75
0.02
1.00
7000.7 s

Nos Gréficos 6.15 e 6.16 apresentam-se os pesfiespondentes a aplicacdo do
método de malha adaptativa ao c#&salo presente exemplo. Os parametros fixados nesta
execucao estdo listados acima e correspondem iipadas norun4 do exemplo de adsorcao

(Exemplo 2).
—t=01 —t=03 ——t=0.5
—t=02 —t=0.4
1
1
08fF |
|
o6fF |
| |
uo4fr | ‘
| |
02 B \
| \
of ‘
_02 Il Il Il Il
0 0.2 04 0.6 08

Gréfico 6.15: Resultados obtidos pelo método de

malha mével no Cas® do exemplo 3 (tfinal=0.5).
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Grafico 6.16: Resultados obtidos pelo método de
malha mével no Cas® do exemplo 3 (tfinal=1.0).
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Por analise dos resultados, observa-se a ocaaréiecioscilacdes ligeiras nas zonas
imediatamente anteriores a frente, para instarge®rmpo iniciais. Nota-se, igualmente, um
pequenoovershootnegativo na extremidade inferior da frente paf@ i=Estas anomalias
diluem-se com o avanco da integracdo, desaparecencdaetamente parat > 0.3.

As frentes desenvolvidas séo bastante abruptaseagando uma espessura
consideravelmente inferior & das frentes obtidam @ método de refinamento. Assim,
verifica-se uma reproducdo correcta das variacdaeschs dos gradientes da solucédo e da
movimentag&do da respectiva onda. Deste modo, poderssiderar que os resultados obtidos
sdo, no geral, bastante aceitaveis.

A evolucdo dos nodos iniciais da malha de nived 2presentada no Gréfico 6.17.
Optou-se por ndo se representar 0 comportamentoatiiss adicionais por uma questéo de
maior visibilidade da movimentacdo da malha. Naetat, através da analise da malha base
inicial, é possivel verificar que os nodos acompamtsatisfatoriamente o deslocamento da
onda.
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Gréfico 6.17: Evolucdo da malha inicial de
nivel 2 para o CasB do exemplo 3.

A definicdo de um\zyax muito reduzido, de forma a manter a estabilidaaleetcéo
superior da frente, conduz a introducéo frequepteatlos adicionais, a medida que a onda
percorre o reactor. Desse modo, apesar da maltialide nivel 2 ser constituida por apenas
32 pontos (a maioria dos quais concentrada nahaniga da fronteira esquerda do dominio),
verifica-se que a malha final correspondente aptas87 pontos. Este facto provoca um
aumento significativo do esfor¢co computacional Eagoela integracdo ao longo do tempo,
provocado pela crescente dificuldade na integragas malhas fixas que se tornam
extremamente concentradas e extensas. Este propteiesser ultrapassado por um aumento
deAzyax, permitindo um maior afastamento entre nodos adjas.

Nos Gréficos 6.18 e 6.19 sdo apresentados ostaésslobtidos por aplicacdo de
Azuax= 1.5¢1072, aproximadamente o dobro do utilizado na execuagderior. Os restantes
parametros permanecem inalterados.
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Grafico 6.18: Perfis de resultados obtidos pelo métod@rafico 6.19: Perfis de resultados obtidos pelo método
de malha mdvel adaptativa nan adicional para o de malha moével adaptativa nn adicional para o
CasoB do exemplo 3 (tfinal=0.5). CasoB do exemplo 3 (tfinal=1.0).

Ao contrério do que acontecia no exemplo anted@ymento do valor d&zyax néo
provoca um aumento visivel da instabilidade dosigpeDbserva-se ainda um muito ligeiro
overshoomnegativo na curvatura inferior da frente que dassge com o tempo.

Verifica-se uma estabilidade razoavel dos perfisidis, que, em oposi¢cdo ao que
acontecia na execugao anterior, piora ao longeuhpd. Assim, observam-se oscilacdes mais
importantes para tempos mais elevados.

Por outro lado, 0 aumento dewax, provoca uma diminuicdo na colocagdo de nodos
adicionais (a malha final de nivel 2 é constitubda apenas 137 nodos) e um consequente
decréscimo no esforco computacional. Deste modempo computacional associado a esta
execucéo e consideravelmente inferior ao antefigy= 2998.8 s.

A andlise do Gréfico 6.20 permite concluir que umeior liberdade no afastamento
nodal conduz a uma movimentacado mais vigorosa dotop da malha base inicial de nivel 2.

0.8
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J
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0 L L L L
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t
Gréfico 6.20: Evolucdo da malha inicial de nivel 2
para orun adicional do CasB do exemplo 3.

De qualquer modo, considera-se que, no geralesdtados obtidos pela execucdo

original conduzem a melhores resultados globaisgsap de exigirem um esforco
computacional superior.

Na Tabela 6.3 apresentam-se os desempenhos coiopata@associados a cada um
dos diferentes métodos para o exemplo do readt&qdifusional (Exemplo 3).
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Tabela 6.3:Desempenhos computacionais para o modelo do rgastéo difusional.

Caso Algoritmo Tempo de Computacao
(s)
A Refinamento 707.4
M.E.F.M. %] 5927.5
Refinamento 7368.6
B Malha Movel 7000.7
M.E.F.M. % 10436.2

O casoA nao representa grandes problemas de integracddodavsuavidade dos
perfis desenvolvidos. Assim, observa-se um condwdtmelhor desempenho computacional
do algoritmo de refinamento em relagdo ao M.E.FGAmo os resultados obtidos por cada
meétodo sdo analogos, conclui-se que o refinamentevela muito mais eficaz neste caso.

Para o casB, verifica-se um pior desempenho numérico do MM.Fem relacdo aos
restantes, apesar de proporcionar a obtencéo uléadkss ligeiramente melhores do ponto de
vista da qualidade dos perfis. As performances cbagmnais de cada um dos restantes
meétodos sdo bastante semelhantes, mas, verifigaes® algoritmo de malha moével obtém
perfis mais correctos, relativamente a reprodug@® fdrtes gradientes da solugdo. Assim,
conclui-se que a estratégia mais adequada parevestelo € a da malha mével adaptativa.

6.2.3 - Exemplo 4: Combustao

Este model§****® simula a dinamica de uma chama. Deste modo, aetertupa na
posicdo do ponto quente (z=0) aumenta gradualmatétetingir o valor normalizado ded.+
A partir desse instante, forma-se uma frente déctar abrupto que se propaga com a

. Ir , - . L . 2
veIoudade"?‘a/(2 [ﬂ1+a))’ até colidir com a fronteira direita (z=1). A veldade da frente é
aproximadamente exponencial, porque normalmenteyalmr de & € elevado e o
correspondente @ situa-se préximo da unidade.

du_3du -2
a—g*’Da[@.‘l‘G_U)l} (614)

Condicdes Fronteira

% =0 (6.15)
u(Lt)=1 (6.16)

Condicao Inicial

u(z0)=1 (6.17)
Dominio
0<z<1l (6.18)

0<t< 029 (6.19)
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Parametros do Modelo

T .
u =— - temperatura normalizada da chama.
0
T - temperatura da chama.
To - temperatura inicial da chama.
t - variavel temporal.
z - variavel espacial.

_ R
ald
B 20

R
E. - energia de activagéo.
a=1
R=5
Parametros da Execucéae
% Tipo de Diferengas Finitas - 5 Pontos Centradas
% Tolerancia do Método - 5x10°
% Tolerancia do Integrador - 1x10°
& Grelha Inicial - Uniforme; 41 Nodos
% Tipo de Interpolagédo - SplinesCubicas 5 Pontos
% Passo de Tempo Base - 0.01
% Tempo Final - 0.29
% N° Maximo de Iteracdes - 9
% Tempo de computagdo (Tp) - 319.6s

A aplicacdo de uma malha uniforme, apesar deivataente pesada (81 nodos para a
malha de nivel 2) origina a obtencéo de perfisemos (vd. Gréfico 6.21), comparativamente
aos que foram obtidos pPuarté??.
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Grafico 6.21: Resultados obtidos pelo método de refinamentoxamplo 4.
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O refinamento apenas se revela necessario a gart#0.27, apés a formacdo da onda
abrupta que percorre o dominio com uma velocidatteraamente elevada. Observa-se uma
ligeira distorcdo no perfil t=0.28 (Gréfico 6.21guja origem pode ser explicada pelas
limitacbes da estratégia escolhida para o trataondas condi¢cdes fronteira interiores nos
subdominios de refinamento (vd. Capitulo 4). A opdé introduzir condi¢gbes deirichlet
nesses pontos fronteira pode provocar anomalia® @ietectada neste caso, apesar desta
nao ser muito visivel. Como seria de esperar, amzale refinamento acompanham o
movimento da frente ao longo do dominio nos instrinais da integracdo (vd. Grafico
6.22).

Nivel de

Refinamento
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Gréfico 6.22: Resultados do nivel de refinamento para o exerplo

De modo a possibilitar o desenvolvimento corretztsolucdo, é necessario recorrer a
uma grelha inicial concentrada (41 nodos). Veriieaque a utilizacdo de uma malha
uniforme é adequada, j& que a frente atravessaotaldoninio. Dado o caracter curvilineo da
solucéo, as interpolacdes séo efectuadas atrasdidescubicas.

Assim, conclui-se que o0 método de refinamento epral resultados aceitdveis com

tempos de computacdo reduzidos, devido a relafedidade de avanco da integracéao.
Portanto, este método revela-se bastante adequefit@ae para o exemplo em estudo.

Parametros da Execucéae

% Tipo de Diferengas Finitas - 5 Pontos Centradas

% Tolerancia do Método

% Tolerancia do Integrador
% Grelha Inicial

% Tipo de Interpolagdo

S Azvin

S Azyax

S a

O A

% Passo de Tempo Base
% Tempo Final

% Tempo de computagdo (Jou)

5x10

1x10°

Uniforme; 41 Nodos
SplinesCubicas 5 Pontos
3x10°

1.0

1

0.4

0.01

0.29

774.2 s
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A aplicacdo do método de malha mével adaptativesi@ exemplo conduz aos
resultados apresentados no Grafico 6.23. Os elevagtadientes da onda sdo bem
reproduzidos pelo algoritmo, obtendo-se perfis exios com um esforco computacional
moderado. A malha inicial uniforme é suficienteneefiha para dispensar a introdugéo de
nodos adicionais com o decorrer da integracao.

—t=0.20 —t=0.27 —t=0.29
—t=0.26 —t=0.28
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Gréfico 6.23: Resultados obtidos pelo método de malha mévekemplo 4.

A execucao deste exemplo conduz a dificuldadeshiencdo de convergéncia nas
condicOes fronteira dos subproblemas gerados (palmente no passo entre t=0.26 e 0.27).
Neste passo, verifica-se a necessidade de introddgédnobilidade nodal num subdominio
bastante alargado em relagéo ao inicialmente setexto pela operacdo de estimativa dos
erros espaciais. No entanto, este problema naagftic do algoritmo, tem-se revelado
caracteristico de modelos caracterizados por fealdeuptas que atravessam a totalidade do
dominio com velocidades relativamente elevadas.

No Grafico 6.24 € possivel visualizar o comportatoela malha de nivel 2 a partir de
t=0.20. A evolucdo dos perfis anterior a esse msté& demasiado lenta para necessitar da
introducdo de submalhas moveis. De facto, vereague a movimentacdo nodal apenas é
necessaria a partir de t=0.26. Apos esse instaatapdos acompanham o deslocamento da
onda de uma forma satisfatoria. E de salientaraadgr extensdo relativa do subdominio
integrado no intervalo de tempo [0.26,0.27].
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Gréfico 6.24: Evolucdo da malha de nivel 2 para o exemplo 4.

Os resultados para o desempenho numeérico de ¢goldtrao estdo resumidos na
Tabela 6.4.
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Tabela 6.4:Desempenhos computacionais para o modelo de ceéiwbus

Algoritmo Tempo de Computacéo
(s)
Refinamento 319.6
Malha Movel 774.2
M.E.F.M. 6756.8

Assim, verifica-se que ambos 0s métodos apresehtagste trabalho obtém melhores
desempenhos computacionais que o M.E.F.M. Os pmfailados sdo semelhantes, apesar
de se observarem ligeiras perturbacdes nos ressltaatidos com o método de refinamento.
Deste modo, conclui-se que, do ponto de vista tivg@scomputacional exigido, os métodos
de refinamento e de malha movel se revelam maigepfes. No que diz respeito a precisdo
dos resultados, o0 método de refinamento é ligeintenmenos adequado que os restantes. Se
se considerar a conjugacdo destes dois factoreslucse que o méetodo mais eficaz para a
integracdo deste modelo € o método de malha mdeaetativa.

6.2.4 - Exemplo 5: Difusdo, Conveccao e Reaccao auParticula Plana

O model&® apresentado nesta seccdo, descreve o perfil deemtacdes numa
particula plana em condi¢Bes isotérmicas. Paraathhite-se um catalisador poroso, onde
ocorre uma reaccao catalitica-A P, além dos fenbmenos de transporte de massafpséial
e conveccdo. Comk,z0, os perfis de solu¢do ndo sao simétricos, teadpss considerar um
dominio espacial [0,2]. O arranque do processo eetedido através da introducdo de
perturbacdes em degrau em ambas as fronteiras minido correspondentes (em termos
fisicos) ao inicio da alimentacéo de reagente.

du du u
TR —Ama%z—cpzm (6.20)

Condicoes Fronteira

u(0t)=1 (6.21)

u(Lt)=1 (6.22)
Condicao Inicial

u(z0)=0 (6.23)
Dominio

0<z<2 (6.24)

0<t< 05 (6.25)
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Parametros do Modelo

C ~ . : s ~ , .
u =— - concentragao adimensional de A referida a caragdo no seio do fluido.
0
C - concentracéo de A no seio do fluido.
Co - concentragao de A na corrente de alimentacao.

t= Ti - variavel de tempo adimensional.
D
0 - variavel temporal.
_ g, [P T
T, = - constante de tempo de difuséo.
eff
€p - porosidade da particula.
| - semi-espessura da particula.
D¢t - difusividade efectiva do reagente no leito.
z - variavel espacial.

V, I . L .
A =—2—=10 - nimero dé’ecletmassico intraparticular.

m
eff
Vo - velocidade do fluido no interior da particula eetacdo a area de seccédo normal do
escoamento.

o=1 D/DL = 2 - médulo deThiele
eff

k - constante de reaccéao.

Parametros da Execucéae

% Tipo de Diferengas Finitas - 5 Pontos Centradas

& Tolerancia do Método - 1x107

% Tolerancia do Integrador - 1x10°

% Grelha Inicial - Uniforme; 21 Nodos

% Tipo de Interpolagédo - Splines Cubicas 5 Pontos
% Passo de Tempo Base - 0.01

% Tempo Final - 1.50

% N° Maximo de Ilteracdes - 10

% Tempo de computagdo (Fp) - 167.3 s

Através da utilizacdo de uma malha base uniforglativamente esparsa (apenas 21
pontos) e de um grau de precisdo baixo (TOULF), obtém-se bons resultados para a
evolucdo da solucédo (vd. Grafico 6.25 e 6.26) coatp@mente aos obtidos pbuartd?.
Apenas se verifica a necessidade do refinamentmalba, no inicio da integracéo, junto a
fronteira z=0 (vd. Gréfico 6.27), devido a pertwda inicial em degrau ai exercida. A
evolucdo dos perfis efectua-se sem qualquer difatld e o refinamento, quando se revela
necessario, é bastante ligeiro.
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Gréfico 6.25: Resultados obtidos pelo método de
refinamento no exemplo 5 (tfinal=0.05).
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Grafico 6.26: Resultados obtidos pelo método de
refinamento no exemplo 5 (tfinal=0.5).

Nivel de

7
6
5
4 Refinamento
3
2

05 0
Grafico 6.27: Resultados do nivel de refinamento para o exeBiplo

Por outro lado, este exemplo pode também serzadili para exemplificar a
possibilidade da ocorréncia de sobre-refinamentmdka, no caso da tolerancia exigida se
revelar demasiado baixa em relacdo a complexidadepérfis da solucdo. Para tal, sédo
apresentados nos Graficos 6.28 e 6.29 os resultaolodos através da utilizacdo de uma
tolerancia 18 inferior (TOL=1x10°% & do caso anterior, mantendo todos os restantes

parametros inalterados.
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Gréfico 6.28: Resultados obtidos através de
refinamento naun adicional do exemplo 5 (tf=0.05).

=01 ——t=03 — =05
=02 —t=04
1
08 [
0.6 |
u
04
02
0 1 1 1
0 0.5 1 15 2

z
Grafico 6.29: Resultados obtidos através de
refinamento naun adicional do exemplo 5 (tf=0.5).
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Por andlise do Grafico 6.28, verifica-se a ocani@de distor¢bes visiveis, nos perfis
iniciais da solucdo, em zonas de gradientes sudaveslucdo, que, a partida ndo deveriam
colocar dificuldades no avanco temporal da solueaportanto ndo se esperaria que fossem
sujeitas a refinamento. Estas distor¢des situanmge @onas com niveis de refinamento
diferentes, sendo diluidas a medida que a integragigsegue. Assim, € possivel concluir-se
gue, neste exemplo, o tratamento dado as fronieiersores (atraves da fixacdo de condicdes
de Dirichlet artificiais) pode originar problemas e levar aevigfio de resultados incorrectos.
Como a exigéncia de um grau de precisdo maiomarigin aumento significativo no nivel de
refinamento de algumas zonas do dominio (vd. Gr&i80), tal efeito provoca igualmente,
um aumento drastico no esfor¢o computacional exigi@d,~=271.0 s), sem dai se retirarem

guaisquer beneficios do ponto de vista de um awumeatqualidade dos resultados, muito
pelo contrario.
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Gréfico 6.30: Resultados do nivel de refinamento pararoadicional do exemplo 5.

O desempenho computacional entre 0 método deamséinto considerado neste
trabalho e o algoritmo M.E.F.M. utilizado ppuartd®® é resumido na tabela seguinte.

Tabela 6.5:Desempenhos computacionais para 0 modelo de djfus@ivec¢cdo e reaccdo numa particula plana.

Algoritmo Tempo de Computacéo
(s)
Refinamento 167.3
M.E.F.M."*] 5765.0

Por andlise da Tabela 6.5, verifica-se que, padtencdo de resultados aceitaveis, o0
algoritmo de refinamento apenas necessita de srcaram esforco computacional reduzido,
comparativamente ao exigido pelo M.E.F.Mey((K< Tyerm). Deste modo, pode-se concluir
gue para o caso do presente exemplo, cujos resslt#b exibem gradientes elevados, um
método relativamente simples como o algoritmo dimamento € suficientemente poderoso
para a obtencdo de perfis aceitaveis sem o reauestorco computacional excessivo. Assim,
este algoritmo revela-se muito eficaz, com umadolea relativamente alta, para este tipo de
exemplos. Por outro lado, verifica-se que a utiiza do M.E.F.M. gera resultados
semelhantes, mas através do recurso a um esfongputacional extremamente elevado e,

portanto, desnecessario. Esta discrepancia deverisejpalmente, a maior complexidade
formal do algoritmo.
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6.3 — Aplicacdo dos Métodos Numéricos a Sistemas®®.E."s

6.3.1 - Exemplo 6: Propagacdo de uma Chama

O presente modefd®*® simula a dinamica de propagacdo de uma chama,
considerando a sua temperatura e a massa do respEehbustivel. O problema caracteriza-
se pela definicdo, nos tempos iniciais, de uma icandfronteira a direita, dependente do
tempo e em forma de rampa. Esta condicdo preteesleraver a evolucdo da temperatura
desde a ignicdo até atingir o valor maximo. A sétugesultante apresenta a forma de duas
ondas que se propagam muito rapidamente no mesnimlcsgneste caso, na direccao
negativa de z), devido a relacdo directa que ®delsigida entre o consumo de combustivel e o
aumento de temperatura, originado pela libertagdmatbr que dai advém.

> 4

% = 2 35210 e (6.26)
Z
> 4

% = 2 Y +352x10° e ¥ (6.27)
Z

Condicdes Fronteira

M =0 (6.28)
0z

3v(or) _ (6.29)
0z

dulLy) _, (6.30)
o0z

_ t
v(Lt)= 02+ 5000 se  t0.0002 (6.31)
v(Lt) =12 se  t>0.0002 (6.32)

Condicdes Iniciais

u(z0)=1 (6.33)

v(z0)= 02 (6.34)
Dominio

0<z<1 (6.35)

0<t<0.006 (6.36)

Parametros do Modelo

u - massa de combustivel.
Vv - temperatura da chama.



Apresentacdo e Comentario dos Resultados - 128

Z - variavel espacial.
t - variavel temporal.

Parametros da Execucae

% Tipo de Diferengas Finitas - 5 Pontos Centradas (Para as duas variaveis)
& Tolerancia do Método - 1x10 (Para as duas variaveis)
& Tolerancia do Integrador - 1x10°

% Grelha Inicial - Uniforme

% Tipo de Interpolagédo - Linear

Y Passo de Tempo Base - 1.210°

% Tempo Final - 6.0x10°

Neste exemplo, opta-se por utilizar uma malhaoumié e interpolacdes lineares, ja
que, como se concluiu para outros casos, estagssé@ondicdes que permitem a obtencéo de
melhores resultados em modelos cuja solucdo étedrmatla pela rdpida movimentacdo de
frentes de caracter abrupto, que percorrem adatii do dominio espacial.

Tabela 6.6:Condic6es fixadas para a execucaordosdo modelo de propagacdo de uma chama (M. Ref.).

Run N° Pontos da Grelha Base tcpu (s)
(Nivel 1) (Tfinal = 0.0060)

1 21 526.7

2 41 911.2

Nos Graficos 6.31 e 6.32 apresentam-se os ressltadtidos através da execucgéo
runl caracterizada pelo uso de uma malha base delniveforme com 21 nodos.
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Grafico 6.31: Resultados obtidos pelo método de  Grafico 6.32: Resultados obtidos pelo método de
refinamento para minl do exemplo 6 (variavel u). refinamento para minl do exemplo 6 (variavel v).

A analise dos graficos anteriores permite, desgdeidentificar duas imprecisdes
graves:
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= A velocidade das ondas depende do passo tem@malfixado. Nos passos temporais
[0.0024,0.0036] e [0.0048,0.0060] as ondas peroorgm espaco maior do que o
correspondente aos restantes. Tal acontece porglg®ritmo € obrigado a dividir ao meio o
passo de tempo base, devido a limitacdes numétaagegrador.

= A espessura das frentes € praticamente nula, sgeahas limitada pelo passo espacial
na malha de nivel 2.

Na globalidade, a posicdo final das ondas encaetrdemasiada atrasada em relacéo
ao esperado. Portanto, neste caso, verifica-senpei@ao entre dois efeitos que introduzem
erros significativos nos resultados:

(1) Atraso das ondas provocado por erros introduzige$sdo a excessiva esparsidade da
malha de nivel 1;

(2] Avanco artificial da onda originado pelo facto wigs operacdes de refinamento se
simular o efeito da perturbacéo provocada pelo memio das ondas, através da consideracao
de condicdes fronteira dgirichlet. Deste modo, antecipa-se o efeito da passagemnndias

na resolucao de cada subproblema de refinamento.

E possivel visualizar o efeit® se se considerar os graficos de refinamento
correspondentes. Assim, verifica-se que para nideisefinamento crescentes, ocorre um
nitido deslocamento para a esquerda no subdoménnivel 3 inicialmente seleccionado (vd.
Grafico 6.33). Deste modo, obtém-se ondas incasede declive praticamente infinito que
sdo empurradas artificialmente no sentido do seumento, em cada passo de refinamento.
Deste modo, se se efectuasse a execucao com umteagmral base reduzido por um factor
dois (At=0.0006), as ondas atingiam a fronteira esqueestactamente no tempo final
t=0.006, o que constitui um comportamento incooértsultados ndo apresentados).

—t=0.0012 ——t=0.0036 — t=0.0060
— t=0.0024 t=0.0048

Grau de Refinamento
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Gréfico 6.33: Resultados do nivel de refinamento parard. do exemplo 6.

Nas condi¢bes dmun2, utiliza-se uma malha base mais apertada, ventdficase que
as condicionantes baseadas em limitacdes numé&e&dsrnam menos importantes. Neste
caso, a evolucdo das ondas é semelhante a espseada, a velocidade de propagacdo das
ondas constante e a sua posicdo final correctaGuéfficos 6.34 e 6.35). Deste modo, a
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ocorréncia de erros de tip@ referidos anteriormente € bastante menos impertaxo
entanto, o deslocamento forcado das ondas parquaréa continua a verificar-se, ja que os
perfis de refinamento mantém-se deslocados nessecdo (vd. Grafico 6.36). De facto,
verifica-se igualmente neste caso, que, para pdssgorais mais reduzidos, a velocidade
das frentes se torna demasiado elevada. Este éalmema intrinseco da propria formulacéo
do algoritmo, e apenas pode ser resolvido atraaséapticacdo de estratégias alternativas a
aproximacao d®irichlet considerada.
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12 14

1 12
0.8 [ 1
0.6 [ 0.8 [

u v

04 0.6 |
0.2 04

0F 0.2
_02 1 1 1 1 0 1 1 1 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

z z
Grafico 6.34: Resultados obtidos pelo método de  Grafico 6.35: Resultados obtidos pelo método de
refinamento para min2 do exemplo 6 (variavel u). refinamento para min2 do exemplo 6 (variavel v).
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Grafico 6.36: Resultados do nivel de refinamento paran® do exemplo 6.

No entanto, os resultados obtidos com passos taispda ordem dé&t=0.0012 séo
semelhantes aos apresentadosuartd”, mas verifica-se que a velocidade de propagacao
das ondas continua a depender do respectivo pBssooutro lado, o declive das ondas
formadas mantem-se demasiado elevado em relagé&spaoado.

Este exemplo demonstra que a estratégia escablaidao tratamento das condicdes
fronteira dos subproblemas de refinamento (quefad® ndo € mais do que uma simples
aproximacado) ndo € a mais adequada, podendo arigioblemas de precisdo dos resultados
e de performance do algoritmo em casos especificos.
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Parametros da Execucae

% Tipo de Diferengas Finitas - 5 Pontos Centradas (Para as duas variaveis)
& Tolerancia do Método - 5x10° (Para as duas variaveis)
& Tolerancia do Integrador - 1x10°

& Grelha Inicial — N&o Uniforme, 20 Nodos; z=[0.0, 0.2, 0.3, 0.4
0.45, 0.5, 0.55, 0.6, 0.65, 0.7, 0.75, 0.825, 0.85, 0.875, 0.9, 0.925, 0.95, 0.975, 1.0]

% Tipo de Interpolagédo - Linear

% JAVAVIIN - 1X10_4

KN FAVAYINY - 1X10_2

S a - 1

LA — 0.6

% Passo de Tempo Base - 1x10*

% Tempo Final - 6x10°

Y Tempo de computagdo (&) — 12788.6 s

A aplicacdo do método de malha movel adaptativarasente exemplo conduziu a
obtencdo dos resultados apresentados nos Gréafi@ds & 6.38. Pode-se observar uma
reproducao correcta das ondas e do seu movimamdo s resultados similares aos obtidos
por Duartd®®. Nota-se a ocorréncia de um ligewwershootnos perfis de v para tempos
iniciais devido a problemas numéricos (vd. Graf&88), caracteristica que se verifica
igualmente nos resultados apresentado®ptrold®. O método demonstra-se robusto com a
utilizacdo de condi¢cdes fronteira dependentes fimeate no tempo, que se revelam muito
mais precisas do que as constantes utilizadas modméle refinamento. No entanto, este
aumento de precisdo provoca um acréscimo consilarés tempos de cpu associados a cada
método.
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Grafico 6.37: Resultados obtidos pelo método de
malha mével para minl do exemplo 6 (variavel u).

Gréfico 6.38: Resultados obtidos pelo método de
malha mével para minl do exemplo 6 (variavel v).
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Grafico 6.39: Evolugdo da malha inicial de nivel 2  Grafico 6.40: Evolugdo da malha inicial de nivel 2
para orunl do exemplo 6 (variavel u). para orunl do exemplo 6 (variavel v).

Através da analise da evolucédo dos nodos das smbdse de nivel 2 referentes a cada
variavel (vd. Graficos 6.39 e 6.40), verifica-seeggstas acompanham de forma eficaz o
deslocamento das respectivas ondas. Como este e semelhante, entdo, cada uma
das malhas sofre uma evolucdo analoga, apesarodsendm coincidentes, o que contribui
fortemente para um aumento drastico do esforco atanjnal, jA que, em cada passo, 0
algoritmo necessita de executar duas integrac@tistds para cada uma das malhas geradas.
Por outro lado e de forma a manter a estabilidasgesdccdes constantes dos perfis, torna-se
necessario introduzir um namero consideravel desdauermédios adicionais, a medida que
as ondas percorrem o dominio. Assim, o peso dagperde avaliacdo do erro espacial torna-
se cada vez mais determinante no esforco compuotdcglobal do algoritmo, devido a
crescente complexidade das malhas fixas definidas.

De forma a se analisar a influéncia dos paramelNaosAzyax (que se revelaram
criticos na execucdo de exemplos anteriores), riarpence do método quando aplicado ao
presente modelo, foram considerados vanws, cujas condi¢cdes se encontram resumidas na
Tabela 6.7. Os resultados apresentados acima degpeito acunl, mantendo-se todos os
parametros restantes inalterados.

Tabela 6.7:Condic6es fixadas para a execucaordosdo modelo de propagacdo de uma chama (M. M. M4v.).

Run AZvpx A tcpu (s)
(Tfinal = 0.0060)
1 0.01 0.6 12788.6
2 0.01 0.75 13079.1
3 0.02 0.6 6180.4
4 0.01 0.5 14165.7

Os perfis obtidos em cada um dass para os tempos t=0.0012 e t=0.0060 séo
apresentados nos Graficos 6.41 a 6.44. Verificgueeem relacédo a variavel u, ndo ocorrem
problemas na formacdo das ondas. No entanto,fm&=0.02 (un3), nota-se uma certa
dificuldade na formacao da curvatura da seccaoianfda frente (vd. Gréficos 6.41 e 6.43),
ja que os pontos adjacentes que a deveriam reproskiafastam demasiado. No que diz
respeito a variavel v, verifica-se a formacao deligeiro overshootpara tempos iniciais (vd.
Grafico 6.42). Observa-se, igualmente, problemaslefmicdo da curvatura a montante da
frente para aun3. Por outro lado, é visivel em todos os graficas, atraso razoavel das
ondas referentes a esam, relativamente as correspondentes aos restanses,cque se
mantém aproximadamente constante ao longo do tefxgpfientes associadas a cada um dos
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restanteguns situam-se mais ou menos em posi¢cdes similares.ado deA=0.5 (fund),
observa-se uma ligeira dificuldade em manter adeagiperior da onda exactamente em
v=1.2, enquanto que paka0.75 (un2), se verifica um aumento da amplitude a@@rshoot
inicial, que posteriormente desaparece com o decala integracdo (vd. Graficos 6.42 e
6.44).
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Gréafico 6.41: Resultados obtidos pelo método da ~ Grafico 6.42: Resultados obtidos pelo método da
malha mével para cadan (t=0.0012, var. u). malha mével para cadan (t=0.0012, var. v).
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Gréfico 6.43: Resultados obtidos pelo método da  Gréfico 6.44: Resultados obtidos pelo método da
malha mével para cadan (t=0.0060, var. u). malha mével para cadan (t=0.0060, var. v).

Desta forma conclui-se que o factor de viscosidaoidal ideal para este modelo é
aproximadamente 0.6. Para além disso, constataiseaqutilizacdo de um espacamento
maximo internodal mais elevado que 0.01, introdifizuddades na definicdo da forma das
frentes abruptas e do seu movimento. No entanémnoento deste factor contribui de forma
importante para a diminuicdo do esforco computatioelativo a execucdo do algoritmo,
devido & reducdo na frequéncia de introducdo desadicionais. Assim, o tempo de cpu
referente aoun3 € consideravelmente mais baixo do que os restadtegue diz respeito a
essesruns 0s tempos de computacdo sdo semelhantes, semdaisobaixo referente a
utilizacdo de\=0.6 funl). Assim, verifica-se que, para além deste possibilitar resultados
gerais de melhor qualidade do ponto de vista dpr@sao, também exige o0 menor trabalho
computacional.

Nos Gréficos 6.45 a 6.48 apresentam-se os peafitsilados nas condi¢cdes dan3.
Constata-se que o comportamento da solucdo € samelho verificado para mnl No
entanto, as dificuldades na formagdo da curvatumgoatante das frentes sdo visiveis (vd.
Graficos 6.45 e 6.46).
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Grafico 6.45: Resultados obtidos pelo método de
malha mével para min3 do exemplo 6 (variavel u).
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Gréfico 6.46: Resultados obtidos pelo método de
malha mével para min3 do exemplo 6 (variavel v).
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Gréfico 6.47: Evolucdo da malha inicial de nivel 2 Gréfico 6.48: Evolucdo da malha inicial de nivel 2
para orun3 do exemplo 6 (variavel u). para orun3 do exemplo 6 (variavel v).

Devido ao excessivézyax, em relacdo a velocidade imprimida no deslocamento
nodal, verifica-se um afastamento demasiado elestadg@ontos que deveriam definir a curva
da onda, o que conduz ao desenvolvimento de aresnatis perfis. Os nodos acompanham
correctamente o movimento de deslocamento das oradgeccédo negativa das abcissas, a
uma velocidade praticamente constante (vd. Graficbs e 6.48).

O facto de se permitir uma maior liberdade notafasnto de nodos consecutivos,
permite que a introducédo de nodos intermédiosmejaos frequente. Deste modo, as malhas
globais definidas sdo mais leves do que no casoriuzindo a um tempo de computagéo
consideravelmente inferior. No entanto, essa sfio@ido no avanco da integracdo provoca
uma diminui¢éo nitida na qualidade dos resultadbisios.

Os desempenhos computacionais, associados a cadsimétodos considerados,
estdo resumidos na tabela seguinte:

Tabela 6.8:Desempenhos computacionais para 0 modelo de mo@agle uma chama.

Algoritmo Tempo de Computacéo
(s)
Refinamento 911.2
Malha Movel 12788.6
M.E.F.M. %] 8226.9
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Por analise da Tabela 6.8, constata-se que o mé®definamento desenvolve um
esforco computacional muito inferior do que osaetds métodos. No entanto, levando em
conta as severas limitagcdes verificadas na aplicdedte método a este exemplo, conclui-se
que este ndo se revela adequado e eficaz na ré@salognodelo em estudo.

Os resultados obtidos por aplicacdo do método déhanmoével adaptativa sao
similares aos apresentados purarté?®, mas exigem a utilizacéo de tempos de computacdo
mais elevados. Deste modo, o M.E.F.M. revela-sgtivaimente mais eficiente na execucao
do presente modelo, apesar dos resultados conssgatiivés da malha adaptativa serem ja
bastante satisfatérios.

6.3.2 - Exemplo 7: Reactor Tubular Nao Isotérmico

Este exempl8’®® descreve um reactor tubular catalitico n&o isdt&rmO modelo
considerado designa-se por pseudo-homogéneo umsiiomal. Desta forma, os balancos
massicos e energéticos efectuados consideram amealnente as fases soélida e fluida do
reactor. Por outro lado, admite-se que apenas usadif axial do fluido é importante. No
reactor ocorre uma reacc¢éo de primeira ordem B.

2 _ 1_1
ﬂ:igéil:_@_Dam@@wév J (6.37)
ot Pe d0z° 0oz
1
—y=-1
ov__T Higmmam@[@wﬁv ]—lmwh[q\/—vw) (6.38)
ot T, 0Z T, Ty

Condicdes Fronteira

3u(0,t)

—, - Pel{u-1) (6.39)

v(o,t) =1 (6.40)

sulty) _, (6.41)
5z '

Condicoes Iniciais

u(z0)=0 (6.42)

v(z0)=1 (6.43)
Dominio

0<z<1 (6.44)

0<t<1000 (6.45)
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Parametros do Modelo

C ~ : . s ~ : ~
= o concentracdo normalizada em relacéo a concéitida alimentacéo.
0
C - concentragdo do componente A.
Co - concentracdo do componente A na corrente dadatr

T : ~
v = — - temperatura normalizada em relacdo a temperdaeatrada.
0
T - temperatura da mistura reaccional.
To - temperatura da mistura reaccional a entradaalctor.

T : : . ~  a
v, =—% =1 - temperatura normalizada do fluido de arrefecimeam relacdo a sua

w
w0

temperatura de entrada.
Tw - temperatura do fluido de arrefecimento.
Two - temperatura do fluido de arrefecimento a entrada

3

z= e variavel espacial normalizada em relacéo ao congmto do reactor.

& - varidvel espacial.
L - comprimento do reactor.

0 . : . ~
t = — - tempo adimensional, normalizado em relacéeapbd de passagem.
T

0 - variavel temporal.

T= UL tempo de passagem de um elemento de fluido tw lei
U; - velocidade do fluido no interior do reactor.
Pe= U [L

=10*- nimero ddPecletaxial.
eff
Dest - difusividade axial efectiva.

Da= @ [ = 0.7 - nUmero dd®amkholer

€
k(To) - constante de velocidade da reac¢ao nas corsditghentrada.
€ - porosidade do leito.

y=—
R

= 21.8 - numero dérrhenius
0

E. - energia de activacéo da reaccéo.
R - constante dos gases perfeitos.
_elp; [Cy +(1_£)[ps[c

eLp [Cyy

pr - densidade do fluido.

ps - densidade do solido.
Cps - calor especifico do fluido.
Cps- calor especifico do solido.

—-AH)I ~ g . .
B= & = 0.7 - elevacéo adiabatica de temperatura adimensional.
(-AH) - entalpia da reacc¢ao.

h Ps - tempo de passagem da onda térmica.

pr [Cy O,y
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_ 2lUIlt
wh =~ o o~
€ |:lRO m)f |]::Pf
U - coeficiente de transferéncia de calor entraragbe e o fluido reaccional.

R, - raio do reactor.

T _ N . .. _
— = 208x10™* - razdo entre as velocidades da onda massicarddatérmica.

Thl

=33.7 - numero de unidades de transferéncia de calparede.

Parametros da Execucae

% Tipo de Diferengas Finitas -5 P.Biased UpwindPara as duas variaveis)

& Tolerancia do Método ~Var. 1: 5x10° (Z. 1); 5x10° (Z. 2); 1x102 (Z. 3)
Var. 2:1x10°3 (Z. 1); 5x10° (Z. 2); 1x10° (Z. 3)

& Tolerancia do Integrador ~1x10°

& Grelha Inicial — Uniforme; 31 Nodos

% Tipo de Interpolagédo —Linear

% Passo de Tempo Base 3-01(Zona 1); 0.5(Zona 2); 1.0(Zona 3)

% Tempo Final —1000.0

%, N° Maximo de lteracées 9

% Tempo de computagéo (J,u) —19180.2s

Zona 1:t 0.0, 1.0[
Zona 2:t[0[1.0, 100.0[
Zona 3:t[1[100.0, 1000.0]

As caracteristicas da solucdo deste modelo vasigdetancialmente para periodos de
tempo distintos. Inicialmente, devido a aplicac&uina perturbacdo em degrau em z=0,
forma-se uma frente nos perfis da variavel u, quensvimenta rapidamente ao longo do
reactor, até embater na fronteira direita do domnf{e+1) no instante t=1. Nesse periodo, as
variacdes na variavel v sdo diminutas, ja que aoantre o avanco das ondas massica e
térmica /1) € muito pequena. A partir desse instante, e agisssagem da onda massica,
os perfis de concentracéo (u) tornam-se muito suaw/oluem de uma forma bastante lenta.
Por outro lado, ocorre o avango progressivo da deédaica, podendo—se visualizar o
movimento dohotspotno reactor, para tempos consideravelmente maisads, devido a
alta capacitancia térmica do sélido. A ocorrén@antiximo no perfil de temperatura (v) €
explicada pelo facto da maior parte do reagentgimr@aentrada do reactor, provocando um
aumento importante da temperatura devido a exotetate da reaccdo. Portanto, devido a
estas consideraveis diferencas de comportamentpetfis, optou-se por dividir o dominio
temporal em trés zonas, de forma a optimizar ordpeeho do algoritmo em funcéo das
diversas caracteristicas da solucdo. Desta forpl@aeam-se passos temporais e tolerancias
diferentes, adequadas as caracteristicas dos parftmda uma dessas zonas.

Nos Gréficos 6.49 a 6.52 sdo apresentados odadsslobtidos através da utilizacdo
dos parametros listados acimman(l). Verifica-se uma definicdo correcta dos perfigsar da
espessura da onda massica desenvolvida ser liggitaralevada em relacéo ao esperado (vd.
Gréfico 6.49).
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Gréfico 6.49: Resultados obtidos pelo refinamento  Gréfico 6.50: Resultados obtidos pelo refinamento
para orunl do exemplo 7 (tf=1.0, var. u). para orunl do exemplo 7 (tf=1.0, var. v).
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Grafico 6.51: Resultados obtidos pelo refinamento  Grafico 6.52: Resultados obtidos pelo refinamento
para orunl do exemplo 7 (tf=1000.0, var. u). para orunl do exemplo 7 (tf=1000.0, var. v).

Os perfis de refinamento associadoswatl encontram-se representados nos Graficos
6.53 e 6.54 relativos a cada uma das fases daragéey propagacdo das ondas massica e
térmica, respectivamente.
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Nivel de 5 5 Nivel de
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Gréfico 6.53: Resultados do nivel de refinamento para o
runldo exemplo 7 (tfinal=1.0).
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Graéfico 6.54: Resultados do nivel de refinamento para o
runl do exemplo 7 (tfinal=1000.0).

Observa-se a ocorréncia de forte refinamento reifasial da integracdo de modo a
que o algoritmo possa reproduzir o efeito da inigded da perturbacdo de arranque. No
entanto, a partir dos instantes iniciais, a evaudz frente massica assim formada nédo exige a
utilizacao de refinamento significativo (vd. Gr&fi6.53). Verifica-se, igualmente, que para as
Zonas 2 e 3 da integracdo, o método vé-se obrigadwecutar constantes operacdes de
refinamento moderado na vizinhanca da fronteiraitdir(vd. Grafico 6.54). Desta forma,
conclui-se que o passo limitante para o avanco Ilgoriamo, apds a passagem da onda
massica no reactor (t>1) é a avaliacdo da solug&mmna adjacente a z=1.

Na globalidade, é possivel concluir-se que, naslicées dorunl, o algoritmo de
refinamento possibilita bons resultados, com uraresfcomputacional razoavel.

Na maioria dos exemplos referidos neste trabatiimiveram-se bons resultados
através da aplicacdo de diferencas finitas cergradaliscretizacdo espacial. No entanto, para
o exemplo presente, verifica-se que a utilizacadiflerencas centradasu(2) se revela
insatisfatoria, tanto do ponto de vista da quakddds resultados obtidos, como do esfor¢o de
computacao exigido. As maiores dificuldades no evata integracdo ocorrem, ao contrario
do que seria de esperar, durante o periodo decaesémto da onda térmica (t>1), no qual os
perfis sdo relativamente suaves. Como este perobastante extenso, verifica-se que a
ocorréncia constante destes problemas de integ@@oam um aumento consideravel do
tempo de computacéo.

Nos Graficos 6.55 e 6.56 sdo comparados os mirfsegundo nivel para a variavel u,
obtidos nos primeiros dois passos de integracaaama temporal 2, para 0s instantes
imediatamente posteriores ao choque da onda méssinaa fronteira direita do dominio
espacial. Nota-se a ocorréncia de forte instalédao perfil correspondente aon2
(diferencas centradas), gerada a partir de z=J Esmportamento ndo seria de esperar,
devido ao caracter suave dos perfis de u nestadfasetegracédo. As oscilacdes observadas
obrigam ao refinamento de uma porc¢ao consideravelaminio (vd Graficos 6.57 e 6.58),
que se verifica ser necessario para todos os ptssperais até ao tempo final (vd. Grafico
6.64). Como é 6bvio, este tipo de comportamentgiraaium aumento drastico do tempo de
computagéo associado am2 (T¢,=104839.0 s) em relagéo ao obtido nas condi¢Oeardo
(Tcp=19180.2 s). Pode-se concluir, igualmente, que asteento do &, € provocado pelas
dificuldades de integracdo nas zonas 2 e 3, e a@oma 1, onde seria expectavel a ocorréncia
de maiores problemas, devido ao caracter abruphedie massica movel. De facto, para esta
zona: Tpurun1=2084.8 s e duun2=3149.2 s. Apesar do tempo de computacéo pamadser
maior do que o obtido pararonl, o seu aumento relativo € muito menor do que iicado
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entre os tempos de execucao finais. Assim, os @mdd observados sao largamente
ultrapassados através da utilizacdo de difererigasaglas que acompanhem o movimento das

ondas, e que, neste caso, se revelam considerantelmais eficientes.
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Grafico 6.55: Comparacéo dos perfis de nivel 2 Gréfico 6.56: Comparacédo dos perfis de nivel 2
obtidos para ounl e orun2 do exemplo 7 (t=1.5). obtidos para ounle orun2 do exemplo 7 (t=2.0).
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Gréfico 6.57: Comparagéo dos perfis de refinamentoGrafico 6.58: Comparacao dos perfis de refinamento
obtidos para ounl e orun2 do exemplo 7 (t=1.5). obtidos para ounl e orun2 do exemplo 7 (t=2.0).

Para além das limitacdes referidas anteriormeveefica-se que a discretizacao
baseada em diferengas finitas centradas conduzswdtadgos de pior qualidade para a
reproducdo da evolucdo da onda massica (vd. Gréfe®). Assim, verifica-se as frentes
formadas séo algo distorcidas e apresentam espegsgais elevadas do que no caso anterior.
Para além disto, observa-se a ocorréncia de o8e8agazoaveis nos perfis. Durante este
periodo, a evolugcdo da temperatura é semelhanbseérvada no caso anterior (vd. Gréfico

6.60), embora as variacbes sejam quase imperceptive
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Gréfico 6.59: Resultados obtidos pelo refinamento

z

para orun2 do exemplo 7 (tf=1.0, var. u).

z

Graéfico 6.60: Resultados obtidos pelo refinamento
para orun2 do exemplo 7 (tf=1.0, var. v).
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Gréfico 6.61: Resultados obtidos pelo refinamento  Gréfico 6.62: Resultados obtidos pelo refinamento
para orun2 do exemplo 7 (tf=1000.0, var. u). para orun2 do exemplo 7 (tf=1000.0, var. v).

A partir do instante t=1, o comportamento dosipe¥fo correcto (vd. Graficos 6.61 e
6.62), apesar de ser necessario um forte refinantensolugéo, provocado pela instabilidade
gerada na fronteira direita, que origina a reirdego de largas por¢cdes do dominio (vd.
Grafico 6.64). Verifica-se, também, uma maior adade do refinamento na zona 1,
relativamente ao caso anterior (vd. Gréafico 6.83ronjugacédo destes dois factores leva a
exigéncia de um esforco computacional incomportévelealista para a execucédo rdo?2 e,
consequentemente, a tempos de computacdo muitdelev
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Gréfico 6.63: Resultados do nivel de refinamento para o
run2 do exemplo 7 (tfinal=1.0).
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Gréfico 6.64: Resultados do nivel de refinamento para o
run2 do exemplo 7 (tfinal=1000.0).



Apresentacdo e Comentario dos Resultados - 142

Parametros da Execucae

% Tipo de Diferengas Finitas -5 P.Biased UpwindPara as duas variaveis)

& Tolerancia do Método ~Var. 1: 5x10° (Z. 1); 5x10° (Z. 2); 1x107 (Z. 3)
Var. 2:1x10°3 (Z. 1); 5x10° (Z. 2); 1x10° (Z. 3)

& Tolerancia do Integrador ~1x10°

% Grelha Inicial — N&o Uniforme, 28 Nodos; z=[0.0x103, 2x10?,

5x10°, 0.01, 0.05, 0.1, 0.15, 0.2, 0.25, 0.3, 0.35, 0.45, 0.5, 0.55, 0.6, 0.65, 0.7, 0.75, 0.8,
0.85, 0.875, 0.9, 0.925, 0.95, 0.975, 1.0]

% Tipo de Interpolacéo —Linear

% Passo de Tempo Base 3-01(Zona 1); 0.5(Zona 2); 1.0(Zona 3)
% Tempo Final —-1000.0

% N° Maximo de Iteracbes 9

% Tempo de computagéo (f,) —16315.0s

Zona 1:t 0.0, 1.0[
Zona 2:t[1[1.0, 100.0[
Zona 3:t[1[100.0, 1000.0]

Nos Graficos 6.65 a 6.68, sdo apresentados ostawss obtidos pelo algoritmo
através da utilizagdo de uma malha nédo uniformagcterizada por uma maior concentra¢ao
relativa de pontos junto as duas fronteiras esggadasim, sdo introduzidos pontos proximo
de z=0, de forma a ajudar o método a lidar mellmm @s dificuldades criadas pela
perturbacdo de arranque. A importancia destes nédusito limitada, ja que os efeitos do

arranque apenas se fazem sentir nos instanteaisnita integracdo, sendo este periodo muito

reduzido em relacdo ao dominio temporal total.dtro lado, sdo adicionados pontos junto a
fronteira direita, de modo a melhorar o comportameto algoritmo em face de possiveis
dificuldades provocadas pela condi¢do fronteirblldemanmessa fronteira. Estes problemas
ocorrem frequentemente para exemplos idénticosdadts neste trabalho, tendo sido ja
referidos no ambito da analise efectuada a outmsaplicados a este modelo.
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z z
Grafico 6.65: Resultados obtidos pelo refinamento  Grafico 6.66: Resultados obtidos pelo refinamento
para orun3 do exemplo 7 (tf=1.0, var. u). para orun3 do exemplo 7 (tf=1.0, var. v).
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Gréfico 6.67: Resultados obtidos pelo refinamento  Gréfico 6.68: Resultados obtidos pelo refinamento
para orun3 do exemplo 7 (tf=1000.0, var. u). para orun3 do exemplo 7 (tf=1000.0, var. v).

Na globalidade, os resultados obtidos sdo muitoeeantes aos correspondentes ao
runl, observando-se as diferencas seguintes:

(1) Os picos das curvas de temperatura encontram-sepndximos da fronteira esquerda
(z=0) para os instantes iniciais (vd. Gréfico 6.@3ta constatacdo € perfeitamente natural, ja
que neste caso se colocam nodos da malha baseall@ miuito mais proximos da fronteira
esquerda do que no casordal.

(2] Observam-se dificuldades nitidas na definicdoentar da curvatura dbotspotnos
perfis de temperatura para tempos intermédios Gvéfico 6.68). Este problema desaparece
com o decorrer da integracdo e deve-se, essenai@neeum défice de concentragédo nodal da
malha de nivel 2 nessa regido do dominio.

O comportamento dos perfis de refinamento é parfeinte idéntico ao observado
para o caso daunl (vd. Graficos 6.69 e 6.70).

Nivel de

Refinamento

9
8
7
6
5 Refinamento
4
3
2

8
7
6
5 Nivel de
4
3
2

o

1

0.4 0.6

10

Gréfico 6.69: Resultados do nivel de refinamento para o
run3 do exemplo 7 (tfinal=1.0).
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Gréfico 6.70: Resultados do nivel de refinamento para o
run3 do exemplo 7 (tfinal=1000.0).

O tempo de computacdo € menor para esta exeaugf® € normal, ja que a malha
base apresenta menos trés nodos em relacdmaocAssim, para malhas base mais leves, as
dificuldades de integracdo diminuem e, consequegtitano tempo de cpu baixa. No entanto,
os resultados obtidos sdo na globalidade, de piatidpde, apesar de serem, no entanto,
bastante razoaveis.

Parametros da Execucae
% Tipo de Diferengas Finitas - 5 Pontos Centradas (Para as duas variaveis)
& Tolerancia do Método —  Var. 1: 1x10* (Z. 1); 5x10° (Z. 2)
Var. 2:5x10° (Z. 1); 1x10% (Z. 2)
& Tolerancia do Integrador - 1x10°
& Grelha Inicial - N&o Uniforme, 16 Nodos; z=[0.0x20*, 5x107,
1x10°3, 1.5x10°3, 2x10°3, 5x10°3, 0.01, 0.05, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.7, 1.0]
% Tipo de Interpolagédo - Linear
KN JAVAVIN - 1X10_5
Qi) AZyiax — 13><102
S a - 1
©A - 0.75
% Passo de Tempo Base — 0.02(Zona 1); 0.5(Zona 2)
% Tempo Final - 10.0
Y Tempo de computagdo (&) — 12458.4 s
Zona 1:t 0.0, 1.0[
Zona 2:t[1[1.0, 10.0]

A aplicacdo do método de malha mdével adaptatiaa, aondicdes enunciadas acima
possibilita a obtencdo de perfis de qualidade smperos do método de refinamento,
nomeadamente no que diz respeito a correcta d&éfindtps declives abruptos da frente
massica (vd. Graficos 6.71 e 6.72). No entantojnaindiicdo da influéncia da dissipacao
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numérica observada neste caso, € realizada a @eisien aumento significativo do esforgo
computacional associado a execucdo. Deste mod@mpot de cpu necessério para a
integragdo completa da fase de propagacdo da owdaiga (Zona 1, ;f=7962.8 s) é
consideravelmente mais elevado do que o correspmd®sruns efectuados por aplicacéo
do método de refinamento. Por outro lado, verifieague a integracao das zonas seguintes do
dominio temporal (fase de propagacdo da onda téyndicbastante morosa, visto que o
algoritmo ndo prevé a hipétese de eliminacdo deosath malha base relativa a variavel
concentracao (u), construida na integracdo da Zor@omo esta malha é bastante densa,
optou-se por apenas efectuar a execucdo até uno temap (tin,=10.0) bastante aquém dos
considerados nosuns anteriores ,=1000.0), obtendo-se um tempo de computacdo ja
relativamente elevado para este cagp~=12458.4 s.
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Gréfico 6.71: Resultados obtidos pelo método deGrafico 6.72: Resultados obtidos pelo método de
malha moével para o exemplo 7 (tf=1.0, var. u). malha movel para o exemplo 7 (tf=1.0, var. v).

Por analise dos perfis de evolugcdo das malhas teiseentes a cada uma das
variaveis, constatam-se dois comportamentos coampdaite dispares, que, no entanto séo
perfeitamente previsiveis. No caso da malha assaciavariavel concentracao (u), verifica-se
uma movimentagao vigorosa dos nodos base, que actram a rapida propagacao da frente
massica (vd. Grafico 6.73). Por outro lado, de\dddiminuta velocidade de deslocamento da
frente térmica, a sua presenca praticamente n&az ssentir nesta fase da integracdo. Deste
modo, a malha base relacionada com a variavel teysa (v) ndo sofre qualquer
deslocamento (vd. Grafico 6.74).
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Gréfico 6.73: Evolugdo da malha inicial de nivel Grafico 6.74: Evolugcao da malha inicial de nivel
2 para o exemplo 7 (tf=1.0, variavel u). 2 para o exemplo 7 (tf=1.0, variavel v).
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Apesar dos resultados obtidos serem bastantespsgeca sua obtencdo exige um
esforgco computacional demasiado elevado. Deste nvedifica-se que a presente formulagéo
do método de malha movel adaptativa ndo € muitquedkd para a integracdo completa deste
exemplo. No entanto, estes problemas poderdo seeatos através da introducdo de
procedimentos que possibilitem uma maior optimiaackh desempenho do algoritmo,
nomeadamente um critério de remog¢ao nodal.

A comparacdo entre o desempenho computacional étdm de refinamento
(referente as condi¢cdes danl) e o do método de M.E.F.M. utilizado pPuartd®, é
efectuada na tabela seguinte.

Tabela 6.9:Desempenhos computacionais para o modelo do raabtdar ndo isotérmico.

Algoritmo Tempo de Computacéo
(s)
Refinamento 19180.2
M.E.F.M.! 10592.4

Verifica-se que, no geral, o M.E.F.M. se revelasradequado para a execucdo deste
modelo, ja que é mais eficiente do ponto de vistmputacional. A qualidade dos perfis
obtidos através de cada método € semelhante, apesaresultados apresentados por
Duarté®” serem ligeiramente melhores, principalmente no djmeespeito a formacéo das
frentes abruptas com uma espessura reduzida.

6.3.3 - Exemplo 8: Propagacédo de Ondas

O model&® %1% 1l5presentado descreve a propagacéo de duas ondssnédos
contrarios. Cada uma das ondas 1 e 2 representapulsd cossinusoidal, centrado
inicialmente nas posicdes z = 0.3 e z = 0.7, rég@anente.

Su__ 89U oo (6.46)

ot 0z

é—‘t’ -9V _joom (6.47)
Z

u(0,t)=0 (6.48)

v(o,t)=0 (6.49)

uLt)=0 (6.50)

v(1t)=0 (6.51)
Condicoes Iniciais

u(z0)=0 se Z1[0,02[eZ]]0.4,1] (6.52)

u(z0) = 0501+ cog100{z - 05))] se  z0[0.2,0.4] (6.53)
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v(z,O) =0
v(2,0) = 0501+ co10ChL{z - 05))]

Dominio

Parametros do Modelo

u - variavel associada a onda 1.
v - variavel associada a onda 2.
Z - variavel espacial.
t - variavel temporal.

se  Z1[0,0.6[eZ]1]0.8,1] (6.54)
se  Z0[0.6,0.8] (6.55)

(6.56)
(6.57)

Parametros da Execucae

% Tipo de Diferencgas Finitas -
% Tolerancia do Método -
& Tolerancia do Integrador -
% Grelha Inicial ~

% Tipo de Interpolagdo -

% Passo de Tempo Base -

% Tempo Final —
% N° Maximo de Iteractes —
% Tempo de computagdo (fou) —

5 Pontos Centradas (Para as duas variaveis)
1x10 (Para as duas variaveis)
1x10°

Uniforme; 41 Nodos

SplinesCubicas 5 Pontos

1x10°?

0.50

9

3189.7 s

Os resultados obtidos através da execucaoudd (caracterizado pelos parametros
anteriores) sdo apresentados nos Gréficos 6.737a Bor analise desses perfis, verifica-se
que as ondas encontram-se inicialmente separagslecdndo-se posteriormente em sentidos
opostos com velocidade proxima de um, devido acédeitno de importancia do termo nao-

linear das equacoes.
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Gréfico 6.75: Resultados obtidos pelo refinamento

para orunl do exemplo 8 (variavel u).
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Graéfico 6.76: Resultados obtidos pelo refinamento
para orunl do exemplo 8 (variavel v).




Apresentacdo e Comentario dos Resultados - 148

0.9
08 F
0.7 F
06 F
05 F
uv 04 F
03 F
02 F
01Ff
0
-0.1 L b L
0

Gréfico 6.77: Comparacéao entre os perfis de cada
variavel para ounl do exemplo 8.

Por volta de t=0.15, as ondas colidem em z=0.®moco termo nao-linear se anula,
verifica-se uma diminui¢do da amplitude das ondda sua velocidade de deslocamento. A
colisdo entre os pontos maximos de cada onda ocmrénstante [{0.25. O algoritmo
reproduz bem este comportamento, apesar de sefelviai introducdo de instabilidade
significativa nas regifes dos perfis situadas atamia de cada onda (vd. Graficos 6.75 a
6.77).

As perturbacbes observadas sdo provocadas pdilzagio de diferencas finitas
centradas, que ndo permitem um acompanhamentfagaiis do movimento de cada onda.
Por outro lado, verifica-se que, devido a instdhilie referida, ocorre refinamento junto a
fronteira direita do dominio (vd. Grafico 6.78).I t@mportamento ndo seria de esperar, ja
que os perfis correctos da solucéo na vizinhangxtledeveriam ser constantes e nulos.
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Grafico 6.78: Resultados do nivel de refinamento parard do exemplo 8.

Nas condi¢cdes dounl, as dificuldades referidas introduzem a exigéuleaesforgo
computacional acrescido, obtendo-se perfis de &olutgsatisfatorios. De modo a ultrapassar
estes problemas, foi executado uum adicional (un2), onde todas as condi¢cbes foram
mantidas, exceptuando o tipo de discretizacdo edpassim, considerou-se a utilizacdo de
diferencas finitas atrasadas para a variavel up copvimento € positivo, e diferencas
adiantadas para a variavel v, a qual apresentacd@sento negativo:



Apresentacdo e Comentario dos Resultados - 149

Parametros da Execucae

% Tipo de Diferengas Finitas - 5 PontosBiased Upwind  (Variavel 1)
5 Ponto8iased Downwind (Variavel 2)

& Tolerancia do Método - 1x107? (Para as duas variaveis)

% Tolerancia do Integrador - 1x10°

% Grelha Inicial - Uniforme; 41 Nodos

% Tipo de Interpolagédo - SplinesCubicas 5 Pontos

% Passo de Tempo Base - 1x107?

% Tempo Final - 0.50

% N° Maximo de lteractes - 9

Y Tempo de computagdo (&) — 1985.6 s

Por observagédo dos resultados obtidos nas corsd@eun2 (vd. Gréaficos 6.79 a
6.81), verifica-se que todas as dificuldades odagino caso anterior foram satisfatoriamente
torneadas. Neste caso, as discretizacbes acompanhavimento das ondas, verificando-se
completa auséncia de oscilagbes nos perfis.
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Grafico 6.79: Resultados obtidos pelo refinamento  Grafico 6.80: Resultados obtidos pelo refinamento
para orun2 do exemplo 8 (variavel u). para orun2 do exemplo 8 (variavel v).
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Gréfico 6.81: Comparagéo entre os perfis de cada
variavel para eun2 do exemplo 8.
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Por outro lado, verifica-se a necessidade de dimaraento bastante ligeiro, apenas
para os instantes e nas zonas onde decorre o @nanas ondas (vd. Grafico 6.82). Desta
forma, o tempo de computacao obtido € consideraa@knnferior ao do caso anterior.
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Grafico 6.82: Resultados do nivel de refinamento paran® do exemplo 8.

Assim, conclui-se que, para 0 presente exempldyagtante importante aplicar
discretizacbes ndo centradas que acompanhem o eardos perfis. Deste modo, obtém-
se resultados bastante precisos, com um esfor¢gputanional aceitadvel. Em ambos os casos,
utilizaram-se interpolagdes complinescubicas, devido a forma curvilinea das solucdes
integradas.

Parametros da Execucae

% Tipo de Diferengas Finitas - 5 PontosBiased Upwind  (Variavel 1)
5 Ponto8iased Downwind (Variavel 2)
& Tolerancia do Método - 1x10°3 (Para as duas variaveis)
% Tolerancia do Integrador - 1x10°
& Grelha Inicial N&o Uniforme, 27 Nodos; z=[0.0, 0.1, 0.15, Q.2,

0.225, 0.25, 0.275, 0.3, 0.325, 035 0.375, 0.45,00.5, 0.55, 0.6, 0.625, 0.65, 0.675, 0.7,
0.725, 0.75, 0.775, 0.8, 0.85, 0.9, 1.0]

% Tipo de Interpolagédo - SplinesCubicas 5 Pontos
% JAVAVIIN - 1X10_3

% JAVAYINY — 4><:|.O_2

S a - 1

O A — 0.9

% Passo de Tempo Base - 0.02

% Tempo Final - 0.50

Y Tempo de computagdo (&) — 1106.2 s

Por outro lado, a aplicacdo do método de malhaemadaptativa a este exemplo,
possibilita a obtencé@o de perfis semelhantes aesapados no caso anterior (vd. Gréficos
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6.83 e 6.84). Verifica-se a ocorréncia de oscilagiigiras nas extremidades das ondas, que
podem ser suavizadas pela aplicacdo de um credeete de viscosidade). De facto, na
execucdo deste exemplo aplicou-se um valor paralativamente elevado\€0.9), que
conduziu a perfis bastante satisfatorios, com teng@computacdo consideravelmente mais
reduzidos, em relacao anms efectuados pelo método de refinamento.
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Grafico 6.83: Resultados obtidos pelo método de
malha mével para o exemplo 8 (variavel u).

Gréfico 6.84: Resultados obtidos pelo método de
malha mével para o exemplo 8 (variavel v).

As malhas base de nivel dois, correspondentesda earidvel, acompanham o
movimento das ondas correspondentes (vd. Gréafic85 @ 6.86). No entanto, este
deslocamento parece menos vigoroso apos o cruzamasduas ondas.
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Grafico 6.85: Evolugdo da malha inicial de nivel 2  Grafico 6.86: Evolugdo da malha inicial de nivel 2
para o exemplo 8 (variavel u). para o exemplo 8 (variavel v).

Na Tabela 6.10 sdo comparadas as performancesutacigmais entre o melhoun
efectuado com o método de refinamema®), o run executado com o método de malha
moével adaptativa e o algoritmo de elementos finitdseis utilizado pobuartd®®.

Tabela 6.10:Desempenhos computacionais para 0 modelo de @mofagle ondas.

Algoritmo Tempo de Computacéo
(s)
Refinamento 1985.6
Malha Moével 1106.2
M.E.F.M. 1018.8
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O método de refinamento possibilita a obtencdoeseltados mais precisos que o
M.E.F.M., apesar de necessitar de um tempo compuagccomparativamente superior. No
entanto, este valor ndo é incomportavel, podendmasiderar bastante razoavel. Por outro
lado, o método de malha moével possibilita resudademelhantes aos do refinamento,
recorrendo a um esforco computacional mais redugidapenas ligeiramente superior ao
Twmerm. Assim, conclui-se que, no geral, 0 método de enaivel se revela o mais adequado
para a resolucédo deste exemplo.

6.3.4 - Exemplo 9: Excitagdo de um Nervo

O sistem&” enunciado nesta seccéo foi resolvido Werwer et d'® e descreve o
fluxo de uma corrente i6nica através de uma menabremvosa semi-infinita. De forma a
simular a semi-infinidade da membrana, considenarselominio espacial bastante alargado,
entre as posicoes z=0e z =120.

) &
6—?:6Zl:+u[ﬂu—a)[ﬂl—u)—v (6.58)
%zb[ﬂu—c@) (6.59)

Condicdes Fronteira

du(ot) _ I (6.60)
0z 2
3ul2ay) _ (6.61)
0z

Condicdes Iniciais

u(z0)=0 (6.62)

v(z0)=0 (6.63)
Dominio

0<z<120 (6.64)

0<t< 200 (6.65)

Parametros do Modelo

u - potencial electroquimico.

v - estimulo residual.

| = 0.45 - corrente aplicada na fronteira esqueiaaervo.
b = 0.008 - inverso da normalizacdo temporal.
a=0.139 e c = 2.54 - parametros.

Z - variavel espacial.

t - variavel temporal.
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Parametros da Execucae

% Tipo de Diferengas Finitas - 5 Pontos Centradas (Para as duas variaveis)
& Tolerancia do Método - 1x10 (Para as duas variaveis)
& Tolerancia do Integrador - 1x10°

& Grelha Inicial — Uniforme; 41 Nodos

% Tipo de Interpolagédo - SplinesCubicas 5 Pontos

% Passo de Tempo Base - 10

% Tempo Final - 200.0

% N° Maximo de Iteractes - 9

Y Tempo de computagdo (&) — 4302.7 s

O Gréfico 6.87 representa a variagdo do potendetrequimico, através de uma
sucessdo de maximos e minimos que se propagamngo o dominio na direc¢do da
fronteira direita. A variavel v (designada por estio residual) apresenta um comportamento
semelhante (vd. Grafico 6.88), apesar da magnitiadsua variacdo ser muito mais baixa,
como se pode verificar pela analise do Grafico.6.89
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Grafico 6.87: Resultados obtidos pelo refinamento  Grafico 6.88: Resultados obtidos pelo refinamento
para o exemplo 9 (variavel u). para o exemplo 9 (variavel v).
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Gréfico 6.89: Comparagéo entre os perfis de cada variavel
para o exemplo 9 (t=200.0).
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O algoritmo possibilita uma correcta reproduca@dalucao dos perfis. No entanto, a
obtencdo de resultados satisfatorios s6 € posafreelés da utilizacdo de uma malha base
uniforme apertada (malha de nivel 1 com 41 noddskta forma, a aplicacdo do método
exige um esfor¢co computacional significativamehésado.

Verifica-se, igualmente, que os perfis de refinatbeacompanham o movimento das
ondas (vd. Grafico 6.90). Como seria de esperazoaas de maior refinamento coincidem
com o posicionamento dos picos dos perfis da varidvcujas ondas apresentam amplitudes

mais elevadas.
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200 O
Gréfico 6.90: Resultados do nivel de refinamento para o exefplo

Parametros da Execucae

% Tipo de Diferencgas Finitas - 5 PontosBiased Up. (Para as duas variaveis)
& Tolerancia do Método - 1x10* (Para as duas variaveis)
& Tolerancia do Integrador - 1x10°

% Grelha Inicial — N&o Uniforme, 9 Nodos; z=[0.0, 2.0, 4.0, 6.0,
10.0, 20.0, 30.0, 60.0, 120.0]

% Tipo de Interpolagédo - SplinesCubicas 5 Pontos

% JAVAVIIN - :|.><:|.O_2

< FAVAYINY - 2.0

S a - 1

S A — 0.0

% Passo de Tempo Base - 20.0

% Tempo Final - 200.0

Y Tempo de computagdo (&) — 493.8s

A resolucdo do presente exemplo através da apbicdp método de malha moével
adaptativa, nas condicdes apresentadas acima iitzssib obtencdo de resultados
equivalentes aos do método de refinamento (vd.icesaf6.91 e 6.92). No entanto, ao
contrério do método anterior, verifica-se ser padsi correcta definicdo da sucesséo de picos
da solucéo, que se propagam ao longo do dominexciéprecorrendo apenas a uma malha
base de primeiro nivel muito pouco concentrada;fPcom os nodos preferencialmente
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colocados junto a fronteira esquerda, z=0), o geemje a ocorréncia de um tempo
computacional de execucdo extremamente reduzido,redagdo ao correspondente ao
refinamento. Adicionalmente, utilizam-se, nesteocasscretizacfes baseadas em formulas de
diferencas finitas descentradapwind para a estimativa das derivadas espaciais, que se
revelam bastante eficazes no acompanhamento damanto das ondas.
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Grafico 6.91: Resultados obtidos pelo método de  Grafico 6.92: Resultados obtidos pelo método de
malha mével para o exemplo 9 (variavel u). malha mével para o exemplo 9 (variavel v).

Curiosamente, constata-se que o deslocamento Itia bese € bastante diminuto (vd.
Graficos 6.93 e 6.94), mantendo-se os nodos pna¢icte fixos no decurso da integracao
temporal, apesar de se fixar um factor de viscdsideodal nuloX=0). Assim, a reproducao
das caracteristicas e do movimento das curvasadais, ao longo do tempo, € garantida
pela introducdo sucessiva de nodos adicionaisegi8as de maior actividade da solugéo, o
que, na pratica, corresponde a um refinamento kdaahalha, e ndo por um deslocamento
nodal significativo. No entanto, verifica-se quenaalhas finais de segundo nivel, obtidas no
final da execucdo, ndo sdo ainda excessivamensasi¢NR=85 e 79, para as variaveis u e v,
respectivamente).
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Gréfico 6.93: Evolucdo da malha inicial de nivel 2 Gréfico 6.94: Evolucdo da malha inicial de nivel 2
para o exemplo 9 (variavel u). para o exemplo 9 (variavel v).

Assim, verifica-se que um espacamento excessigwndolos nas malhas base néo
compromete o desenvolvimento de perfis satisfadpn@ aplicagdo do método de malha
movel, ao contrario do que se verifica no caso étodo de refinamento.
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Os desempenhos computacionais de cada um dos aeétéd resumidos na tabela
seguinte:

Tabela 6.11:Desempenhos computacionais para 0 modelo de @&oitde um nervo.

Algoritmo Tempo de Computacéo
(s)
Refinamento 4302.7
Malha Movel 493.8
M.E.F.M. ] 333.7

Os resultados conseguidos através de cada um gostrabs desenvolvidos neste
trabalho s&o bastante precisos e semelhantes fidssoporDuartd®®. No entanto, o método
de refinamento necessita de um esforco computdcoamsideravelmente mais elevado do
gue o exigido pelo M.E.F.M., pelas razdes refermt@griormente. Por outro lado, o tempo de
cpu associado ao método de malha movel adaptativaité menor, sendo da mesma ordem
de grandeza do correspondente ao M.E.F.M., apesserchinda ligeiramente superior a este.

6.3.5 - Exemplo 10: Adsor¢cdo num Leito Fixo

Este exempl®” consiste num modelo heterogéneo que represerdaoacao de um
componente num leito fixo. As limitacdes difusianaio solido sdo desprezadas e, desse
modo, ndo estdo envolvidas derivadas espaciaisspectivo balanc¢o (vd. Equacgéao (6.67)).

66l:1 =V Eéauzl —k, [y EQQ - uz) +k, (6.66)
du
6t2 =k, EQQ_UZ)_kz [, (6.67)

Condicdes Fronteira

u,(0,t)=C, (6.68)

Condicdes Iniciais

u,(z0)=0 (6.69)

u,(z0)=0 (6.70)
Dominio

0<z<1 (6.71)

0<t<50 (6.72)
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Parametros do Modelo

u; - concentracdo do componente adsorvido no liquido.

Uy - concentragcdo do componente adsorvido no sélido.

Z - variavel espacial.

t - variavel temporal.

k; = 0.01553 - coeficiente de transferéncia de massa o liquido e o sélido.
ko = 0.002661 - coeficiente de transferéncia de messa o sélido e o liquido.
Q =967.3 - capacidade maxima de adsorcéo do sélido

V = 6.6845 - velocidade do fluido.

Co = 3 - concentracdo do componente adsorvido adantra

Parametros da Execucae

% Tipo de Diferencgas Finitas - 5 Pontos Centradas (Para as duas variaveis)
& Tolerancia do Método - 5x107? (Para as duas variaveis)
& Tolerancia do Integrador - 1x10°

& Grelha Inicial — Uniforme; 21 Nodos

% Tipo de Interpolagédo - SplinesCubicas 5 Pontos

% Passo de Tempo Base - 10

% Tempo Final - 50.0

% N° Maximo de Iteractes - 10

Y Tempo de computagdo (&) — 204.6 s

Os resultados obtidos com os parametros apresentacimna unl) sao muito
semelhantes aos obtidos uartd®” (vd. Graficos 6.95 a 6.98). A solucédo é integraeian
0 recurso a qualquer operacédo de refinamento. Apisso, obtém-se resultados bastante
correctos com um tempo de computagao muito baixo.

—t=20 —t=4.0 —t=2.0 —t=4.0
3 200

180
25F 160
140
120

—t=1.0 —t=3.0 —t=5.0 | ~—t=1.0 —t=3.0 —t=5.0

ulp 15 u2100
80
ir 60
40
20
0 L L —t L L 0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
z

Gréfico 6.95: Resultados obtidos pelo refinamento  Gréfico 6.96: Resultados obtidos pelo refinamento
para orunl do exemplo 10 (tf=5.0, variavel u). para orunl do exemplo 10 (tf=5.0, variavel v).
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Gréfico 6.97: Resultados obtidos pelo refinamento  Gréfico 6.98: Resultados obtidos pelo refinamento
para orunl do exemplo 10 (tf=50.0, variavel u). para orunl do exemplo 10 (tf=50.0, variavel v).

A taxa de variacdo da concentracdo do componeistanado no liquido (variavel
€ muito reduzida (vd. Grafico 6.95 e 6.97). Pelotcrio, a concentracdo correspondente no
sélido (variavel p) sofre grandes variacbes devido ao elevado fatgosaturacdo Q (vd.
Graficos 6.96 e 6.98). De qualquer modo, ambos edispsdo bastante suaves, nao
provocando quaisquer dificuldades no avanco dgtiatéo.

No entanto, verifica-se que quando se impfe unherdmcia muito baixa, que
corresponde a um grau de precisdo da solucéo defimais elevado e o algoritmo selecciona
qualquer subdominio de refinamento, aquele neeedsitreduzir consideravelmente o passo
temporal devido a problemas numéricos de integrai@ subproblemas gerados. Desta
forma o método vé-se obrigado a reproduzir a passadp onda massica introduzida pela
perturbacdo em degrau dg efectuada em z=0. O tempo de passagem da ondacené&s
muito reduzido (f0.15), comparativamente a dimensédo do dominio teshpatal (T=50.0).
Assim, nas condi¢des don2, este € subdividido em varios intervalos, devidalgerentes
caracteristicas da solucdo em cada uma dessa Raréanto, inicialmente, durante a fase de
propagacdo da onda méssica (Zona 1), o passo tehfgame é muito pequeno e a tolerancia
especificada para o refinamento é mais baixa. Aslicbes estabelecidas para a execuc¢ao do
run2 sdo apresentadas de seguida:

Parametros da Execucéae

% Tipo de Diferencas Finitas - 5 Pontos Centradas (Para as duas variaveis)

& Tolerancia do Método - 5x10° (Zona 1) (Para as duas variaveis)
5x107 (Zona 2 e 3)

% Tolerancia do Integrador - 1x10°

& Grelha Inicial - Uniforme; 11 Nodos

% Tipo de Interpolagédo - Linear

% Passo de Tempo Base — 5x10*(Zona 1); 0.1(Zona 2); 1.0(Zona 3)

% Tempo Final - 50.0

% N° Maximo de Iteragbes - 10

Y Tempo de computagdo (&) — 590.6 s

Zona 1:t0[0.0, 0.2
Zona 2:t[0.2, 1.0
Zona 3:t[0[1.0, 50.0]
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Com uma malha base de nivel 1 de apenas 11 ndolservam-se ligeiras oscilacbes
na formacédo da frente mével (vd. Grafico 6.99),dsea sua espessura algo elevada em
relacdo ao esperado. No entanto, € de salientaegfae problemas poderiam ser resolvidos
com a utilizacdo de uma grelha mais concentradaiséa de um aumento consideravel do
tempo de computacdo global. Ndo se verificam quaisgroblemas na evolucao dos perfis
da variavel wnesta fase da integracdo (vd. Gréafico 6.100).
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Grafico 6.99: Resultados obtidos pelo refinamento Grafico 6.100: Resultados obtidos pelo refinamento
para orun2 do exemplo 10 (tf=0.30, variavel u). para orun2 do exemplo 10 (tf=0.30, variavel v).

O refinamento € bastante activo no inicio da eg&@ewa Zona 1, de forma a simular o
efeito da introducéo da perturbacdo no sistemaerNanto, a sua aplicacdo é completamente
desnecessaria em fases mais adiantadas da integessa zona e para a totalidade das Zonas
2 e 3 do dominio temporal.

Os resultados obtidos séo praticamente idéntiogsdarunl (vd. Gréaficos 6.101 a
6.104), apesar de neste caso se recorrerem adlagdps lineares e a malha ser bastante mais
larga.
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Grafico 6.101: Resultados obtidos pelo refinamento Grafico 6.102: Resultados obtidos pelo refinamento
para orun2 do exemplo 10 (tf=5.0, variavel u). para orun2 do exemplo 10 (tf=5.0, variavel v).
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Gréfico 6.103: Resultados obtidos pelo refinamento Gréfico 6.104: Resultados obtidos pelo refinamento
para orun2 do exemplo 10 (tf=50.0, variavel u). para orun2 do exemplo 10 (tf=50.0, variavel v).

Devido ao aumento da preciséo exigida e ao fazt@lgbritmo ser obrigado a simular
0 comportamento inicial do processo, verifica-seaumento do tempo computacional neste
caso, em relacéo ao obtido nas condi¢cesidb

Na Tabela 6.12 efectua-se a comparacdo entre partamento computacional de
cada método numérico considerado no presente h@ba tempo de computagdo
apresentado, referente ao método de refinamento,redipeito aorun2, ja que nessas
condicdes € possivel simular com mais precisaofesedtes caracteristicas da solugéo, ao
longo da integracéo.

Tabela 6.12:Desempenhos computacionais para o modelo de @asougn leito fixo.

Algoritmo Tempo de Computacéo
(s)
Refinamento 590.6
M.E.F.M. ! 14485.9

Apesar dos resultados obtidos por utilizacdo diaaam dos métodos serem muito
semelhantes, verifica-se que a aplicacdo do M.E.FeMge um esforgco computacional
extremamente elevado. Pelo contrario, o métodoeieamento possibilita a obtencédo de
perfis correctos, em tempos de computacdo bastedigzidos. Desta forma, € possivel
concluir-se que o M.E.F.M. é demasiado potentengpbexo para um modelo que néao coloca
grandes problemas de resolucédo, apesar da disciagiistente entre a dimenséo relativa de
cada uma das variaveis que compdem o modelo, sedssgradientes.
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6.4 — Aplicacdo dos Métodos Numéricos a Sistemasdttis de P.D.A.E."s

6.4.1 - Exemplo 11: Reactor Tubular Nao Isotérmico

Neste problent®! é simulado o comportamento de um reactor tubdarisotérmico,
onde se processa uma reacgao de primeira ordeipadA t- P. Admite-se que a entalpia €
uma funcéo quéartica da diferenca entre a temperatarmistura reaccional e a respectiva
temperatura de referéncia (vd. Equacao (6.75)).

:DE5 ¢ Vﬂpc—k[ﬁ: (6.73)
ot [ Ya
5t :k Eﬁ T—VE§H AH k [C (6.74)
H :b[ﬂT_TREF)-'-C[ﬂT_TREF) +d[ﬂT_TREF)3+eEqT_TREF)4 (6.75)

Condicoes Fronteira

c(ot)=1 (6.76)
H(0,t) = 722 (6.77)
5Cl1t) =0 (6.78)
0z
SH(LY _, (6.79)
0z
Condicdes Iniciais
c(z0)=0 (6.80)
H(z0) = 722 (6.81)
Dominio
0<z<1 (6.82)
0<t<5 (6.83)

Parametros do Modelo

C - concentracao do reagente.

H - entalpia da mistura reaccional.

T - temperatura da mistura reaccional.

Z - variavel espacial.

t - variavel temporal.

D = 2.5810° - difusividade axial efectiva.

v = 0.2 - velocidade do fluido no interior do react
k = 0.15 - constante cinética da reaccao.
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kn = 8.35¢10° - condutividade da fase fluida.

(-AH) =100 - calor de reaccao.

b =3.635, c = -0.0144915, d = 1.:29°, e = -3.86410° - coeficientes da funcéo entalpica.
Trer = 298 - temperatura de referéncia.

Parametros da Execucae

% Tipo de Diferencgas Finitas -5 P. Tipo variavel (Para as trés variaveis)
& Tolerancia do Método ~Var. 1: 5x10° (Z. 1); 1x10% (Z. 2)
Var. 2:1x107 (Z. 1); 5x102 (Z. 2)
& Tolerancia do Integrador —1x10°
% Grelha Inicial — Uniforme; NP variavel
% Passo de Tempo Base 6-01(Zona 1); 0.1(Zona 2)
% Tempo Final -5.0

Zona 1:t[0.0, 0.1]
Zona 2:t0[0.1, 5.0]

Ha medida que a reaccdo decorre, esta desloca-siratcdo da saida do reactor.
Devido ao aumento da extensdo da reaccédo, forrmaraeonda entalpica, na quahotspot
percorre o reactor, situando-se ja bastante préxdmdronteira direita para t=5. Como o
modelo estabelece uma relacdo quartica entre pientll) e a temperatura (T), verifica-se o
desenvolvimento de perfis com formas muito semédéizapara a descricdo de cada uma
dessas variaveis.

As condic¢des variaveis de cadm efectuado para a integracdo deste modelo estédo
resumidas na tabela seguinte:

Tabela 6.13:Condi¢des fixadas para a execugaordosdo modelo do reactor tubular ndo isotérmico.

Run NP Tipo de Dsc. Tipo de tcpu (s)
(Malha de Nivel 1) Espacial Interpolacéo (Tfinal = 50.0)
1 21 Centrais Linear 1837.4
2 21 Biased Up. Linear 1806.0
3 31 Biased Up. Splines P. 4110.1

Nos Graficos 6.105 a 6.107, apresentam-se ostadssl obtidos pela execucdo do
runl, caracterizado por diferencas finitas do tipo i@&d. Verifica-se que os resultados séo,
em geral, bastante semelhantes aos obtidoBpartd?®, apesar de se notar a ocorréncia de
alguma instabilidade na regido préxima a z=1, geet@nou habitual em modelos
caracterizados pela movimentacdo de ondas e dessgitr condicdes de fronteira de
Neumann como é o caso deste exemplo. Normalmente, abitidtede referida apenas se
torna importante apos a ocorréncia do choque da oaadrespectiva fronteira, tornando-se
visivel pela formacdo de distor¢bes nos perfis,regido do dominio espacial vizinha a
fronteira (vd. Gréficos 6.105 a 6.107).
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Grafico 6.105: Resultados obtidos pelo refinamento Gréfico 6.106: Resultados obtidos pelo refinamento
para orunl do exemplo 11 (var. C). para orunl do exemplo 11 (var. H).
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Grafico 6.107: Resultados obtidos pelo refinamento
para orunl do exemplo 11 (var. T).

Estas anomalias nos perfis séo originadas pelo tecexistir uma grande necessidade
de refinamento nessa regido no periodo postef@asaagem da onda no reactor (vd. Grafico
6.108). Este tipo de comportamento, mais importgara o caso da utilizacdo de férmulas
centradas na discretizacdo espacial, também contglara o aumento do esforco
computacional associado a esses casos.
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Grafico 6.108: Resultados do nivel de refinamento parard do exemplo 11.
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Nas condi¢ces dasin2 e run3, recorre-se a diferencas descentradas dougpond
gue se revelam mais apropriadas para o acompantma@eslocamento positivo de ondas
moveis. No caso doun2 (vd. Graficos 6.109 a 6.111), constata-se queeofspcalculados
sdo muito similares aos obtidos nas condi¢cbesudd No entanto, nota-se um decréscimo
acentuado na importancia das anomalias apontatirsoamente, que se tornam praticamente
imperceptiveis. Verifica-se, igualmente um ligeffecréscimo do tempo de cpu referente a
este caso, em relacdo ao anterior.
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Gréfico 6.109: Resultados obtidos pelo refinamento Gréfico 6.110: Resultados obtidos pelo refinamento
para orun2 do exemplo 11 (var. C). para orun2 do exemplo 11 (var. H).
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Grafico 6.111: Resultados obtidos pelo refinamento
para orun2 do exemplo 11 (var. T).

No que diz respeito a analise dos perfis de referdo (vd. Grafico 6.112), verifica-se
0 comportamento esperado, ou seja, a importancieefiltamento € mais sentida em dois
periodos distintos da integracdo: no arranque @eesso, junto a fronteira esquerda do
dominio, de forma a que o algoritmo possa simulanvenientemente a perturbacéo
produzida pela introducéo subita da corrente dmesltacdo no reactor; junto a fronteira
direita, apdés a passagem completa da onda maseloargactor, devido a dificuldades
numeéricas do algoritmo para lidar com a condi¢cént&ira deNeumanrai definida.
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Grafico 6.112: Resultados do nivel de refinamento paran®? do exemplo 11.

De qualquer modo, obtém-se bons resultados nagigd@s dorun2, apesar de se
utilizarem interpolacg@es lineares e os perfis dagveis serem suaves e arredondados.

Verifica-se, igualmente, uma diminuicdo visivel dastabilidade observada
anteriormente, através da aplicacdo de uma gredsa ais apertada e da utilizacdo de
splinescubicas para as interpolacdes (vd. Gréaficos 6al8315). No entanto, nas condi¢cdes
do run3, estas vantagens sédo obtidas a custa de um aumemsaeravel do tempo de
computacdo necessario para a execucgdo. Deste é@dssivel concluir-se que o parametro
que mais afecta a qualidade dos resultados neste &a tipo de discretizacdo espacial
aplicada.
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Grafico 6.113: Resultados obtidos pelo refinamento para @rafico 6.114: Resultados obtidos pelo refinamento

run3 do exemplo 11 (var. C). para orun3do exemplo 11 (var. H).
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Grafico 6.115: Resultados obtidos pelo refinamento
para orun3do exemplo 11 (var. T).
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O perfil de refinamento referente aon3 é semelhante aos obtidos nos casos
anteriores, apresentando as mesmas caractergpicas (vd. Gréfico 6.116).
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Grafico 6.116: Resultados do nivel de refinamento paran8 do exemplo 11.

Este caso demonstra também que, para este tipnodelos, seria desejavel uma
revisdo da estratégia de tratamento das condigdeteira dos subproblemas gerados que, em
principio, € a maior responsavel pela ocorréncgadiggcontinuidades referidas neste exemplo
e em outros apresentados anteriormente. Estas dasis@o, normalmente, mais importantes,
para execucdes onde se utilizem expressdes deetiiacdo centradas, as quais sentem
algumas dificuldades em acompanhar o movimento a@la$as, sem que estas sejam
necessariamente muito abruptas.

Torna-se importante frisar que, em todos os casesverificou ser indispensavel
anular o valor da derivada espacial da temperdijraa fronteira direita, por accao externa
do utilizador. Esta condicdo ndo deveria ser nécesslevido ao facto de estar implicita
através das seguintes definicbes, presentes nolonasmdicdo deNeumannnula para a
fronteira da direita referente a variavel enta(pl relacdo quértica entre as varidveisH e T.
No entanto, essa especificacdo ndo é verificadalalév ocorréncia de erros numeéricos na
avaliacdo da derivada por intermédio da respeaimessao de discretizacdo. De facto, a
simples utilizacdo da solucdo nos pontos discretesmhos para o calculo da derivada
espacial em z=1, ndo garante de forma alguma e® @alor seja nulo. Essa discrepancia é
bastante importante, ja que inviabiliza completaeravanco da integracao.

Os desempenhos computacionais, associados aosanéstlidados neste trabalho,
estdo resumidos na Tabela 6.14:

Tabela 6.14:Desempenhos computacionais para o0 modelo do reabtdar ndo isotérmico.

Algoritmo Tempo de Computacéo
(s)
Refinamento 1806.0
M.E.F.M. ¥ 36126.3

Em geral, verifica-se que os resultados obtidos @plicacdo do método de
refinamento, associado a discretizacdes do uipwind sdo muito aceitaveis e semelhantes
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aos apresentados ppuarté?®. No entanto, como o M.E.F.M. exige esforcos comgiohais
muito superiores, constata-se que este métodwskmemasiado complexo para a resolugcéo
deste tipo de modelos, caracterizados por perfisséabte suaves. Desta forma, é possivel
concluir-se que através do método de refinamertob&#m resultados correctos, com tempos
de computacdo razoaveis, ndo obstante o problenfareEmentestiff. Assim, este método é

0 mais adequado para a resolugéo deste exemplo.

6.4.2 - Exemplo 12: Coluna de Adsorcédo/Reaccéo

No presente exempfd estuda-se o comportamento de um processo simalid@e
adsorcao e reac¢do quimicas numa coluna de ads@c8oluto A é adsorvido em carvao
activado, ao mesmo tempo que se combina com uml vktatravés de uma reaccao
irreversivel descrita pela equacdo Aa+M - P. Desprezam-se os gradientes radiais de
concentracdo no sodlido e admitem-se resisténciamas e externas a transferéncia de massa
na interface solido/liquido. Finalmente, considegague a isotérmica de equilibrio € do tipo
accao de massas (vd. Equacéao (6.88)).

2
QU_ 10U dU_\ rfy-u) (6.84)
ot Pe 0z° 0z
%:Nd[ﬁv* ~v)-Dav M (6.85)
55—'\t/'=—a Maly VM (6.86)
u-u =%m[ﬁv* —v) (6.87)
f
K W
Vs — 6.88
1+(K -1)m (6.88)
Condicdes Fronteira
3u(0y) _ Pel{u-1) (6.89)
0z
suLt) _, (6.90)
0z
Condicoes Iniciais
u(z0)=0 (6.91)
v(z0)=0 (6.92)
M(z0)=1 (6.93)
Dominio
0<z<1 (6.94)

0< t <4000 (6.95)
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Parametros do Modelo

C ~ . . . .
u =— - concentragao de A no fluido, normalizada emcgédaa concentracao de entrada.
0

C - concentracdo do componente A na fase fluidaideura reaccional.
Co - concentracdo do componente A na corrente dadatr

V= 9q. concentracdo de A no sélido, normalizada em &lacsua concentracdo inicial.

do
g - concentragdo de A na fase soélida da mistuicciaaal.
Qo - concentracao inicial de A no sdélido.

C . : . .
M =—™ . concentracdo do metal, normalizada em relac@@a &sncentracgao inicial.
MO

Cwm - concentragao do metal.
Cwmo - concentracéo inicial do metal.

*

* C ~ - V4 . - ~ Y
u =—- concentracdo de A no fluido em equilibrio comnoymalizada em relacédo a
Uo

concentracao inicialg

v=94. concentragdo de A no solido em equilibrio comngrmalizada em relagdo a
Qo
concentracao inicialgq

3

z= T varidvel espacial normalizada em relacdo ao congmto da coluna.

& - varidvel espacial.
L - comprimento da coluna.

t :g - tempo adimensional, normalizado em relagéd@agpbd de passagem do fluido.
0 - variavel temporal.

T= UL tempo de passagem de um elemento de fluido naaol

U - vélocidade do fluido no interior da coluna.

Pe= U [L

=10*- nimero déPecletaxial.
eff
Dest - difusividade axial efectiva.

Da=k[p, [C,,, [T =1575x10™*- nimero ddDamkholer

k - constante de velocidade da reaccéo.

Pp - Massa especifica aparente do carvao referigalame do leito.
k. &, @ , : A e ,

N, =——Y— =745- nimero de unidades de transferéncia de massiifpséo no filme.

k: - coeficiente de transferéncia de massa.

a, - area especifica da particula referida ao voldmkeito.

€ - porosidade do leito.

N, =k, [&, [ = 25- numero de unidades de transferéncia de massdifpséio na interface

do lado do sdlido.

ks - coeficiente de transferéncia de massa do ladwlildo.
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a = 0.2 - coeficiente estequiomeétrico.

q

X =—2> =0.617- razdo entre as concentracdes iniciais de A rnddla no metal.

MO

n= Py o = 4143 - factor de capacidade do leito.

0

K =1.177 - constante de equilibrio.

% Tolerancia do Método

% Grelha Inicial
% Tipo de Interpolagdo

% Tempo Final

Parametros da Execucae

% Tipo de Diferengas Finitas

& Tolerancia do Integrador

% Passo de Tempo Base

% N° Maximo de Iteractes
% Tempo de computagdo (Jou)

5 P.Biased Upwind (Para as duas variaveis)
1x107 (Para as duas variaveis)
1x10°

Uniforme; 11 Nodos

SplinesCubicas 5 Pontos

200

4000

10

4009 s

Nos Graficos 6.117 a 6.122, apresentam-se osspeafisolucdo e de refinamento
obtidos nas condi¢bes listadas acima. Observa-se apos se submeter a coluna a uma
perturbacdo em degrau na variavel concentracdoldtoqu), esta gera uma onda massica de
caracteristicas difusivas que se desloca na diweggéitiva de z. Obtém-se perfis similares
para a variavel v e para as concentracdes de fipilio sélido e no fluido (ue v,
respectivamente). A concentracdo de metal no supet carvao activado (M) diminui,
particularmente, junto a alimentacédo, devido a maidensdo da reaccdo nessa zona. Os
resultados sdo muito semelhantes aos obtidoBpantd?®, apesar do esforco computacional
dispendido neste caso ser relativamente superior.
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Grafico 6.117: Resultados obtidos pelo refinamento para d@rafico 6.118: Resultados obtidos pelo refinamento

runldo exemplo 12 (var. u).

para orunl do exemplo 12 (var. v).
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Grafico 6.119: Resultados obtidos pelo refinamento
para orunl do exemplo 12 (var. M).
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Grafico 6.120: Resultados obtidos pelo refinamento para d@rafico 6.121: Resultados obtidos pelo refinamento
runldo exemplo 12 (var. u

1

Nivel de
Refinamento

0
9
8
7
6
5
4
3
2
0

4000 O
Gréfico 6.122: Resultados do nivel de refinamento parard do exemplo 12.

para orunl do exemplo 12 (var.'y.
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A utilizacdo de discretizacOes espaciais baseauasdiferencas finitas centrais
(mantendo todos os restantes parametros inaltgradosiuziu a obtencdo de resultados
praticamente coincidentes aos do caso anterior @vdficos 6.123 a 6.127). No entanto,
verifica-se que esta execucdo exige um tempo dew@agio significativamente superior,
para integrar o modelo em estudg; ¥1646.9 s. Este facto deve-se essencialmente a:

Maiores dificuldades para as diferencgas finitastreelas lidarem com o efeito da
perturbacdo inicial introduzida no sistema. A maiarte do esforco computacional investido
na integragéo € utilizado na fase de arranque.
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(2] As expressoOes centradas tém mais dificuldade em@anhar o movimento das ondas
e, portanto, levam a que o algoritmo necessiteetiear zonas mais extensas do dominio e
por periodos de tempo maiores (vd. Gréficos 6.12228).
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Grafico 6.123: Resultados obtidos pelo refinamento para d@rafico 6.124: Resultados obtidos pelo refinamento
run2 do exemplo 12 (var. u). para orun2 do exemplo 12 (var. v).
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Gréfico 6.125: Resultados obtidos pelo refinamento
para orun2 do exemplo 12 (var. M).
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Gréfico 6.126: Resultados obtidos pelo refinamento para drafico 6.127: Resultados obtidos pelo refinamento
run2 do exemplo 12 (var. u para orun2 do exemplo 12 (var. ¥
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Grafico 6.128: Resultados do nivel de refinamento paran®? do exemplo 12.

Desta forma, verifica-se que, como em exemplosriamés, as diferencas atrasadas
melhoram substancialmente a performance do método.

A utilizacdo de malhas nao uniformes, ndo contigleuforma importante para facilitar
a resolucdo do problema, j& que nas zonas ondacgmoacdo nodal se revelaria mais util
(area na vizinhanca da fronteira esquerda do domgspacial na fase de arranque do
problema) o método nédo revela dificuldades excassie integragdo. Por outro lado, a
extensdo desse periodo € bastante reduzida endiaedado dominio temporal global. De
qualguer modo, a aplicacdo de malhas ndo unifomdesconduz a vantagens apreciaveis,
devido as caracteristicas basicas da estrategefidamento, que ja por si, procede a reducéo
do passo espacial nos subdominios seleccionadogu&lguer modo, a utilizagdo deste tipo
de malhas so seria util, se fosse acompanhadonpgrocedimento de redefinicdo da malha
base, de forma a que se adicionassem nodos nasoaa o refinamento fosse especialmente
activo e se retirassem nas zonas onde o0 mesmea mawvedasse necessario.

Na tabela seguinte, resumem-se as principais npeaftces computacionais referentes
a cada um dos métodos considerados no preserd¢htyab

Tabela 6.15:Desempenhos computacionais para o0 modelo da cdkindsor¢do/reaccao.

Algoritmo Tempo de Computacéo
(s)
Refinamento 400.9
M.E.F.M. ¥ 217.7

Pela analise da Tabela 6.15, conclui-se que o FWE. possibilita a obtencao de
resultados precisos com a utilizacdo de temposodgutacédo relativamente inferiores. No
entanto, verifica-se que, tanto num caso como 00 esforgco computacional exigido para
a resolucdo deste problema é reduzido. De qualgoelo, os perfis calculados através de

refinamento sdo muito aceitaveis e o tempo de spocé&ado a execucdo do método é bastante
razoavel.
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7. Conclusoes e Sugestbes para Trabalho Futuro

7.1 — Conclusoes

Através de uma andlise global aos resultados eqiados no Capitulo anterior, torna-
se possivel chegar a algumas conclusdes acerchcdeiee dos métodos enunciados neste
trabalho, tendo como referéncia a performance dauiacao doM.E.F.M. utilizada por
Duarte®®. Por outro lado, dada a experiéncia adquirida ndizatéo dos codigos
desenvolvidos, salientam-se igualmente alguns pmsmes na sua execucgdo, que podem
ajudar qualquer utilizador nado familiarizado com psculiaridades dos algoritmos,
conduzindo, assim, a uma poupanca de tempo coasealera sua adaptacao.

De forma a testar a robustez dos métodos, estm®s feujeitos de forma sistematica a
modelos de complexidade crescente, desde probldema?.D.E."s escalares até sistemas
algébrico-diferenciais (estes ultimos apenas faesolvidos com dMétodo de Refinamento
que foi sujeito a um teste mais exaustivo). Em $ode casos, principalmente no que diz
respeito adMétodo de Malha Mével os algoritmos revelaram desempenhos aceitausss, g
em relacdo a precisdo dos resultados, como do ¢esfoomputacional requerido.
Particularmente, Método de Malha Mdévelmostrou-se bastante eficaz para uma larga gama
de equacdes hiperbdlicas e parabdlicas e paragpnabl com condi¢des fronteira moveis e
evolutivas. OMétodo de Refinamentoimplicou maiores problemas na sua aplicagdo. No
entanto, verifica-se que a maioria das dificuldagesleriam ser ultrapassadas com a
introducdo de uma estratégia de tratamento dasg@mwdfronteira dos subproblemas mais
complexa e precisa. Uma alternativa razoavel, stiriai no recurso a um procedimento
semelhante ao utilizado mdétodo de Malha Mdvel onde esses problemas nédo séo sentidos.

No que concerne a robustez de cada um dos méerdogiados, constatam-se as
seguintes conclusdes:

O] Método de Refinamento= Os perfis de solucédo obtidos sdo, comparativameete
gualidade inferior para problemas caracterizadts geesenvolvimento de frentes abruptas. O
meétodo demonstra algumas dificuldades na descdigéteclives elevados, observando-se, no
geral, a ocorréncia de dissipacdo numérica. Nagirpidades das ondas, verifica-se a
introducéo de oscilagbes suaves nos perfis. Agditudestes problemas é conseguida com o
aumento da concentragdo nodal da malha base, ccapduz irremediavelmente, a um
aumento significativo dos tempos de execucdo. Naném este tipo de anomalias apenas
ocorre em casos onde existam variagfes temponssds da solucdo. Assim, 0 método néo
apresenta dificuldades na reproducdo das frentagptas quando estas se desenvolvem
gradualmente.

A principal dificuldade no avanco da integracdsesba-se em casos que envolvam o
movimento de ondas, apds 0 seu embate em frontisasitas por condigfes dieumann.
Nestes problemas, verifica-se a introducédo de gramstabilidade em perfis bastante suaves,
0 que obriga ao refinamento crescente de regidegaalas do dominio. Deste modo, observa-
se um aumento drastico do esforco computacionaeémensos. A solucdo deste problema
passa pela utilizagcdo de discretizacdes de difasetipitas descentradas, cuja direccao
dominante seja oposta ao movimento das ondas. tdatenexiste sempre a possibilidade de
ocorréncia de distor¢bes nos perfis, junto as éicad referidas, normalmente devidas a
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excessivo refinamento, provocado pela escolha quatka dos parametros de entrada. Deste
modo, 0 ajuste destes revela-se essencial a obtdeg@&sultados aceitaveis.

Estes problemas devem-se essencialmente, a sidaglei e consequente imprecisao,
da estratégia de tratamento fronteiras dos subgr@s gerados pelo refinamento sucessivo
da malha base. Esta estratégia recorre a fixac@ordbcdes fronteira deirichlet artificiais,
que apesar de evitarem a ocorréncia de corteslugisp podem provocar distor¢des visiveis
nos perfis, entre zonas espaciais integradas atdevénalhas de niveis diferentes.

Por outro lado, para modelos que apresentam mkfsolucido suaves, o que implica
menores dificuldades de integracdo, o método reseeldbastante robusto, obtendo-se
resultados muito semelhantes aos dé.E.F.M., com tempos de computacao
consideravelmente inferiores. Este facto deve-ssereialmente, a grande simplicidade do
algoritmo, provando que este € o mais adequadogpegsolucdo desse tipo de modelos. No
caso dos restantes exemplos, os resultados obs@iosde menor qualidade, exigindo
normalmente, esforcos computacionais superiores daatro dos limites do razoavel.

@ Método de Malha Mével = Os resultados séo, na generalidade de elevaddapsl

e muito semelhantes aos obtidos pdl&.F.M., obtendo-se tempos de cpu da mesma ordem
de grandeza em relacdo a esse método. No entaimpoéante notar que este método foi
apenas aplicado a alguns dos exemplos que colocdgammas dificuldades na aplicacdo do
Método de Refinamento Observa-se uma boa definicho na reproducdo dobvete
abruptos, com a ocorréncia de oscilagbes muitardigeem alguns casos especificos, que
desaparecem com o decorrer da integragao.

Assim, o algoritmo revela-se bastante eficaz emodods exemplos testados,
possibilitando resultados consideravelmente methdeeque o método anterior. A estratégia
de tratamento das fronteiras dos subproblemasattasam aproximacdes lineares, mostra-se
bastante adequada, desaparecendo os problemasadesf anteriormente, relacionados com
a ocorréncia de descontinuidades entre regidesoduinib espacial integradas de forma
diferente.

Apesar disso, este método € mais complexo queeni@nta que implica a utilizagao
de equacgdes diferenciais de movimentacao nodglomeaveis pelo aumento significativo da
nao linearidade do problema original. No entantopdnto de vista formal, é ainda bastante
mais simples do que qualquer formulacadwg.F.M..

Em alguns casos, observa-se um aumento apreci@vderdpo de computacdo
associado a aplicacdo do algoritmo (nomeadamenpassagem de problemas simples para
sistemas de duas P.D.E.”s, quando comparados ctampes correspondentes obtidos com o
M.E.F.M.). Este acréscimo pode ser explicado atravées dawst do proprio método:

(1) O facto do presente método ser multi-malha, olensea necessidade de integracéo de
varias malhas fixas referentes a cada varidvehtliafase de estimativa do erro espacial.

(2] As caracteristicas iterativas do esquema de @tégr dos subproblemas gerados.
Como se permite uma variagcdo controlada dos valdeessolucdo nas fronteiras dos
subdominios, é necessario assegurar a convergéosiaesultados obtidos pela integragcéo
dos subproblemas em relacéo aos perfis globaisiladlis com as malhas fixas na primeira
fase. Em alguns problemas, verificam-se algumascutlibdes na obtencédo dessa
convergéncia, vendo-se o algoritmo obrigado a eXipaonsideravelmente os subdominios
inicialmente seleccionados, o que implica um aumengnificativo do tempo de cpu, em

cada passo.
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Por isso, devido a ocorréncia do proble®a € conveniente utilizar, a partida,
tolerancias bastante apertadas, possibilitando @$e subdominios originalmente
seleccionados sejam suficientemente alargadosleracgo o0 esquema iterativo na obtencao
de convergéncia em ambas as fronteiras. E porragéa que, para 0 mesmo exemplo, as
tolerancias absolutas utilizadas na aplicacaddtndo da Malha Movel sdo, normalmente
mais reduzidas do que as correspondent®éééaodo de Refinamento

Devido a nao introducdo, de momento, de uma egisatde remocdo nodal no
procedimento de redefinicdo das malhas base (quersdite a adicdo de nodos adicionais
intermédios), a presente formulacdo do método eawela muito eficaz na resolucdo de
modelos que apresentem solugdes evolutivas detedsticas muito diferentes para periodos
temporais distintos (hnomeadamente, modelos quendelsem frentes que se propagam a
velocidades muito dispares). Assim, € possivel ajiletegracdo de uma zona do dominio
temporal onde ocorram dificuldades importantes mango da integracdo, promova a
construcdo de malhas base muito densas, que rémrseefinidas correctamente para zonas
posteriores, onde esses problemas jA ndo se faeréw, sconduzindo deste modo a um
aumento desnecessério do esforco computacionaliadea resolucdo do problema global.

As caracteristicas multi-malha ddéétodo da Malha Mével ndo séo originadas pelo
tipo de equacdes de movimentacdo nodal utilizgdaque estas incluem simultaneamente
contribuices de todas as varidveis do modelo,reéesodo, assim, apenas uma malha. A
separacao das diversas malhas realiza-se na fastimativa do erro, onde o algoritmo pode
seleccionar subdominios distintos para cada vdriateaves da comparagdo dos erros em
cada nodo. Assim, geram-se subproblemas diferefiesando-se uma malha para cada
variavel. No entanto, os algoritmos multi-malha sswdem algumas desvantagens
importantes como: o aumento do esforco computakipae a integracdo nas diferentes
malhas; necessidade de um maior nimero de intefedade forma a se estabelecer as
comunicacoes entre as diversas malhas.

E possivel aplicar igualmente, adétodo de Refinamentgp uma estratégia de
separacdo de malhas, j& que a fase de estimatigeae equivalente para os dois métodos.
No entanto, tal s faria sentido se se adicionass#goritmo um procedimento de introducéo
e remoc¢do nodal que possibilitasse o desenvolvordaimalhas separadas entre as variaveis,
conforme as propriedades dos perfis. Para o peesdguritmo, as variaveis utilizam sempre
a mesma malha base na transicao entre dois pa&ssperais, ndo fazendo qualquer sentido
proceder a uma separacdo das malhas. Assim, pdeaapesso, um nodo € seleccionado,
guando apenas uma das variaveis nao satisfaz méxiono estabelecido.

Todas as execucdes efectuadas neste trabalho feedimadas com aproximacdes de
diferencas finitas de cinco pontos. Consideroutseagte nimero de pontos possibilitaria um
maior equilibrio entre discretizacbes demasiadopkEs e excessivamente complexas. Os
resultados obtidos sédo, no geral, satisfatériosificendo-se melhores performances dos
meétodos, para diferencas descentradas que acompanimeovimento das ondas, tanto do
ponto de vista da maior precisdo dos resultadosiocdo menor esforgo computacional
exigido.

No caso de modelos onde ocorra uma grande digparida grandeza absoluta dos
declives dos perfis de solucédo, ou seja, verifea-$ormacéo de frentes abruptas entre zonas
praticamente constantes, conclui-se que a aplicaghonterpolacdes lineares se revela
bastante adequada, como seria de esperar. Asdlatgbps con§plines cubicas introduzem
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oscilacdes artificiais nos perfis, sendo mais eéisaem casos onde as solu¢des apresentem
caracteristicas curvilineas.

No Método de Refinamento a utilizacdo de interpolacdes é apenas necegsasa
avaliacdo da solucéo inicial em cada passo tempuaedh as malhas de refinamento de nivel
superior a dois. Os problemas originados por impdes de interpolacdo apenas se tornam
visiveis se se utilizarem malhas base demasiadoszsp

Para o caso dMétodo da Malha Movel as operacbes de interpolacdo assumem
papel mais importante na execu¢do do algoritmoug se tornam necessérias em diversos
procedimentos:

(1) Transposicdo da solugcédo entre cada uma das m@pesas necessario no caso de
sistemas de P.D.E."s);

(2] Estimativa da evolucdo da solucdo nas frontei@s subdominios (interpolacdes
sempre do tipo linear);
© Redefinicdo das malhas, quer no que diz respeitfastamento de nodos demasiado

proximos, como na introducdo de nodos adicionais;
(4] Transposicdo da solucdo para a malha base ifguando essa opcdo se encontra
activada, o que implica a ndo redefinicdo das nsalha

Deste modo, verifica-se que 0s erros associado®i@polacdo sdo mais importantes
neste método. No entanto, os efeitos de acumulsigéessiva deste tipo de erros nunca se
evidenciaram como preponderantes, em qualquenaosos resolvidos neste trabalho.

De forma a se possibilitar um correcto desempedieo cada algoritmo, é
absolutamente critico ajustar convenientementenalgos parametros de entrada. No que diz
respeito adMiétodo de Refinamento verifica-se que a manipulacdo de parametros coamo:
passo temporal base; as tolerdncias e 0s passais kegpaciais base, sdo extremamente
importantes para a obtencdo de perfis aceitavaitesHactores sdo ajustados de forma a
assegurar um equilibrio que impeca o méetodo de sulsobrerefinar a malha, o que pode
ocasionar o desenvolvimento de perfis imprecisosioca ocorréncia de distorgcdes e
oscilacdes. Como seria de esperar, os valoreshedoslpara as tolerancias sdo especialmente
criticos, ja que, para valores demasiado elevadogicam-se problemas de instabilidade na
solucéo, enquanto que se a exigéncia de precis@xé@ssivamente apertada, constata-se o
aparecimento de anomalias entre regides integmmasnalhas de nivel diferente.

Para dMétodo da Malha Mdével, conclui-se que os parametros mais importantes sao
factor de viscosidade internodal) espacamentos minimo e maximo entre nodos adggen
No caso de um determinado modelo ndo necessitatrd@ucdo de valores de elevados,
verifica-se que o parametro critico a ajustar gagamento minimo. Tal deve-se ao facto de,
ao se dar maior liberdade de movimentacdo aos nakies terem a tendéncia de se
aproximar mais rapidamente, formando malhas mygestadas em algumas zonas espaciais,
0 que pode provocar dificuldades no desempenhontigrador temporal, devido a um
aumento da razdo d#ffness do sistema algébrico diferencial. No caso da e&mwnodal ser
obrigatoriamente mais lenta, € necessario elevaalar deA, de forma a se acompanhar
convenientemente o deslocamento das ondas. Parelarnoghde as ondas desenvolvidas
percorrem todo o dominio, revela-se vantajoso agnae inicialmente os nodos da malha
base numa das extremidades do dominio. Nestes éasonveniente ajustar o valor de
espacamento maximo internodal, de forma a impedifastamento excessivo entre nodos
consecutivos, que pode originar instabilidade revf9
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Os valores destes parametros tém de ser fixadmgaaamente, em funcdo da
experiéncia do utilizador, jA& que ndo é possivédbetecer uma relagcdo precisa entre o
modelo em causa e os parametros adequados a slugdes

7.2 — Sugestbes para Trabalho Futuro

O trabalho realizado na presente tese centrouiseigalmente na elaboracdo dos
codigos gerais para aplicacdo dos algoritmos api@d@s e 0 consequente teste das suas
potencialidades na resolucdo de exemplos ja sobajanestudados e considerados como de
dificil resolucéo. Os assuntos de investigacao alserdados como continuagéao do trabalho
realizado poderédo passar pela exploracdo de dezeesninhos interessantes como: o estudo
de estratégias alternativas para a resolucdo densalgroblemas focados, assim como a
generalizagdo dos algoritmos e dos cédigos paralo®dinda ndo considerados. Alguns dos
temas de estudo possiveis sdo enunciados em sedeaidama forma mais especifica e
detalhada:

1) Aplicagédo de algoritmos equivalentes a modelos dos dimensfes espaciais. A
generalizacdo da estratégia de refinamento, tab@ooncebida a problemas bidimensionais
€ praticamente directa, enquanto que todas as & pae mobilidade nodal consideradas
podem ser deduzidas em dominios bidimensionaisod®aaf equivalente sem qualquer
dificuldade.

(2] Introducdo de estratégias alternativas no tratoneias condicdes fronteira dos
subproblemas gerados pela fase de estimativa dppincipalmente no caso déétodo de
Refinamenta Verificou-se que o recurso a fixacdo destes wealdronteira ndo conduz
necessariamente ao desenvolvimento de perfis adesjuBesse modo, é possivel concluir
que o procedimento mais fiavel serd o estabelet¢ord®m um acompanhamento da evolucéo
temporal da solucdo nas fronteira, baseado emspdidcretos obtidos pela integracdo das
malhas fixas. A partir dai, torna-se possivel abersir varias possibilidades como:

& A evolucéo da solugédo nos pontos vizinhos, imadiante exteriores ao subdominio e
seleccionados de modo a que a estimativa das dasvaspaciais seja, 0 mais possivel
realizada com a mesma férmula de aproximacdo apliceos pontos interiores (estratégia
aplicada ndViétodo de Malha Movelcom bons resultados). Deste modo, possibilitarse u
variagcao controlada da solucdo nos pontos fronteira

& A estimativa da evolugdo temporal da solucdo nmogrips pontos fronteira. Neste
caso, as formulas de diferenciacéo espacial sémadpk exactamente da mesma maneira que
no dominio global.

Estas estratégias implicam, necessariamente,uste@ interpolacées no tempo de
forma a avaliar a solugcdo nos pontos interméditkzados pelo integrador. A solugcdo no
conjunto de pontos, utilizados em cada operagdntdmolagéo, tem de ser avaliada durante
a fase de integracdo das malhas base fixas. Adior@mte, € essencial efectuar a comparacéao
entre os perfis calculados de forma diferente, denema a evitar a ocorréncia de
descontinuidades no perfil global.
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© Aplicacédo dos cddigos apresentados na resolucioolidemas relevantes na area da
Engenharia Quimica. Os exemplos resolvidos neabaltio constituem problemas tipicos ja
estudados, que permitem testar o desempenho dwogralgs em condigdes bastante variadas
e dificeis do ponto de vista numérico. Dado os ltedos obtidos, é ldégico que 0 passo
seguinte seja a sua utilizacdo em modelos mais leag) com interesse pratico.

(4] Teste de opcdes ja existentes em cada codigodquimram exploradas neste trabalho,
tais como: a introdugdo da redefinicdo da malha basMétodo de Refinamento por
introducdo e remocdo de nodos em zonas de maioermrnactividade do refinamento,
respectivamente; a andlise da influéncia do caldakderivadas de ordem superior a um, a
partir das derivadas de ordem inferior; e a infai@ma subdivisdo do intervalo temporal, de
forma a que o acompanhamento da solucéo nas flestds subdominios seja mais preciso,
para oMétodo de Malha Movel

(5] Introducéo de um algoritmo multi-malha, associaddétodo de Refinamentg que
permita a separacdo das malhas referentes a cedweeliaEsta alternativa sé é viavel se a
opcao de redefinicdo da malha base estiver activisileduzindo uma certa mobilidade nodal
estatica. Caso contrario, todas as variaveis atilia mesma malha base de segundo nivel, no
arranque de cada passo temporal, ndo fazendos@nticeder a criagcdo de malhas multiplas.

(6] Generalizacdo dos algoritmos para opc¢des altgasatle integracdo temporal, postas
a disposicdo pela DASSL, que podem melhorar a pedioce do processo, como a
possibilidade de definicdo analitica da matriz lgaoa,. Por outro lado, seria igualmente
interessante, testar a utilizacdo de integradoress msimples, jA& que as constantes
reinicializacdes da integracéo, impostas por anasoalgoritmos, impossibilitam o aumento
da ordem do método implicito de avancgo tempordizado pela DASSL.

(7] Extensdo da aplicabilidade dos cédigos a problecamacterizados por derivadas
temporais implicitas e derivadas espaciais de oigrarior a dois, além da generalizacdo do
codigo referente adMétodo de Malha Movel a problemas algébrico-diferenciais. Estas
alteracOes sao relativamente simples de efectagidala forma como a presente estrutura de
cada codigo foi concebida.

0 Introducdo de um critério de detecgcdo e postedorocdo dos nodos excedentarios
das malhas base método de Malha Mdovel que permita uma maior eficiéncia no controlo
da densidade dessas malhas, ap0s a resolucao ries temporais mais problematicas da
integracéo global.
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Notacao Geral

EU — estimativa do erro de truncatura

floor — parametro de limite minimo

n — nivel de refinamento

Nmax— nivel de refinamento maximo

NP — namero de nodos da malha base

NPDE — numero de equac0des diferenciais parciamattelo
t — variavel temporal

Tcpu — tempo de computagéo

TOL — toleréncia do método

tol INT — tolerancia referente ao integrador

u — variaveis dependentes

u; — primeira derivada espacial das variaveis depeade
Uz, — segunda derivada espacial das variaveis dep&sden
U — primeira derivada temporal das variaveis depetede
w — parametro de peso

Wh — aproximacéo da solucdo na malha fina

W2h — aproximacéo da solucdo na malha larga

z — variavel espacial

Z- — posicéo da fronteira esquerda

Z% — posicdo da fronteira direita

Letras do Alfabeto Grego

o — factor de mobilidade nodal

At — passo temporal

Az — espagamento internodal

Azyin — espacamento internodal minimo
Azyax — espagamento internodal maximo
A\ — coeficiente de viscosidade nodal

Convencoes Gerais

y — derivada temporal de y
y —vectory

A—matriz A

* — produto interno entre dois vectores
0 — derivada parcial
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Apéndice Al - Apresentacao Resumida do
Integrador Implicito DASSL

O integrador implicito DASSL -Differential-Algebraic System Solver (Petzold™®,
Brennan et al®”) foi desenvolvido para a resolucdo de sistemaggimcdes algébrico-

diferenciais da forma:

Huu.§=0, to[ 4. 7] (A1)

sendo:
u(t) - vector estado, funcdo da varidvel indepetedérfque geralmente, representa o
tempo ou uma dimenséo espacial;

du L .
u = e primeira derivada de u em ordem a t.

A DASSL foi especialmente concebida para lidar cstemas mistos de equagdes
diferenciais e algébricas com caracteriststét e aplica uma estratégia preditiva-correctiva
de ordem e passo varidveis, desenvolvida @Gear®™. O vector de derivadas
(correspondente ao tempg.) € aproximado, no estagio corrector, por uma féande
diferencas finitabackward, sendo o sistema de equagdes algébricas resultesidvido para
0 vector estadoquh, atraves de um método dlewton modificado. O tamanho do passo e a
ordem de integracdo sao ajustados automaticangmnferma a possibilitar uma melhoria na
performance do processo, dentro dos limites deterthois pela tolerancia definida por parte
do utilizador, para o erro admissivel em cada passo

No que concerne aos parametros directamente opétos com o integrador (vd.
Apéndice D), os codigos desenvolvidos neste trabai#tpenas requerem, por parte do
utilizador, a definicdo das respectivas tolerancasintegragcédo, que de uma forma geral,
limitam o maximo erro toleravel na execucao de a0, da forma:

|Erro LocaJ< ATOL+ RTOLX| { (A.2)

em que:
ATOL — tolerancia absoluta;
RTOL - tolerancia relativa.

Em cada passo, as chamadas do integrador reaizadpartir do cédigo, séo
efectuadas na sua forrs@ndard, ou seja, sem que qualquer das opcdes adicipussiveis
de utilizar, esteja activada (INFO(l) = 0, | =.1,, 15). Este facto implica que, entre outras
coisas, a matriz jacobiano das derivadas parcésseja fornecido na sua forma analitica,
tendo obrigatoriamente de ser aproximada pelo ratiey através de diferencas finitas, para
além de outros pormenores que, em casos partisulaoderiam melhorar o desempenho do
integrador.
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A aplicacdo da DASSL aos métodos apresentados hedtalho podera nao ser a
ideal, ja que estes implicam uma constante relidaigio da integracdo. Assim, o integrador
nao tem possibilidades de aumentar a ordem darag&g, o que conduz a utilizacdo
constante do método deuler backward de passo variavel. Deste modo, verifica-se que as
peculiaridades de ambos os métodos estudados s@ibiptam o0 aproveitamento das totais
potencialidades do integrador.
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Apéndice Bl- Descricdo Resumida do Método de
Elementos Finitos Moveis (M.E.F.M.)

O objectivo deste Apéndice consiste na apresemtg@ma panoramica geral sobre o
Método de Elementos Finitos Moveis(M.E.F.M.), referido frequentemente nesta tese,
porque se trata do método escolhido como referémeiaavaliacdo da performance dos
algoritmos desenvolvidos no presente trabalho. $¢pretende aqui efectuar uma descricéo
muito pormenorizada das diferentes formulacdes tgue sido apresentadas ao longo do
tempo, referentes a este método. Este trabalhoijarnfteriormente realizado através da
revisdo bibliografica apresentada parrte®® e um niimero consideravel de outros autores.

A formulacao inicial do M.E.F.M. foi proposta pét. Miller e R. N. Miller em
1981%2#4  Originalmente, o processo foi desenvolvido pararesolucdo de P.D.E.’s
evolutivas unidimensionais, sujeitas a condicdestéira deDirichlet. Para tal, considera-se
aP.D.E.,

u, =Lu (B.1)

valida no dominio fixo & z < b, caracterizada por condi¢cfes fronteira fixasDaechlet,
sendo L um operador espacial ndo linear.

A técnica de discretizacdo de elementos finitosxama a solucdo em cada elemento
através da expressao:

N+1

U(zt)= Z:l“uj o, (z(t)) (B.2)

onde:
u-= [UO, U, ,UN+1] - vector da solucéo nos nodos;

s= [s0 Sy, ,sN+1] - vector das posi¢oes nodais;

a; - funcdes base elementares implicitamente depésslefo tempo através das
posi¢cdes nodais;
Z - posicao espacial.

Por derivacdo de (B.2) em ordem ao tempo obtém-se:

N+1

U, (2t)= 20, ()t (zs(t)) +5, (t) B, (2 u(0).5(t)) (B:3)
em queB; sdo igualmente fungdes base, definidas por:

B (2.U(slt) = 5 ®4)

J
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Deste modo, torna-se necessario para a implen@ntiste método, recorrer a uma
estratégia de aproximagdo, de forma a avaliar dsresadef3;. Inicialmente, o método
formulado baseava-se em aproximacdes lineareaflirdttas poligonais) pelo que:

B, =-U, O, (B.5)

Assim, as fungdes ; e 3; sdo definidas por:

z-s;,
_ Sj4 SZ<S,
Sl
S4
a, =13 —, s <z<s, (B.6)
S. .. —S.
i+l J
0, —0<z<s,, € §, <z<+®
e
Z-s,
- m] 1 Sj—l S Z S S]
S; —Si4
S
B ={ -m, 0%~ s, <z<s, (B.7)
Sjr 7S]
0, —0<z<s_, € S, <z<+w
U -U, . ~ L
onde m; =———— corresponde ao declive da solugédo no elementw fijrestimado por
S, —S,
J -1

diferencas finitas.
A solucdo da P.D.E.{) e a nova malhas) sdo determinadas por minimizacao da

norma quadradajldos residuos da aproximacao a solucdo em todmindy em ordem das
. . ~ . . 2
derivadas temporais da solug&o nos nodos e dasidedes nodaigiU, - LU||_ .
2

A substituicdo das derivadas pela correspondemeximacdes resulta num sistema
de O.D.E.”s do tipo:

Aly)3 =gly) (B.8)

em que:
=[Ul’sl"“’UN’SN]T
- matriz de massas quadrada e tridiagonal, coidét por blocosA  — de

| > I

dimensdes 22, que mantém uma estrutura constante no tempo.
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E possivel que, em determinadas circunstanciagterrdinante de qualquer bloco
A, . se torne nulo, tornando o sistema (B.8) indeteathine consequentemente, de resolucao

impossivel. As condi¢cdes que provocam a degenereiscéo sistema de O.D.E.”s podem ser
de dois tipos distintos:

(1) Choque Nodal = consiste na coalescéncia de um nodo com o seedaete.

(2] Paralelismo Elementa® definido pela colinearidade das aproximac¢desatiacgo
em dois elementos consecutivos.

Cada uma destas singularidades déo origem a ezgiigéarmente dePendentes que
tornam o sistema (B.8) irresollvel. De forma aap#ssar estes problemis|ler® recorre &
introducédo de funcdes de penalizacdo na funcacctdlede forma a adicionar forcas de
viscosidade internodal que regularizem o movimeatonalha.

Posteriormente, outros investigadores apresentatemerosos trabalhos baseados no
método original, que possibilitam a sua aplicac@mna gama cada vez mais generalizada de
modelos tipicos. Paralelamente, tém-se desenvolggtmtégias alternativas de forma a
ultrapassar os problemas encontrados, atravésildag#o de métodos alternativos para a
avaliacdo da aproximacéo elementar (Ex: Funcfes r@tizas, Cubicas delermite) e para
eliminacado das singularidades (Ex: supressao nodalipulacdo matricial).

De facto, ndo se enquadra no ambito deste trabalina analise aprofundada da
evolucdo do procedimentos de mobilidade de elersdirtitos. No entanto, afigura-se 6bvio
que este tipo de estratégias se caracterizam parcomplexidade formal consideravelmente
superior a dos métodos desenvolvidos e testadts tnalsalho.
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Apéndice C| - Métodos de Deducéao de Formulas
para a Estimativa de Derivadas Espaciais

C.1 — Introducao

Os métodos de integracdo de sistemas de paramdisttbouidos, baseados no
Método das Linhas tornam necessaria a utilizagdo de um procedimdeteestimativa
numeérica do valor de uma ou varias derivadas emiga@para modelos uni- ou multi-
dimensionais, respectivamente). Essa estimativa egalrgente efectuada através de
aproximacdes polinomiais. Deste modo, considerga®, uma dimensao (sendo extensivel a
P.D.E.”s multi-dimensionais), a variacdo da vati@ependente u(x) em relacdo a variavel
independente x:

u(x) =2, +a, x —x;)+a, [ —x, ) +a, lx=x, ) + - (C.1)

onde: x- valor de x a especificar;
&, &, &, &, ... - constantes a calcular.

De forma a determinar o valor da primeira constaiaiz-se x = x obtendo-se
imediatamente:g= u(%). Em seguida, diferencia-se a equacao (C.1) eaqéaela x, obtendo-
Se a expressao:

aufy)

d x =a, +2[&, [x-x;)+3&, [x-x,) + - (C.2)

a partir da qual, para faz-se x 7 %e obtéma, = . Deste modo, diferenciacdes

du(x;)
dx

sucessivas de (C.1), seguidas da atribuicdojxcorduzem a relacao geral:

() =

A substituicdo das expressdes (C.3) em (C.1) parad) conduz a equacao,

o) =)+ S o ) 2 0D s g M) g

X
(C.4)

correspondente a bem conhecida SérieTdglor, que consiste na base matematica para
muitas das aproximacdes em analise numérica. Nest®, sera utilizada na avaliacdo de
expressdes algébricas para estimativa de derimexiais de ordem variavel em malhas de
espacamento arbitrario.
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A introducéo destas expressfes numeéricas de ampQ&b no sistema de P.D.E./A."s
original, transforma-o num sistema de O.D.E./Als & resolvido no tempo, através de um
integrador computacional (que neste caso, sedmiategrador implicito DASSL).

C.2 — Aplicacéo das Séries dEaylor para a Estimativa de Derivadas

C.2.1 — Malhas Uniformé&®™! — Exemplo da deducdo das férmulas para o célcule d
primeiras derivadas atraves de diferencas finitantradas de quarta ordem.

A partir das expansdes em sérieldglor, € possivel proceder a deducdo de férmulas
algébricas para a aproximacgéo de derivadas em pdigoretos. Como forma de ilustrar essa
possibilidade, descreve-se de seguida, o desemaito de uma expressao para a estimativa

du(x;)

da derivada de primeira ordemd— =u,(x,), utilizando os valores discretos da solugéo
X

NOS pontos %, Xi.1, Xi+1 € %+ de uma malha uniforme. Assim, as aproxima¢oeBagdor em
cada um desses pontos tém a forma:

o) = )+ S ) 2y W) g, ) c5
o) =ufe )+ L0, e g8 Wy ) c6)
o) =t )+ d;'(x ) B W) ) c
e R I A= <L M c®

Considerando um espagamento constante entre modescutivosAX = X; —X,_;, as
expressdes anteriores podem ser escritas como:

ufx, )+ 4ub)

U(Xi—z): dx

u(xi-1)=u(xi)+%m—m)+ e ) (€.10)

2mx %GL[Q—ZEX (C.9)

)= uli )+ L0 ey 1 gy (c1)
u(x,,,) = u(xi)+d3—()):i)D?mx +%deduT(§‘)[ﬂ2 Dx)? + - (C.12)

Pretende-se, entdo, deduzir uma expressao path através do estabelecimento de
uma combinacdo linear entre as equacfes anteqarepermita a anulacado da derivada de
maior ordem possivel. Neste caso, devido a utdiaage quatro pontos, torna-se possivel
eliminar todos os termos correspondentes as dexsvatd a quarta ordem. Assim, multiplica-
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se cada uma das expressdes por uma consgaiec(ou d), cujos valores sao calculados de
forma a satisfazer os requisitos pretendidos. [Dgida, adicionam-se todas as expressoes
entre si de modo a se obter uma Unica equacaanBmripara manter o termo da primeira
derivada impde-se a condicao:

~2[la-b+c+20d=1 (C.13)

Por outro lado, para eliminar os termos refereatederivadas de segunda, terceira e
quarta ordem, é necessario que se verifiquem agdes seguintes:

4la+b+c+4[d=0 (C.14)
-8la-b+c+8[d=0 (C.15)
l6la+b+c+16ld=0 (C.16)

A resolucao deste sistema de equacdes lineardsizarrespectiva solugao:

Substituindo estes valores na expressao somadeefenteriormente, obtém-se uma
equacdao geral centrada de aproximacéo de 42. grdeara derivada de interesseno ponto
discreto x

du(x,)_ 1
d x 410X

f2rux,.,) -160(x, ;) + Ol(x, ) +160(x,,,) - 2Cu(x,,, ) + Ofax‘)
(C.17)
O coeficiente correspondente ajuequivale ao simétrico da soma de todos 0s outros
coeficientes. No entanto, esta férmula é impossidel utilizar para os pontos das
extremidades do dominio, sem a criacdo de pontfcifis. Assim, para se obter a

aproximacao dey(x,), utilizam-se as expansdes Taylor da solu¢cdo nos pontos, Xz, X4 €
Xs5.

am(xz):am(xl)md%mx+am}/2Gd;”T(’;1)mx2+ (C.18)
bm(x3)=bm(x1)+ba%mmx+bmy2a‘%(fl)mzmx)z+ (C.19)
cm(x4)=cm(xl)+cgc%[3mx+c[%gdzdu7();1)[ﬂ3mx)z+ (C.20)
dm(x5)=dm(x1)+dac%mmx+dm}/2d%(’;l)m4mx)z+ (C.21)

Como anteriormente, é necessario impor a condic&?) de forma a reter a primeira
derivada:

at+2[b+3lc+4ld=1 (C.22)
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Para anular as segunda, terceira e quarta derivaslaonstantes tém de verificar as
restricbes seguintes:

a+4[b+9lc+16[d=0 (C.23)
a+8lb+27(c+64ld=0 (C.24)
a+16[b+81lc+256(d =0 (C.25)

A solugdo deste sistema é:azg%,; 7%,, c= %,, = A, obtendo-

se a expressao algébrica pard),

dz(: ) - o rl-50m(x )+9601(x,) - 720m(x,) + 321w, ) - 6 [(x, ) + Oax*)

(C.26)

Para a obtenc&o da aproximacao papa)y procede-se de modo similar, utilizando-se
as quatro séries deaylor referentes a ug¥ u(xs), u(x) e u(%). O sistema de equacbes
algébricas correspondente é:

—a+b+2[c+3[d=1 (C.27)
a+b+4[c+9[d=0 (C.28)
—a+b+8[c+27[d=0 (C.29)
a+b+16[c+81d=0 (C.30)

A resolucao deste sistema permite a deduc¢éo daufarde diferenciacao:

di(i) 4|mXEG—6m( x,) - 2000(x,) + 360(x,) - 1200(x,) + 2 () + Ofax*)

(C.31)

Procedendo-se a operacfes analogas para as apgorsnde \{(Xn.1) € W(Xn), chega-
se as respectivas formulas:

duéxxN_) a2 )+ 1200, )~ 360(x )+ 20(x,. ) + 6 (x,, )+ Olax?)
(C.32)
"Tfﬁ . = o ol ,) - 320, )+ 7200, ) - 96(x,, ) + 50TH(x,, ) + Ofax )
(C.33)

Finalmente, sumariza-se todas as expressfes af@@as anteriormente numa matriz
de diferenciacgéo, vélida para todos os pontos durmio,
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-50 96 -72 32 -6]
-6 -20 36 -12 2

M2 -16 0 16 -2|m+0(ax*) (C.34)

-2 12 -36 20 6
6 -32 72 -96 50|

o
c |
|_\

X  41[AX

A equacdo (C.34) corresponde a formula de apraé@mgpor diferencas finitas
centradas de quarta ordem para primeiras derivadaslo aplicavel em toda a extensédo do
dominio espacial.

A aplicagdo de um procedimento semelhante pogaibdl célculo de férmulas
correspondentes a derivadas de diferentes ordextisaees da utilizacdo de variados niumeros
de pontos e de diversas disposicdes destes. Os dpaliferencas finitas sdo distinguidos
pelas diferentes disposi¢cdes dos nodos considedzadfmsma:

< Diferencas Centradas = O conjunto de pontos considerado contém igual narder
pontos em ambas as direc¢des a partir do noddetesse.

@ Diferencas Descentradas = O conjunto de pontos considerado situa-se em apenas
das direc¢Oes a partir do nodo de interesse:
Backwardou Upwind — Direccdo negativa das abcissas X.
Forward ou Downwind— Direc¢ao positiva das abcissas x.

< Diferencas Desc. Biased = O conjunto de pontos considerado apresenta umegéoe
dominante a partir do nodo de interesse, na quatilsgam
mais pontos:
Backwardou Upwind — Direccédo negativa dominante.
Forward ou Downwind— Direcg¢éo positiva dominante.

Deste modo, uma discretizacéo do tipo descentrpdéndcom cinco pontos utilizara
0s quatro pontos imediatamente a esquerda do modltetesse, enquanto que uma férmula
do tipobiaseddownwindcom cinco pontos aplicara o ponto adjacente daeedgLe 0s trés
pontos vizinhos a direita do nodo de interesseséssonvencionar que a direc¢do positiva das
abcissas x é da esquerda para a direita, comoi@) 0bv

Dependendo do nimero de pontos usado e do tipdfeterdas finitas aplicado, é
também necessario calcular separadamente as f&;npala os pontos situados na vizinhanca
de uma ou de ambas as extremidades do dominio i@spde uma forma analoga a
apresentada anteriormente.

C.2.2 — Generalizacdo para Malhas Nao Uniformes -febencas finitas centradas de
guarta ordem para primeiras derivadas.

O método anterior aplica-se de uma forma simptesn@alhas uniformes porque, neste
caso, € possivel pér em evidéncia a variéxe(passo espacial) em cada expanséo, ja que
este se mantém constante ao longo da malha. Notenteo caso de malhas nao uniformes,
nas quais o espacamento entre os pontos ndo &aeasgente constante na extenséo de toda
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a malha, a manipulacdo das expansde3ajdor torna-se necessariamente mais complexa.
Deste modo, estas expressfes tomam, para um pamdaap i situado no interior da malha, a

seguinte forma (considerando a deducédo equivakeritemula de diferencas centradas de
quarta ordem anterior):

allix,,)= am(xi)+a9% - ox, _Axi)'*a%gw[ﬁ_&(i—l — O, +
(C.35)
bu(x,,) = bm(xi)+bBc%[ﬂ—Axi%bD}éd%(ﬁi)m—Axi)z + o (C.36)
Cl]“(xiﬂ) = Cm(xi)'kcgc%mxm +C%Bd2du7(§i)mxi+12 +to (C.37)

du(x,.,)=du(x,)+d Gc% fax,., +8x,,,) +d D}é deduT(Z(l) o, + 8., )" +
(C.38)

em que: DX, =X, =X , =2, -+ ,N

Procedendo como anteriormente, verifica-se qua amanter a primeira e anular as
segunda, terceira e quarta derivadas, as constantesc e d tém de obrigatoriamente
verificar as condi¢gbes seguintes:

alA+b[B+clC+d[D=1 (C.39)
alA’+b[B*+c[C*+dD*=0 (C.40)
alA°+bB*+cC*+dD*=0 (C.41)
alA*+bB*+cC*+dD* =0 (C.42)
em que:
A[:> Xi—2]=_(AXi—1+AXi); B[:> Xi—l]z_AXi;
C[:> Xi+1] = DXy, D[:> Xi+2] = (Axiﬂ + AXi+2)

Cada uma das constantes A, B, C e D esta relataonam um dos pontos da
discretizacdo (neste cas@zXXi.1, Xi+1 € X+2, respectivamente).

Seria possivel resolver o sistema anterior e dedsz fungdes que relacionam as
constantes [a, b, ¢, d] com [A, B, C, D] e, congsje@mente comX;.1, AXj, AXir1, AXi+z2]. NO
entanto, essas relacfes sdo demasiado complexagyma sua utilizacdo possa ser viavel.
Assim, resta seguir uma alternativa melhor aplicdsem que seja necessario recorrer a
deducédo e aplicacdo de quatro funcdes bastantelicadgs. Deste modo, opta-se por
executar a resolugéo do sistema apresentado, emavatiacdo da estimativa da derivada
num ponto discreto da malha (ha qual todas as @esigodais sdo perfeitamente conhecidas
a partida), considerando os espacamentos entrerdsspadjacentes. Portanto, para cada
ponto onde se pretenda estimar a correspondentadigr substitui-se no sistema os valores
dos espacamentos entre 0s pontos vizinArs, [ AX;, AXi+1, AXi+2]. De seguida, calculam-se
os valores do vector de constantes [a, b, ¢, &} pase ponto, por resolucdo do sistema de
equacdes algébricas assim obtido. Agora, esta-secardicdes de calcular o valor da
estimativa da derivada de primeira ordem atravésatoatério das expressdes (C.35) a
(C.38), obtendo-se a respectiva férmula geral:
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=alli(x,,)+b(x.,)-(a+b+c+d)lx, ) +cllx,,)+dmlx,.,)  (C.43)

Por outro lado, este estratégia obriga a resoldedom sistema de equacdes lineares
4x4, para cada avaliacdo da derivada, o que conatgua maior desvantagem, ja que obriga
a um numero consideravel de operacfes algébricas.

Como anteriormente, o procedimento para os pquids as fronteiras é ligeiramente
diferente, ja que nesses pontos é impossivelartilima disposicdo dos nodos equivalente ao
caso geral, sem se recorrer a introducdo de pdictdsos adicionais e exteriores a malha
global. No entanto, neste caso, ndo é necessalizileima nova expressao para o sistema a
resolver em cada ponto, para a avaliacdo dos pAsiosma geral deste sistema é utilizavel
em todos os pontos do dominio. O que difere € midab das constantes [A, B, C, D].
Assim, em cada ponto, estas sao definidas por:

- A[: Xz]:sz; B[: Xs]:(sz +AX3);
Y o x,]=(0x, +8x, +8x,) D= x| = (Bx, + Ax, +Ax, +AX,)
A[:> xl]:—sz; B[:> x3]=Ax3;
Xo.
C[:> x4]:(Ax3+Ax4); D[:> x5]=(Ax3+Ax4+Ax5)
XN A[: Xn- ] (AXN -3 +AXN -2 +AXN 1)' B[:> XN—S] = _(AXN—Z +AXN—1);
A N T D[= x,,]=ax,
X A[:>X ] N\’:}-'-AXN—Z-'-A N1+AX B[:>X ] AXNZ N—1+AXN);
C[:XN ] N1+AXN); D[:>XN ]: AXN

Usando as constantes definidas desta forma, presmcdh estimativa da primeira
derivada pela aproximagcdo de quarta ordem, nesse®s pelo procedimento descrito
anteriormente, obtendo-se em cada caso, expressdethantes a (C.43).

E, igualmente possivel a utilizacdo deste métaata mvaliar derivadas de ordens
diferentes, com a aplicagéo de diferencas finieaBpbs variados, em malhas n&o uniformes.

C.2.3 — Caso Particular — Estimativa da segundaidada, em pontos fronteira descritos
por condi¢cdes de Neumann, através de férmulas dartpiordem.

Nesta secgcdo procede-se a descricdo da estrdtdgaada no método anterior),
adaptada para a estimativa da segunda derivadpombdss fronteira (xe/ou x), através da
utilizagdo dos valores da solugdo nos pontos adliesee da primeira derivada no proprio
ponto fronteira. Este procedimento é necessaricaso do modelo ser sujeito a condicdes de
Neumanmum ou em ambos os pontos fronteira. Neste caii@atse um conjunto de cinco
pontos, obtendo-se, deste modo, aproximacdes dtaaquedem.

Para %, parte-se das expressdesTa@g/lor referentes aos pontos vizinhog Xs, X4 €
Xs. Para estimar a segunda derivada, multiplica-da uena dessas equacdes pelas constantes
a, b, c ed, que serédo associadas a cada uma dos pontoslesfagima. Agora, pretende-se
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encontrar uma combinacdo entre cada série de fargque se retenha o termo referente as
segundas derivadas e se anulem o0s termos corresgesdas primeira, terceira, quarta e
quinta derivadas. Neste exemplo, € necessariorezcans termos de quinta ordem, ja que é
introduzida uma nova constargerelacionada com a primeira derivada emAssim, obtém-

se o sistema de equacdes lineares seguinte:

alA+b[B+clC+dID+e=0 (C.44)
alA®>+b[B*+c[C*+dD? = (C.45)
alA°+bB*+cC*+dD*=0 (C.46)
alA*+bB*+cC*+dD* =0 (C.47)
alA®+bB° +cC°+dMD° =0 (C.48)

onde A, B, C e D sédo definidos de forma equivaléné@resentada na seccao anterior para o
ponto fronteira x

Desse modo, dependendo das posicdes relativas estpontos, calculam-se 0s
valores de cada constante, através da resoluc@&istimma. E facil verificar entdo, que a
estimativa da segunda derivada enpade ser calculada por:

dzde(ﬁl):-(a+b+c+d)m(x1)+am(x2)+bm(x3)+cm(x4)+dm(x5)+e ol

(C.49)

Através de um procedimento semelhante, pode-dmmasssegunda derivada no outro
ponto fronteira ¥, utilizando, igualmente, a solugéo discreta nastg®adjacentes e o valor
da primeira derivada emyx

C.3 — Geracao de Formulas de Diferencas Finitas
em Grelhas Arbitrariamente Espacadas

Na presente seccdo, procede-se a descricdo deétmadanmais simples e expedito
para a geracdo de férmulas de diferencas finitaserolvido porFornberd*“®. Este
método utiliza um esquema recursivo que permitélauto dos pesos para qualquer ordem de
derivada (incluindo a ordem zero, correspondentetexpolacdo), aproximados a qualquer
grau de precisdo, numa grelha arbitraria unidinogradi Cada avaliacdo apenas necessita de
quatro operagfes aritméticas, sendo bastante atkequsua aplicacao a grelhas dindmicas e,
consequentemente, ndo uniformes.

Portanto, sendo M 0, a ordem mais elevada da derivada que se pestgmdximar, a
partir de um conjunto de N+1 pontos da grelha (@erdenadas xdo, ..., dn; N = 0), 0
problema consiste em calcular os pesos, de modasjaproximacoes,

;mm :Zn:arr:v[ﬂ(av); m=01,---,M;  n=mm+1,-- N (C.50)
X

— v=0
X=Xq

sejam caracterizadas pelo grau de precisao opgeral(nente n-m+1, embora possa ser mais
elevado para casos particulares).



Apéndice C - Métodos de Deducdo de Férmulas paraa  Estimativa de Derivadas Espaciais - 203

Derivagéo do Algoritmo:

Por uma questéao de simplicidade, considera-secxxiapacao das derivadas no ponto
Xo = 0. Entéo, sendad, ay, ... , ay} numeros reais e distintos,

w,(x)= Ij(x—ak) (C.51)

e o polinémio:

E (x) w, (x) (C.52)

o) )

€ 0 de menor grau que assume o valor unitarioypara,, anulando-se em x @&, 0< k< n,
k # 0. Para uma funcdo arbitraria f(x) e os nodos &,=a interpolacdo polinomial de
Lagrangetoma a forma:

plx)= > F., (x)3(a,) (C.53)

Os pesos desejados exprimem a forma como os saler[am p(%xm} variam

x=0
com as alteracdes enof). Como s6 um dos termos de p(x) depende da variegécada
f(ay), verifica-se entdo que:

5" { A (x)} (C.54)

dx™ o
Assim, o polinémio de grau m,f; pode ser escrito da forma:

n 6’“
F.,(x)= ZW xm (C.55)
m=0 .

w{x)

A partir de (C.52), e sabendo qn{e: (x

(x -0, ) B0, (x)

obtém-se,
(%)’

o, (x) = (x o, ) 8, (x) + 0,
_ X-a n
I:n,v (X) - a, -a, [F, —1v( ) (C56)
e
— wn—l(x) — (*)n—z (C( n—l)
I:n,n (X) - EQX —a n—1) |:H:n—l,n—l(x) (n > 1) (C57)

0, (0,)  w.(a,)

Substituindo a expressao (C.55) em (C.56) e (Ceb@&yjuacionando as poténcias de X,
deduz-se as relacdes de recursao entre 0s pesos:
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m 1 m m-
5" e fa, B, - mBL) (C.58)
e
w,_,(a,,) §
6rr?n = m[énm—ln— -, [énm— n- (C59)
P ) BT B

A aplicacdo destas expressbes conduz ao desameoitd de um algoritmo
relativamente simples para o calculo dos pe${s, correspondentes ao calculo de

aproximacdes a derivadas de ordem m, num pagte xtilizando n+1 pontos de abcissas
{ap, a3, ... , 0y} pertencentes a uma grelha arbitrariamente espacad
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Apéndice D - Descricdo da Estrutura dos Codigos

Para cada um dos algoritmos de integracdo desaitteriormenteRefinamento e
Mobilidade Nodal Dinamica) foi elaborado um cdodigo geral em linguagem FORNRA
aplicavel a uma vasta variedade de modelos. Osgras computacionais sdo pensados de
forma a possibilitarem uma utilizacdo por parte uldizadores ndo necessariamente
familiarizados com a estrutura especifica de cdgariamo. Desse modo, as informacdes
fornecidas pelo utilizador sdo, na medida do pessapenas as indispensaveis de forma a
caracterizar o modelo a executar e as condicdeguense pretende realizar a aplicacéo do
método. Assim, os dados a fornecer a cada cédigajes dois tipos:

(1] Informagbes gerais sobre as caracteristicas daegmna a resolver, sob a forma de
varias subrotinas auxiliares.

(2] Parametros essenciais da execuc¢ao do algoritnrmiedgacao, introduzidos a partir de
um ficheiro de dados.

Os dois codigos foram concebidos de forma a atdin exactamente as mesmas
subrotinas para a descricdo do modelo (informagampd ©).

Neste momento, a aplicagdo de cada codigo é mgisiaia problemas unidimensionais
diferenciais ou algébrico-diferenciais, explicites relacdo as derivadas temporais e com
derivadas espaciais de ordem ndo superior a daigiofhalmente, o codigo referente ao
método adaptativo de movimentacdo nodal dinamiéa, @ aplicavel a problemas que
envolvam equacfes algébricas. No entanto, qualdgasr limitagbes acima referidas é
facilmente ultrapassavel, jA que a estrutura dea caitligo permite a introducdo destas
generalizagbes sem grande dificuldade.

D.1 — Algoritmo de Refinamento - Programa REFIN

D.1.1 — Estrutura Geral.

O codigo| REFIN é desenvolvido para a aplicacdo Idoriamo de refinamento a
problemas algébrico-diferenciais que podem serrgépados da seguinte forma:

u't =f,(uu,,u,,), i=1---,NPDE (D.1)

e
0=g,(u), j=NPDE+1,---,N (D.2)
Condicdes fronteira: u(zL ,t): ut (D.3)
u(zR,t): uf (D.4)

Condigo inicial: u(z0)=u’(z) ; zD[zL,zRJ (D.5)
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em que, u(z,t):[ul(z,t),uz(z,t), ,uN(z,t)J

Desse modo foi elaborado um programa em FORTRANcUjg estrutura geral é
esquematizada na Figura D.1. Cada uma das caigasipes corresponde a uma subrotina ou
funcdo, enquanto que as duas caixas maiores degpeito ao programa principal do cédigo
(REFIN) e ao conjunto de subrotinas que constitadntegradof DDASS|L (o primeiro D da
sigla significa que o programa utilizado correspoadversao de dupla precisao). As setas do
esquema representam as interligacdes entre adisabrdo codigo. Assim, uma seta significa
que a subrotina ou o programa donde parte chamlaratsia ou a funcdo para onde se dirige.

777777777777777777777777777777777777777777777777777777

espaciais.
@- Estratégia de refinamento. GAUJORK | COEF WEIGHTS

(6)- Integraggfo. . o )

| ®r ®
>/ INTEGR L !
CPUT | ©) ! ;
A CUBSPL| | | b |
,,,,,,,,,, | |
! ! R —> RFN N D |
|| READER < E ; SEVAL | | i A > JAC i
|
| l F N I B s S ;
L T N N7 1
‘| WRITER ! | N S l
| ‘ N > INIT INITIAL | ! |
| : : : I L I
777777777 | |
! 1 | |
BOUND [) 1| RES l
! | |
| W e |
|
MODELO
| W
GRELHA Blocos: @ 1| Dssoo1 > SELECT l
|
(1)- Entrada e saida de dados. i |
(2)- Sobrotinas fornecidas pelo | v v :
utilizador. | DSS01B || DSS01C || DSS01D |
(3)- Interpolaggo. | !
|
(4)- Estimativa das derivadas : \L \L \L |
|
|
|
|
|
|
|
|

Figura D.1: Esquema simplificado da estrutura do cédigo daaefento

No programa principal REF|N sédo efectuadas alguopesacdes gerais que podem
ser descritas resumidamente da seguinte forma:

o Determinacéo do tempo de computagéo, através ataadta da subroti T no
inicio e no final da execucédo do programa. Conaidero tempo de cpu como a diferenca
entre os dois tempos obtidos nesses dois instantes.

2] Introducdo dos dados e escrita dos resultadogtuefios pelas chamadas das
subrotinas READER |e WRITER, respectivamente.

© Avaliacdo resumida do tipo de condi¢cdes fronteioaproblema, pela chamada da
subroting BOUND, fornecida pelo utilizador (ciRLAG = 1).
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(4] Inicializacdo das integracbes com malhas fixagcetadas com a chamada da
subrotinal INTEGP, gue efectua todas as atribuig@esariaveis, directamente relacionadas
com o integrador DDAS§L. No caso de se tratar dongiro passo temporal, a
correspondente inicializacdo da integracéo é eddetpela chamada da subrofina NIT. Esta
rotina procede a avaliagao dos perfis iniciais,r gpeta utilizacdo das respectivas expressoes
analiticas (através da chamada da subrgtina INIJl4Ler pela leitura directa das solugdes
discretas, nos ficheiros para tal definidos.

(5] Célculo e comparacdo dos erros espaciais e coarseguseleccdo dos nodos
“insatisfatorios” em cada nivel de refinamento. pliGacdo da fase de integracdo dos
subproblemas de diversos niveis, assim geradoge@itada com a chamada da subrotina

-

(6] Construcédo dos perfis de solucdo globais, pordongos resultados de diferentes
niveis obtidos por integracdo de cada subproblema.

7] Ajuste do passo temporal, caso ocorram dificuldatedesempenho do integrador ou
o nivel de refinamento maximo seja ultrapassadsimd\s

< No primeiro caso, o0 algoritmo reduz o passo teagmase em factores de dois, até
obter um passo que termine imediatamente antemslanie de tempo onde o integrador
assinale problemas de avanco. Em seguida, o agomxecuta outro passo de tamanho
semelhante e, posteriormente tenta avancar o ragvel até se aproximar do tempo final
original. Quando esse instante € atingido, inieiaasntegracdo seguinte com o0 passo base
inicial.

< No caso do nivel maximo ser ultrapassado, o afgorapenas reduz o passo base a
metade, sendo todas as outras operacdes, necessarimalizacdo dessa integracéo,
semelhantes as descritas no caso anterior.

(8] Redefinicdo facultativa da malha base de segundel,nefectuada através da

introducdo de nodos adicionais, em intervalos geeessitaram de refinamento no passo
temporal imediatamente anterior, e a remoc¢ao destesntervalos onde se verificou ndo ser
necessario qualquer refinamento, para o mesmo .p&sta operacdo € realizada com a

chamada da subrotina GRELHA, que executa essedinoesto.

As restantes subrotinas que constituem o cédigoag@upadas em seis blocos (vd.
Figura D.1), consoante a funcao atribuido a cadgunto de programas, correspondente a

uma operagcdo essencial a execucdo do algoritmosidgando, assim, cada bloco
separadamente, tem-se que:

Bloco @: Entrada e saida de dados.

O Bloco @ é constituido por duas subrotinas cuja fungcdoisnsomente na leitura
dos parametros de entrada para a execucao (s@hREADER) e na escrita dos resultados

pretendidos pelo utilizador (subrotina WRITER).

O ficheiro de dados, denominado por DATA, é condtrypelo utilizador e define
todas as caracteristicas necessarias para a ege€Qggparametros possiveis de especificar
pelo utilizador no ficheiro DATA sao resumidos nabé€la D.1, juntamente com a sua
finalidade na evolugcéao da execucgéo.
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Tabela D.1:Resumo das variaveis de entrada do programa REffiedidas pelo ficheiro DATA.

Nome da Tipo de Valores que Significado Observacdes
Variavel Variavel Assume
NPDAE N° de equacdes total do modelo | NPDAE = NPDE + NPAE
NPDE Escalar Inteira Ne de equagdes diferenciais
NPAE N° de equacdes algébricas
ZE Posicéo da fronteira esquerda
ZD Posicao da fronteira direita
TINI Escalar Dupla Instante de tempo inicial Tempo inicial da integiac
TFIN Precisdo Instante de tempo final Tempo final da integragéo
ATOL Tolerancia absoluta Tolerancias referentes ao integrador
RTOL Tolerancia relativa
NPA Escalar Inteira N° de pontos de discretizagéo Referente ao tighfdeencas finitas escolhido
CENTRAIS Diferencas centradas
TIPO(I) Vector NCENTRAL | Tipo de diferencas finitas Diferencas descentradas; | = 1, NBDAE
] Caracter NCBIASED Diferencas descentradbisised
TIPOL(I) upP Orientagdo  predominante  dasDiferencadJpwind; 1=1, ... ,NPDAE
DOWN diferencas finitas DiferengcasDownwind
NP N° de pontos de interpolacéo Apenas necessaNONSEPL = 1
NPR N° de pardmetros do modelo
ITER Nivel maximo de refinamento Menor ou igual a 10
NINTPL 0 Parédmetro que controla o tipo delnterpolacdes lineares
1 interpolagéo Interpolacdes d&plines cibicas conNP pontos
NGRINI 0 Parametro que controla a formaMalha de nivel 1 uniforme coMPD pontos
1 como ¢ introduzida a malha base| Malha de nivel 1 introduzida como dado
. 0 Nunca é redefinida
Escalar Inteira 1 Parametro que controla a forma f@penas nos tempos de transiGaoRIT
NGRINT 2 redefinicdo da malha base de ni ejApenas em cada passo bBSELTAT
3 2 Em todos os passos
NINIT 0 Parédmetro que controla o modo fdeAtravés da sua forma analitica (rotina INITIAL)
1 leitura das condigdes iniciais Na forma discreta, por um ficheiro de dados
NDERV2 0 Pardmetro que define a formaPor utilizagéo directa da solugéo
1 como ¢é calculada a 2* derivada | Por diferenciacio da primeira derivada
0 Nada é imprimido
1 Parametro que define as variaveéifpenas os perfis referentes & malha de nivel 2
NIPRINT 2 que sdo consideradas na escrita i so[c&0 na malha refinada global
resultados - —
3 Todos os perfis referentes a todos os niveis
THETA() Vector D. P. Valores dos parametros do modefo  1=1, NPR
NPD N° de pontos da malha base inicial Malha de nivel 1
NSDT Escalar Inteira N° de subzonas temporais Ne de particdes do dortgmiporal
NZONA Subzona temporal de arranque Particdo em quegragéeo arranca
DELTAT(l) Vector D. P. Passos de tempo base =1, NSDT
NPRT(I) Vector Inteira Intervalos de impresséo I=1, .NSDT
TOLER(1,J) Matriz D. P. Tolerancias para o algoritmo =1, NPDE; J=1, ... NSDT
TCRIT(I) Vector D. P. Tempos de transi¢éo entre zonas| 1= 1,NSDT-1; ParaNSDT > 1
Z(1,J) Matriz D. P. Posi¢Bes na malha base inicial J=1,NPP; Apenas pardilGRINI =1
NAME(I) Vector Car. Nomes dos ficheiros de leitura | =1, .NPDAE ; Apenas pardlINIT =1

Os intervalos de impressablfRT) especificam a listagem dos perfis pretendidos
entre intervalos temporais de dimengd#eLTAT(K) xXNPRT(K), partindo do tempo inicial
(TINI). No entanto, a partir da segunda particdo do dionémporal (K > 1; quando a opc¢ao

7

de subdivisdo deste é utilizada), este intervalenap continua a ser considerado se
DELTAT(K) xNPRT(K) < TCRIT(K-1). Caso contrario, a saida dos resultados sera
executada entre intervalos equivalentes, mas temtho instante de partida {FERIT(K-1) .
Quando tal é solicitadoN(NIT = 1), as solucdes iniciais do problema sé&o
introduzidas no sistema, através da leitura de ioheifo de dados. O nomes dos ficheiros
(NAME), correspondentes a cada uma das variaveis doloneateestudo, sao definidos pelo
utilizador, sendo completamente arbitrarios, degde ndo ocupem mais do que oito

caracteres. Por uma questdao de comodidade, coomarse que a estrutura dos ficheiros,
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onde as condi¢des iniciais sdo armazenadas dearma tliscreta, deve ser semelhante a dos
ficheiros de resultados criados pelo codigo, ordite escritos os perfis globais da solugéo
(ficheiros fort.2*). Desse modo, na construcao aeacficheiroNAME , € obrigatorio definir
guatro colunas de dados, das quais apenas a seguadéerceira sdo verdadeiramente
importantes. Assim, na segunda coluna sdo colocadogalores das posi¢cdes da malha
inicial. Este vector tem de necessariamente ca#efalores para as posi¢des da malha base
de segundo nivel gerada pelo codigo, a partir daariaicial especificada pelos parametros
de entrada. A terceira coluna € reservada pardfiaigd® dos perfis de solucao iniciais.
Obviamente, que cada valor da solucdo tera quesmonder a abcissa colocada na mesma
linha.

Por outro lado, no que diz respeito a escritaedaltados, o utilizador pode escolher
entre varias opcdes que definem varios niveis amemor, variando desde a listagem de
nenhum resultado, até a escrita de praticamentss tosl perfis calculados correspondentes a
totalidade dos niveis de refinamento utilizadosp@ametro de entrada que controla essa
impressao designa-se pNtPRINT . Assim, conforme o valor dBIPRINT, o programa
imprime os diversos resultados em ficheiros denadus por “fortn”, onden corresponde a:

n=50+i =  Perfil inicial (t =TINI ) da variavel;

n=200+ 10xi = Solucado na grelha base de nivel 2, para a vatiavel

n=2300+10xi = Solucdo na grelha global constituida por todoeams de cada
nivel de refinamento, para a variavel

n=100+10xi+]j = Perfis de nivel da variavel;

n =50 = Tempo de computagdo da execugao.

A definicdo de um valor crescente p&HPRINT permite a obtencdo de um maior
namero de resultados. Assim, p&#PRINT = K; K =1, ..., 3; o programa lista o tipo de
resultados associados a esse valor (referidos balda®.1), além dos correspondentes a
valores deNIPRINT inferiores a K. Para K = 3, obtém-se o grau m&daanformagdo com
a impressao de todos os resultados disponiveidianesros apropriados.

Nos ficheiros fort.2*, para além dos perfis glabala solugdo, s&o igualmente
imprimidos os graus de refinamento correspondeateada nodo (variavel interdR), ou
seja, o nivel a que foi necessario refinar a mhls®e de modo a se obter a convergéncia do
algoritmo, para aquele nodo. Assim, o perfil esansses ficheiros, corresponde ao conjunto
das solugfes obtidas em cada ponto da malha basgdedo nivel, por integracdo da malha
de grauP respectiva.

Bloco @: Subrotinas fornecidas pelo utilizador.

As subrotinas que constituem o bld@oséo fornecidas pelo utilizador, possibilitando
uma definicdo, o mais possivel completa, das aaiatitas do modelo a resolver. Desse
modo, o utilizador necessita de construir trés atifas, que séo introduzidas no cdédigo
global e se relacionam com:

Subroting INITIA = Fornece a condi¢do inicial analitica do problequando esta é
requerida;

Subroting BOUND = Fornece as condicfes fronteira e as suas casdcasiem ambas
as extremidades do dominio espacial;

Subroting MODELQ = Fornece as expressoes das fun¢@sg do modelo diferencial ou
algébrico diferencial,
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As diversas variaveis a definir em cada uma dessbmtinas estdo resumidas na
tabela seqguinte:

Tabela D.2:Resumo das variaveis presentes nas subrotinasdaefipelo utilizador.

Subrotina| Nome das| Tipo de Valores Significado Observactes
Variaveis Variavel que
Assume
Apesar de ser uma variavel escalar & necessario
INITIAL Y Escalar D. P. Valor das variaveis n¢ definir J valores paraY comJ =1, ..., N° Eq.,
instante inicial através do recurso a comandos IF
LBE(I) 0 Tipo de Fronteira] Valores fixos ou definidos no tempo
Vector 1 Esquerda Variagao ndo definida directamente a partida
LBD(l) Inteira 0 Tipo de Fronteira| Valores fixos ou definidos no tempo
1 Direita Variac&o nao definida directamente a partida
BOUND YZB(1,J) Valores na fronteira Solucao: Dirchlet; 12 Derivada: CNeumann
BD(1,J) 0 Restricdes em cadp Existem restricbes
Matriz D. P. 1 fronteira N&o ha qualquer restricdo: variagao livre
DYBDT(l,J) Derivadas temporais Valores das derivadas tempoaaifronteiras
Y(1,J) Solugdo nas fronteirag ~ Valores da solugdo em cadtefra
ORDMAX(l) | Vector D. P. Ordem méxima Valor da ordem méaxima da derivada
EQ Escalar D. P. Residuos do modelo Valores das funddeg do modelo
THETA() Parametros do modelg ~ Valores dos parametros dolmode
MODELO Y(I) Vector D. P. Solucéo Valores da solugdo num ponto
YZ(I) Primeira derivada Valores da primeira derivada @spa
YZZ(1) Segunda derivada Valores da segunda derivada akpaci
I=1, ... ,N°eg. do modelo
J=1 = Fronteira Esquerda; J =2 = Fronteira Direita

Para a ordenacdo dos componentes da solucdo gpectieos vectores, é necessario
ter em conta que, os primeiros elementos tém quasseciados as variaveis diferenciadas no
tempo (1 =1, ... NPDE). As variaveis restantes sdo consideradas naggessseguintes (I =

NPDE+1, ...

, NPDAE). Assim, na constru¢ao da subrotina MODELO, adibtse aos

primeirosNPDE indices J, as func¢des relacionadas com as equdiféenciais (funcoef),
enquanto que os restantes sao associados as éegrakgbricas (funcoes.

Bloco @: Subrotinas que implementam as operacdes de im&apao.

Neste bloco agrupam-se as rotinas referentes leagd@ da solucéo interpolada nos
perfis de arranque de nivel superior a dois. Degeiseleccionada a dimensao do vector de
pontos de interpolacdo (definido pelo param@iR), na malha de nivel dois, utiliza-se a
subrotina| CUBSHL para o célculo dos pesos correpues a cada ponto, através da
utilizagao deSplines clbicas. Em seguida, recorre-se a esses pesimeda SEVAL, para a
estimativa da solucédo interpolada na abcissa pliel@nNo caso de se fix&INTPL = 0O,
todas as interpolacfes sdo efectuadas pela aprhoniaear da solucéo, entre os pontos da
malha de segundo nivel que englobem a posicaoiakgadnteresse.

Bloco @: Subrotinas para a estimativa das derivadas espaci

O bloco® engloba todas as subrotinas utilizadas na estiendt valor das derivadas
espaciais através de aproximacdes de diferenciasfiDeste modo, a subrotina DSS001
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consiste no programa geral que define a direcgdaced em que a diferenciacéo é realizada.
Esta rotina esté preparada para lidar com problelmagialquer dimenséo até um maximo de
trés coordenadas espaciais. A seleccdo do tipdelentas finitas a realizar é realizada pela
subrotina] SELECT, que dependendo do valor defimida o parametr@IPO, chama as
seguintes subrotinas:

Subroting DSS01B = TIPO = NCBIASED,; Diferencas finitas descentradassed de
NPA pontos, com direccao preferencidaPOLl.

Subroting DSS01C = TIPO = CENTRAIS; Diferengas finitas centradas 88A
pontos.

Subroting DSS01D = TIPO = NCENTRAL; Diferencas finitas descentradasNRA
pontos, com direccéo preferencldPOL.

Os pesos correspondentes a cada ponto do ved@mobde dimensddNPA, séo
calculadas através do método recursivd-denberg*>*?, pela subroting WEIGHTS. Apenas
num caso especial se utiliza o método de resoldedsistemas de equacdes lineares (vd.
Apéndice C), para a avaliacdo desses coeficiefgse caso corresponde a estimativa da
segunda derivada em pontos fronteira sujeitos dicoes deNeumann, onde se adiciona a
contribuicdo do valor fixo da primeira derivada panto fronteira, a formula de estimativa
geral. O calculo dos coeficientes correspondente$eétuado pela subrotiEF, que
utiliza a rotind GAUJOR para a resolugéo de casarsia linear, pelo método de eliminagéo
de Gauss-Jordan.

Bloco &: Subrotinas que implementam a estratégia de refimento.

O bloco ® abrange todas as subrotinas relacionadas com kEnmaptacdo do
algoritmo de refinamento. Desse modo, a subrofifiéN Rorocede & construgdo dos
subdominios referentes a cada nivel de refinamerdioconsequente inicializacdo de cada
subproblema gerado. A integracdo temporal destggablemas é efectuada pela chamada da
subrotinal INTEGP gue condiciona todos os parameteosxecucdo do integrador implicito
DDASSL. No caso de se tratar do primeiro passontigiacdo, a rotina REN necessita de
recorrer a subrotinT para a inicializacdo degtroblemas. Caso contrario, a avaliacdo
dos perfis de arranque da cada subproblema é qgiatidenterpolacé@o do perfil de nivel dois
obtido no passo anterior. Estas interpolacbes posemlineares NINTPL = 0) ou sé&o
calculadas através da aplicacdoS3pnes cubicas (chamada das rotinas que constituem o
bloco®).

Bloco @: Subrotinas referentes a integracéo temporal.

O nucleo do bloc®, referente & integragéo temporal, consistpaukage DDASSL
que engloba as subrotinas que executam o avanatgdotmo no tempo (vd. Apéndice A).
Este integrador implicito necessita da definicdoddas subrotinas adicionais: a subrotina
UAQ, onde se processa o célculo analitico dos coemtes da matriz jacobiana de cada
modelo a integrar (como neste caso, o jacobiarsti@ado por diferencas finitas, esta rotina
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é definida comodummy); a subroting RES que, em cada instante temptaiece os

residuos relacionados com as equacdes do modedimAssta subrotina € bastante mais
complexa, ndo se limitando apenas a calcular oslues (pela chamada da subrotina
IMODELQ), como a definir as caracteristicas fromteiile cada problema ou subproblema

integrado (através da chamada da subrotina BOUNDpreceder ao célculo das estimativas
otiB00

para as derivadas espaciais (recorrendo a

A forma como o codigo €, de momento, definido, liogpa verificagcdo de algumas
limitagbes que podem ser resumidas da forma seguint

NUumero maximo de equacfes do mod&lPDAE) = 5

Nivel maximo de refinamento da malha bd3&R) = 10
NUmero maximo de parametros do mod@&leR) = 10
NUmero maximo de subintervalos no dominio temp&IDT) = 8

NUmero maximo de pontos seleccionaveis em cada(Magavel Interna) = 100
NUmero maximo de nodos para a malha base de n{ixP[D) = 101
NUmero maximo de nodos em cada subdominio (Variateina) = 301
Dimensdo méxima do vector de nodos de interpol g = 10
NUmero maximo de subdominios gerados em cada (Maghvel Interna) = 30
Dimensdo méxima do vector de nodos de discretizd¢&6) = 15

Ha ainda que considerar a escolha das varidNeB e ITER, de maneira a que a
seguinte expressao seja satisfeita:

(2'TERY x NPD) — (3T - 1)< 10241 (D.6)

Por exemplo, se se pretender uma malha base deuniveom 21 nodos, o valor maximo
definido paralTER tera de ser necessariamente 10. Por outro laddP8e= 41, o nivel
maximo de refinamento sera 9.

Estes valores méaximos podem ser alterados porpoiagiéo das dimensbes dos
vectores ou matrizes adequados. No entanto, um raanmexcessivo do valor desses
parametros poderd originar problemas na execucamdigo, conduzindo a exigéncias de
memoria incomportaveis, além de poder afectar hegaente os tempos de computacao.

D.1.2 — Apresentacao de um Exemplo.

Nesta seccao, procede-se a apresentacao e aludidados a fornecer pelo utilizador
para uma hipotética execucdo de um exemplo estudadte trabalho. O problema
seleccionado refere-se ao modelo algébrico-difembgoae simula o comportamento de uma
coluna de adsorcao/reaccaBxémplo 12. As condi¢cdes da execucdo, apresentadas em
seguida, ndo correspondem as utilizadas em nenlegmus estudados para este exemplo,
pretendendo, apenas, ilustrar a aplicacdo de usta gama de opcdes postas a disposicdo
pelo cdédigo. Nem todas as potencialidades destemfoconvenientemente testadas, no
decurso do presente trabalho.

Deste modo, considera-se o seguinte ficheiro DAJUe define um conjunto possivel
de parametros de execucao do algoritmo de refinEmeara o modelo em questéo:
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53,2 NPDAE, NPDE, NPAE

0. D0, 1. DO ZE, ZD

0. DO, 4. 0D+3 TIN, TFIN

1.D-5,1.D5 ATCOL, RTOL

5 NPA

NCBI ASED, UP TIPQ(I), TIPOL(I)

, =1, ... , NPDAE

5,8 NP, NPR

10,1,1,0,1 I TER, NI NTPL, NGRI NI , NGRI NT, NINI T
0,3 NDERV2, NI PRI NT

1. D4, 74. 5D0, 2. 5D0, 1. 575D 4, 0. 2D0, 0. 617D0, 414300, 1. 177D0 THETA(I), 1=1, ... , NPR
14 NPD

1,1 NSDT, NZONA

2. 0D+2 DELTAT(1), 1=1, ... , NSDT
2 NPRT(1), 1=1, ... , NSDT
1.D-2 TOLER(I,J)

1.D-2 1=1, ... , NPDE

1.D-2 J=1, ... , NSDT
TCRIT(I), I=1, ... , NSDT-1

0. DO Z(1,J)

1.D-2 J=1, ... , NPD

2.D2

1.1

2.D1

3.D1

4.D-1

501

6.D-1

7.0 1

8.D01

9.01

9.5D-1

1. D+0

dat a. 210 NANME( 1)

dat a. 220 1=1, ... , NPDAE

dat a. 230

dat a. 240

dat a. 250

Pela andlise do ficheiro de dados anterior, werifie que o problema é constituido por
cinco equacdesNPDAE = 5): trés diferenciais e duas algébriddPDE = 3 eNPAE = 2). O
dominio espacial corresponde ao intervalo [0 ,ZH € 0.0 eZD = 1.0), enquanto que a
integracéo temporal se desenrola entre os instanted e t = 4000TINI = 0.0 eTFIN =
4000.0). As tolerancias absoluta e relativa reterao esquema de integracdo temporal sao
fixadas em £10° (ATOL = RTOL = 1x10°). A discretizacdo espacial é realizada através de
férmulas de diferencas finitas com cinco ponthA = 5), do tipo descentradiiased
upwind (TIPO(1) = NCBIASED eTIPO1(1) = UP). Torna-se apenas necessario especificar a
discretizacdo relativamente a primeira variavel,qj&e todas as restantes ndo envolvem
diferenciagbes espaciais, definindo-se 0s parame&sgpectivos por espacos em branco. A
execucao é realizada através da utilizacdo depwiteydes poSplines cubicas NINTPL =
1), com cinco pontosNP = 5). O modelo é definido por oito parametrbd®R = 8), cujos
valores sdo armazenados no ve@HETA . Por outro lado, fixa-se um valor maximo de dez
para o nivel maximo de refinamentdER = 10), sendo a execucdo efectuada com uma
grelha inicial base de nivel um ndo uniforme dentdos NPD = 14), cujas posicdes sao
lidas a partir do ficheiro de dadoNGRINI = 1), sendo introduzidas na primeira linha da
matriz Z. A opcéo de redefinicdo da malha base ndo se gacactivada NGRINT = 0),
enquanto que a solucao inicial € lida, na formardia NINIT = 1), a partir de ficheiros de
nome data.i correspondentes a cada uma das var@VeME(I) = data.i, i = 210, 220, 230,
240, 250). Desde que contenham no maximo oito taes; 0s nomes escolhidos para estes
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ficheiros sdo completamente arbitrarios. No entaatsua estrutura ndo o é, tendo que
obedecer a um certo conjunto de regras, ja refeadéeriormente. As derivadas de segunda
ordem séo calculadas directamente, por manipuldgéwalores da solucablDERV?2 = 0),
e todos os resultados disponiveis séo listados g@liigo NIPRINT = 3). O dominio
temporal ndo é subdividido em varios intervalNSDT = 1) e portanto, a integracao tera
necessariamente de se iniciar no primeiro interfldi@ONA = 1). O passo temporal base é
fixado em 200 DELTAT(1) = 200), enquanto que o intervalo de impressédo délaie
(NPRT(1) = 2), ou seja todos os perfis sdo imprimidos eegpacamentos temporais de
2x200 = 400. Finalmente, o algoritmo é obrigado afiear uma tolerancia absoluta de 0.01
(TOLER = 0.01) para todas as variaveis sujeitas a ditgaeio temporal (que neste caso sao
apenas trés). Nao € necessario definir qualquepdede transicdo entre subintervalos
(TCRIT), porque ndo se recorreu a qualquer divisdo doidontemporal. De qualquer
modo, € obrigatério criar a linha correspondente, € deixada em branco.

Na construcao do ficheiro, todas as variaveisdéraer especificadas, mesmo que nao
estejam a ser utilizadas, com a excepc¢éo da nzafparaNGRINI = 0) e do vectoNAME
(quandoNINIT =0).

Deste modo, todas as informacdes referentes alicéas pretendidas para a execucao
sdo introduzidas no cadigo. Falta ainda definicamcteristicas especificas do modelo em si.
Estas sdo associadas ao programa através da caostta trés subrotinas adicionais. As
subrotinas correspondentes a definicdo do exen#psdid apresentadas de seguida:

SUBROUTI NE I NI TI AL(J, Z, Y)

I MPLI CI T DOUBLE PRECI SION (A-H, O 2)
DI MENSI ON THETA( 10)

COMMON / MODEL/  THETA

| F(J. EQ 1) THEN
Y=0. D0

ELSEl F(J. EQ 2) THEN
Y=0. D0

ELSEI F(J. EQ 3) THEN
Y=1. D0

ELSE! F(J. EQ 4) THEN
Y=0. DO

ELSEI F(J. EQ 5) THEN
Y=0. D0

ENDI F

RETURN
END

Na subroting INITIAL s&o introduzidas as express@ealiticas para as solugdes
iniciais referentes a cada variavel. Neste casdficeese que, hd excepgdo da variavel trés
(M), cujo perfil € unitario, todas as outras apnégm perfis iniciais constantes e nulos. No
entanto, no caso da execucdo considerada, naot@ddenecessaria a especificacdo destes
perfis, ja que a solucédo inicial é lida a partiruhe ficheiro, na forma discretdlNIT = 1).
Assim, a subrotina INITIAL podia perfeitamente skafinida comodummy. De qualquer
modo, optou-se por a apresentar, de maneira aaifustsua forma, caso se pretendesse a sua
utilizagéo.
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SUBROUTI NE BOUND( T, LBE, LBD, LFLAG)
I MPLI CI T DOUBLE PRECI SION (A-H, O 2)

DI MENSI ON LBE(5), LBD(5) , YZB(5, 2), Y(5, 2) , DYBDT(5, 2)
DI MENSI ON ORDVAX( 5) , BD( 5, 2)

DI MENSI ON  THETA( 10)

COVMMON / MODEL/  THETA

COVMON / BODRL/ Y, YZB, DYBDT, BD

COVMON / BODR2/  ORDMAX

LBE( 1) =1
LBD( 1) =1
LBE( 2) =1
LBD( 2) =1
LBE(3) =1
LBD( 3) =1
LBE( 4) =1
LBD( 4) =1
LBE(5) =1
LBD(5) =1

| F(LFLAG EQ 1) RETURN

YZB(1, 1) = THETA(1)*(Y(1,1)- 1. D0)
YZB(1,2)= 0.0

BD( 2,
B 2,
BO( 3,
B 3,
BD( 4,
BD( 4,
BO( 5,
BO( 5,

ORDMVAX( 1) =2
ORDVAX( 2) =0
ORDVAX( 3) =0
ORDVAX( 4) =0
ORDVAX( 5) =0

NRENRNRRNRP
SEEBEEEEREE
W nn
RPRrRRRRRRR

RETURN
END

A subrotind BOUND informa o c6digo sobre as camsticas gerais definidas para as
fronteiras a que o0 modelo esta sujeito. No cadoFrIAG = 1, a andlise é apenas superficial,
sendo apenas fornecidas informacdes sobre o coanpemto temporal de cada fronteira.
Neste caso, verifica-se que as fronteiras de cadavel evoluem no tempo de uma forma
nao especificada (todos bBE e LBD séao fixados em 1). Caso alguma das fronteira® foss
fixa (condicdo deDirichlet) ou a sua variagao fosse perfeitamente espedafjcadalor do
parametrol(BE para a fronteira esquerdd&.BD para a direita) deveria ser nulo.

Na segunda chamada da subrotina a part RESAG = 0), sao introduzidas
informacdes mais pormenorizadas. Assim, definerossesalores fixados para a primeira
derivada espacial da primeira variavel (u), em chdateira, referentes as condi¢cdes de
Neumann ai especificadas pelo modeMZB(1,1) para a fronteira direita ¥ZB(1,2) para a
esquerda). A solucao fronteira referente as resgardariaveis pode variar livremente, ou seja
o vectorBD(l,J) com | =2, ... ,5eJ =1, 2 é fixado em 1. As pomentes desse vector
correspondentes a variavel um (I = 1) sdo nulagugneste caso, existe uma expressao que
condiciona a sua variacdo em cada fronteira, apksa@o o fazer de uma forma explicita.
Por outro lado, o modelo somente define uma difgagdo espacial de segunda ordem em
relacdo a primeira variavel (u), enquanto que nerghdas outras variaveis envolve qualquer
derivada em ordem ao espaco. Desse m@RDMAX(1l) = 2, sendo o0s restantes
componentes nulos. E necessario frisar que, sequeralparametro especificado nesta
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subrotina apresente um valor nulo, essa atribuié@agprecisa de ser realizada explicitamente,
porque todas as variaveis assumem esse valor faitode

SUBROUTI NE MODELQ(Y, YZ, YZZ, J, EQ

I MPLI CI T DOUBLE PRECI SION (A-H, O 2)
DI MENSI ON Y(5), YZ(5), YZZ(5)

DI MENSI ON  THETA( 10)

COMMON / MODEL/  THETA

| F(J. EQ 1) THEN

EQ = 1. DO/ THETA(1) * YZZ(1) - YZ( 1) - THETA(2) *( Y(1) - Y( 4))
ELSEI F(J. EQ 2) THEN

EQ = THETA(3) *(Y(5)-Y(2))- THETA(4) * Y(2) * Y( 3)

ELSEl F(J. EQ 2) THEN

EQ = - THETA(5) * THETA( 4) * THETA( 6) * Y( 2) * Y( 3)

ELSEI F(J. EQ 4) THEN

EQ = (Y(1)-Y(4))- THETA(3)/ THETA( 2) * THETA(7) *( Y(5) - Y(2))
ELSEI F(J. EQ 5) THEN

EQ = Y(5)- THETA(8) *Y(4)/ (1. Do+( THETA(8) - 1. D0) *Y(4))
ENDI F

RETURN
END

Finalmente, na subrotina MODE[O s&o introduzidaseapressées referentes as
funcdesf e g do modelo (correspondentes ao modelo geral — gqdagbes (D.1) e (D.2)). O
valor dessas funcdes ¢ definido na vari#&@| referente a cada equacéo J. E essencial referir
que, na construcdo desta subrotina, € obrigatooisiderar inicialmente as funcbes
relacionadas com as equacdes diferenciais (furfgii@s as variaveis u, v e M) e s6 depois se
introduzem as expressdes algébricas (fungbpara as variaveis e v). Deste modo, os
primeiros trés componentes dos vectore¥Z e YZZ, correspondem as variaveis que sado
diferenciadas temporalmente (u, v e M). E 6bvio se¢orna igualmente necessario conferir
se a ordem de colocacao dos parametros do modelectmr THETA , coincide com a ordem
em gue estes sao introduzidos a partir do fichi@rdados DATA.

D.2 — Algoritmo de Malha Movel Adaptativa - Programa MMOVEL

D.2.1 — Estrutura Geral.

O codigo| MMOVEL apresenta uma estrutura bastanteetfente & do programa
REFIN, analisado na secg&o anterior, procedend@éuedo do algoritmo de malha movel
adaptativa em problemas diferenciais, explicitosrelacdo as derivadas temporais, com a
seguinte forma geral:

u'e =f,(uu,,u,,), i=1---,NPDE (D.7)

Condicbes fronteira: u(zL ,t): ut (D.8)
u(z®,t)=uf (D.9)
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Condig4o inicial: u(z0)=u(z) ; z0O|z",2%] (D.10)
em que u(z,t) € o vector solucéo definido da meemmaa como anteriormente.

Para o efeito, foi elaborado um programa em FORTRANcuja estrutura geral é
resumida na Figura D.2, para uma melhor visualzag diferentes rotinas que constituem o
codigo global.

| ® ®
— > INTEGR - !
! |
jorr] M A ! D 1
7777777777 ‘ ! !
‘ | M > PETZ FRONT | | || EXTREM D l
| |
|| READER < O L————\b 777777777777777777 o A > JAC |
[ N
R e s |
! | E INIT > INITIAL | | ‘
| WRITER €~ | S ‘
: | I— | oy L |
|
| | | |
W w souno < Res |
|
IR |
| |
v || MODELO <7~y —7—7—7—7—7—71111111—;;;;;;;;;;,{
‘ ! ! | |
| INTERP | Blocos: @ 1 Dpssoo1 SELECT @,
| | (1)- Entrada e saida de dados.
| |
| ‘ @ Sobrotinas fornecidas pelo v v
‘ | utiizador. DSSO1B || DSS01C || DSS01D
||| CUBSPL SEVAL |1 (3)- Interpolagao.
|

espaciais.
(5)- Estratégia de mobilidade GAUJOR <+ COEF WEIGHTS

nodal.
@- Integraggdlo. @0 @S- - S-S — -

|
|
|
|
|
:
|
Lo _ ! (4)- Estimativa das derivadas ! \L \L \L
|
|
|
|
|

Figura D.2: Esquema simplificado da estrutura do cédigo ddnanalovel adaptativa.

O ndcleo principal do cdodigo consiste no programacipal| MMOVEL, concebido
de forma muito semelhante a do programa REFIN, sedexecutam as seguintes operagées

gerais:
o Determinacdo do tempo de computacgdo, através dmarta da subrotina CPUT,
exactamente da mesma forma como na execugao dapragnterior.

(2] Introducdo dos dados e listagem dos resultadestusidos pelas chamadas das
subrotinas READER |e WRITER, respectivamente.

© Avaliagdo resumida do tipo de condi¢des fronteioaproblema, pela chamada da

subroting BOUND (conmbFLAG =1).
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(4] Inicializagcdo das integragbes com malhas fixagcetadas com a chamada da
subroting INTEGR. Para o passo temporal iniciaipaespondente inicializagéo é efectuada
pela chamada da subrotiIT, equivalente a aotieferida no caso do codigo de
refinamento.

(5] Calculo e comparacdo dos erros espaciais e comsequseleccdo dos nodos
“insatisfatorios” da malha base. A aplicacdo daefake integracdo dos subproblemas
dindmicos, assim gerados, € executada com a chadedalbrotina que implementa o

algoritmo[ PETZ.

(6] Ajuste do passo temporal, caso ocorram dificuldatedesempenho do integrador, ou
cruzamentos nodais, através de um procedimentbagudescrito na sec¢ao anterior.

(7] Redefinicdo estatica das malhas (facultativa)p cseja exigida a transposicdo da
solucédo nas malhas méveis, para a malha basdimiciacada passo temporal.

(8] Redefinicdo dinamica das malhas, caso a opcagi@ntéo esteja activada, por
introduc&o de nodos adicionais, entre pontos deasifastados e o afastamento compulsivo
de nodos consecutivos excessivamente proximos. merpplacbes necessarias na
implementacéo destas redefinicdes, séo efectutmagsda chamada da subrotina INTERP.

(9] Mecanismo de comparacdo das posicdes nodais de mddentificar o instante
temporal em que ocorra a separacdo de malhas pondentes a diferentes variaveis
(controlado pelo parametro interlf®TATUS).

As restantes subrotinas que constituem o cédigoigualmente, agrupadas em seis
blocos (vd. Figura D.2), que executam funcdes edemntes as descritas na seccado anterior,
para o algoritmo de refinamento, verificando-se,smme que, alguns dos blocos sao
perfeitamente coincidentes. Assim, para cada bleco;se que:

Bloco @: Entrada e saida de dados.

O Bloco @ € constituido por duas subrotinas, exactamente ammcaso do codigo

REFIN: a subrotina READER que procede a leituradkdos; e a subrotina WRITER, que

executa a escrita dos resultados.

Como anteriormente, o ficheiro de dados, designaaoDATA, é construido pelo
utilizador e define todas as caracteristicas nadess para a execucdo. Os parametros
possiveis de especificar pelo utilizador no fich&¥ATA séo, no entanto, algo diferentes dos
correspondentes ao programa de refinamento. Tzl deresperar, ja que as estratégias de
avaliacdo das malha Optimas para o avanco da ag&grsdo completamente diferentes em
cada um dos algoritmos. No entanto, as estrutieasrbos os ficheiros sdo muito parecidas,
sendo os parametros a definir, para este casoni@ss na Tabela D.3, juntamente com a sua
influéncia na evolucéo de cada execucao.
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Tabela D.3:Resumo das variaveis de entrada do programa MMOgEiecidas pelo ficheiro DATA.

Nome da Tipo de Valores que Significado Observacdes
Variavel Variavel Assume
NPDE Escalar Inteira Ne° de equagdes total do modelo
ZE Posicao da fronteira esquerda
ZD Posicéo da fronteira direita
TINI Escalar Dupla Instante de tempo inicial Tempo inicial da integiag
TFIN Precisao Instante de tempo final Tempo final da integracdo
ATOL Tolerancia absoluta Tolerancias referentes ao integrador
RTOL Tolerancia relativa
NPI Escalar Inteira N° de pontos de discretizagéo Referente ao tiphfdeencas finitas escolhido
CENTRAIS Diferencas centradas
TIPO(l) NCENTRAL | Tipo de diferencas finitas Diferencas descentradas; | =1, NPDE
] Vector NCBIASED Diferengas descentradaissed
TIPOL(l) Caracter UP Orientacdo  predominante  dasDiferencadJpwind; I=1, ... ,NPDE
DOWN diferencas finitas DiferencasDownwind
NP N° de pontos de interpolacéo Apenas necessaNONSEPL = 1
NPR N° de parametros do modelo
NINTPL 0 Pardmetro que controla o tipo denterpolacdes lineares
1 interpolacéo InterpolagBes d&plines cibicas conNP pontos
NGRINI 0 Pardmetro que controla o modoMalha de nivel 1 uniforme colPDINI pontos
1 como ¢ lida a malha base Malha de nivel 1 introduzida como dado
NINIT 0 Parametro que controla a formaAtravés da sua forma analitica (subr. INITIAL)
) 1 como sdo lidas as condi¢Ges inicigisNa forma discreta, por um ficheiro de dados
NDERV?2 Escalar Inteira 0 Pardmetro que define a formaPor utilizagdo directa da solugéo
1 como € calculada a 22 derivada | Por diferenciacio da primeira derivada
NRDEF 0 Parédmetro que controla a forma gé.iberdade para o movimento dos nodos
1 redefini¢do da malha Solugéo interpolada para a malha base inicial
NTTOL 0 Pardmetro que controla o tipo deTolerancias absolutas
1 tolerancias usada para o algoritmd Tolerancias relativas
NITER N° de subintervalos temporais No passo base, egragtdo das malhas fixas
NMETH 1 Aplicagdo da equacao geral
2 Parametro que define o tipo deEquacéo geral com termo de penalidade
3 equacéo de mobilidade nodal usadi@niroducao dos pesos para o ajuste da escala
DZMIN Espacamento internodal minimo | Relevantes apenas S&DEF =0
DZMAX Espacamento internodal maximo
ALFA Escalar D. P. Constante de mobilidade nodal Aplicada em toda=iaacdes de mobilidade
RLAMBDA Factor de viscosidade internodal Apenas necessgNMETH > 1
THETA() Vector D. P. Valores dos parametros do model =1, NPR
NPDINI N° de pontos da malha base inicia Malha de nivel 1
NSDT Escalar Inteira N° de subzonas temporais Ne de particGes do dortmiporal
NZONA Subzona temporal de arranque Particdo em quegragéo arranca
DELTAT(l) Vector D. P. Passos de tempo base I=1, NSDT
NPRT(I) Vector Inteiro Intervalos de impresséo 1=1, .NSDT
TOLER(1,J) Matriz D. P. Tolerancias para o algoritmo I1=1, .NPDE; J=1, ... NSDT
TCRIT(I) Vector D. P. Tempos de transicdo entre zonas 1=1,NSDT-1 ; ParaNSDT > 1
Z1(J) Posi¢des na malha base inicial J=1,NPDINI ; Apenas pardilGRINI =1
NAME(I) Vector Car. Nomes dos ficheiros de leitura =1, .NPDE; Apenas paralINIT =1
FLOOR(I) Vector D. P. Valores minimos para os pesos =1, NPDE + 1; Apenas pardMETH =3

No que diz respeito a escrita de resultados, granoa imprime os diversos resultados
disponiveis em ficheiros especificos, denominadwosfprt.n”, onden corresponde a:

n=50+i =
n=200+10xi =
n=100+ 10xi =
n=>500+ 10x i =
n=50 =

Perfil inicial (t =TINI ) da variavel;

Solucéo nas grelhas ja redefin
Solucédo nas ainda nao redefin
Evolucéo temporal das posico
2, para a variave|

idas, para a vaiiave
idas, para a vaiiavel
es nodais nas grblmes de nivel

Tempo de computacdo da execucao.
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Neste programa nao € utilizado nenhum parametracgngole o tipo de resultados
que sdo imprimidos em cada execucdo. Assim, todqeedis referidos acima sdo postos a
disposicéo do utilizador, nos ficheiros correspoe® para os instantes temporais por ele
especificados.

Bloco @: Subrotinas fornecidas pelo utilizador.

As subrotinas que constituem o blo@ sao fornecidas pelo utilizador, sendo
exactamente equivalentes as aplicadas no cédigefidamento. Ambos os programas foram
elaborados de forma a que as subrotinas adiciomatimyduzidas do exterior, fossem
precisamente as mesmas. Assim, um bloco de rotjnascaracterize completamente um
determinado modelo pode ser utilizado em cada wtddigos, sem que haja necessidade de
se efectuar qualquer adaptacéo.

Bloco @: Subrotinas que implementam as operacdes de iméapao.

Devido a necessidade de se recorrer a interpoldgaona forma mais frequente, na
implementag&o do codijo MMOVEL, optou-se por skzaii uma subrotina especifica para a
execucao desta operacao, nas situacfes onde $& megessaria. Depois de seleccionada a
dimenséo do vector de pontos de interpolagéo (defipelo parametréNP), introduz-se, na
subrotina INTERP, o vector base dos pontos defdolagdo e a abcissa onde se pretende
estimar a solugdo. Esta rotina utiliza a subrof®&dBSPL para o célculo dos pesos
correspondentes a cada ponto, através da utilizsESuines cubicas (no caso ddINTPL =
1) e, seguidamente, recorre a esses pesos e @ fGEOAL, para a estimativa da solugéo
interpolada na abcissa pretendida. No casdNIMTPL = 0, todas as interpolacdes sao
efectuadas por aproximacéo linear.

Bloco @: Subrotinas para a estimativa das derivadas espaci

O bloco® engloba todas as subrotinas utilizadas na estiendt valor das derivadas
espaciais através de aproximacoes de diferengéasfisendo exactamente igual ao aplicado
no codigo de refinamento, e ja descrito com algormgnor, na seccao anterior.

Bloco &: Subrotinas que implementam a estratégia de movitagao nodal.

O bloco® é constituido por todas as subrotinas relacionegiasa implementacéo do
algoritmo de movimentacdo nodal. Para tal, a simx procede a construcdo dos
subdominios iniciais, referentes as malhas correspues a cada variavel, e a consequente
inicializac@o dos subproblemas dindmicos assimdgstaatraveés da inclusdo do vector das
posicdes nodais na integracdo. A integracdo terhpesies subproblemas é efectuada pela
chamada da subrotina INTEGR que condiciona todosparémetros de execucdo do
integrador implicita DDASSL. No caso de se tratarptimeiro passo de integrac&o, a rotina
recorre & subrotina INIT para a inicializag@stes problemas.

Implementa-se, igualmente, o esquema iterativo parantegragdo de cada
subproblema de forma a assegurar a convergéncimteafaces entre as seccdes dos perfis
calculadas por integracdo dindmica e as obtidasrpsblucdo do problema estatico geral, de
forma a impedir a ocorréncia de descontinuidadespaofis globais. Quando os valores da
solucao, calculadas nos pontos fronteira de cabdosuinio, nas duas fases do algoritmo,
diferem de um valor superior a uma determinadardot@a, o subdominio em questdo é
alargado em um nodo na direccdo dessa fronteiraseNeaso, o subproblema dindmico é
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integrado novamente, no subdominio redefinidogae se obtenha convergéncia em ambas
as fronteiras.

A subrotingd FRONIT é utilizada para a identificagis nodos adicionais, referentes a
cada subdominio, dependentes do tipo de discrétzagnsiderado e da posi¢do relativa
desse subdominio no dominio espacial global. Exiag0es, e as respectivas solucdes, sdo
apenas aplicadas na avaliacdo da derivada espamsalpontos fronteira, ao longo da
integracéo temporal, ndo intervindo directamentmaama.

Bloco @: Subrotinas referentes a integragéo temporal.

Como no codigo anterior, o nucleo central do bl@o referente a integracao
temporal, consiste ngackage que engloba as subrotinas que asseguram a
integracdo temporal do problema original (integoagétéatica) e dos subproblemas gerados
(integracdes dinamicas). A subroti@AC, onde Bacgssa O calculo analitico dos
componentes da matriz jacobiana € uma rotimamy, ja que, como anteriormente, essa
opc¢ao ndo se encontra activada. Por outro Iadobra)1$na, gue processa o calculo dos
residuos relacionados com as equag¢fes do modektante semelhante a utilizada no cédigo
de refinamento. Deste modo esta rotina, além drilealos residuos (através da chamada da
subrotinal MODELO®), define as caracteristicas frvatde cada problema ou subproblema
integrado (pela chamada da subro e pwe® calculo das estimativas para as
derivadas espaciais (recorrendo a rotina DS|SO0fdctim, igualmente a seleccdo do
problema a integrar (estatico ou dindmico, espmxdfs pelo valor do paréametro interno
IMETH ) e, dentro dos modelos dinamicos, procede a saedgs equacdes de mobilidade
nodal a aplicar (processo que é controlado pelanpeiro de entraddMETH ). No caso de
NMETH = 3, a utilizacdo da expressao respectiva immicavaliacdo do valor de pesos
associados a cada variavel. Estes pesos dependeralatodos extremos verificados nos
conjuntos das solugbes, associados a cada vatiaeklindo o vector das posi¢cdes nodais).
Os valores destes extremos (maximos e minimo)ts#dos pela chamada de uma subrotina
auxiliar designada pdr EXTREM. A evolugéo tempatalsolugdo nos pontos vizinhos das
fronteiras € estimada por interpolacdo linear dalsres disponiveis, obtidos na integracéo
das malhas fixas.

A forma como o cédigo €, de momento, definido,igib@ verificagcdo de algumas
limitacdes, resumidas da seguinte maneira:

NUumero maximo de equacfes do mod&lPDE) = 5

NUmero maximo de parametros do mod&l&R) = 10
NUumero maximo de subdominios gerados em cada péasavel Interna) = 10
NUmero maximo de subintervalos no dominio temp&IDT) = 8

NUumero maximo de nodos para a malha base de n{iPRINI ) = 201
Dimensdo méxima do vector de nodos de interpol@gB&d = 10
NUmero maximo de passos temporais intermédios dmgasso bas®(TER) = 10
Dimensdo méxima do vector de nodos de discretiz@¢&b = 15

Da mesma forma do caso anterior, estes valoresmmaxpodem ser alterados por
manipulagdo das dimensdes dos vectores ou maadersuados. No entanto, h4 de ter em
conta que estas alteracfes podem originar problema® os ja anteriormente referidos,
relacionados principalmente com limitagdes de memor
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Durante a execucao do algoritmo, um dos paramettesnos do codigo$TATUS)
controla a utilizagdo de uma estratégia mono ouimmalha, na integracdo das malhas fixas.
A monitorizacdo deste parametro apenas faz sentidoaso da resolucdo de sistemas de
equacoes diferenciais. 88TATUS = 0 (valor de arranque), todas as variaveis estétn a
ser integradas em malhas coincidentes, e assimsea de estimativa do erro apenas €
executada uma unica vez. Pelo contrario, no cas®Td&TUS tomar o valor de 1, verifica-se
a ocorréncia de uma separacédo de malhas, e todmedmmento tera de ser executado para
cada uma das variaveis do modelo.

D.2.2 — Apresentacdo de um Exemplo.

Na presente secc¢do, procede-se a apresentacaodale dados que o utilizador
necessita de fornecer ao cédigo para a execucaondexemplo estudado neste trabalho.
Optou-se por considerar aqui, um problema diferdotdiscutido na Seccédo D.1.2. de forma
se ilustrar a variedade de opc¢des postas a dispopay cada um dos codigos, e o tratamento
a dar no caso de um modelo substancialmente distmtanterior. O problema considerado
refere-se a um sistema de duas equacdes difeiepeiaiiais que descreve o comportamento
de propagacao de uma chargxédmplo 6). As condi¢Bes da execucdo ndo correspondem as
utilizadas em nenhum dosuns estudados para este exemplo, pretendendo, apenas,
exemplificar a aplicacdo de um vasto leque de apd@poniveis.

Deste modo, considera-se o0 seguinte ficheiro DAJuUe define um conjunto possivel
de pardmetros de execucdo do algoritmo de malhalnadaptativa, para o modelo em
questao:

2 NPDE

0.D0, 1. D0 ZE, ZD

0.D0, 6. 0D-3 TIN, TFIN

1.D-6,1.D-6 ATQL, RTOL

5 NPI

CENTRAI S, DO TIPO(1), TI POL(1)

CENTRAI S, DOAN =1, ... , NPDE
NP, NPR

ggrornzz ©gg

0 NI NTPL, NGRI NI, NI NI T
0,1 NDERV2, NRDEF, NTTOL, NI TER
D-4,1.D 2 NVETH, DZM N, DZMAX
, 0. 6000 ALFA, RLAVBDA
D+6, 4. DO THETA(1), 1=1, ... , NPR

0 NPDI NI

1 NSDT, NZONA

0D-4,6.D-4 DELTAT(I), I=1, ... , NSDT

2 NPRT(1), I=1, ... , NSDT
D-3,5.D3 TOLER(1, J), I =1, NPDE
D-3,5.D3 J=1, ... , NSDT
D4 TCRIT(1), 1=1, ... , NSDT-1
DO Z1(J)

200 J=1, ... , NPDINI

POOOOOO0O00O0000O00000O0OIUNINWENNWRENOOW
N
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Assim, o problema é constituido por duas equacifesenciais NPDE = 2). O
dominio espacial coincide com o intervalo [0 ,2E (= 0.0 eZD = 1.0), e pretende-se que a
integracédo temporal se realize entre os instante® & t = 0.0060TINI = 0.0 eTFIN =
0.0060). As tolerancias absoluta e relativa do @sgude integracdo temporal séo fixadas em
1x10° (ATOL = RTOL = 1x10°). Aplica-se uma discretizacdo espacial com férsdea
diferencas finitas de cinco pontd$Rl = 5), do tipo centrado para as duas variaveiB@ =
CENTRAIS, sendo os parametr@$POL1 irrelevantes). A execucdo utiliza interpolacdes
lineares NINTPL = 0, enquanto qu&lP ndo interessa). O modelo € definido por dois
parametrosNPR = 2), introduzidos no vectofHETA . A execucdo € efectuada com uma
grelha inicial base de nivel um nao uniforme den@@os NPDINI = 20), cujas posi¢des sdo
lidas a partir do ficheiro de dadd$GRINI = 1), sendo armazenadas no ve#brA solucao
inicial é introduzida, na sua forma analiti®NIT = 0), a partir da subroti L. As
derivadas de segunda ordem sao calculadas direg@npor manipulagdo dos valores da
solucdo NDERV2 = 0), e a opcao de redefinicdo da malha dinamiaea pa sua
correspondente inicial encontra-se desactiv&RDEF = 0). As tolerancias especificadas
para o algoritmo séo do tipo absoludITOL = 0), enquanto que cada passo temporal néo é
subdividido em qualquer das integracfes estatidéBER = 1). Como se permite a livre
movimentagdo dos nodos, fixa-se 0s seus espag¢asn@i@dximo e minimo admissiveis nos
valores DZMIN = 1x10* e DZMAX = 0.01, respectivamente. Na integracdo dos
subproblemas dinamicos aplica-se a equacao de idaul®l nodal com um termo de
penalizacdoNMETH = 2), sendo para tal especificado o valor do spwadente coeficiente
de viscosidadeRLAMBDA = 0.6, comALFA = 1.0). O dominio temporal é subdividido
em dois intervalosNSDT = 2), iniciando-se a integracdo no primeiro déegpiNZONA =
1). O instante de tempo onde se d& a transicd s#em t = 0.0006 CRIT(1) = 0.0006). O
passo temporal base para o primeiro intervalo &lfxem 0.00010ELTAT(1) = 0.0001),
enquanto que no segundo se utiliza um passo dO®DELTAT(2) = 0.0006). O intervalo
de impresséo é de tr@dFRT(1) = 3), no caso do primeiro intervalo temporal, grastodos
os perfis sédo imprimidos entre espagamentos tenspdea30.0001 = 0.0003. No que diz
respeito ao segundo intervalo, o periodo de imfceésde dois, 0 que corresponde a escrita
dos resultados entre espacamentosx@e0P06 = 0.0012NPRT(2) = 2), a partir do instante
de tempo inicial (isto porque, neste cad®RT(2)XxDELTAT(2) > TCRIT(1)). Finalmente,

o algoritmo é obrigado a verificar uma tolerandiaauta de §10° (TOLER(l,J) = 5x10°%)
para todas as variaveis, em ambos 0s subinterieatgsorais.

Como anteriormente, a construcdo do ficheiro ioa@pfjue todas as varidveis tém de
ser especificadas, mesmo que ndo estejam a seaddss, com a excepcao do vedar que
neste caso é necessario, porj@RINI = 1, e do vectoNAME , que no presente exemplo é
irrelevante, ja quélINIT =0.

Deste modo, todas as informacdes referentes alicéas pretendidas para a execucao
sdo introduzidas no coédigo. Para definir as caratigas especificas do modelo em si
associam-se ao programa trés subrotinas adicioBaisnportante salientar que estas
subrotinas podem perfeitamente ser aplicadas n@gadde refinamento, apresentado na
seccdo anterior, sem que seja necessario procedguakuer alteracdo. As rotinas
correspondentes a descricdo do modelo em estudis sEguintes.
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SUBROUTI NE I NI TI AL(J, Z, Y)

I MPLI CI T DOUBLE PRECI SION (A-H, O 2)
DI MENSI ON THETA( 10)

COVMON / MODEL/  THETA

| F(J. EQ 1) THEN
Y=1. D0

ELSEl F(J. EQ 2) THEN
Y=0. 2D0

ENDI F

RETURN
END

Com a definigdo da subrotifa INITIAL introduzem-Be sistema, as expressoes
analiticas para as solucdes iniciais referenteada wariavel. Neste caso, constata-se que,
ambas as variaveis apresentam perfis iniciais antest com os valore¥: = 1.0 para a
primeira variavel (u) & = 0.2 para a segunda (v).

SUBROUTI NE BOUND( T, LBE, LBD, LFLAG)

I MPLI CI T DOUBLE PRECI SION (A-H, O 2)

DI MENSI ON LBE(5), LBD(5) , YZB(5, 2), Y(5, 2) , DYBDT(5, 2)
DI MENSI ON ORDMVAX( 5) , BD( 5, 2)

DI MENSI ON  THETA( 10)

COMMON / MODEL/  THETA

COVMON / BODRL/ Y, YZB, DYBDT, BD

COVMON / BODR2/  ORDMAX

LBE( 1) =1
LBD( 1) =1
LBE( 2) =1
LBD( 2) =0

| F( LFLAG. EQ 1) RETURN
YZB(1,1)= 0
YZB(1,2) = 0.
YZB(2,1)= 0

| F(T. LE. 2. D-4) THEN
YZB(2, 2) =0. 2+T/ 2. D- 4
DYBDT( 2, 2) =1. DO/ 2. D- 4
ELSE

YZB(2,2)=1.2

DYBDT( 2, 2) =0. 0

ENDI F

ORDVAX( 1) =2
ORDVAX( 2) =2

RETURN
END

Na subrotina]| BOUND introduzem-se as caractersticaferentes a condigdes
fronteira especificadas para o modelo em estudsteN=mso, verifica-se que as fronteiras de
cada variavel evoluem no tempo de uma forma naecdgmda (todos okBE e LBD séao
fixados em 1), ha excepcdo de uma: a fronteiraiddtal para a segunda variavel, onde a
evolucdo da solucdo é perfeitamente definldd)((2) = 0). Nesta fronteira, aplica-se uma
perturbacdo em rampa na variavel v, de declivédQ02 ODYBDT(2,2) = 1/0.0002), partindo
do ponto 0.2YZB(2,2) = 0.2 +T/0.0002) até ao instanfe= 1.2, a partir do qual a condicao
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fronteira se torna constanté4B(2,2) = 1.2 eDYBDT(2,2) = 0.0). As restantes fronteiras sao
regidas por condicbes dédeumann, fixando-se valores nulos para as primeiras ddasa
correspondentesYZB = 0.0 nas trés fronteiras restantes). O modelmelefiferenciacbes
espaciais de ordem méxima dois, em relacdo as daddveis (U e v). Desse modo,
especifica-se qUORDMAX(1) = ORDMAX(2) = 2.

SUBROUTI NE MODELQ( Y, YZ, YZZ, J, EQ

I MPLI CI T DOUBLE PRECI SION (A-H, O 2)
DI MENSI ON Y(5), YZ(5), YZZ(5)

DI MENSI ON  THETA( 10)

COVMON / MODEL/  THETA

| F(J. EQ 1) THEN

EQ = YZZ(1)- THETA( 1) *Y( 1) * DEXP( - THETA(2) / Y(2))
ELSEI F(J. EQ 2) THEN

EQ = YZZ(2) +THETA( 1) *Y( 1) * DEXP( - THETA(2) / Y(2))
ENDI F

RETURN
END

Finalmente, na subrotifa MODE|O s&o introduzidaseapressoes referentes as
funcdesf do modelo diferencial (correspondentes ao modetalg- vd. Equacéao (D.7)). O
valor de cada uma das func¢des é definido na vdria@e Torna-se igualmente necessario
conferir se a ordem dos parametros do modelo nimvEEIETA , coincide com a ordem em
gue estes sao lidos a partir do ficheiro de dadssAD



